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imm  ABTHEILING. 

Aufgaben^  welche  auf  Ausdrücke  ßhren,  wo  Differentiale  vorkommen. 


A)   Aofgaben,  wo  Dor  eine  einzige  Function  mit  einem  einzigen  absolut  ontbhangigen 
Yeränderlichen  gesucht  wird. 


Aufgabe  61. 

Welche  unter  allen  auf  dasselbe  CoordinateDsystem  bezogenen  ebenen  Curven  hat 
in  jedem  ihrer  Punkte  die  Eigenschaft,  dass  sie  folgenden  von  den  Goordinaten  abhän- 
gigen Ausdruck 

I)    ü  =  a.y*  +  b.x.y  +  c«.y  +  t^.x2.g  +  e  •»'•©' 
10  einem  MaxImum-stande  oder  Minimum-stande  macht.  i 

Einleitung.  , 

A)  Hier  ist  z  irgend  eine  beliebige  Abscisse  und  y  ist  die  zugehörige  Ordinate  der 
gesochten  Curve.  Die  Ordinalen  aller  Guryeu,  welche  der  gesuchten  Curve  in  jedem 
Punkte  nächstanliegen,  werden  (nach  §.  60)  dargestellt  durch 

II)    y  +  x.ayH-^.a2y  +  ^.a3y  + 

To  X  der  Null  nächstanliegend,  y  die  gesuchte  Function  von  x,  ond  ^y,  ^y,  d^y,  etc. 
ganz  willkürliche  reelle  Functionen  von  x  sind. 

B)  Der  Quotient  ^  ist  die  goniometrische  Tangente  des  Winkels,   welcher  von 

der  Abacissenaie  und  von  der  zur  Abscisse  x  gehörigen  BerQhrenden  der  gesuchten 
Corve  eingeschlossen  wird.    Es  ist  also  (nach  g.  87)  durch  die  Reihe 

^    dx    '  dx         1.2      dx  1.2.3      dx 

die  goniometrische  Tangente  der  Winkel  dargeslellt,  welche  von  der  Abscissenaxe  nnd 
von  deu  zur  Abscisse  x  gehörigen  Berührenden  der  der  gesuchten  Curve  stelsfort  nächst» 
anliegenden  Nachbarcurven  eingeschlossen  werden. 

dy 

C)  Der  Quotient  -p  ist  aber  auch  die  goniometrische  Gotangente  des  Winkels, 

vekher  von  der  Abscissenaxe  und  von  der  zur  Abscisse  x  gehörigen  Normale  der  ge- 
suchten Curve  eingeschlossen  wird ;  und  dabei  ist  durch  die  Reihe  III  die  goniometrische 
Colangente  der  Winkel  dargestellt,  welche  von  der  Abscissenaxe  und  von  den  zur 
Absdsse  x  gehörigen  Normalen  der  der  gesuchten  Curve  stetsfort  nächslanliegenden 
Nachbarcurven  eingeschlossen  werden. 

Auflösung. 
Durch  Mntiren  bekommt  man 

IV)    ^ü  ==  (2ay  -h  bx  +  c«)  .  ay  -H  e  .  x2  .  (j  +  2  .  g)  .  ^ 

II.  1 
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V)    d2[]  =  (sJay  +  bx  +  c2)  .  d2y  +  e  •  x«  •  (^  -h  2  •  j^) 


da2y 
dx 


+  2a  .  ay2  -4-  2ex2  •  (^? 


\dx/ 

Erster  Fall.  Sacht  man  eine  solche  Carve,  welche  bei  ii^end  einer  nach  Belie- 
ben gewählten  Abscisse  x  den  vorgelegten  Ausdrock  grösser  oder  kleiner  macht,  als 
ihn  bei  derselben  Abscisse  x  alle  möglichen,  der  gesuchten  Curve  stetsfort  nächstanlie- 
genden ,  Nachbarcarven  machen  können ;  so  sind  (nach  $.  91)  Sy  und  --p-  dem  Werlhe 
nacl^  ganz  willkürlich  und  unabhängig  voneinander,  wenn  gleich  mit  der  Form  des  ^y 
auch  die^des  -^  mitgegeben  ist.  Es  müssen  also  jetzt  (nach  g.  183)  die  zwei  ideoli- 
sehen  Gleichungen 

i)    2ay  H-  bx  +  c2  =  0,        und  2)    -4-2.^  =  0 

gleichzeitig  nebeneinander  bestehen.    Integrirt  man  die  zweite,  so  bekommt  man 

3)    2a  .  y  4-  hx  +  A  ==  0 

Da  aber  durch  diese  Integralgleichung  auch  die  Gleichung  1  identisch  gemacht  werden 
muss;  so  ist  A  »  c^  zu  setzen.    In  Folge  alles  Vorhergehenden  reducirt  sich  V  auf 

^ü  «  2a  .  ^y2  H-  2  .  e  .  x2  .  (^f 
so  dass  es  jetzt  nur  auf  a  und  e  ankommt,  ob 

ein  Maximum*8tand  oder  Minimum-stand  ist.  Sind  nemlich  a  und  e  gleichzeifig  nega- 
tiv, so  ist  ^U  unter  allen  Umständen  negativ,  und  U'  ein  Maximum-stand ;  sind  a  ond 
e  gleichzeifig  positiv»  so  ist  ^U  unter  allen  Umständen  positiv,  und  U'  ein  Minimom- 
stand,  wobei  man  jedoch  beachten  muss,  dass  in  der  Analysis  ein  negativer  Ausdrack 
fiir  desto  kleiner  gilt,  je  weiter  sein  Werth  von  Null  absteht;  sind  aber  a  und  e  einan* 
der  entgegengesetzt,  so  kann  d^V  weder  f&r  positiv  noch  negativ  gelten,  so  dass  dabei 
weder  ein  Maximum-stand  noch  Minimum-stand  stattfindet. 

Zweiter  Fall.  Sucht  man  nur  diejenige  Cu^ve,  die  bei  irgend  einer  nach  Belie- 
ben gewählten  Abscisse  x  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht,  als 
ihn  alle  die  Curven  machen  können,  welche  nicht  nur 

a)  der  gesuchten  Curve  stetsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 
ß)  mit  ihr  den  zu  der  grade  gewählten  Abscisse  x  gehörigen  Punkt  gemein- 
schaftlich haben; 
so  haben  alle  Curven,  die  hier  in  Betracht  gezogen  werden  dQrfen,  bei  der  grade  ge- 
wählten Abscisse  \  einerlei  Ordinate.  Desshalb  besteht  jetzt  zwischen  der  Ordinate 
der  gesuchten  und  den  Ordinalen  aller  in  Betracht  zu  ziehenden  Curven  folgende  Glei- 
chung 

VI)    y  =  y  ^x.ay-Hj^.<5«y+^.(Py+- 

Es  muss  also  (nach  $.  181  A)  bei  dem  grade  gewählten  Werthe  des  z  einzeln  sein 
ay  =s  0,  ^y  a  0,  S^  =s  0  etc.    Hierbei  reducirt  sich  Gleichung  IV  auf 

Man  hat  daher  jetzt  die-  einzige  identische  Gleichung 

4)    !?  +  2.^  =  0 

-^    a  dx 

Daraus  folgt  durch  Integration 

5)    2ay  -h  bx  -h  B  =  0 
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Der  CoBilinle  B  isi  willkirlich,  and  kaon  z.  B.  bestiinrol  werden,  wenn  man  verlangt, 
dw  die  geflachte  Corve  durch  den  festen  Punkt  (a,  ß),  d.  h.  durch  einen  Punkt,  des- 
sen Abecisse  =  a  und  dessen  Ordinate  =  ß  ist,  ^ehen  soll.  Dabei  gehl  Gleichung  5 
öher  ia 

6)    2ai»  H-  b«  H-  B  =-  0 

Barans  folgt  B  =  —  2a/?  —  bcc,  und  statt  Gleichung  5  gibt  sich  nun 

7)    2ay  +  bx  =  2a/S  -4-  ba 

Unter  den  hier  gemachten  Voraussetzungen  reducirt  sich  Gleichung  V  auf 

«.-S......(f!f 

SO  dass  es  jetzt  aaf  e  allein  ankommt,  ob 

ein  Maximam-stand  oder  Minimum-sfaDd  ist.  _ 

Da  das  Vorhandensein  eines  dieser  beiden  Zustände  hier  von  e  allein  abhangt,  so 
OHias  jelzt  nothwendig  jedesmal  entweder  ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  statt- 
finden, während  im  ersten  Falle  erforderlich  ist,  dass  a  und  e  einerlei  Zeichen  haben. 
Diese  Erscheinung,  dass  im  ersten  Falle  nicht  so  oft  ein  Maximum-stand  oder  Minimum- 
stand stattfindet,  als  im  zweiten,  ist  aber  eine  Folge  grade  des  Umstandes,  dass  hier 
nicht  soviele  Nachbarcnrven  mit  der  gesuchten  Gurve  verglichen  werden ,  als  dort. 

Dritter  Fall.  Socht  man  nur  diejenige  Curve,  die  bei  irgend  einer  nach  Belie- 
ben gewählten  Abscisse  x  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht,  als 
ihn  alle  die  Curven  machen  können,  welche  nicht  nur 

a)  der  gesuchten  Curve  stetsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 
/?)  bei  der  grade  gewählten  Abscisse  x  alle  ihre  BerQhrenAen  mit  der  Berikhren- 
den  der  gesuchten  Curve  parallel  haben; 
so  schliesst  die  Abscissenaxe  mit  den  zu  der  grade  gewählten  Abscisse  x  gehörigen  Be- 
rührenden aller  Curven,  die  hierin  Betracht  gezogen  werden  d&rfen,  einen  gleichgrossen 
Winkel  ein.  Desshalb  besteht  (siehe  die  in  dieser  Aufgabe  befindliche  Einleitung,  B) 
jelzt  flftr  alle  in  Betracht  zu  ziehenden  Curven  folgende  Gleichung : 

^"^  didi"^^dr^r:r"dr^ixi"dr^ 

Es  moss  also  (nach  $.  181  B)  bei  dem  grade  gewählten  Werthe  des  x  einzeln  sein 
^  =  0,  ^?  =  0,  -^  =  0  etc.    Hierbei  reducirt  sich  Gleichung  IV  auf 

dU  =  (2ay  -f-  bx  4-  c«)  .  ^y 

Man  hat  daher  auch  jetzt  eine  einzige  identische  Gleichung 

8)    2ay  -h  bx  -f-  c«  =  0 

weiche  als  Urgleichung  keinen  willkürlichen  Constanten  mehr  enthält  Unter  der  hier 
gemachten  Voraussetzung  reducirt  sich  Gleichung  V  auf 

32Ü  «  2a  .  ay2 

«o  dass  es  jetzt  auf  a  allein  ankommt,  ob 

/bxv2 


tT#  /bx-hc2v2  /bxv2 


ein  Maximnm-atand  oder  Minimum-stand  ist. 

Das  Resultat  des  ersten  Falles  unterscheidet  sich  also  von  dem  dieses  dritten  Falles 
aar  dadurch,  dass  hier  das  Vorhandensein  eines  der  beiden  ausgezeichneten  Zustände 
von  a  allein  9  dort  aber  von  a  und  e  zugleich  abhängig  ist.  Man  hat  also  abermals  die 
BncheJnniig,  dass  im  ersten  Falle  nicht  so  oft  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand 
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tUUfindet,  als  io  diesem  dritten  Falle,  welches  wieder  eine  Folge  des  UinstaDdes  ist, 
dass  hier  nicht  soviele  Nachbarcurven  mit  der  gesaehten  Garve  verglichen  werden, 
als  dort. 


A  afgabe   62. 

Welche  Fanction  y  von  z  hat  bei  jedem  Werthe  des  z  die  Eigenschaft,  dass  sie 
folgenden  Aosdrack 

ZQ  einem  Maximam-stande  oder  Minimom-stande  macht? 
Durch  Motiren  bekommt  man 

II)    ^ü  =  (h«  .  y  -  h«  .  I  .  j?)  .  ^y  +  (sh«  .  x«  •  j?  —  h«  •  x»  -  h«  .  x  •  y)  .  ^ 
III)    ^ü  =  (h3  .  y  -  h2  .  X  .  j|)  .  ^y  +  (2h2  •  »*  •  ^  -  h«  •  x«  -  h«  •  xy]  .  -^ 

-hh2.ay2-2h2.x.^y.^-+-2.h2'.x2.(^)' 

Erster  Fall.  Sacht  man  für  y  eine  solche  Function,  welche  bei  irgend  einem 
nach  Belieben  gewählten  Werthe  des  x  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner 
macht,  als  ihn  bei  demselben  Wdrthe  des  x  alle  möglichen,  der  gesuchten  Function 
Stetsfort  nächstanliegenden,  Nachbarfunctionen  machen  kdnnen;  so  sind  (nach  $.  91)  dy 

und  -p-  dem  Werthe  nach  ganz  unabhängig  voneinander ,    wenn  gleich  mit  der  Form 

des  ^y  die  des  —-  mitgegeben  ist.    Es  müssen  jetzt  (nach  $.  183)  die  zwei  identischen 
Gleichungen 

1)     h«  .  y  -  h2  .  X  .  j?  ==  a    und  2)   2h2  .  x2 .  ^  -  h2  .  X»  -  h«  .  xy  =  0 

zugleich  stattfinden.    Man  hat  nun  zwei  Wege,  die  gesuchte  Function  y  von  x  aufzu- 
finden. 

Erstens.    Lässt  man  bei  Gleichung  1  den  gemeinschaftlichen  Factor  weg,  so  hat 

man  x  •  dy  —  y  •  dx  »  0.    Diese  Gleichung  wird  integrabel ,    wenn  man  sie  mit  —^ 

multiplicirt;  denn  aus  '  -        "7  ~  ^  ^^^^^  gradezu  ^  =  B,  und  daraus  folgt  weiter 

3)    y  =  B.x 
Durch  diese  Function  muss  aber  auch  Gleichung  2  identisch  werden.    Zu  diesem  Ende 

rühre  man  Bx  statt  y,  und  B  statt  -^  in  Gleichung  2  überall  ein,   und  reducire  soviel 
als  möglich;  so  bekommt  man 

2B  .  h«  .  X«  —  h« .  x2  -  B  .  h2  .  x«  =  0 
Daraus  folgt  B  =  1 ;  und  Gleichung  3  geht  über  in 

4)    y  =  I 
welches  die  gesuchte  Function  y  von  x  ist.    Dabei  reducirt  sich  Gleichung  11  auf 

1  x^  •  Yx^  +  h^^ 

woran  man  erkennt ,  dass  ü'  =  5  •  h^  • ^^ =-5-^  ein  Minimum-stand  ist. 

2  X*  —  h» 
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^  dy 

Zweitens.   Man  kann  aber  aocb  aas  1  and  2  den  Ausdrack  -p    eliminireny   ond 


lolegraUon  za  der  gesuchten  Fanction  y  von  %  gelangen.    Zu  diesem  Ende  wird 
ans  Gleichong  I  bekommen 

5)  Jy  -  y      • 

-^     dx        K 
Diesen  Aosdinck  ffihre  man  in  2  ein«  so  gibt  sich  h^  •  x  •  (y  —  x)  =  0;  and  man  hat 

6)    y  =  x 

Diese  Fnnetion  soll  die  Gleichongen  1  and  2  sogleich  identisch  machen,  was  noch  be- 
sonders antersQcht  werden  moss. 

Man  hat  also  jetzt  genao  dasselbe  Resoltat,  wie  vorher. 

Zweiter  Fall.  Sacht  man  nar  diejenige  Function ,  die  bei  irgend  einem  nach  Be- 
lieben gewählten  Werthe  des  x  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht, 
als  ihn  alle  die  Fonctionen  machen  können ,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Function  stetsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 
ß)    bei  dem  gerade  ^gewählten  Werthe  des  x  alle  mit  der  gesuchten  Fanction 
einerlei  Werth  bekommen  ,- 
so  findet  hierbei  zwischen  allen  Functionen,  die  jetzt  in  Betracht  gezogen  werden  dür- 
ien,  folgende  Gleichung 

IV)    y  =  y  +  x.ay-h^.a«yH-^.^  + 

statt    Es  moss  also  (nach  $.  181.  A)  bei  dem  gerade  für  x  genpmmenen  Werthe  ein- 
zeln sein  ^y  =  0,  ^y  a»  0,  d^  B»  0,  etc.;  und  Gleichong  II  reducirt  sich  jetzt  auf 

au  -  (2  .  h2  .  x2  .  j^  —  h»  .  x2  -  h2  .  X  .  y)  .  ^ 

Man  hat  daher  jetzt  nur  die  einzige  Gleichung 

7)    2h«  .  x2 .  j^  -  h»  .  x«  —  h«  .  xy  =  0 

oder,  was  dasselbe  ist, 

8)  2x  .  dy  —  X  .  dx  —  y  .  dx  =  0 

Diese  Gleichung  wird  integrabel,  wenn  man  sie  mit  dem  Factor ^  maltiplidrt.  Da- 

2.x' 
dorch  bekommt  man 

9)  2x  .  dy  -  y  .  dx  _     dx     _  ^ 

2.x'  2.x« 


Also  ist 


10)    -1,  -  Ifi  =  C 

Irx 


mit  Aenderong  des  Gonstanten 


11)  y  -  X  =  ifETl 
oder 

12)  (y  -  x)2  —  E  .  X 

Der  willkürliche  Constanle  £  macht,  dass  man  die  Aufgabe  noch  einer  Nebenbedingong 
unterwerfen  kann.    Da  sich  jetzt  Gleichong  III  aof 

zarQckziebt;  so  erkennt  man,  dass  ein  Minimam-stand  stattfindet. 
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Besoodere  BerücksiebUgang  yerdient  die  SpeoialiCät,  wo  B*=  0  ist;  denn  dabei  iei 
7  =  X,  wie  in  Gleicbong  4  oder  6.  Die  Gleicbong  4  oder  6  ist  also  pur  eine  Specialität 
TOD  12,  und  kein  singalares  Integral  zo  8  oder  zu  7  oder  za  2. 

Dritter  Fall.  Sacht  man  nar  diejenige  FoDclion,  die  bei  irgend  einem  nach  Be- 
lieben gewählten  Werthe  des  x  den  vorgelegten  Aasdrnck  grösser  oder  kleiner  macht, 
als  ihn  alle  die  Functionen  machen  können,  welche  nicht  nor 

a)    der  gesuchten  Function  sletsfort  nächtanliegen ,  sondern  anch 
ß)    bei  dem  gerade  f&r  z  genommenen  Werthe  alle  ihrem  ersten  DiffereDtial- 
qnotient  den  gleichen  Werth  geben,  welchen  der  erste  DiiferentialqaotieDt 
der  gesachten  Function  bekommt; 
80  findet  hierbei  zwischen  dem  ersten  Diiferentialqiiotient  der  gesachten  Fmietion  ond 
dem  aller  jener  Functionen,  die  jetzt  in  Betracht  gezogen  werden  dikrfen,  feigende 
Gleichung 

Vv!^  =  ^4-x.^  +  -!^.^4-^.^ 

"^   dx        dx  dx         1.8  '    dz  1.2.3  '    dz 

sUtl.    Es  moss  also  (nach  g.  181.  B)  bei  dem  gerade  (Qr  x  genommenen  Werthe  ein- 
zeln sein   -r-^  B  0,   -;p- =  0,  etc.    Hierbei  redncirt  sich  Gleichang  If  auf 

au  =  (h2  .  y  -  h2  . 1 .  j?)  .  ^y 

Daraus  folgt  die  identische  Gleichung 

13)    h»  .  y  -  h2  .  z  .  j?  =  0 

Lässt  man  hier  den  gemeinschaftlichen  Factor  weg,  so  bekommt  man  z  •  dy  —  y  •  dz  =  0, 
woraus  (nach  der  schon  beim  ersten  Falle  angewendeten  Methode)  folgt 

14)    y  =  G  .  X 
Der  willkQrliche  Constante  G  macht,  dass  man  die  Autgabe  noch  einer  weitern  Bedin- 
gung unterwerfen  kann.    Da  sich  hier  Gleichung  III  auf 

a^ü  =  h2  .  ay2 
reducirt;  so  findet  ein  Minimum-stand  statt. 

Besondere  Berücksichtigung  verdient  die  Specialität ,  wo  G  =  1 ;  denn  dabei  ist  7  =  z . 
wie  in  Gleichang  4  oder  6.  Die  Gleicbong  4  oder  6  ist  also  nur  eine  Specialität  von  14. 
und  kein  singaläres  Integral  zu  1  oder  zu  13. 


A  ufgabe   63. 

Man  hat  wieder  den  in  voriger  Aufgabe  gestellten  Ausdruck,  und  sucht  fikr  y  eine 
solche  Function  von  x ,  und  zugleich  für  z  einen  solchen  Werth ,  dass  dabei  U  ein  Ma- 
ximnmwerth  eines  Maximum-Standes  oder  ein  Minimumwerth  eines  Minimum-Standes  wird. 

Der  gemischte  Mutationscoefficient  der  ersten  Ordnung  ist  hier 

^»  =  i...(,-..g).„-.b....(*,.ä-.-,).« 

Erster  Fall.  Sucht  man  fikr  y  eine  solche  Punction,  welche  bei  dem  gesuchten 
Werthe  des  x  den  vorgelegten  Auadmck  grösser  oder  kleiner  macht,  als  ihn  bei  dem- 
selben Werthe  des  z  alle  möglichen ,  der  gesuchten  Function  stetsfort  nächstanliegenden, 
Nachbarfunctionen  machen  können;  so  sind,  obgleich  der  gesuchte  Werth  des  x  ein  fesler 
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WerUi  ül,  dennoch  (naeli  $.  92)  die  Werthe  des  dy  and  des  -^  ganz  voneinander  un- 

abbingig  und  willk&rlieli.  Es  werden  die  bei  6y  nnd  -^  befindlichen  Factoren  xa  iden- 
tischen Gleichungen,  d.  h.  es  ist  gleichzeitig 

I)    y-x.g«0,       und2)    2x.j?  -  X  -  y  =  0 

Daraos  folgt  y  =  x;  dnd  in  Folge  alles  Vorhergehenden  zieht  sich  der  bei  i9x  befindliche 
Factor  zorOck  aof 

«.     hg.x.(i^  — 2.hg>ig-h0 
'  ^  (x«  -  h«)« 

Setzt  man  diesen  Factor  gleich  Null,  so  bekommt  man  die  nichtidentische  Gleichung 

4)    X  .  (x*  —  2h2  .  x2  -  h*)  =  0 

Daraw  folgt  X  sr  0  «der  x  =  h  •  1^1  -t-  ifS.  Man  hat  also  für  x  folgende  mnf  Werthe : 

x'  =  0,  x''  =  h  -  f/T+TS,  X'"  -«  —  h  .  |/rm,  x'"'  -»  h  .  Vi  —  fü,  x""'  = 

—  h  -  Vi  —  1^2.  Die  zwei  letzten  Werthe  sind  imaginär,  und  können  hier,  wo  yom 
Grössten  ond  Kleinsten  die  Rede  ist,  nicht  berücksichtigt  werden.  Im  Allgemeinen 
ist  jetzt 

«od 

^2  x2  -  h» 

Brstens.    Setzt  man  x  =  0,  so  ist  auch  V"  =  0,  nnd 

d.  h.  U''  =  0  ist  ein  Maximum werth  eines  Minimum-Standes;  denn  Ar  die  der  Null 
nidistanliegenden  Nachbarwerthe  des  x  ist 

c-^.B-|.>..(.+D,y.{S:g;j;ig--i. >..».. 

aegaüT,  und  ein  negativer  Werth  gilt  für  kleiner  als  Null. 

Zweitens.    Ist  x  =  ±  h  •  Kl  +  1^,  so  ist  ü"  =  5  .  h*  •  (1   -h  K2)2,    und 

^ffJ   =h2.((^y-x.^)'  -+-  (x.^)')  +h«.(4-f.2K2).^x« 

■od  hieran  erkennt  man,  dass  ein  Minimnmwerth  eines  MinimnuHBtandes  stattfindet 

Zweiter  FalL  Sucht  man  nur  diejenige  Function,  welche  bei  dem  gesuchten 
Werthe  des  x  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht,  als  ihn  alle  die 
Fonctiosen  machen  ktanen,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Function  Stetsfort  nftchstanliegen ,  sondern  anch 
ß)    bei  dem  gesuchten  Werthe  des  z  alle  mit  der  gesuchten  Function  einerlei 
Werth  bekommen; 
80  ist  jetzt  ^y  =  0,  ^  =  0,  etc.    Gleichung  I  reducirt  sich  also  auf 


0)  Aü  =  b....(...g-.-,).f; 
[•"••(»-••S)jJ-"-(«-i--') 


dp 
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Der  Factor  des  Motationscoefficienlen  gibt  die  identische  Gleichung 

5)    2«.g-.-y  =  0 

Integrirt  man  diese  Gleichung,  so  bekommt  man 

«)    (y  —  «y  «  E  .  X  , 
In  Folge  alles  Vorhergehenden  redocirt  sich  der  Factor  des  Differenzcoefßcienten  auf 

«^    h«        (4x  +   E)  .  (x2  -  hg)g  ~  8h^  >  1 
^     4  ^  (x2  -  h^y 

Setzt  man  diesen  Factor  gleich  Null,  so  bekommt  man  die  nichtidentische  Gleichung 
8)    (4x  -f-  E)  .  (x2  -  hO»  -  8h*  .  X  -  0 

Dieses  ist  eine  Gleichung  des  fttnllen  Grades ,  und  liefert  fünf  Werthe  Ar  x.  Aueh  ent- 
hält sie  die  Gleichung  4  als  Specialität  in  sich.    Im  Allgemeinen  ist  jetzt 


_  h«        2xg  .  (hg  -h  xQ  +  Ex  .  (x«  -  hg) 
^    ~T  ^  x3-  h2 


und 


^ -»... ..(gj -.,..>•  +  '•■)';:.- '■g-'-("^'^>.^. 

In  primärer  Beziehung  besteht  also  ein  Minimum-stand ;  was  aber  in  secundärer  Bezie- 
hung stattflndet,  hangt  zunächst  vom  Werthe  des  Gonstanten  E  ab. 

Dritter  Fall.  Sucht  man  nur  diejenige  Function,  welche  bei  dein  gesuchten  Werthe 
des  X  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht,  als  ihn  alle  die  Functionen 
machen  können,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Function  stetsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 
ß)    bei  dem  gesuchten  Werthe  des  x  alle  ihrem  ersten  Differentialquotient  den 
gleichen  Werth  geben,  welchen  der  erste  Differentialquotient  der  gesuchten 
Function  annimmt; 

so  ist  jetzt  -p  =  0,  -^  =  0,  etc.  Gleichung  I  reducirt  sich  also  auf 
in)    Aü-h«.^y-x.g^.ay 

Der  Factor  des  BlntationscoefBcienten  gibt  die  identische  Gleichung 

9)   y-..g-0 

Integrirt  man  diese  Gleichung,  so  bekommt  man 

10)    y  =  Gx 

dv  d'y 

Daraus  folgt  ^  =  G  und  j-^  =  0;  der  Factor  des  Differenzcoeffieienten  redocirt  sieh 

also  auf 

-2  ^  X  .  (2x^  -  4h?  « x«  -h  G  .  (G  —  2)  » (x«  —  h^jg) 
(x«  -  hg)2 
Setzt  man  diesen  Factor  gleich  Null,  so  bekommt  man  die  nichtidentische  Gleichung 
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Danas  folgt  zunäehst  x  =  0  and  ausgerdem  noch  vier  WerÜie  f&r  x.  Aach  in  Gleichang 
t1  ist  Gleiehnng  4  als  Specialitäl  enthalten.    Im  Allgemeinen  ist  jetsi 

^V  =  h«  .  (5y2  +  (p-^2)^  •  t-Ä'  •  (5x»  -  6h2) 

+  G  .  (G  -  2)  .  (5x*  -  6h2  .  x2  +  h*)]  •  i^x« 
In  priBirer  Beaehong  besteh!  also  ein  Minimnm-stand;  was  aber  ia  secandArer  Bexie- 
hang  besteht,  hangt  xnnichst  vom  Werthe  des  G  ab. 


Aufgabe  64. 
Man  sacht  y  als  solche  Fanction  von  x,  dass  der  Ausdruck 

ü  =  h«  .  X«  4-  2hx  .  y«  +  (x*  —  h2  .  y«  -  4h3  .  x)  .  ^  +  h* .  (g?)* 

ein  Maximam-^tand  oder  Mmimam-stand  wird. 
Durch  Motiren  bekommt  man 

I)    au  =  (4hxy  -.-ih^.y.^jay  -h  (2h*  •  J^  +  x4  .  i|2  .  j2_  ^h^  .  x)  .  ?^ 

II)    a»ü  =  (4hxy  -2h2.y.j|j.^yH-(2h*.g  H-  x*-h».y«-4h3.x).^ 

+  (4hx->2h2.g).ay«.4h..y..y.^^2h*.(^^)' 

Sucht  man  eine  solche  Function,  welche  bei  ii^^end  einem  nach  Belieben  gewählten 
Werthe  des  x  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht,  als  ihn  bei  dem- 
selben Werthe  des  x  alle  möglichen,  der  gesuchten  Fonction  stetsfort  o&chstanliegenden, 
Nachbarfnnctionen  machen  können;  so  mOssen  die  zwei  identischen  Gleichungen 

Ul)    4hxy  —  2h«  •  y  .  gl  »  0,    und  IV)    2h4  •  ^  +  x*  -  h«  .  y«  -  4h3  •  »  =  0 

ingleich  stattfinden.    Die  erste  dieser  Gleichungen  lässt  sich  aber  auf  folgende  Weise 

zerlegen:  2h  •  y/2x  —  h  •  g^j  ==  0.    Setzt  man  nun  y  *»  0,  d.  h.  ISsst  man  y  eme 

identische  Fonction  von  x  sein,  so  wird  dadurch  wohl  Gleichung  III,  aber  nicht  auch 

Gleiehnng  lY  erfttllt    Also  kann  y  keine  identische  Function  von  x  sein.    Setzt  man 

dy 
aber  2x  —  h  •  g^  «  0»  so  hat  man  jetzt  folgende  zwei  Differentialgleichungen  der  ersten 

Ordnottg 

V)     2x  -  h  .  gl  =  0,     VI)    2h*  .  gl  -h  X*  -  l|2  .  y2  -  4h3  .  X  =  0 

dy       2x  X« 

Brstens.    Aas  V  folgt  ^  ""  Y'  °°^  <)arans  gibt  sich  y  =  -r-  +  "^y  ^^  ^  ^^^ 

M  willkürlicher  Constanter  ist.  FQhrt  man  diese  für  ^  und  fßr  y  erhaltenen  Ausdrücke 
in  VI  ein.  so  bekommt  man 

4h3.i   +  X*  -  h«./^  +  ^  -h  A«\  -  ih3.x«0 


II.  2 
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Diese  Gleichang  wird  aber  nar  idenUsch,  wenn  A  s  0  gesetzt  wird;  ond  somit  ist 

ViOy  =  J 

ein  den  beiden  Gleichnngen  lU  aod  IV  gemeinschaftliches  besonderes  Integral.  Da  aber 
dabei  Gleichang  II  sich  zorttckzieht  auf  d^U  =  —  4h  •  x»  •  dy  •  ^  +  «i«  •  i^ff  so 
findet  weder  ein  Maximam-stand  noch  Minirnnm-stand  statt.  ^ 

Zweitens.    Aas  Gleichang  V  folgt  ;r-  =  -ir ;  ond  wenn  man  diesen  Aasdrnck  io 

Gleichang  VI  einsetzt,  so  ergibt  sich  yS  »  -r^,  also  y  =  ii  —.  Man  hat  aber  noch  zu 
ontersachen,  ob  alle  beiden  für  y  gefandenen  Formen,  oder  ob  nar  eine  oder  keine  von 
beiden  den  Gleichangen  V  ond  VI  genOgen.  Aas  y  =z  ±  j-  folgt  -^  aa  j:.  -r-  ,  and 
dabei  gehen  die  Gleichongen  V  und  VI  bez&glich  tkber  in 


2h*  .  /  j^  ~\  +  i4  —  h2  .  /±  -^^  -  4h3  .  X  =  0 


2x 

and 


x^ 
An  diesen  beiden  Gleichongen  erkennt  man,  dass  nar  Y  ^  +  -r   beibehalten   werden 

darf,  ond  dass  y  =  —  -r-  verworfen  n 
Aasdrnck  9  wie  bei  der  ersten  Aoflösang. 


darf,  ond  dass  y  =  —  -r-  verworfen  werden  moss.  Für  ^U  bekommt  man  denselbeo 


Aufgabe   65. 
Man  sacht  y  als  solche  Function  von  x,  dass  der  Ausdruck 

ü  =-  m2  .  x2  -+-  2mx  .  y2  ■+-  2m«  •  y»  +  (x*  —  m«  •  y^  —  12m5  •  i 

\2 


•"•'•••S-'iS)" 


ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird. 
Durch  Mutiren  bekommt  man 

I)    W  =  2y  .  /smx  +  2m2  —  m2  •  g^\  •  <5y  -h  /x*  -  m«  •  y«   -  12m3 .  i 

4-4m.x3  +  2m*.^V? 
dx^       dx 

II)    d^V  — 2y  .  /2mx  -+-  Üm^  —  m«  •  ^\  •  d«y  +  /x*  —  m«  •  y«  -  lam^ .  x 
-+-  4m  .  x3  +  2m*  .  j^\  .  !^  -h  2  •  /2mx  +  2m«  ~  m«  •  ^V  dy^ 

Sucht  man  eine  solche  Function,  welche  bei  irgend  einem  nach  Beliehen  gewählten 
Werthe  des  x  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht,  als  ihn  bei  dem- 
selben Werthe  des  x  alle  möglichen,  der  gesuchten  Function  stetsfort  nichstanliegenden , 
Nachbarftinctionen  machen  können;  so  müssen  die  zwei  identischen  Gleichangen 
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und 


III)     2y  .  /ämx  -h  am«  -  m»  .  j|\  =  0 
IV)    X*  —  m»  .  y2  -  12m3  .x-H4in.x3-H2m*-^  =  0 


xQgieieh  statifindeo.  Die  erste  dieser  zwei  Gleichangen  wird  erfüllt,  wenn  y  =  0,  d.  h. 
veoo  j  eine  idenüsclie  Fonction  von  x  ist.  Dieses  widerspricht  aber  der  Gleichaog  IV, 
ud  somit  kann  y  keine  identische  Function  von  x  sein. 

Lasst  man  aber  den  zweiten  Factor  der  Gleichong  III  zo  Null  werden,  so  hat  man 
folgeiide  xwei  Differentialgleichnngen  der  ersten  Ordnung 

V)    2x-h2m--m.^  =  0 
VI)    X*  —  m«  .  y«  —  12m3  .  x  -h  4m  •  x^  -|-  2m4  •  ^  =  0 

Erstens.    Ans  V  folgt  -p  =    '"*""',  und  daraus  gibt  sich  durch  Integration 

T  =  — ^ ,  WO  B  noch  ein  willkftrlicher  Constanter  ist.    Führt  man  diese 

'  m 

für  y  nnd  ^  gefundenen  Ausdrücke  in  Gleichung  VI  ein,  so  bekommt  man  nach  gehö* 

riger  Redocfion 

(2m2  H-  B)  .  (f2m2  -  ß)  —  4mx  —  Sx«)  =  0 

Diese  Gleichung  wird  identisch,  wenn  B  =  —  äm^;  und  somit  ist 

VII)    y  = ^ 

das  den  Gleichungen  V  und  VI  gemeinschaftliche  besondere  Integral.  Da  aber  dabei 
Gleichung  II  sich  auf  a«ü  =  —  im«  •  y  •  ^y  .  ^  4-  2  •  m*  •  (^)^reducirt,  so  findet 

weder  ein  MaiimuoFstand  noch  Minimum-stand  statt 

dv 
Zweitens.    Man  kann  auch  aus  Gleichung  V  und  VI  das  -p    eliminiren,   und   so 

ohne  Integration  za  der  gesuchten  Function  y  von  x  gelangen.  Durch  diese  Elimination 
bekommt  man  aber 

m«  •  y*  =  X*  -H  4m  •  x3  —  8m^  •  x  H-  4m* 
oder 

n,2  .  y«  =  (x«  H-  2mx  —  Sm«)« 
also 

,    x2  -f-  2mx  —  2m* 

y  =  ^ 5 

Man  hat  nun  zu  ontersuchen,  ob  alle  beiden  für  y  gefundenen  Formen,  oder  ob  nur  eine 

x2  _|_  2inx  —  2m' 
oder  keine  von  beiden  den  Gleicbnngen  V  und  VI  genügen.  Ans  y  «  ±. 

folgt  ^  :=  ii  — '- ,  und  dabei  gehen  die  Gleichungen  V  und  VI  bezfiglich  über  in 

2x  +  2m-m./A?^-±^\=0 

«nd 

,    /      x*  +  2mx  —  2m2\2        .^   .             .         ,       «_*    /^  2x-h2m\      ,, 
1*  —  m'  •  1  ±. I    —  12m'»  •  X  -I-  4m  •  x3  -+-  2m*  •  i  ± 1=0 

x2  -I-  2mx  —  2m* 
Aus  diesen  beiden  Gleiehnngen  erkeimt  man,  dass  nor  y  «  H bei- 
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behalten  werden  darf,  und  dasa  y  = yerworfen  werden  oiqss.  Für 

mj  bekommt  man  denselben  Ausdrack,  wie  bei  der  ersten  Aaflösong. 


Aafgabe  66. 
Man  Bliebt  y  als  solche  Function  von  x,  dass  der  Aasdmek 

-,         ,    ,    ae  —  2bx  ,    /      dy       .  \* 

ü    .    ,2    +   ____   .y    +    g    +   ^»._?    _    bj 

ein  Mazimam-staDd  oder  Minimnm-^tand  wird. 
Durch  Motiren  bekommt  man 

,„^  =  (^.!l^>).^  +  ...(..g_K)'.Ä 
.,.^+.„.(..g_,y.(^)' 

Snchl  man  eine  solche  Fanction,  welche  bei  irgend  einem  nach  Belieben  gewählten 
Werthe  des  z  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht,  als  ihn  bei  dem- 
selben Werthe  des  x  alle  möglichen,  der  gesuchten  Function  stetsfort  nächstanliegenden, 
Nachbarfunctionen  machen  können ;  so  müssen  die  zwei  identischen  Gleichungen 

ni)    2y  +  SilZ^t?  ==0.       und  IV)    a  .  g?  -  b  =  0 

gleichzeitig  stattfinden.  Integrirt  man  IV,  so  bekommt  man  y  =  -  •  x  +  A,   wo  A  der 

noch  willkürliche  Gonstante  ist.  Durch  letztere  Gleichung  muss  aber  auch  Gleichung  III 
identisch  werden.    Man  führe  desshalb  für  y  den  Ausdruck  in  III  ein,  so  ergibt  sich 

—  •  X  4-  2A  +  — *=■  öi  welche  Gleichung  sich  aber  ohneweiters  auf  2A  -h  e«0 

a  a 

zurückzieht,  woraus  A  =  ^  ^  folgt,  so  dass 

«7N  he» 

V)  y  =i--2 

die  gesuchte  Function  ist,  welche  keinen  willkürlichen  Gonstanten  mehr  enthält.  Dabei 
reducirt  sich  Gleichung  II  auf  ^  =  ä.^y^,  so  dass  man,  weil  letzterer  Ausdruck 

nichts  von  der  Mutation  des  -~  enthält,  das  Prüfungsmittel  durch  directe  Reihenent- 
wicklung herstellen  muss.    Man  setze  also 

/k  .  X  -  I  H-  X  .  ^>  +  ^  .  a2y  + \  oder  kurzweg  (^  •  >^  -  | "+-  '^  •  *)  «l«'l  y 

und 

in  die  ursprüngliche  Gleichung  ein,  und  reducire  soviel  als  möglich;  so  ergibt  sich 
VI)    i/i:  =  x2.$2  +  x»./^y 
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Bei  dem  im  Momenle  des  Verschwindei»  gedachCeo  x  ist  das  Zeichen  des  JV  mit  dem 
Zeidkea  des  x' «  $'  einerlei ;  allein  der  mit  der  niedrigsten  Potenz  des  x  behaftete  Theil- 
sati  enthält  nor  die  Mutation  des  y,  während  J\J  einerlei  Zeichen  behalten  muss  hei 
jedem  onendlichkleinen  Werthe  sowohl  der  Matation  des  y  als  aach  der  Mutation  des 

j-,  also  auch  wenn  z.  B.  die  Matation  des  y  za  Null,  d.  h.  wenn  $  =  Owird.  In  die- 
sem Falle  ist  aber  Jf]  =  ^*(d  )  *  ^  ^^  ^^^^'  ^^  ^  ebensognt  positiv  ist,  wie 
xoTor,  wo  $  nicht  Null  war.    Da  nun  JV  onter  allen  Umständen  positiv  bleibt,  so  ist 


(a^  —  ae\2 
ä- — tA    ein  Minimam-stand. 


Aufgabe  67. 
Man  socht  y  als  solche  Function  von  x,  dass  der  Ausdruck 


ein  llaiimu»-alaikd  oder  Minimuai-stand  wird. 

3 

Der  hier  vorgelegte  Ansdrock  ist  wegen  des  Radicals  ff    (*  *  ^  —  l>)     ^■■^  ^i^ 
lonniger;    um    aber    so    bequem    als    möglich    calculiren    zu    können,    setze    man 

'        /      dv         \*  ^ 

{1(1)  '  (^  '  H    ""  ^1  ^  ^^^  betrachte  nur  den  Factor  Wl  als  dreiförmig,   alles  Andere 

aber  als  einl5rmig  und  reell.    Statt  Gleichung  I  bekommt  man  jetzt 

2bx  — -  ae 


II)    ü  =  g  -f- 


3  8 

y_y*_(irr).^a.g-b)i 


Um  nun  die  Aufgabe   weiter  durchführen  zu  können»   bringe  man  sie  in  zwei  Abthei- 

3 

Ingen,  und  lege  dem  (]fT)  zuerst  seine  reelle,  und  dann  seine  beiden  imaginären  Be- 
deutungen bei. 

3 

Man  lege  dem  (ifT)  seine  reelle  Bedeutung  bei ,  so  geht  Gleichung  II  ober  in 

s 
---^    ,,  .   Sbx  — ae  «       /      dy       Af 

m     l   =g  +  ___.y-.y2_^a.j|-bj 
Durch  Mutjren  bekommt  man 

Sucht  man  eine  solche  Function,  welche  bei  irgend  einem  nach  Belieben  gewählten  Werthe 
des  X  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht,  als  ihn  bei  demselben 
Werthe  des  x  alle  möglichen ,  der  gesuchten  Function  stetsfort  nächstanliegenden ,  Nach- 
barfouctionen  machen  können ;  so  muss  man  den  Zähler  des  bei  dy  beGndlichen  Factors, 

»wie  auch  den  Nenoer  des  bei  -r^  befindlichen  Factors  zu  Null  werden  4as8en.    Man 

dx 

hat  also  jetzt  die  zwei  gleichzeitig  bestehenden  identischen  Gleichungen 2y 

a 

=  0  und  a  •  -r^  —  b  =  0,  woraus  wieder 
dx 
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x2  -{-  2mx  2m' 

behalten  werden  darf,  and  dasa  y  =? verworfen  werden  muss.  För 

m 

d^U  bekommt  man  denselben  Ansdrack,  wie  bei  der  ersten  Aoflosong. 


Aufgabe  66. 
Man  aiielit  y  als  solche  Fonetion  von  x,  dass  der  Ansdroek 


„    ,    ae  —  2bx  ,    /      dy       .  \* 

,2  +  ____.y+g+^a.3?-b^ 


ein  Mazimam-stand  oder  Minimom-istand  wird. 
Darch  Mntiren  bekommt  man 

Sncht  man  eine  solche  Function,  welche  bei  irgend  einem  nach  Belieben  gewählten 
Werthe  des  z  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht,  als  ihn  bei  dem- 
selben Werthe  des  x  alle  möglichen,  der  gesuchten  Function  stetsfort  näcbstanliegenden , 
Nachbarfhnctionen  machen  können*,  so  müssen  die  zwei  identischen  Gleichungen 

III)    2y  +  üilJ^  =  0,       und  IV)    a  .  j?  -  b  =s  0 

gleichzeitig  stattfinden.  Integrirt  man  lY,  so  bekommt  man  y  =  -  •  x  -f-  A,   wo  A   der 

noch  willkürliche  Gonstante  ist.  Durch  letztere  Gleichung  muss  aber  auch  Gleichung  III 
identisch  werden.    Man  führe  desshalb  für  y  den  Ausdruck  in  III  ein,  so  ergibt  sich 

—  •  X  H-  2A  + —» 0,  welche  Gleichung  sich  aber  ohneweiters  auf  2A  -t-  e«=iO 

a  s 

zurückzieht,  woraus  A  =  ^  ^  folgt,  so  dass 

«TN  b  e  . 

die  gesuchte  Function  ist,  welche  keinen  willkürlichen  Gonstanten  mehr  enthilt.  Dabei 
reducirt  sich  Gleichung  II  auf  d^  =  3*dy2,  so  dass  man,  weil  letzterer  Ausdruck 

*  dv 

nichts  von  der  Mutation  des  -p  enthält,  das  Prüfungsmittel  durch  directe  Reihenent- 
wicklung herstellen  muss.    Man  setze  also 

[g  -  {^^J  +  ^]  .«.Utt  ü, 

/^-  •  X  —  I  +  X  .  <Jj  +  ^  .  a«y  + I  oder  kurzweg  (j  •  »  "^  |  "+-  '^  •  *)  »l«"  y 

und 

in  die  ursprüngliche  Gleichung  ein,  und  reducire  soviel  als  möglich;  so  ergibt  sich 

VI)  i/i; «  x2 .  $2  +  x» . /^ y 
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Bei  dem  im  Momenle  des  Verschwindens  gedachten  x  ist  das  Zeichen  des  JV  mit  dem 
Zeidieo  des  x'  «  $>  einerlei ;  allein  der  mit  der  niedrigsten  Potenz  des  x  behaftete  Theil- 
satz  enthält  nnr  die  Matation  des  y,  w&hrend  JV  einerlei  Zeichen  behalten  mass  bei 
jedem  onendlichkleinen  Werthe  sowohl  der  Mutation  des  y  als  auch  der  Mutation  des 

j^,  abo  auch  wenn  z.  B.  die  Mutation  des  y  zu  Nail,  d.  h.  wenn  $  =  Owird.  In  die- 
sem Falle  ist  aber  i^CJ  =  x^  •  I  h    )  >  ^  ^^  j®^^^  ^^^  ^  ebensogut  positiv  ist,  wie 


=-(f)* 


xoTor,  wo  $  nicht  Null  war.    Da  nun  Jl]  unter  allen  Umständen  positiv  bleibt,  so  ist 
C  =»  g  —  I Z^   ,A    ein  Minimum-stand. 


Aufgabe  67. 
Man  sacht  y  als  solche  Function  von  x,  dass  der  Ausdruck 


slaAd  oder  Miiiimom-stand  wird. 

3 

Der  hier  voi^legte  Ausdruck  ist  wegen  des  Radicals  ff    (^  *  ;r'  ~  i>)     ^^^  ^^^ 
förmiger;    nm    aber    so    bequem    als    möglich    calculiren    zu    können,    setze    man 

'         /      dv         \*  ^ 

(iTT)  *  |a  *  -|^  —  hl^i  und  betrachte  nur  den  Factor  VfT  als  dreilijrmig,   alles  Andere 

aber  als  eiiil5rmig  und  reell.    Statt  Gleichung  I  bekommt  man  jetzt 

Um  nim  die  Aufgabe  weiter  durchf&hren  zu  können,   bringe  man  sie  in  zwei  Abthei- 

3 

Ivngen,   ond  lege  dem  (iff)  zuerst  seine  reelle,  nnd  dann  seine  beiden  imaginären  Be- 
dentongen  bei. 

Knto  AMftdliuig. 

Man  lege  dem  (ifT)  seine  reelle  Bedeutung  bei,  so  geht  Gleichung  II  über  in 


D«rch  Mntireo  bekommt  man 

d^y 


■vx     ^n       /2bx  — ae       «.V    j.         2  a d^y 


Socht  man  eine  solche  Function,  welche  bei  irgend  einem  nach  Belieben  gewählten  Werthe 
<!c5  s  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht,  als  ihn  bei  demselben 
Wertbe  des  x  alle  möglichen,  der  gesuchten  Function  sletsfort  nächstanliegenden.  Nach- 
barfunctionen  machen  können ;  so  muss  man  den  Zähler  des  bei  ^y  beGndlicben  Factors, 

»wie  aiKh  den  Nenner  des  bei  -r^  befindlichen  Factors  zu  Null  werden  lassen.    Man 

dx 

hat  also  jetzt  die  zwei  gleichzeitig  bestehenden  identischen  Gleichungen äy 

a 

dv 
=  0  nnd  a  •  T^  —  b  =  0,  woraus  wieder 
dx 
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folgt,  wie  in  voriger  Aufgabe.  Das  PrüfnogsmiUel  bekommt  man  durch  directe  Rei- 
henentwickelung; und  wenn  man  auch  jetzt  die  nemlichen  Substitutionen,  wie  in  yori- 
ger  Aufgabe,  macht;  so  bekommt  man 


s  - 

VI)      .AJ  =   -    X«    .  /^y   -   3C2  .  $3 


Bei  dem  im  Momente  des  Verschwindens  gedachten  x  ist  das  Zeichen  des  J\}  mit  dem 

Zeichen  des  —  x^  •  l-^f  ^^^^^^^^y  ^Uein  dieser  mit  der  niedrigsten  Potenz  des  x  be- 

dv 
haltete  Theilsalz  enthält  nur  die  Mutation  des  -i^  ,  während  JU  einerlei  Zeichen  haben 

dx 

dv 
mnss  bei  jedem  unendlichkleinen  Werthe  sowohl  der  Mutation  des  -p  als  auch  der  Mu- 
tation des  Y,  also  auch  wenn  z.  B.  die  Mutation  des  -^  zu  Null,  d.  h.  wenn  -^    =   0 

■  dx  dx 

wird.    In  diesem  Falle  ist  aber  /^U  =  —  x^  •  $2^   g^  ^^gg  je^jt  das  Jl]  noch  eben  so 
gut  negativ  ist ,  wie  zuvor,  wo  -^  nicht  Null  war.    Da  nun  JU  unter  allen  Umständen 

negativ  bleibt,  so  ist  ü'  =  g  4-  I — = )    ^^  Maximum-stand. 

Zweite  Abtkeiliuig. 

3 
Nun  lege  man  dem  in  Gleichung  II  befindlichen  (fi)  seine  beiden  imaginären  Be- 
deutungen bei.    Hierbei  bekommt  man  wieder  die  nemliche  Fonction  y  von  x,  wie  bei 
der  ersten  Abtheilung.    Durch  directe  Reihenentwickelung  gibt  sich 

93  9 

.  vn)  Jü  =  -x»  .  (Wl) .  /^y  -  X« .  $« 

(2i)x ae\^ 
— ö 1   ^^^  Einzel-Stand  ist 


Aufgabe  68. 

Man  soll  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Goordinatensystem  bezogenen  ebe- 
nen Curven  diejenige  heraussuchen,  welche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Eigenschaft 
hat,  dass,  wenn  man  in  dem  zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  x  ge> 
hörigen  Punkte  die  Berührende  zieht,  und  wenn  man  diese  mit  zwei  in  bestimmten 
Punkten  einer  gegebenen  Graden  stehenden  Perpendikeln  begränzt,  die  so  begränzte 
Beröhrende  grösser  oder  kleiner  ist,  als  die  zu  derselben  Abscisse  x  gehörigen  und  von 
denselben  Perpendikeln  begränzten  Berührenden  aller  andern  der  gesuchten  Gurve  stets- 
fort  nächstanliegenden  Nachbarcurven. 

Die  gegebene  Grade  (Gg.  1)  sei  OX ;  H  und  K  seien  die  in  dieser  Graden  gelege- 
nen bestimmten  Punkte,  in  welchen  man  die  Perpendikel  HL  und  RN  errichtet.  Es 
schadet  der  Allgemeinheit  der  Aufgabe  nicht,  wenn  man  die  gegebene  Grade  OX  als 
Abscissenaxe  nimmt;  in  ihr  nehme  man  dann  nach  Belieben  einen  Punkt  0  als  Anfang 
der  Coordinaten.  S  sei  der  beliebig  gewählte  Berührungspunkt,  und  seine  Abscisse  sei 
OG  =  X.  Man  setze  ferner  OH  =  a  und  OK  =  a,  welches  die  zu  den  Perpendikeln 
HL  und  KN  gehörigen  unveränderlichen  Abscissen  sind.  RST  ist  also  die  auf  vorge- 
schriebene  Weise  begränzte  Berührende,  deren  Länge  =  KHK^  -h  (KT  —  HR)«.  Nun 
ist  die  Gleichung  der  gradlinigen  Berührenden  bekanntlich 
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y-y  =(i'-x).g,    odery'  =  y +  (x'~x).g 

Em  siad  x'  ond  y'  die  veränderlicheo  Goordinateo  der  Berfibrenden ,  dagegen  x  aod  y 
sind  die  (Qbrigeos  gleichfalls  veränderlichen)  Coordinaten  des  Punktes  der  Curve,  in 
weldiem  man  grade  die  Beröhrang  wählt    Fär  die  bestimmlen  Punkte  H  und  R  ist 

bezüglich  y'  =  HR  und  y'  =  KT;  und  somit  hat  man  HR  =  y  +  (a  —  x)  •  ^ ,  und 

IT  =  y  +  (a  —  x)  •  -r^ .  Man  bekommt  also  für  die  £änge  RST  durch  gehörige 
SnbstilDÜon 

Wefl  die  AbsdsseDdifferenz  (a  —  a)  positiv  ist,  so  ist  auch  das  ganze*(bei  der  Abscisse 

a  anfangende  und  bis  zur  Abscisse  a  erstreckte)  Stück  RST  der  Berührenden  positiv. 

Dazu  ist  aber  ndlhig,  dass  man  dem  Radical  seine  pdiBitive  Bedeutung  beilege,  welche 

ihm  durch  die  ganze  Untersuchung  bleiben  muss.  Man  mutire,  und  setze  dann  zur  Ab- 

dy 
körzung  p  statt  -p ;  so  bekommt  man 

II)    ^ü  =  (a-a).— £=  .^ 
Y'i  +  p2      dx 

^  ri+p2        V  dx  l-+-p2        \dx/^ 

dy 
Sowie  doreh  y  die  Ordinate  der  gesuchten  Curve  dargestellt  ist,  so  ist  durch  -r^  die 

gonionietrische  Tangente  des  von  der  Abscissenaxe  und  von  der  Berührenden  eingeschlos- 
senen Winkels  dargestellt. 

Es  leuchtet  von  selbst  ein,  dass  die  Länge  der  Berührenden  (wegen  der  Art  ihrer 
vorgeschriebenen  Begränzung)  nicht  abhängig  ist  von  ihrer  Entfernung  vonr  der  Ahscis- 
senaxe,  sondern  von  dem  Winkel,  welchen  sie  mit  der  Abscissenaxe  bildet.  Dieses 
stimmt  aach  mit  Gleichung  II  überein;  denn  da  sie  keinen  mit  dy  behafteten  Theilsatz 
enthält,  so  hat  die  Mutation  von  y  keinen  Einflnss  auf  U  (dt  h.  auf  die  Länge  der  Bo- 
dy 
röhreodeo),  and  nur  die  Mutation  von  ^  hat  Einfldss  daraut 

dx 

Soll  ^U  =  0  werden  unabhängig  von  -p^ ,  so  muss  p  =  0  sein.    Daraus  folgt 

IV)    y  =  C 

wo  C  ein  willkürlicher  Constanter  ist. 

Die  gesuchte  Curve  ist  also  die  mit  der  Abscissenaxe  parallele 
Grade. 

Die  Aufgabe  wird  insoferne  von  einer  Graden  gelöst,  als  jede  Grade  auch  zugleich 
ihre  eigene  Berührende  ist.  Man  kann  die  gesuchte  Linie  noch  zwingen,  durch  den 
festen  Pookt  (n,  m)  zu  gehen. 

Unter  einem  festen  Punkte  (n,  m)  versteht  man  bekanntlich  einen  Punkt  mit  der  be- 
itimmten  Abscisse  n  und  der  dazugehörigen  ebenfalls  bestimmten  Ordinate  m. 

Damit  aber  die  gesuchte  Linie  durch  den  festen  Punkt  (n,  m)  gehe,  muss  sein 

V)    y  =  C  =  m 
unter  diesen   Umständen  reducirt  sich  Gleichung  III  auf  Wi  =  (a  —  a)  '  (-r^ )  j 

woran  man  erkennt,  dass  U'  «  (a  -^  a)  ein  Minimum-stand  ist.  Davon  hätte  man  sich 
aber  schon  durch  einlache  geometrische  Betrachtung  überzeugen  können,  ohne  dass 
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es  oöthig  gewesen  wäre,  das  entsprechende  Kennzeichen  auf  theoretischem  Wege  her- 
zustellen. 

Weil  \}'  =  (a  —  a)  vom  Werthe  des  x  ganz  unabhängig  ist,  so  kann  hier  von 
einer  secundären  Beziehung  keine  Rede  sein. 

(Diese  Aufgabe,  ah  solche,  stammt  von  Herrn  Dr.  M.  Ohm  her.) 


Aufgabe  69. 

Man  soll  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinatensystem  bezogenen  ebe- 
nen Gnrven  diejenige  heraussuchen,  welche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Eigenschaft 
b9t,  dass  von  ihrem  zu  irgend  einer  nach  Belieben  genommenen  Abscisse  x  gehörigen 
Punkte  die  zwischen  dem  Quadrate  dieser  Abscisse  und  zwischen  dem  Qnadrate  der 
um  die  Snbnormale  verminderten  Abscisse  stattfindende  Differenz  zu  einem  Maximum- 
Stande  oder  Minimum^tande  gemacht  wird. 

Die  hiesige  Aufgabe  fdhrt  zunächst  auf  den  allgemeinen  Ausdruck 


«  =  .-('-Tg)' 


dv 
Man  mutire ,  und  setze  zur  Abkürzung  p  statt  -p ;  so  gibt  sich 

I)    W  =  2  .  (x  -  py)  .  p  .  ^y  -h  2  .  (i  -  py)  .  y 


d^ 
dx 


H)     (Pü  =  2  .  (x  -  py)  .  p  .  ^y  +  2  .  (x  -  py)  .  y  .  ^  -  2  •  p«  .  dy^ 

^4.(x-2py)..y.^^y^2.y^.(^^y)^ 

Erster  Fall.  Sucht  man  eine  solche  Gurve,  welche  bei  irgend  einer  nach  Belie- 
ben gewählten  Abscisse  x  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht,  als  ihn 
bei  der  nemlichen  Abscisse  x  alle  möglichen,  der  gesuchten  Gurve  stetsfort  nächstanlie- 
genden, Nachbarcurven  machen  können;  so  sind  (nach  $.  91)  ^y  und  --p  dem  Werthe 
nach  ganz  ^willkürlich  und  unabhängig  voneinander,  wenn  gleich  mit  der  Form  des  Sy 
auch  die  des  --p  mitgegeben  ist.  Es  müssen  also  jetzt  (nach  $.  183)  die  zwei  Identi- 
schen Gleichungen 

(»  -  P  •  y)  •  p  =  0,  und  (x  —  p  .  y)  •  y  =  0 

zugleich  stattfinden. 

Erstens.  Diesen  beiden  Gleichungen  wird  genügt,  wenn  x  —  py  =  0.  Daraus 
folgt  x2  —  y2  =  A. 

Die  gesuchte  Gurve  ist  also  die  gleichseitige  Hyperbel,  deren  Axen 
durch  irgend  eine  Nebenbedingung  bestimmt  werden  können. 

Soll  z.  B.  diese  Hyperbel  durch  den  festen  Punkt  (n,  m)  gehen,  so  hat  man 
n'  —  m^  =  A,  so  dass  x^  —  y^  =  n^  —  m^  eine  vollkommen  besthnmte  Gleichung 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  ist  Aus  x^  —  y^  s=s  A  folgt  aber  y  =  W\^  —  A,  d.  h. 
(x^  —  A)  muss  immer  positiv  sein.    Gleichung  It  geht  nun  im  Allgemeinen  über  in 

^«U  «  —  2  .  /        ^  .  dy  4-  (yf  x2  —  a)  .  ^V.    Dieser  Ausdruck  ist  unter  allen 

\irx2  _  A  ^*/ 

Umständen  negativ,  und  somit  ist  U'  =  x^  ein  Maximum-stand.  Cm  aber  zu  unter- 
suchen, welche  Werthe  das  x  annehmen  darf,  unterscheide  man,  ob  A_positiv  ist,  oder 
negativ.  Ist  A  positiv ,  so  darf  x  alle  die  Werthe ,  welche  zwischen  (—  KA  )  und  (-h  ^Ta) 
fallen,  nicht  annehmen,  weil  dabei  y  =  iTx«  — " A  imaginär  wird,   und  somit  innerhalb 
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«fieser  Grinzen  die  Garve  akhi  exisUrt.    Ist  aber  A  negativ,  so  wird  y  =  iTx*  —  A 
reell,  das  x  mag  eioen  reellen  W^rth  haben,  welchen  es  will. 

Zweitens.    Den  Gleichungen  1  nnd  2  wird  aber  auch  gleichzeitig  genügt,    wenn 

y  =0,  d.  h.  wenn  y  eine  identische  Function  von  x  ist;  denn  dabei  ist  auch  p  =  •—    =0. 

Dorch  y  =  0  ist  die  in  die  Abscissenaxe  Tallende  Grade  vorge- 
stellt. 

Gleiefaang  II  redocirt  sich  aber  dabei  auf  ^0  =  4x  •  ^y  •  -^  ,  woraus  hervorgeht , 

dx 

dass  jelit  weder  ein  Maximoro-stand  noch  Minimuni-stand  stattGndet. 

Zweiter  Fall.  Sucht  man  nur  diejenige  Curve,  welche  bei  irgend  einer  nach  Be- 
lieben gewählten  Abscisse  x  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht ,  als 
iho  alle  die  Cnrven  machen  können,  welche  nicht  nur 

a)  der  gesuchten  Curve  stetsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 
0)  mit  ihr  den  zu  der  grade  gewählten  Abscisse  x  gehörigen  Punkt  gemein- 
Mhafllich  haben; 
so  haben  alle  Curven,  die  hier  in  Betracht  gezogen  werden  därfen,  bei  der  grade  ge- 
wählteo  Abscisse  x  einerlei  Ordinale.  Desshalb  muss  jetzt  (wie  im  zweiten  Falle  der 
61''*"  Aufgabe)  einzeln  sein  ^y  —  0,  ^2y  ~  o,  ^^y  =  0  etc.;  und  Gleichung  I  reducirt 
sieb  aof 

HO    aü  =  2.(x-py).y.i'^ 

Damit  non  W  =  0  werden  kann,  muss  stattfinden 

3)   (i  -  py)  •  y  =  0 

Erstens.  Setzt  man  x  —  py  =  0,  so  bekommt  man  wieder  x^  —  y^  «  A,  wie 
im  Yorigeo  Falle;    und   dabei   reducirt  sich  Gleichung  II  auf  d^U  =  —  2  •  y^  •  (  H    I  ^ 

50  «lass  jetzt  wieder  U'  =  x^  ein  Maximum-stand  ist. 

Zweitens.  Der  Gleichung  3  wird  aber  auch  genügt,  wenn  y  =  0,  d.  h.  y  eine 
identisclie  Fanction  von  x  ist.  Allein  da  ausser  y  =  0  auch  noch  ^y  =  0,  ^y  »  0, 
^  =  0  etc.  sein  muss,  wie  ja  für  diesen  zweiten  Fall  vorgeschrieben  ist;  so  ist  auch 
a^U  =  0,  ^U  =  0  etc.,  und  es  kann  von  keinem  Maximum- stände  oder  Minimum-stande 
die  Rede  sein. 

Dritter  Fall.  Sucht  man  nur  diejenige  Curve,  die  bei  irgend  einer  nach  Belie- 
ben gewählten  Abscisse  x  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht,  als  ihn 
alle  die  Curven  machen  können,  welche  nicht  nur 

a)  der  gesuchten  Curve  stelsfort  nächslanliegen,  sondern  auch 
0)  bei  der  grade  gewählten  Abseisse  x  alle  ihre  Normalen  mit  der  Normale  der 
gesuchten  Curve  parallel  haben; 
so  sehüeast  die  Abseissenaxe  mii  den  zu  der  grade  gewählten  Abscisse  x  gehörigen 
Normalen  aller  Curven,  die  hier  in  Betracht  gezogen  werden  dürfen,  einen  gleich- 
grossen  Winkel  ein.  Desshalb  besteht  (siehe  die  in  Aufgabe  61  befindliche  Einlekung 
C)  jetzt  für  alle  In  Betracht  zu  ziehenden  Curven  folgende  Gleichung: 


dy  _  dy              ddy         x»        dd^y          x3        d^ 
dx        dx        '^      dl         1.2        dx          1.2.3        dx 

Es  muss  also  bei  dem  grade  gewählten  Werthe  des  x  einzeln  sein  -— ^  «  0 , 

r=». 

etc.;  Qod  Gleichung  I  reducirt  sich  auf 

IV)    au  =  2  .  (i  -  py)  .  p  .  ^y 

Damit  aü  =  0  werde,  muss  stattfinden 

' 

i)    (t  -  py)  .  p  =  0 

u. 
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Erstens.  Setzt  maD  x  —  py  =  0,  8o  bekommt  man  wieder  x^  —  y^  «»  A,  wie 
in  den  beiden  vorigen  Fällen.  Gleichung  II  reducirt  sich  nun  auf  ^U  =  —  2  •  p'  •  dy^^ 
und  man  erkennt  wieder,  dass  U'  =  x^  ein  Maximum-sland  ist. 

Zweitens.  Der  Gleichung  i  wird  aber  auch  genügt,  wenn  p  =  -r^  =  0  ist.  Daraus 
folgt  y  =  B. 

Hierdurch  ist  die  mit  der  Abscissenaxe  parallele  Grade  gegeben. 

Soll  sie  durch  den  festen  Punkt  (n,  m)  gehen,  so  ist  y  »  m,  d.  h.  die  gesachte 
Grade  läuft  in  der  Entfernung  m  mit  der  Abscissenaxe  parallel.    Da  hier  ausser  p  =  0 

auch  noch  -p  =  0 ,  — r-^  =  0  etc.  sein  muss ,  wie  für  diesen  dritten  Fall  vorgeschrie- 

heil  ist;   so  ist  auch  ü^  =  0,  d^D  «  0,  ^^U  =  0  etc.;  und  es  kann  Jetzt  gleichfalls 
von  keinem  Maximum-Stande  oder  Minimum-stande  die  Rede  sein. 

Anhang.  Wollte  man  mit  den  primären  Beziehungen  auch  noch  gleichzeitig  die 
secundären  aufsuchen,  so  würde  mari  beim  ersten  Mutiren  bekommen 

fi\]  =  2  .  (X  -  py)  .  p  .  <Jy    -h  2  .  (X  -  py)  .  y  .  ^ 


H-  2  Tx  -  (x  --  py)  +  (X  -  py)  .  p2  -f-  (x  -  py)  •  y  .  jjl 


t9x 


Die  Factoren  der  MutationscoefGcienten  werden  zu  identischen  Gleichungen,  d.  h.  es  ist 

(x  —  py)  •  p  =  0  und  (x  —  py)  •  y  =  0 
Der  Factor  des   Differenzcoefßcienten  gibt  eine  nichtidentische  Gleichung,    welche  sich 
aber  in  allen  drei  hier  zulässigen  Fällen  auf  x  »  0  reducirt.    Unter  diesen  Umständen 
bekommt  man  nur 


(W 


\rx2~A  ^^J 


Das  Aggregat  der  Mutationscoefficienten  gibt  zu  erkennen,  dass  ein  Maximum-stand 
staUfinde;  aber  der  Theilsalz  mit  dem  Diflerenzcoefficienten  gibt  an,  dass  dieser  Maxi- 
mum-stand seinen  kleinsten  Werth  erlangt  habe.  Weil  das  Radical  Wx^  —  A  reell  sein 
muss,  so  erkennt  man,  dass  nur  dann  x  =  0  sein  darf,  wenn  A  negativ  ist;  denn  in 
dem  Falle^  wo  A  positiv  ist,  ist  bei  x  =  0  das  Radical  Ifx^  — A  imaginär;  und  somil 
kann  bei  einem  positiven  A  von  einer  secundären  Beziehung  keine  Rede  sein. 


Aufgabe    70. 

Man  soll  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinatensystem  bezogenen  ebe- 
nen Gurven  diejenige  heraussuchen ,  welche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Eigenschaft 
hat,  dass  ihr  zu  irgend  einer  nach  Belieben  genommehen  Abscisse  x  gehörige  Punkt 
das  Quadrat  der  Normale  nebst  dem  Quadrate  der  um  die  Abscisse  vermehrten  Sub- 
normale zu  einem  Maximum-stande  od6r  Minimum-stande  macht. 

Die  hiesige  Aufgabe  führt  zunächst  auf  den  allgemeinen  Ausdruck 

"  =  '■■(• -(S)')-(--S)' 

dv 
Man  mutire,  und  setze  zur  Abkürzung  p  statt  -p;  so  gibt  sich 

I)  au  =  2  .  (y  +  2y  .  p2  +  px)  •  dy  -h  2y  •  (x  -f  2p  •  y) 
II)  ^U  =  2  .  (y  H-  2y  .  p2  ^  p  .  x)  .  a^y  -h  2y  .  (x  -h  2p  .  y) 
-f-  2  .  (I  -h  2p2)  .  dy^  -h  4  .  (x  4-  4p    y)  .  ay  .  ^^^    -h    4y2  •  (^\ 


ddy 
dx 

d^y 
dx 

2 
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Erster  Fall.  Soll  die  Aufgabe  io  der  Aligememheit  slattAnden,  wie  beim 
ersten  Falle  der  vorigeo  Aolgabe;  so  sind  dy  and  --p  dem  Werthe  nach  ganz  unabhän- 
gig roneioander,  und  es  müssen  folgende  zwei  identische  Gleichungen  gleichzeitig  be- 
sieben: 

1)     y  -h  2y  .  p«  -h  p  •  X  =  0,       und  2)    y  •  (x  -H  2p  •  y)  =  0 

Frstena.  Lässt  man  den  Factor  y  der  Gleichung  2  zu  Null  werden,  so  dass  y 
eine  ideoliache  Fanction  von  x  ist;  so  wird  dabei  auch  der  Gleichung  1  genügt.  Man 
bat  also  jetzt  die  in  die  Abscissenaxe  fallende  Grade.    Gleichung  II  reducirl  sich  dabei 

laf  fiü  ""  2  •  Sy^  +  4x  •  ^y  •  --r-^,  welcher  Ausdruck  nicht  beständig  einerlei  Zeichen 

haben  kano ,  so  dass  weder  ein  Maximoro-stand  noch  Minimum-stand  stattfindet. 

Zweitens.  Lässt  man  aber  den  zweiten  Factor  der  Gleichung  2  zu  Null  werden, 
CO  dass  man  jetzt  die  beiden  Gleichungen  y+2y-p2-t-p-x  =  0  und  x  +  2p  •  y  =  0 
hat;  so  widersprechen  sich  beide,  d.  h.  die  Aufgabe  ist  überbestiromt,  also  unmöglich. 

Zweiler  Fall.  Soll  die  Aufgabe  unter  der  Beschränkung  stattfinden,  welche  im 
iwdten  Falle  der  vorigen  Aufgabe  gemacht  ist;  so  reducirt  sich  Gleichung  I  auf 

W  =  2y.(xH-2p.y).^ 

Damit  ö\]  =  O  werde,  muss  sein 

3)    2y  .  (x  -+-  2p  .  y)  «  0 

Erstens.  Lllsst  man  y  »  0,  d.  h.  y  eine  identische  Function  von  x  sein;  so  ist 
dibei  auch  d^V  ««0,  ^U  =  0,  etc.,  und  es  kann  von  keinem  Maximum-Stande  oder 
Xioimum-stande  die  Rede  sein. 

Zweitens.  Lässt  man  aber  den  zweiten  Factor  der  Gleichung  3  zu  Null  werden, 
M  dass  man  hat  ^  •  y  +  z  =  0;  so  folgt  daraus 

♦)    y'  +  ^x«  =  C 

Die  gesuchte  Curve  ist  also  eine  Ellipse. 

Dabei  redncirt  sich  Gleichung  II  auf  d^U»  4y2  •  l-p-j  ,  welcher  Ausdruck  bestän- 
dig positiv  bleibt,  und  somit  ist  jetzt  U'  =  C  ein  Minimum-stand. 

a)  Will  onaD  den  Constanten  G  dadurch  bestimmen,  dass  man  die  Curve  zwingt, 
durch  den  festen  Punkt  (n,  m)  zu  gehen;  so  wird  man   aus  Gleichung  4  bekommen 

m^  +  5  •  n^  =  C.    Führt  man  diesen  Werth  in  4  ein,  so  hat  man  y^  +  ^  •  x^  =  m' 
+  5  •  n^,  welche  Gleichung  auch  dargestellt  werden  kann  durch 

2(n2-+-2m2) 
Die  grosse  und  kleine  Axe  der  Ellipse  sind  also  iu  diesem  Falle  bezüglich  2  •  fn^  +  2m^ 
und  2 


y  |(o2  H-  2m«). 


dv 
^)     Will  man  aber  den  Constanten  C  dadurch  bestimmen,  dass  ;p  =g  wird,  wenn 

X  =  n  ist,    d.  h.  dass  die  zur  Abscisse  x  =  n  gehörige  Normale  mit  der  Abscissena&e 
Winkel  eioschliesst,  dessen  goniometrische  Cotangenle  =  g  ist;  so  verwandle 

GleickoDg  4  in  y  ==  ^C  -  ^  •  »2.    Daraus  folgt  ^  = ,  ~  '  Es 


fc  -  • 


,..' 


Digitized  by 


Google 


20 

ist  also  unter  der  jetzigen  Voraassetzang  g  = ^  ~         ,    nnd   daraus   folgt 

Q  _.  E— lL-21-=SJ.    F&hrt  man  diesen  Werth  in  Gleichung  4  ein,  so  bekommt  man 
*•  g^ 

y2  H-  ^  .  x«  =»  i^^p^ — 2-^ ,  welche  Gleichung  auch  dargesitelU  werden  kann  dorcli 


2  4g2 


^^    n2  ■  (I  +  2g2)  "*"  ng  .  (I  +  2gg)  - 


4g2  2g2 

Die  grosse  und  kleine  Axe  der  Ellipse  sind  also  in  diesem  Falle  bezüglich  -  « 1^2  •  (1  +  2g^ 
und   5  .  n  -+-  2g2. 

Dritter  Fall.    Macht  man  aber  dieselbe  Einschränkung,  wie  beim  dritten  Falle 
der  vorigen  Aufgabe;  so  reducirt  sich  Gleichung  1  auf 

^U  =  2  .  (y  -+-  2y  .  p2  4-  p  •  i)  •  ^y 

Damit  dll  =  0  werden  kann,  muss  sein 

entweder  7)    y  4-  2y  •  p2  4-  p  •  x  *=  0,  öder  8)    y  =  0 

Erstens.    Man  nehme  Gleichung  7,  und  sondere  p  ab;  so  gibt  sich 


oder 
Man  setze 


9) 

P  = 
4y. 

—    X 

-1- 

W^i- 

8-, 2 

p  + 

I 

*y 

10) 

=  W1^ 

_8.y« 

11)    X  .  z  =  If  x2  —  8  .  y 


80  folgt  daraus  x^  •  z^  =  x^  —  8  •  y^;  und  wenn  man  diese  Gleichung  differentiirl,  so 
bekommt  man 

12)    4y.p  =  l    x.(l-z2)-l.x*.z.J| 


Indem  man  nun  iTi^  —  8  •  y-  und  4y  •  p  aus  Gleichung  10  eliminirt,  und  dann  umforml, 
bekommt  man 


oder 


13) 

dx 

X 

1 

z 

•  dz 

'     Z2 

4- 

2z- 

-  3    ~ 

-1 

z 

dz 

4-  3 

4- 

1 
4  ' 

dz 
2    -  1 

Daraus  gibt  sich  durch  Integration 

3  1 

Ig  nat  X  -*-  r  • '?  »«1  («  4-  3)  4-  |  •  Ig  nat  (z  —  1)  =  A 

oder 

15)    4  .  Jg  nat  X  4-  3  .  Ig  nat  (z  4-  3)  4-  Ig  nat  (z  -  1)  =  4A 
Mit  Veränderung  des  Constanten  geht  diese  Gleichung  über  in 

16)    X*  .  (z  4-  3)3  .  (z  -  1)  =  B 
nnd  wenn  man  für  z  den  Ausdruck  zurUckföhrt,  so  bekommt  man 

17)     (3x  4-  »f  x2  -  8  .  y2)^  •  (—  X  4-  »f  x2  -  8  •  y2)  =  B 
I»  dieser  Gleichung  hat  aber  das  Radical  entweder  durchweg  seine  positive  oder  durch- 


Digitized  by 


Google 


21 

weg  seine  oegaüve  Redeofang.  Jetzt  redocirt  sich  Gleichang  II  auf  «S^U  =  2  •  (1  +  2p2)  •  ^y^, 
woran  man  erkennt,  dass  ein  Minimura-sland  stattfindet. 

Wollte  Bum  z.B.  den  Gonstanten  dadurch  beslimmen,  daas  man  die  Curve  zwingt, 
dwck  den  fesleo  Puikt  (n,  m)  zu  gehen;  so  bat  man 

(3n  -+-  Wu^  —  8m2)'  •  (—  n  -+-  )f  n«  —  Sin«)  =  R 
Gleicbong  17  geht  nnn  aber  in 


\3n  4-  rn«  —  8m2/         —  x  + 


»f  n«  —  8m2 


weiches  die  vollstlndig  bestimmte  Gleichung  der  gesuchten  Gurre  (Qr  den  Fall  ist,  dass 
sie  darch  den  iest«i  Punkt  (n,  m)  geht. 

Zweitens.  Setzt  man  y  =  0,  d.  h.  lässt  man  y  eine  identische  Functioo  von  x 
seio,  so  dass  man  die  in  die  Abscissenaxe  fallende  Grade  hat;  so  ist  U'  »  \^,  und 
^r  =  2  •  <9y2,  woran  man  erkennt,  dass  U'  =■  x«  ein  Minimum-stand  isL 

Man  bat  hier  zwei  yerschiedene  Cerren,  und  jede  liefert  einen  Minimum-stand.  Es 
bt  aber  nicht  überflüssig,  hier  noch  einmal  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  man  die 
gesDchte  CurTe  jedesmal  nur  mit  den  ihr  stetsfort  Dächstanliegeuden  ^^aebbarcurven  ver- 
gleicht. Insoferne  aber  In  diesen  zwei  Fällen  die  prfmären  Zustande  des  U  kleiner  sind, 
als  bei  den  der  jedesmal  gefundenen  Carre  stetsfort  nächstanliegenden  Nachbarcurven ,  in- 
soCarme  ist  ancb  in  beiden  Fällen  ein  Minimiun-stand  Torhanden. 


A  u  fga  be   71. 

soll  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Goordinatensystem  bezogenen  ebe- 
nen Corven  diejenige  heraussuchen,  welche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Eigenschaft 
bat,  dass  der  zu  ii^nd  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  x  geborige  Punkt  die 
zwischen  dem  Quadrate  seiner  Normale  und  zwischen  dem  durch  die  Somme  der  Ab- 
scisse nod  Sabnormale  und  durch  eine  constante  Linie  a  erzeugten  Prodoele  stattfindende 
Differenz  zu  einem  Maximum-Stande  oder  Jtfinimnm-stande  macht. 

Die  hier  aofgestellte  Aufgabe  fuhrt  zunächst  auf  den  allgemeinen  Ansdrnck 

>'  =  ''0-(S)')-'('-'-af) 

dv 
Man  motire,  und  setze  dann  zor  Abkürzung  p  statt  -p ;  so  bekommt  man 

I)    au  =  (Äy  .  (1  H-  p2)  -.  ap)  .  dy  +  (2p  .  y2  -  a  .  y)  .  ^ 

II)    d«ü  -  (Äy  .  (1  H-  p2)  -  ap)  .  d«y  -h  (2p  .  y«  -  a  .  y)  .  ^ 

4-  2.  O  -h  p2)  .  dy^  -h  2  .  (4py  -  a)  •  dy  •  ^  +2y2  •  /^V 

Erster  Fall.    Soll  dieselbe  Allgemeinheit  gelten,  wie  beim  ersten  Falle  der  frü- 
heren Aufgaben;  so  sind  (nach  $•  91)  dy  und  ^  dem  Werthe  nach  ganz  unabhängig 

voneinander ,  wenn  gleich  mit  der  Form  des  dy  auch  die  des  --p    mitgegeben   ist.     Es 


jetzt  (nach  $•  1^)  folgende  zwei  identische  Gleichungen  zugleich  stattfinden 

O    2y  •  0  4-  p2)  —  a  .  p  =  0,        und  2)    y  .  (2py  —  a)  «  0 

Erstens.  Lässt  man  den  Factor  y  der  Gleichung  2  zu  Null  werden,  so  dassfy 
eine  ideolttche  Fnoction  von  x  ist;  so  wird  auch  dadurch  der  Gleichung  1  genügt,  und 
man  hat  eine  m   die  Abscissenaxe  fallende  Grade.    Allein,  da  sich  jetzt  Gleichung  II 
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auf  ^^ü  =  2  •  ^yS  —  2a  «  ^y  •  -r^  redocirt,  welcher  Ausdruck   nicht  beständig  einerlei 

Zeichen  haben  kann;  so  findet  jetzt  weder  ein  Maximum-Stand  noch  Minimom-stand  slatL 
Zweitens.    LSsst  man  aber  den  zweiten  Factor  der  Gleichung  2  zu  Null  werden, 
so  dass  man  jetzt  die  beiden  Gleichungen 

2y  .  (1  -+-  p2)  —  a  •  p  =  0,  und  2py  —  a  =  0 

hat;  so  widersprechen  sich  beide,  und  liefern  kein  Resultat,  d.  b.  die  Angabe  ist  über- 
bestimmt, also  unmöglich. 

Zweiter  Fall.  Macht  man  die  nemliche  Einschränkung,  wie  beim  zweiten  Falle 
der  beiden  vorigen  Aufgaben,  so  Ist  dy  =  0,  <^y  =  0,  etc.;  und  Gleichung  I  reducirl 
sich  auf 

ÖV  =  (2py2  -  ay)  .  ^ 

Damit  nun  dU  =  0  werde,  muss  sein 

3)    y  •  (2py  -  a)  =  0 

Erstens.  Lässt  man  y  e=  0,  d.  h«  y  eine  identische  Function  von  x  werden;  so 
wird  auch  ^U  =  0,  ^^U  «  0,  etc.,  und  es  kann  von  keinem  Maximum-Stande  oder 
Minimum-Stande  die  Rede  sein. 

Zweitens.  Lässt  man  aber  den  zweiten  Factor  der  Gleichung  3  zu  Null  werden, 
so  dass  man  2py  -—  a  =  0  hat;  so  ergibt  sich  jetzt 

♦)    y3  =  ax  +  A 
Die  gesuchte  Curve  ist  also  die  Apollonische  Parabel.    Gleichung  II  reducirt  sich  jetzt 
auf  ^U  =  2  -  y^  *  (~T^  j  ^   welcher  Ausdruck  immer  positiv    bleibt,   und    souacb   ist 

U'  =  t(4A  —  a^)  ein  Minimum-stand.    Von  einer  secundären  Reziehnng  kann  keine 

Rede  sein,  weil  U'  unabhängig  ist  von  x. 

a)  Soll  die  gesuchte  Curve  durch  den  festen  Punkt  (n,  m)  gehen,  so  geht  für 
diesen  Punkt  Gleichung  4  über  In  m^  =  an  +  A;  daraus  folgt  A  =  m^  —  an,  und 
Gleichung  4  nimmt  jetzt  folgende  Form  an 

5)    y2  =  ax  —  an  -+-  m^ 

dy 
0)   Will  man  aber  den  Gonstanten  A  dadurch  bestimmen,  dass -p  =  g,    wenn  x  =  n, 

d.  h.  dass  die  zur  Abscisse  x  =  n  gehörige  Normale  mit  der  Abscissenaxe  einen  Winkel 
einschliesse ,  dessen  goniometrische  Cotangente  =  g;  so  verwandle  man  Gleichung  4  in 

y  =  ifax  +  A.    Daraus  folgt  -p  =  —  -.-.  Es  ist  also  im  jetzigen  speciellen 


2  .  Ifax  -+-  A 
r=,  und  somit  i 
jetzt  folgende  Form  an 


a  a^  *-  4an  •  e^ 

Falle  ff  «" _  ,  und  somit  ist  A  =? 5-= .    Gleichung  4  nimmt  also 

2  .  ran  +  A  ♦k® 


Dritter  Fall.  Macht  man  die  nemliche  Einschränkung,  wie  beim  dritten  Falle 
der  beiden  vorigen  Aufgaben,  so  ist  -p  »  0,  — p-  =  0,  etc.;  und  Gleichung  I  redu- 
cirt sich  auf 

dU  =:  (2y  .  (1  -+-  p2)  -  a  .  p)  .  dy 

Damit  nun  dU  =  0  werden  kann,  muss  entweder 

7)    2y  .  (1  4-  p2)  —  ap  =  0,        oder  8)    y  =  0  sein. 

Erstens.    Man  nehme  Gleichung  7,  so  folgt  daraus  p  = ^-^ ^  oder 
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d% 


T-  «» ^  =.    Selil  man  Ifa«  —  16y2  =  2,    so  folgt  aas  dieser  Gleichung 


*-    j_    m-->u..  ....  ..._.  .  1        I.  dz 


z 


—  32y  .  dy  =  2z  •  dl ,  also  4y  .  dy  =  —  jz  •  dz.  Man  hat  also  jetzt  dx  =  —  j 

Daraus  folgt  i  -h  C  «=»  —  |  z  +  |  •  Ig  nat  (a  -h  z);  and  wenn  man  för  z  den  Aus- 
dmek  wieder  einführt ,  so  ist 

9)    X  -+-  C  =  ~  I  .  Jfa«  -  I6y2  +  j  •  Ig  nal  (a  +  ifa^  -  I6y2) 

Gleiehimg  II  redocirt  sich  anter  diesen  Umständen  auf  ^U  =  2  •  (I  +  p^)  .  ^y^;  und 
man  erkennt,  daas  ein  Minimam*8tand  stattfindet. 

Will  man  den  Constanten  C  dadurch  bestimmen,  dass  man  die  Curve  zwingt,  durch 
den  festen  Ponkt  (n,  m)  zu  gehen;  so  wird  für  diesen  Punkt  Gleichung  9  übergehen  in 

n  -+-  C  =  -  j  .  If a»  -  16m«  4-  |  •  Ig  nat  (a  -+-  ifa«  -  16m») 

Bestimmt  man  hiefaus  den  Werth  des  C,  und  Tdhrt  ihn  in  Gleichung  9  ein ,  so  hat  man 

10)     X  ^  1  =  1  .  (yfag  ^16m2  -.  Ifa2  -  I6y2)  -4- J  .  ig  nut  (a  +  Wa^  -  16y2\ 
^  *  \a  -H  Wa^  -  I6m2/ 

welches  die  vollständig  bestimmte  Gleichung  der  gesachten  Curve  för  den  Fall  ist,  dass 
sie  dareh  den  vorgeschriebenen  Punkt  (n,  m)  gehe. 

Zweitens-  Nimmt  man  y  =:  0,  d.  h.  y  als  identische  Function  von  x;  so  hat 
man  die  in  die  Abscissenaxe  fallende  Grade.  Dabei  ist  U'  =  —  a  •  x,  und  ^U«»  2  •  ^y2, 
so  d«ss  jetzt  wieder  ein  Minimom-stand  stattfindet.  Sollte  aber  U'  =  —  a  •  x  negativ 
sein,  so  erinnere  man  sich,  dass  in  der  Analysis  ein  negativer  Aosdruck  für  desto  klei- 
ner gilt,  je  weiter  sein  Werth  von  Null  absteht.  ^ 

CMaB  vergleiche  die  Sehlussbemerkung  zur  vorigen  Aufgabe.) 


Au  f g a  b e   72. 

Ifan  soll  onter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinatensystem  bezogenen  ebe- 
nen Corven  diejemge  heraussuchen,  welche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Eigen- 
schaft hat,  dass,  wenn  man  an  den  zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse 
X  gehörigen  Ponkt  die  Berührende  zieht,  und  diese  mit  zwei  in  bestimmten  Punkten 
einer  gegebenen  Graden  errichteten  Perpendikeln  begränzt ,  das  Product  dieser  Perpen- 
dikel ein  llaximom-stand  oder  Minimam-stand  wird. 

Die  gegebene  grade  Linie  (fig.  1)  sei  OX;  H  und  K  seien  die  in  dieser  Graden 
aelegenen  bestimmten  Punkte,  in  welchen  man  die  Perpendikel  HL  und  KN  errichtet. 
Es  schadet  der  Allgemeinheit  der  Aufgabe  nicht,  wenn  man  die  gegebene  Grade  OX 
als  Abscissenaxe  nimmt;  in  ihr  nehme  man  dann  nach  Belieben  einen  Ponkt  O  als  An- 
fing der  Coordinaten.  S  sei  der  beliebig  gewählte  Berührangsponkt,  ond  seine  Abscisse 
Ml  OG  =  X.  Man  setze  ferner  OH  =  a  and  OK  =  a,  welches  die  zu  den  Perpen- 
dikeln HL  and  KN  gehdrigen  unveränderlichen  Abscissen  sind.  Somit  ist  das  gesuchte 
Pradact  U  =  HR  •  KT.    Die  Gleichung  der  gradlinigen  Berührenden  ist  bekanntlich 

y'-^y  =  (x--x).g,    odery'  =  y-h(x'~x).g 

Hier  sind  x'  ond  y'  die  veränderlichen  Coordinaten  der  Berührenden,  dagegen  x  and  y 
^ad  die  (übrigens  gleichfeUs  veränderlichen)  Coordinaten  des  Punktes  der  Corve,   in 
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welchem  man  grade  die  Berühraog  wähU.    Für  die  bestimmten  Ponkte  H  aod  K.  ist 

dv 
bezüglich  y'  =  HR  and  y'  «  KT ,  and  somit  hat  man  HR  ==  y  +  (a  —  x)  ~  ,   und 

KT  =  y  +  (a  -  x)  .  ^  .      Also  ist 

Ü  =  (y^(a-x).g).(y4.(a-x).g) 

dy 
Mulirt  man,    und  selzt  dann  zur  Abkürzung  p  stall  -p  ;   so  ist 

I)  du  =  (2y  H-  (a  H-  a  —  2x)  •  p)  •  dy  H-  ((a  +  a  —  2x)  •  y  4-  2(a  —  z)  •  (a  -r  x)  .  p)  .  ^ 

H)  d2ü  =  (2y-t-(a-+-a  — 2x).p).(J2yH-((a-f  a  — 2x)  .  y -h  2(a  —  x)  .  (a  —  x)  .  p)  .^ 

+  2.<5y2  +  2(a  -h  a  ~  2x)  .  <Jy  .  ^  +  2(a  -  x)  .  (a  -  x)  •  (^J 

Erster  Fall.  Sacht  man  eine  solche  Carve,  welche  bei  irgend  einer  nach  Be- 
lieben gewählten  Ahscisse  x  das  vorgelegte  Product  grösser  oder  kleiner  macht,  als  es 
bei  derselben  Ahscisse  x  alle  möglichen,  der  gesuchten  Curve  stetsrort  nächstanliegenden 
Nachbarcarven  machen  können;  so  müssen  (man  sehe  den  ersten  Fall  der  61"*'"  Aor* 
gäbe)  folgende  zwei  identischen  Gleichungen  zugleich  stattfinden  : 

1)    2y  H-  (a  -+-  a  -  2x)  .  p  =  0 
und 

2)    (a  -+-  a  —  2x)  .  y  4-  2  .  (a  —  X)  •  (a  —  x)  .  p  =  0 

Eiiminirt  man  p  aas  beiden  Gleichungen,  so  bekommt  man 

3)    (a  ~  a)2  .  y2  =  0 

Daraus  kann  im  Allgemeinen  nur  folgen,  dass 

4)    y=:0 

d.  h.  y  eine  identische  Function  von  x  wäre.  Dieses  wäre  dann  die  Gleichung  einer  in 
die  Abscissenaxe  fallenden  Graden.  Die  Function  y  =  0  genügt  aber  den  beiden  Glei- 
chungen 1  und  2  zugleich»  kann  also  die  Aufgabe  lösen.  Nun  reducirt  sich  Gleichung 
n  auf 

5)     CT  =  2  .  ay2  4-  2  .  (a  4-  a  --  2x)  .  <Jy  .  ^  -}-  2  .  (a  -  x)  .  (a  -  x)  .  (^V 

^^         dnü         /d  d«üv2 
Da  aber  jetzt  -j-y  X  -^  —  [^  \i  )    «  —  (ce  —  a)*  bestandig  negativ  ist,  so  findet 

hier  (man  vergleiche  $.  11,  125,  186)  weder  eki  Maximam-stand  noch  Mioimmn-ataad 
statt. 

Zweiter  Fall.  Sacht  man  nur  diejenige  Curve,  die  bei  irgead  eiaer  nach  Be- 
lieben gewählten  Ahscisse  z  den  irorgelegten  Aosdrock  grösser  oder  kleiner  maeht,  als 
ihn  alle  die  Corven  machen  könnea,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Corve  sietsfort  nüchstanliegen ,  sondern  auch 
ß)    mit  ihr  den  za  der  grade  gewählten  Absoisse  x  gehörigen  Punkt  gemein- 
schaAlich  haben; 
so  ist  jetzt  (man  sehe  z.  B.  den  zweiten  Fall  der  61"^"'  Aaij^abe)  dy  ^  0^  ^y  ==:  0, 
etc.,  and  Gleichung  I  reducirt  sich  auf 

^C  =  ((a  -h  a  —  2x)  •  y  4-  2  .  (a  —  X)  .  fa  —  X)  .  p)  .  -J 

Damit  dU  =  0  werde,  moss  sein 

6)    (a  -h  a  -  2x)  .  y  4-  2  .  (a  —  x)  .  (a  --.  x)  ^  p  =  6 
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Danas  folg! 

7^    ll^  =      <*^      ^      dl 
^        y  X  —  a        X  —  a 

AJso 

8)    Ig  nat  y»  =  C  -H  Ig  oat  (x  —  a)  4-  Ig  nat  (x  —  a) 
oder  mit  Verändeniog  des  CoDsUDten 

Ig  nat  y2  =  lg  nat  E  H-  lg  nat  (x  —  a)  H-  lg  nat  {i  —  a) 

oad  daraas  folgt 

9)    y2  =  E.(a-x).(«~-x) 

weldie  Gleichong  sich  aacb  auf  folgende  Weise  darstellen  lässt 

V9 


">)    ^-ETTT-Sr^ ÄTTT^  =  ' 


Die  gesuchte  Corve  ist  also  eine  Hyperbel  oder  Ellipse»   je  nachdem  E  positiv 
oder  negativ  ist    Das  i^esachte  Prodoct  ist 


II)      ü'  =  -  E 


'(^7 


also  constant»  so  dass  hier  von  einet  secondären  fieziehong  keine  Rede  sein  kann;  and 
bei  der  Hyperbel  ist  dieses  Prodoct  negativ,  bei  der  Ellipse  ist  es  positiv.  Gleichang 
n  redocirt  sich  auf 

•  ,c.,.,.-.,.(.-.,.(^)'=l^'.(^)- 

Bei  der  Släpse,  wo  E  negativ  ist,  findet  also  ein  Maximom-stand  statt;  und  bei  der 
Hyperbel,  wo  E  positiv,  findet  ein  Mlnimam-stand  statt;  allein  in  Hinsicht  dieses  Mi- 
oimom-standes  hat  man  zn  bemerken,  dass  in  der  Analysis  ein  negativer  Aasdrack  für 
desto  kleiner  gilt,  je  grösser  sein  absoluter  Werth.  Aus  Gleichung  10  folgt  zugleich, 
dass  die  beiden  Scheitel  der  gesuchten  Gurven  den  Abscissen  a  und  a  entsprechen; 
ond  daraas  ergibt  sich  eine  bemerkenswerthe  Eigenschaft  der  Ellipse  und  Hyperbel. 
£mchtet  man  nemlich  aus  den  Scheiteln  auf  die  Axe  Perpendikel ,  und  zieht  man  durch 
irgend  einen  Punkt  dieser  Curven  eine  Berührende;  so  ist  das  Prodoct  der  von  der 
Berührenden  abgeschnittenen  StScke  dieser  Perpendikel  bei  der  Ellipse  grösser  und 
bei  der  Hyperbel  kleiner,  als  das  entsprechende  Prodoct  jeder  andern  denselben  Be- 
rflhroDgsponkt  habenden  Curve.  Aas  Gleichung  10  ersieht  man,  dass  (a  —  a)  ond 
(a  -  a)  •  Ki  B  die  Axen  der  gesuchten  Curven  sind ;  und  somit  ist  das  gesuchte  Pro- 
doct jederzeit  dem  Quadrate  der  halben  (mit  jenen  Perpendikeln  parallelen)  Ate  gleich. 
Bei  der  Hyperbel  ist  aber  dieses  Prodoct  negativ,  weil  dabei  die  Factoren  HR  und  KT 
entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  d.  h.  auf  entgegengesetzlen  Seiten  der  Abscissen- 
axe  liegen,  so  dass  jetzt  das  Product  HR  •  KT,  wenn  man  es  nnr  nach  seinem  abso-^ 
loten  Werthe  nimmt,  gleichfalls  als  Maximum-stand  angesehen  werden  kann. 

a)    Will   man   den   Constanten  E  dadurch   bestimmen,    dass  man    die   gesuchten 
Corren  zwingt,  dareh  den  festen  Punkt  (n,  m)  za  gehen}  so 'geht  Gleichung  9  Ober  in 

m^ 

oi3  «s  E  -  (a  —  n)  •  (a  -—  n),  daraus  folgt  E  =  p r — -. ^ .    Fuhrt  man  diesen 

^  '    ^  ^  °  (n  —  a)  •  (n  — «) 

Werth  in  10  ein,  so  bekommt  man 

12)    V       ^/ t. =  , 

\    a    ;         .(«-«). (n  -  a)    ^    a    ; 


■I. 
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Haben  die  beiden  Facloren  (n  —  a)  and  (n  —  ce)  einerlei  Vorzeichen,  d.  h»  M  ent- 
weder gleichzeitig  n  >  a  und  n  >  a,  oder  ist  gleichzeitig  n  <  a  und  n  <  a,  wobei 
die  Abscisse  n  nicht  zwischen  a  und  a  fallt;  so  ist  die  Gurve  eine  Hyperbel,   deren 

Axen  (a  --  a)  und  -        '  ^  ^        sind.    Haben  aber  die  beiden  Factoren  (n  —  *) 

r  (n  —  a)  •  (n  —  a) 

und  (n  —  a)  entgegengesetzte  Vorzeichen,  d.  h.  liegt  n  zwischen  a  und  a;   so  ist  die 

Corve  eine  Ellipse,  deren  Axen  (a  —  a)  und  '  ^  ^    —  sind. 

r  —  (n  —  a)  •  (n  —  a) 

ß)    Will  man  aber  den  Coustanten  £  dadurch  bestimmen,  dass  man  festsetzt,  es 

solle  die  zur  Abscisse  n  gehörige  Berfthrende  mit  der  Abscissenaxe  einen  Winkel  ein> 

»ohliessen,  dessen  goniometrische  Tangente  =  g;  so  bilde  man  sich  aus  Gleichung  9  jet^ 

y  =  m) .  KE.(x-a).(x-«).    Daraas  folgt  ^  =  (»TT)  •  f '  ~  "  ~  "^/  ^\ 

^^  2  •  f  (x  —  a)  •  (x  —  a) 

welcher  Ausdruck  in  diesem  speciellen  Falle  übergeht  in  g  =  (jf  ?)  •  - — -; ' — — 

2  .  r  (n— a)  .(n  — a) 

so  dass  sich   E  =    ^   V!;.,  ""  .    '_     <7"  ■    ergibt,  und  Gleichung  10  übergehl  In 

^'^)        7,7Tr^\2-^  4g2  .  (n  ^  a)  »  (n  ~  g)      /a  —  a>J  "^  ^ 

(2u  -  a  -  a)2  '  \~~^^; 

Hier  findet  also  gleichfalls  eine  Hyperbel  statt,  wenn  (n  —  a)  und  (n  -  d)  gleiche 
Vorzeichen  haben;  und  eine  Ellipse  findet  statt,  wenn  (n  —  a)  und  (n  —  a)  entge- 
gengesetzte Vorzeichen  haben. 

Dritter  Fall.  Sucht  man  nur  diejenige  Curv«,  die  bei  irgend  eitler  nach  "Belie- 
ben gewählten  Abscisse  x  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht,  als 
ihn  alle  die  Corven  machen  können,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Gurve  stetsfort  nächstanliegen ,  sondern  auch 
ß)    bei  der  grade  gewählten  Abscisse  x  alle  ihre  Berührenden  mit  der  Berühren- 
den der  gesuchten  Gurve  parallel  haben; 

so  ist  jetzt  (man  sehe  den  dritten  Fall  der  6f'"'  Aufgabe)  !^  =  0,  ^  =  0,  etc. , 

und  Gleichung  I  reducirt  sich  auf 

au  =  (2y  4-  fa  -h  a  —  2x)  •  p)  •  ^y 
Damit  d\]  =  0  werden  kann ,  mnss  sein 

14)    2y  H-  (a  +  a  —  2x)  •  p  =  0 
Daraus  folgt 

Da  sich  aber  Gleichung  U  auf  d^V  «  2  -  dy^  reducirt ,  so  ist 


16)  i' = -  B2 .  (^^y 


ein  Minimum-Stand,  wobei  aber,  eben  weil  U'  constant  ist,  von  keiner  secundären  Be- 
ziehung die  Rede  sein  kann. 

Die  gesuchte  Gurve  ist  jetzt  (fig.  2  oder  3)  die  Grade  PQ,  welche  genau  mitten 
zwischen  H  und  K  die  Abscissenaxe  durchschneidet.  Der  Gonstante  B  kann  bestimmt 
werden,  wie  im  zweiten  Falle. 

Vergleicht  man  diese  fig.  2  und  3  mit  fig.  1,  so  sieht  mau,  dass  Jetzt  4er  Punkt  R 
mit  P,  und  der  Punkt  T  mit  Q  zusammenrällt ,  weil  die  grade  Linie  auch  zugleich  ihre 
Berührende  ist.    Das  Produkt  U  ist  dasroal  aegativ»  weil  die  keiden  Factoren  HR  und  KT 
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eatfegeafeteUl  sind.  Bio  nofatlTer  Aoadmok  gHl  aber  in  der  AMiytIs  für  desto  kleiner, 
je  weiter  selo  Werth  von  Null  absteht-  Jede  mit  RT  parallele  Berührende. e.  B.  VW  aller 
andero  oächslaDlIegeDdea  Nachbarcurven  erzeugt  ein  Product  U  +  ^U  =  HV  •  KW,  welches 
natärlicb  aoeb  jedeamal  aegaliT  ist,  aber  doch  näher  bei  Null  liegt,  als  das  Product 
ü  =  HR  .    RT. 

Beweis.  Weil  HJ  =  JK,  so  sind  die  beiden  rechtwinkeligen  Dreiecke  HRJ  und 
KTJ  coagment,  also  sind  die  Lothe  HR  und  RT  einander  gleich  aber  entgegengesetzt. 
Dessbalb  ist  U  =  HR  -  RT  =  HR  •  (-  HR)  =  -  HR?«  Weil  nun  VW  parallel  ist  mit 
RT,  so  ist  RV  =  TW.  Man  seUe  RV  =  TW  =  D,  so  ist  ü  -h  Jü  =^  HV  .  KW 
=.  (HR  -  RV;  .  (KT  -h  TW)  =  (HR  -  D)  .  (-  fHR  -f-  DjJ  =  -  HR^  4-  D«,  wie  zu 
beweisen  war. 

(Diese  Aufgabe,  als  solche,  stammt  von  Lagrange  her,  welcher  jedoch  nur  den  zweiten 
Fall  behandelt  hat.     Den  ersten  und  dritten  Fall  hat  Herr  Dr.  M.  Ohm  hiniugerngt. ) 


Aufgabe  73. 

Man  soll  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwiDkelige  CoordinateDaysteni  bezogenen 
ebenen  Cunren  diejenige  heraassudien ,  welche  in  ihrer  ganxen  Aosdehnnng  die  Eigen- 
schaft bat,  'dass,  wenn  man  an  den  zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse 
X  geMrigen  Punkt  die  Berührende  zieh!,  und  dann  von  zwei  andern  in  der  Ebene 
irgendwo  festliegenden  Punkten  Perpendikel  auf  diese  BerQhrende  fällt,  das  Product 
dieser  Perpendikel  ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird. 

Die   beiden  festen  Punkte,  von  welchen  aas  man  Perpendikel  auf  die  Berührende 

der  gesQcblen  Curve  fallen  soll  (flsr.  4),  seien  H  und  K.    Es  schadet  der  Allgemeinheit 

der  Aolgabe  nicht,  aber  ihre  Durchrdhrung  wird  vereinfacht,  wenn  man  durch  die  beiden 

bestimmten  Punkte  H  und  K  eine  Linie  zieht,  diese  als  Abscissenaxe  gellen  lässt,  and 

in  ihr  den  beliebigen  Punkt  O  zum  Anfange  der  Coordinaten .  nimmt    Non   richte   man 

HR    und    KT    senkrecht   auf   OX,    so   bekommt    man    HM    =   HR  •  sin    HRM    and 

K\  =  KT  .  sin  KTN. 

dv  i 

Nun  ist  t«SFG  =  ^  «  p,    also  cos  SFG  =    ■  --  ,  und  man  hat  somil 

<*x       ^  Ifl  4-  p2' 

I)    sin  HRM  =  sin  KTN  =  cos  SFG  =  zp=^== 

Ferner  ist  schon  in  der  vorigen  Aufgabe  dargethan,  dass>  wenn  man  die  festen 
Abscissen  OH  und  OK  bezöglich  mit  a  und  a  bezeichnet 

HR  =  y  -♦-  (a  -  x)  .  p,  und  KT  =  y  -h  (a  ~  x)  .  p 
ist.     AIm»  hat  man 

11)    HM=y-±;^^jIlP,und     HI)    KN  =  ^  +j^Lll!^ 


iTl   H-  p2         J  '  Ifl 


p= 


.2 


Für  das  gesuchte  Product  HM  •  KN  hat  man  also 

IT  «  (y  +  <a  ^  X)  -  p)  >  (y  H-  rg  -  ij    p) 
1  +  p2  * 
Dorch  Motiren  bekommt  man 

'^')     ^^'  =  i^'  (^y  -^  ^^  +  <^  -  ^y-?)  '^y  -^  f^l'^^  •  [0«  -^  «  -2xi.y 

^-  2  .  la  ~  x» .  (fit  —  X)  •  p)  •  (1  +  p2)  —  S^  .  (y  -H  (a  —  X)  •  p)  •  (y  +  (a  —  X)  •  p)]  •  -p 

Erster  Fall.    Soll  dieselbe  Allgemeinheit  gelten,    wie  beim  ersten  Falle  der  vo- 
rigen Aufgabe,  so  müssen  folgende  zwei  identische  Gleichungen  zugleich  stattfinden: 

O    2y  +  (a  4-  a  —  2x)  .  p  =  0 
und 

2)    (ra  +  a  —  2x) .  y  -h  2  .  (a   -  X)  •  (a  —  i» .  p)  .  (1  -h  p2) 
.  —  2p  •  (y  4-  (a  —  X) .  p)  .  (y*  +  («  —  X) .  p)  ■»  0 
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Elirainirt  man  p  aas  diesen  beiden  Gleichangen ,  so  bekommt  man 

3)    (a  -  a)2  .  y  =  0 
d.  h.  y  wäre  eine  identische  Funclion  von  %,   mid  die  gesuchte  Carve  wäre  die  in  die 
Absdssenaxe  fallende  Grade.    Dabei  ist  aber  nar 

a«ü  =  2  .  ^y2  -h  2  .  (a  -f-  a  -  2x)  .  ay  .  ^  +  2  .  (a  -  x)  .  (a  -  X)  .  /^V 

Da  jedoch  j-2  X  ^  —  V^^f  =  -  («  -  ^y  beständig  negativ  bleibt,   so  kann 

von  keinem  Maximnm-stande  oder  Aiinimam-stande  die  Rede  sein  (man  sehe  $.  11 , 
125,  186). 

Zweiter  Fall.    Macht  man  dieselbe  Einschränkung,  wie  beim  zweiten  Falle  der 
vorigen  Anrgabe,  so  redocirt  sich  Gleichung  IV  auf 

^^  =  (t  +  pa)g '  [(Ca  -ha-2xj.y  +  2.(a- x).(a-  xy.p).(l  +  p«) 

-  2p  -  (y  -+■  (a  -  X) .  p)  .  (y  H-  (a  -  x)  •  p)]    -^ 
Damit  ^U  =  0  werde,  muss  sein 

4)    ((a  -h  a  —  2x)  •  y  +  2  •  (a  --  xj  •  (a  —  X)  •  p)  •  (1  -+-  p«) 

—  ap  •  (y  +  (a  —  X)  •  p)  .  (y  +  (a  —  X)  .  p)  =  0 

Um  diese  Gleicliung  zu  integriren,  multiplicire  man  sie  vorerst  mit  ?r~4~^^  dann 

hat  man 

( ((a  H-  a  —  2x)  •  y  +  2  .  (a  —  X)  •  (a  —  x)  •  p)  •  (I  -4-  p«)  .  dp ) 

(         —  2  >  (y  +  (a  ~  X)  »  p)  .  (y  +  (g  —  X)  ■  p)  ■  p  *  dp         }  _  , 

(Ih-pO' 
Da  dy  *»  p  •  dx,  so  ist  der  Ausdruck 

(2y  -+-  (a  +  a  —  2x) .  p)  .  (1  -h  p2)  .  dy  —  (2y  -h  fa  -+-  a  —  2x)  .  p)  •  (1  -<-  p»)  •  p  •  dx 

jedenfalls  eine  identische  Gleichung.    Man  kann  ihn  also  zu  dem  Zähler  des  letzten 
Bruches  addiren«  ohne  dass  derselbe  dadurch  geändert  wird;  und  somit  bekommt  man 

1(2y4-(a-ha  — 2i).p).Cl  +  p2).dy  —  (2y -h  (a  H- a  — 2x).p).(l  -+-p2).p.dxj 
-+-  ((a  +  a  —  2x) .  y  +  2  .  (a  —  X)  .  (a  —  X)  .  p)  •  (1  +  p2)  .  dp  > 

—  2  .  (y  -^  (a  ~  X)  >  p)  .  (y  -H  («  —  X)  -  p)  »  p  »  dp )_  _ 

(1  +  pO^  ~ 

Diese  Gleichung  kann  man  gradezu  integriren,  und  es  wird 

(y  +  (a  ~  X) »  p)  «  (y  -^  (g  —  X) »  p)  _  , 

TT"?  -^ 

Daraus  folgt  (y  -+-  (a  —  x)  •  p)  •  (y  -h  (a  —  x)  •  p)  =  A  •  (I  -f  p*) ;    und  führt  man 
diesen  Ausdruck  in  Gleichung  4  ein,  so  bekommt  man 

((a  H-  a  —  2x) .  y  -h  2  •  (a  —  X)  .  (a  —  X) .  p)  .  (t  H-  p^  —  2Ap  •  (1  -+■  p«)  =  0 
Daraus  folgt 

♦2»dy  _         (a  +  g  —  2x)  ■  dx 

y      "^  A  —  aa  -f-  ax  -h  ax  —  x^  • 

Also  ist 

2 .  lg  nat  y  =  C  +  lg  nat(A  —  aa  +  ax  +  ax  —  x») 

Oder  mit  Veränderung  des  Gonstanten 

5)    y2  =  B  •  (A  —  act  -H  ax  -h  ax  —  x«) 
Diese  Gleichung  enthält  aber   zwei    willkürliche  Gonstanten,   während  doch  die  hier 
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INftDMrtialgleicliDiig  nur  von  der  ersteo  Ordoiuig  ist  Aber  der  Umsland, 
dass  GlakboDg  4  durch  5  identisch  werden  moss ,  dient  dazu ,  den  einen  der  Constanten  durch 
den  aodeni  zu  bestimmen.    Aus  5  folgt  nun  y  =  (iTl)  •  KB  •  (A  —  aa  +  ax  +  ox  —  x^) 

Piwi  p  =  ^^\  -  (a  +  g  —  2x)  ■  fB      i),^  1^3  ^j^l  (,f|)  j^^^  entweder  durchweg  nur 

2.  f  A  — aa-Hax-+-cai  — x« 
s«iae  fKMiÜve  oder  durchweg  nur  seine   negative  Bedeutung*    Vereinfacht  man   noch 
Glekhang  4,  so  bleibt  nur 

6)    (a  -h  a  —  2x)  .  y  -h  2  .  (a  —  X)  .  (a  —  x)  .  p  —  2y«  .  p  —  (a  -h  a  —  2x)  .  p«  .  y  =  0 

und  fuhrt  man  hierin  die  so  eben  für  y  und  p  gefundenen  Ausdrücke  ein,  so  bleibt  nach 
ausgeAhrten  Reductionen  nur  noch  übrig 

4A  .  (I  —  B)  —  B  .  (a  -  a)2  «  0 
Daraus  folgt  A  =  ,  ^  •  (^^—s — )   •     Gleichung  5  geht  also  über  in 

^  y'='»(r^  •  (^"i-^r- »«  +  "  +  «*-"') 

«eiche  sidi  aber  auch  auf  folgende  Weise  darstellen  lässt 

oder 

/          a  +  a\2  ^ 

(' 2—)  y8 

^)    — i  /«  -  a\a  +  "T  /a  -  a\«  "  * 


I  /g  —  ay  ^       B         /g  —  a\» 

1  -  B  '  \    2     /         I  -  B  '  \~"5~/ 


Die  gesuchte  Curve  ist  also  entweder  eine  Ellipse  oder  Hyperbel.    Sie  ist  eine  Ellipse, 

1  H 

^^^^   I  p  opd  I  _^  n  zugleich  positiv  sind;  und  dazu  ist  nöthig,   dass  B  <  t  und 

I  B 

posiliY  ist.    Die  gesuchte  Curve  aber  ist  eine  Hyperbel,  wenn  .  __  -l  und  .  __  -^    cnt- 

gegengesefzle  Vorzeichen  haben;  und  dieses  ist  der  Fall,  wenn  B  negativ  ist.  B  kann 
Diemals  grösser  als  +  1  sein;  denn  dabei  käme  man  (Gleichung  8)  auf  den  Widerspruch, 
dass  y'  negativ,  also  y  seibat  imaginär  wäre. 

IW'ie  man  den  Constanlen  B  bestimmt,  ist  aus  früheren  Aufgaben  zur  Genüge  bekannt. 

Da  ^  =  0,  d^  =  0,  etc.;  so  bekommt  man  Tür  den  Mutationscoefficienten  der 
zweiten  CMnung  nach  und  nach 


^^  =  (1  Jp8)2  •  (2.(a-x).(«-x).(l  H-  p2)  -  2A.(I  -Hp2)).(^f 


-  2  .  (y  +ia  -  X)  .  p)  .  (y  -h  (a  -~x) .  p)]  .  (^) 
oder 


4>U  -  - 


l-h  p2 

oder 


(A  ^  aa  +  ax  H-  ax  -  x«)  ^(^f 


ani  =«  — 


t  .  (^? 


l+p2       B       Vdx/ 

Die  Ellipse,  bei  welcher  B  positiv  ist,  liefert  also  einen  Maximum-siand ;  und  die  Hy- 
perbel, bei  welcher  B  negativ  ist,  liefert  einen  Minimum*stand. 
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Dritter  Fall.    Bfacht  man  dieselbe  Eiaaehraokiuig,  wie  beim  dritteo  Falle  der 

vorigen  Aafgabe,  »o  ist  -^  =  0,  -j-^  =  0,  etc.;  and  Gleichung IV  redücirt  sich  aof 

^ü  =  j^2  •  (2y  H-  (a  -h  a  -  2i) .  p)  .  ^y 

Mao  hat  also  die  identische  Gleichung 

10)    2y  -f-  (a  H-  a  —  2x)  .  p  =  0 
Daraus  gibt  sicli 

11)     y-E.(,-L^--) 

Die  gesuchte  Gurve  ist  also  (6g.  5  und  6)  die  Grade  RT,  welche  genau  mitten  zwischen 
U  und  K  die  Ahscissenaxe  durchschneidet,  und  insoferne  die  Aufgabe  löst,  als  jede  Grade 
auch  zugleich  ihre  eigene  Beröhrende  ist. 

Wie  man  den  Conslanlen  E  bestimm! ,  ist  aus  frühem  Aufgaben  zur  Genüge  bekannt. 

Weil  -rj-  =  0,  -^ —  =  0,  etc.;  so  bekommt  man  für  den  Mutatlonscoeflicienten 

der  zweiten  Ordnung 

woran  man  erkennt,  dass  jedenfalls  ein  Minimum-stand  stattfindet. 

Scbaat  man  auf  fig.  5  und  6,  so  sieht  man,  dass  das  hier  gefundene  Prodiict 
C  =  HM  •  KN  eigentlich  negativ  ist,  weil  die  Factoren  HM  und  KN  einander  entgegenge- 
setzt sind.  Ein  negativer  Ausdruck  gilt  aber  in  der  Analysis  für  desto  kleiner,  je  weiter 
sein  Werth  von  Null  absteht.  Jede  mit  BT  parallele  Berührende  z  B«  VW  aller  andern 
nächstanliegeoden  Nachbarourven  erzeugt  ein  Prodoet  U  +  ^ü  =:  HV  •  KW ,  welches  na- 
türlich auch  jedesmal  negativ  ist,  aber  doch  naher  bei  Null  liegt,  als  das  Product 
ü  =  HM  .  KN. 

Beweis.  Weil  HJ  =  JK,  so  sind  die  zwei  recbtwiniteligen  Dreiecke  HJM  und  Kifi 
congrnent,  also  sind  die  Lothe  HM  und  KN  einander  gleich,  aber  entgegengesetzt.  Dess- 
halb  ist  C  »  HM  •  KN  =  HM  •  (—  HM)  =  -  HM^.  Weil  nun  VW  parallel  mit  MN, 
so  ist  VM  =  WN.  Man  sölze  VM  =  WN  =  D .  so  ist  ü  H-  ^ü  -»  HV  .  KW  =  (HM 
—  VM)  .  (KN  -h  ^W)  ==  (HM  -  D)  .  (—  (HM  -f-  D))  =  —  HM^  -f-  D«,  wie  zu  be 
weisen  war. 


Aufgabe    74. 

Man  zieht  in  einem  beliebigen  Puukte  einer  ebenen  Gurve  die  Berührende.  Aus 
zwei  festen  Punkten  einer  gegebenen  Graden  errichtet  man  Perpendikel ,  wekhe  bis  zur 
Beröhrenden  verlängert  werden.  Dadurch  entsteht  ein  Trapez.  Hierauf  fällt  man  von 
denselben  zwei  festen  Punkten  PerpeiKlikel  auf  die  Beröhrende.  Dadurch  entsteht  wieder 
ein  Trapez.  Welche  Gurve  ist  es  nun,  wenn  der  Unterschied  dieser  beiden  Trapeze 
ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  ist.  und  alle  in  Betracht  zu  ziehenden  Curven 
das  nemliche  rechtwinkelige  Goordinatensystem  haben? 

Die  gegebene  grade  Linie  (fig.  4)  sei  OX ;  U  und  R  seien  die  in  dieser  Graden 
gelegenen  bestimmten  Punkte.  Die  beiden  in  Bede  stehenden  Trapeze  sind  also  URTR 
und  HMNK.  Es  schadet  der  Allgemeinheit  der  Aufgabe  nicht,  wenn  man  die  gegebene 
Grade  OX  als  Abscissenarxe  nimmt;  in  ihr  nehme  man  dann  nach  Belieben  einen  Punkt 

0  als  Anfang  der  Coordinaten.  Es  ist  des  Trapezes  UBTK  Inhalt »  -  •  HK  •  (HR  +  KT), 

und  ebenso  ist  des  Trapezes  HMNK  Inhalt  »  ^  •  MN  •  (HM  +  KN).   Ist  nun  OH  »  a 

und  OK  «  a,  so  ist  nach  Einleitung  der  beiden  vorigen  Aufgaben  HK  «  (a  —  a), 
HR  «  y  H-  (a  -  x)  .  p,  KT  =  y  +  (ä  -  x)  .  p,  MN  =  ME  .  cos  NME  =  HK  •  cos  SFG 

=.  ^.ZLL  ,    HM  ==  y  +  (4^)^P,    und  KN  =  ?L±J?_;Z^>_:  P     Es  ist  also 
ifTn-  p2  iTi  H-  p2  *ri  -h  p2 
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und 


Trapez  HRTK  —  °       ?  •  (2y  +  (a  +  a  —  2xi  •  p) 


Trapex  HMNK  =  ^  x  ^^-ÖjI^^zJ^kf 


Der  ÜBtenchied  dieser  beiden  Trapeze  ist  daher 

■2       -  1+  p« 

Durch  Mauren  bekommt  mao 

Erster  Fall.    Soll  dieselbe  AllgemeiDheit  gellen,  wie  beim  ersten  Falle  der  72*'" 
Aalgabe;  so  müssen  folgende  zwei  identische  Gleichungen  zugleich  stattfinden: 

1)  p2  =  0 

2)  p  •  (4y  +  (a  -+■  a  —  2x) .  (3  -f  p2) .  p)  =  0 

Erstens.    Diesen  beiden  Gleichungen  wird  xugleich  genügt,  wenn  p  =  0;  und 
daraus  folgt 

3)  y  =  A 

Mao  hat  also  die  mit  der  Abscissenaxe  parallele  Grade,  und  die  beiden  Trapeze  HRTR 
Qod  HMNK  fallen  in  ein  einziges  zusammen«  Dabei  ist  U'  =  0  ganz  unabhängig  vom 
Werthe  des  x,  so  dass  von  einer  secondären  Beziehung  keine  Rede  sein  kann.  Da  nutk 
besairte  Grade  mit  der  Abscissenaxe  parallel  ist,  so  liegen  alle  ihre  Ordinalen  auf  einer 
Bod  derselben  Seite  der  Abscissenaxe.  Man  setze  also  fest,  dass  die  Ordinaten,,  welche 
za  besagter  Graden  gehören,  die  positiven  seien.    Dabei  ist  auch  A  positiv.    Ferner  ist 

jetzt  oor  ^U  =  2  •  (a  —  a)  •  A  •  \-t^\  »  «od  es  findet,  eben  weil  A  als  positiv  gilt » 

eio  Mioimam-stand  statt  , 

Zweitens.    Den  Gleichungen  1  und  2  wird  auch  genügt,  wenn 

4)  y-O 

d.  b.  eioe  identische  Function  von  x  ist.  Dadurch  ist  die  in  die  Abscissenaxe  hihein- 
tiUende   Grade  gegeben ,  und  es  ist  wieder  U'  =  0.    Es  ist  aber  auch  ^U  =  0 ,    und 

^*  =s  (a  —  a)  •  /Wy  —  3x  •  -pj  •  (-j^)  »  woran  man  erkennt,   dass  jetzt  von  kei- 

oefB  Maximum-Stande  oder  Minimum-stande  die  Rede  sein  kann. 

Zweiter  Fall.    Macht  man  dieselbe  Einschränkung,    wie  beim  zweiten  Falle  der 
7?^''  Aufgabe;  so  zieht  Gleichung  I  sich  zurück  auf 

Es  mom  also  jetzt  die  identische  Gleichung 

5)    p  .  (4y  H-  (a  -I-  a  —  2x)  .  (3  +  p«)  •  p)  =  0 

«tatt6Dden. 

Ersteos.    Dieser  Gleichung  wird  genügt,  wenn  p  =  0,  somit  ist  wieder 

6)    y=A 

d.  b.  naa  bat  wieder  die  mit  der  Abscissenaxe  parallele  Grade,  so  dass  wieder  U'  or  0, 

dagegen  i^V  »  2  •  (a  —  a)  •  A  •  (-r^)    ist,   also  ein  Minimum-stand  stattfindet,   und 

T<ni  einer  secondären  Beziehung  keine  Rede  sein  kann. 

Zweitens.    Der  Gleichung  5  wird  aber  auch  genügt,  wenn 
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7)    4y  H-  (a  -4-  a  -  Öx)  .  (3  4-  p«)  .  p  =  0 
stattfindet.    Bringt  man  die  K&ammtrn  weg,  so  bekommt  man 

8)    4y  ^-  3  •  (a  +  *  —  2x)  •  p  -+-  (a  -h  a  —  2x)  •  p^  =  0 
djfferentiirt  man  diese  Gleichung,  so  gibt  sich 

4  .  dy  -f  3  .  (a  4-  a  —  2x)  .  dp  —  6p  •  dx  —  2p3  •  dx  -4-  3  •  (a  4-  a  —  2x)  •  p2  •  dp  «■  O 
Da  aber  dy  =  p  •  dx ,  so  redncirt  sich  diese  Gleichung  auf 

3  .  (a  4-  a  -  2x)  .  (i  +  p2)  .  dp  —  2p  .  (1  4-  p2)  .  dx  =  0 

Daraus  folgt  ?^  -  ^  +  J—  2x  ^  ^'  ^^^  "^  *^  "*^  ^^^  "*"  *^  °'^  (a  +  «  -  2x)  =  C, 
oder  lg  nat  (p^  •  (a  +  a  —  2x))  =  G ;  und  mit  Veränderung  des  Constanten  kann  man 
auch  setzen  Ig  nat  (p^  •  (a  H-  a  —  2x))  =  lg  nat  B ,  oder  p'  •  (a  -h  a  —  2x)  =«  B , 

3 
3 3  ^^ 

oder  p  •  Ka  4-  a  —  2x  =  ifß".    Daraus  folgt  nun  p  =  -^ ,    und  somit  be- 

Ka  -H  a  —  2x 
kommt  man  durch  abermaliges  Integriren 

3  3 

9)    y  -  E  -  j  .  (üfT) .  r(a  -h  a  -  2x)2 

Dieses  Integral  hat  aber  zwei  willkürliche  Constanten,  während  doch  die  vorgelegte 
Differenlialgleichung  7  oder  8  nur  eine  der  ersten  Ordnung  ist.  Allein  gerade  der  Um- 
stand, dass  durch  Gleichung  9  die  Gleichung  7  oder  8  identisch  werden  muss,  dient  daza, 
^en  einen  der  Constanten  durch  den  andern  zu  bestimmen.  Führt  man  nun  die  aus  9 
(ur  y  und  p  sich  ergebenden  Ausdrücke  in  8  ein,  so  bleibt  (nach  ausgefiühften  Redac- 

3  3 

tionen)  nur  4E  +  B  =  0;  und  daraus  folgt  B  =  —  4E.    Somit  ist  (ifß")  =  W-^  4E 

3^ 3 q       3 3 

—  (iT^n^)  .  K4E ;  und  Gleichung  9  geht  über  in  y  =  E  —  |  •  (lf=T)  •  K4E  •  (a  +  a~2x)«. 
Weil  aber  hier,  wo  man  einen  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  sucht,   das  y  eioe 

3 

reelle  Function  von  x  sein  mnss,  so  kann  das  Radical  (W-—  i)  nur  nach  seiner  reellen 
Bedeutung  genommen  werden,  und  es  ist  nur 

q      3 

10)  y  =  E  H-  j  .  r4E  .  (a  H-  a  —  2x)2 

oder 

11)  (y  -  E)3  =:  ^ .  E  .  (a  -h  a  -  2x)2 

Die  dadurch  dargestellte  Curve  ist  die  Neil' sehe  Parabel.    Hierbei  ist  ferner 

3  3 

ü'  =  ?^  .  (4E  +  K4E  .  (a  4-  «  -  2x)2)  •  -3 ^^ 

(HeP)  -♦-  ^(a  +  a  -  2x)2 
und 

Somit  hangt  es  von  E  ab,  ob  ein  Maxihium-stand  oder  Minimum-stand  stattfindet. 

Dritter  Fall.    Macht  man  dieselbe  Einschränkung,    wie  beim  dritten  Falle  der 
1^*^  Aufgabe;  so  redncirt  Gleichung  I  sich  auf 
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Daraas  folgt  p  »  0,  und  somit  ist  y  =  A,  d.  h.  man  hat  die  mit  der  Abscissenaxe  pa- 
rallele Grade.    Aber  eben  weil  ^  »r  0,  ^  =  0,   etc.   ist;  so   ist  auch  ^^U  =  0, 

dl  az 

a^LaO,  etc.;  und  man  erkennt,  dass  von  einem  Maiimam- stände  oder  Minimnm-stande 
kdae  Rede  sein  kann.  Das  wird  aber  auch  noch  durch  folgende  geometrische  Betrach- 
long  veransehaulicht: 

„In  diesem  dritten  Falle  d&rfen  nur  solche  Curven  in  Untersuchung  gezogen  werden, 
„welche  bei  der  grade  gewählten  Abscisse  x  eine  Berührende  haben,  die  mit  der  Be- 
„rührenden  der  gefundenen  Curve,  d.  h.  mit  der  Abscissenaxe,  parallel  ist.  Bei 
„allen  diesen  Curven  so  wie  bei  der  gefundenen  Curve  ist  der  Unterschied  der  in  Rede 
„stehenden  Trapeze  Null,  folglich  bei  allen  diesen  Curven  gleichgross.'* 


A  0  fga  be    75. 

Man  soll  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinatensystem  bezogenen  ebe- 
nen Curven  diejenige  heraussuchen,  bei  welchen  der  zu  irgend  einer  nach  Belieben  ge- 
vihllen  Abscisse  x  gehörige  Punkt  die  Eigenschaft  hat,  dass,  wenn  man  an  diesen 
Punkt  die  Berührende  zieht,  hierauf  aus  irgend  einem  festen  Punkte  eine  Senkrechte 
auf  die  Berührende  fallt,  und  dann  den  sich  dabei  in  der  Berührenden  ergebenden 
Darchschnittspunkt  mit  irgend  einem  andern  festen  Punkte  verbindet,  dfese  Verbindungs- 
fioie  ein  Maiimum-stand  oder  Minimum-stand  wird. . 

Die  Auflösung  wird  (6g.  7)  vereinfacht,  wenn  man  die  Abscissenaxe  durch  die  bei- 
den festen  Punkte  H  und  K  legt.  HM  steht,  wie  di^  Aufgabe  vorschreibt,  senkrecht 
aof  MS.  Es  sei  OH  »  a  und  OK  «  a.  Es  ist  also  (man  vergleiche  die  drei  vorher- 
gehenden Aufgaben) 

1)    HM  =r  HR  .  sin  HRM  =  y  +  (a  -  »)  _P 

lf  I   4-  p2 

H)    AM  =  HM  .  sin  AHM  =  HM  •  sin  HRM  =  ^  "*"  !^^  "  ^^  '  ^ 

IH)    AH  =  HM  .  cos  AHM  =  HM  •  cos  HRM  =  ^^  "^  ^^  ""  \'  ^^  '  ^ 
^  1  4-  p* 

Da  nun   KM^  =  AM^  4-  (AH   +  HK)2  ist;  so  gibt  sich,  wenn  man  noch  U^  statt 
RIP  setzt, 

oder  wenn  man  noch  abkürzt 


IV)    U?  =  (y  +  fa  -  X)  ■  p)  >  (y  -Ka  >-  »j    p  4-  2    (ct  -  a)  ■  p)  ^  ^^  _  ^y 


|2 


Man  halte  nun  beiderseits  die  Quadratwurzel  auszuziehen,  und  dann  erst  zu  mutiren; 
allein  die  Durchfuhrang  der  Aufgabe  wird  einfacher,  wenn  man  Gleichung  IV  gradeza 
nntirt,  wodurch  man  zunächst 

V)   2Ü  .  au  =  j-^  .  (2y  -+-  9  -  to- X)  .  p)  .  <Jy  H-^j-J-^^  .  [(a-x). (y4-(a-x)  •  p 

4-  a  •  fa  —  a)  .  p)  •  (1  4-  p«)  4-  (y  -h  (a  —  X)  •  p)  •  ((a  —  X)  4-  2  .  (a  —  a))  •  (1  +  p^ 

—  2  •  (y  4-  fa  —  X)  •  p)  •  (y  4-  (a  —  X)  •  p  4-  2  •  (a  —  a>  •  P)  •  p]  •  -^ 

bekominC. 

Erster  Fall.  Usst  man  dieselbe  Allgemeinheit  gelten,  wie  im  ersten  Falle  der 
fröhereD  Angaben;  so  müssen  folgende  zwei  identische  Gleichnngen  gleichzeitig  neben- 
bestehen : 

II.  5 
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I)    2y  +  a  .  (a  -  i)  •  p  =3  0 

3)    [(ä  —  xj  •  (y  +  (a  —  I)  .  p  -h  2  •  fa  —  a)  •  p)  H-  (y  4-  (a  -  xj  •  p)  .  (ra  —  xi 

+  2  .  (a  —  a))]  •  (1  -*-  p2)  —  2 .  (y  -h  (a  —  X) .  p)  .  (y  +  (a  —  X)  •  p 

-^^2  -  (a  —  a>  •  p)  •  p  -■  0 

Zweiter  Fall.    Macht  man  dieselbe  Einscbräokung,  wie  beim  zweiten  Falle  der 
72'*"  Aufgabe;  so  moss  folgende  Gleichung  stattfinden:    ' 

•^)    [(a  —  «)  •  (y  +  <a  -  X)  •  p  -H  2  .  (a  —  a) .  p)  -h  (y  -f-  (a  ~  I)  •  p)  •  ((a  —  x) 

-h  2  •  (a    -  aO]  •  (1  4-  p^)  —  2  .  (y  4-  (a  —  X)  •  p)  •  (y  H-  (a  —  X) .  p 

-4-  2  .  (a  —  a)  •  p)  •  p  =  0 

Diese  Gleichung  wird  integrabel,  wenn  man  sie  mit  ^.  ^  ^.^  multiplicirl.    Thut  man 

dieses,  und  integrirt  dann;  so  bekommt  man 


^)  |-Tp2 "  (y  -^  ^«  -  «>  •  p)  •  (y  -♦-  ^«  -  »>  •  p  -^-  2  •  ^«  -  •*  •  p)  =  ^^ 


oder 

'5)    (y  +  (a  -  X)  .  p)  .  (y  4-  (a  —  X)  .  p  4-  2  .  fa  —  a) .  p)  =  C  .  (1  4-  p2) 

Gleichung  3  geht  nun  fiber  in 

6)    [(a  —  x) .  (y  +  (a  —  X)  .  p  -I-  2  •  (o  —  a)  .  p)  4-  (y  4-  (a  —  X) .  p)  .  ((a  —  x) 

4-  2  .  (a  -  a))]  •  (I  4-  p2)  -  2Cp  •  (i  4-  p^)  =  0 

Daraus  folgt  gradezu 

7^    P  =  fL=ü 

^     y        (a  —  x)  .  (ra  —  X)  4-  (a  —  a)  —  C) 

oder 

o^    P  ^  «  -  a .    a  -  A  -  C 

^    y        (2  .  (a  —  a)  —  C) .  (a  —  x)        (2  .  (a  —  a)  —  C)  •  ((a  —  x)  4-  (a  ~  a)  —  C) 

Diese  Gleichung  lässt  sich  nun  gradezu  integriren.  Durch  diese  Integration  geht  aber 
noch  ein  fernerer  Gonstanter  B  ein,  so  dass  die  fQr  y  gefundene  Function  zwei  Constan- 
ten B  und  C  enthält,  während  doch  die  vorgelegte  Differentialgleichung  3  nur  von  der 
ersten  Ordnung  ist,  d.  h.  die  gesuchte  Urfunction  nur  einen  willkürlichen  Constanten 
enthalten  sollte.  Man  bestimme  also  für  y  und  p  die  Ausdröcke,  und  führe  sie  in  3 
ein;  so  kann  man  B  durch  C,  oder  auch  C  durch  B  bestimmen,  und  die  gesuchte 
Function  enthält  nur  noch  einen  willkürlichen  Constanten. 

Dritter  Fall.    Macht  man  dieselbe  Einschränkung,  wie  beim  dritten  Falle  der 
72'*"  Aufgabe;  so  muss  jetzt  folgende  Gleichung  stattfinden: 

9)    2y  -h  2  .  (a  —  x)  .  p  =  0 
Und  so  fort. 


Aufgabe   76. 

Man  soll  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinateusystem  bezogenen  ebe- 
nen CorVen,  bei  welchen  die  zwischen  dem  Prodocte  der  Abscisse  und  Subnormale  and 
zwischen  dem  Quadrate  der  Abscisse  stattfindende  Differenz  den  bestimmt  gegebenen 
(positiven  oder  negativen)  Werth  A  hat,  diejenige  heraussuchen ,  welche  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  so  beschaffen  ist,  dass  bei  dem  zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählleo 
Abscisse  x  geh(irigen  Punkte  das  von  der  Normale  und  den  Coordinatenaxen  eingeschlos- 
sene Dreieck  grösser  oder  kleiner  wird,  als  es  bei  derselben  Abscisse  x  von  allen  andern 
Curven,  welche  nicht  nur 
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a)    der  gesDchten  CarTe  steUfert  nftclwtanliegen,  sondern  auch  noch 

ff)    f  agleich  der  o1>en  gestellten  Bediogang  genOgen, 
geoMicht  werden  kann. 

Es  sei  (fig.  8)  S  ein  beliebig  gewählter  Punkt,  durch  welchen  die  Normale  gelegt 
ist:  dann  ist  COD  das  auf  vorgeschriebene  Weise  begränzte  Dreieck,  wenn  O  als  An- 
Cuigspunkl  der  Coordiualen  gilt.    Nun  ist  die  Gleichung  der  Normale 

(y-'  -  y)  .  p  +  X"  -  X  -  0 

wo  x'^  ond  y''  die  veränderlichen  Coordinaten  der  Normale,  und  x  und  y  die  (übrigens 

gleichfalls  veränderlichen)  Coordinaten  des  Punktes  der  Curve  sind,  durch  den  man  grade 

dy 
die  Normale  legt;  ferner  ist,  wie  gewöhnlich ,  p  statt  ^  gesetzt.    FQr  den  Punkt  D  ist 

y"  =r  0,  und  somit  folgt  aus  obiger  Gleichung  OD  «»  x"  =  py  +  >»  ^r  den  Punkt 
C  ist  X*'  =  0,  und  somit  folgt  aus  obiger  Gleichung  OC  =  y"  =  — .  Des  Drei- 
eckes OCD  Inhalt  ist  »  ^  •  OC  -  OD ,  und  sonach  hat  man 

Femer  hat  man  ftkr  die  hier  vorgeschriebene  Bedingung  noch  folgende  Gleichung : 

II)     5^ .  X  —  x2  =  A 

P 

Mutirt  man  Gleichung  I ,  so  bekommt  man 

III)    W=(py  +  «)-(^y  +  '^-'^) 


6y' 


+ 

3y 

.dy 

■  ds 

*$■ 

i'if 

V) 

d*y_ 
d. 

P. 

y 

9y. 

VI) 

d^y 
dx 

y     ' 

e(c 

Elifflioirt  man  -r-^  aus  III ,  so  bekommt  man 
dx 

VII)    W-gl.(py-hx).(3py  -x).^y 

Soli  Dan  au  «-  0  werden,  so  muss  entweder  3py  —  x  =  0  oder  py  +  x  rs  0  sein. 

Bratens.  Aus  3py  —  x  =  0  folgt  3y2  —  x«  =  B.  Dieses  ist  die  Gleichung 
einer  Hyperbel,  deren  Coordinaten  in  O  anfangen.  Man  hat  aber  vor  Allem  zu  unter- 
suchen, ob  darch  diese  Gleichung  auch  Gleichung  II  identisch  wird.    Man  fOhre  also 

rq  •  (»•  H-  B)  statt  y ,  und  -=-       '      statt  p  in  Gleichung  II  ein;  und  berQck- 
*                                            If  3  .  (x«  -h  B) 
sichüge,  dass  die  Radicale  entweder  durchweg  ihre  positive  oder  durchweg  ihre  negative 

Hfl.(x2^ 
Bedeutung  haben.    Es  gibt  sich x  —  x«  «  A,  oder  B  —  A.    So- 


ITS  .  (x2  -h  B) 
mit  ist  3  •  y'  —  x«  =.  A  die  vollkommen  bestimmte  und  keiner  weitern  Nebenbedingung 
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mehr  uoterliegeode  Gleichung  der  gesuchten  Hyperbel.    Unter  diesen  Ümsländen  geht 
Gleichung  IV  über  in 

VIII)    (52U  =  ^' .  ay2 


)f|-(x^-^A) 


Femer  isl  U'  =  y  •  |y  0  *  (»^  +  A);  und  man  erkennt,  dass  ü'  und  ^ü  unter  al- 
len Umständen  einerlei  Zeichen  haben.  Sonach  entscheidet  man  sich  (nach  g.  114.  a. 
Seite  170)  auf  folgende  Weise: 

a)  Wenn  dem  Radical  die  Bedeutung  zukommt,  dass  ^U  positiv  wird,  so  ist  auch 
U'  positiv  und  zugleich  ein  Minimum-stand. 

ß)  Wenn  dem  Radical  die  Bedeutung  zukommt,  dass  ^U  negativ  wird,  so  ist  auch 
U'  negativ  und  zugleich  ein  Maximum-stand ,  jedoch  in  dem  Sinne ,  dass  in  der  Analysis 
ein  negativer  Ausdruck  fOr  desto  grösser  gilt ,  je  näher  sein  Werth  bei  Null  liegt.« 

Zweitens.  Aus  p  .  y  4-  x  =  0  folgt  y^  -h  x«  -=•  r^,  d.  h.  die  Gleichung  eines 
Kreises,  dessen  Mittelpunkt  in  0  liegt,  so  dass  die  Normale  durch  Ogeht,  und  das  auf 
vorgeschriebene  Weise  begränzte  Dreieck  Null  wäre.  Man  untersuche  nun  vor  Allem,  ob 
durch  die  hiesige  Gleichung  auch  Gleichung  II  identisch  wird ,  und  führe  zu  diesem  Ende 

yfr^  —  x2  statt  y,  und  ^  "^         :  statt  p  in  Gleichung  II  ein:  dadurch  bekommt  man 


—   X2 

X  —  x2  =  A,  oder  —  (r^  —  »2)  —  »2  =  a,  oder  -  r^  «  A,  ^o  dass  der 


Ifr«'-  x2 

Kreis  nur  existiren  kann,  wenn  der  Werth  A  der  gegebenen  Differenz  negativ  ist.    Un- 
ter diesen  Umständen  geht  Gleichung  IV  über  in 

IX)    ^2Ü  =  -        ^*        .  ^y2 


Dieser  Ausdruck  ist  wegen  des  Radicals  zweideutig;  und  da  jetzt  U'  =  0  nichts  mit 
diesem  Radical  zu  thuu  hat,  so  muss  man  sich  (nach  %.  114.  c.  Seite  170)  dahin  ent- 
scheiden, dass  hier  weder  ein  Maximum-stand  noch  Minimum-stand  stattfinde. 

Zweite  AaHasnag« 

Da  die  gesuchte  Function  y  von  x  der  Gleichung  II  genügen  muss;  so  wird  die  ge- 
suchte Function  irgend  ein  Integral  der  Gleichung  II  sein.   Man  inlegrire  also  Gleichung 

II,  und  forme  sie  desshalb  um  in  -^  =  g  '  . .  Integrirt  man,  so  gelangt  man  end- 
lich zu  folgender  Gleichung: 

X)     y2  «  E  .  (x2  -h  A) 
Das  E   muss  so   beschaffen  sein,    dass  das  Product  E  •  (x^  -|-  A)  positiv   wird.    Führt 


E    x 


man  nun  ITE  •  (x^  +  A)  statt  y,  und   ^  ,  statt  p  in  Gleichung  I  ein;  so 

"^  ^  lfE.(x2-t.A)  ^  * 

bekommt  man  U'  =  ^p"  *  C^  *^  0^ '  ^^  •  (»^  4-  A).    Man  erkennt  nun  an  der  fQr  y 

gefundenen  Function ,  dass  zu  stetig  nebeneinander  liegenden  Werthen  des  E  auch  stetig 
nebeneinander  liegende  Werlhe  des  y  gehören ;  ebenso  erkennt  man  an  dem  für  U'  her- 
gestellten Ausdrucke,  dass  zu  stetig  nebeneinander  liegenden  Werthen  des  E  auch  ste- 
tig. nebeneiFiander  liegende  Werthe  des  U'  gehören.  Um  nun  zu  wissen,  wann  U'  ein 
Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  ist ,  differentiire  man  U'  nach  E  und  man  bekommt 

^  =  -JL^  .  (3E  -  1)  .  (E  -+-  1)  .  WE  '  (x2  -h  A).    Es  kann  also  ^'  =  0  werden 

entweder  wenn  3E  —  1  «=  0,  oder  wenn  E  -|-  1  »  0  ist. 
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Erst  CDS.  WeoD  3E  -  t  =  0,  so  ist  E  =  g,  Qod  Gleiehuog  X  gebt  fiber  in 
3ys  —  &<  =  A.  DiffereoUirt  man  noch  einmal,  und  fübrt  man  dann  Hir  E  den  Wertb 
^  ein ;  so  bekommt  man 


Ferner  ist  C  =  ^  .  j^i  .  (x2  +  A)  ;  und  da  die  för  ^  und  ü'  hergestellten  Aus- 
drücke das  Radical  als  gemeinschaftlichen  Factor  enthalten ,  so  erkennt  man ,  dass  U' 
and  ^D  anler  allen  Umstanden  einerlei  Zeichen  haben.  Man  entscheidet  sich  also  auch 
jetzt  aof  dieselbe  Weise,  wie  bei  der  ersten  Auflösung. 

Zweitens.  Wenn  £  +  ^  »  0,  so  ist'E  =  —  1,  und  Gleichung  X  geht  Ober 
ia  y^  +  x^  =  —  Ay  woraus  hervorgeht ,  dass  A  jedenfalls  negativ  sein  muss.  Femer 
ist  jetzt 

XII)    ^-.(-x.Jf-,*-A) 

Dieser  Aosdruck  ist  wegen  des  Radicals  zweideutig,  und  da  jetzt  U'  =  0  nichts  mit 
diesem  Radical  zn  thun  bat,  so  muss  man  sich  (nach  §.  114,  c,  S.  170)  dahin  ent- 
scheiden, dass  weder  ein  Maximum-stand  noch  Minimum-stand  stattfindet. 

Zatatz  1.  Die  Gleicbnngen  VIII  and  XI  sollen  ein  and  dasselbe  Pröfangsmittel  ab- 
geben; nnd  somit  könnte  der  Anfanger  fragen:  worin  besteht  die  Uebereinstimmang  dieser 
beiden  Gleichungen?  Die  Antwort  darauf  ist  folgende:  Das  der  Gleichang  11  zagehörige 
Integral  ist  y  =  WE  •  (x^  +  a)  ,  wie  sich  aas  X  ergibt  Die  Mutation ,  welche  j  erleiden 
kann,  besteht  sonach  nur  in  einer  Werthänderang  des  willkiirlichen  Constanten  E,  Indem 
■an  nemlich  (B  -4-  DE)  oder  vielmehr 

E  -4-  X  .  .?E  -f-  —  •  i92E   H —  .  ^3E 

1.2  1.2.3 


an  die  Stelle  des  E  setzt.    Aas  y  =  lf  E  •  (x^  +  A)  bekommt  man  also 

1  3 

Da  aber  hier  B  =  -,  so  ist  ^y2  »  -  •  (x^  -f-  A)  •  i^E^.     Führt   man   diesen    Ausdruck    in 
.  3  4 

TIU  ein,  so  bekommt  man  d^U  =  9x  •  I W  -  •  (x^   -^  A)  I  •  t?E^,  wodurch  der  Zasammen- 
bang  zwischen  VIII  and  XI  nachgewiesen  ist. 

Znsatz  2.    Dieselbe  Frage  lässt  sich  zwischen  den  Gleichungen  IX  und  XII  aufstel- 

x2  4-  A 
len.    Die  Antwort  Ist  folgende :    Man  bat  zunächst  ^y^  ==  — 7=—  •  i^E^ ;  und  da  jetzt  B  =r 

4E 

>  1,  SO  ist  jetzt  dy^  =  —  -  •  (x^  +  A)  •  <9E^.     Führt   man   diesen   Aasdruck   in  IX  ein, 
4 

X  •  (x2   ^  X) 

so  bekommt  man  d^  =  -\ _  -  ^E^;  und  da  r^  =3  ~   A  sein  muss,  so  kann 

ITP   -    X2 

man  letzteren  Aosdrock  aacb  umformen  in 

a2ü  «    -   X  ♦  (-^  A   -  xg)  .  ^E2  ==  (_  ,  .  if  _  A2  -  x2)  .  ^B2 
IT-   A  -  x2 
wodnreh  avch  der  Zusammenhang  zwischen  IX  und  XII  nachgewiesen  ist. 


Aufgabe  77. 

Man  soll  unter   allen   auf  dasselbe   rechtwinkelige    Goordinatensystem    bezogenen 
ebenen  Carven,    deren  Berührende  alle  durch  den  nemlichen  festen  Punkt  gehen,  die- 
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jenige  heraassachen,  welche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnong  so  beschaffen  ist,  dass,  wenn 
man  durch  den  za  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  x  gehörigen  Punkt  die  Be- 
rührende zieht,  und  wenn  man  hierauf  aas  zwei  in  der  Ebene  irgendwo  festliegenden 
Punkten  Perpendikel  auf  diese  Berührende  fällt ,  die  Summe  dieser  beiden  Perpendikel 
grösser  oder  kleiner  wird,  als  sie  (die  Summe)  bei  derselben  Abscisse  x  von  allen 
andern  Curven,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Cnrve  stetsfort  nächslanliegen ,  sondern  auch 

ß)    zugleich  der  oben  gestellten  Bedingung  genügen , 

gemacht  werden  kann. 

D  sei  (fig.  4)  derjenige  feste  Punkt,  durch  welchen  die  Berührenden  aller  hier  zu 

betraditenden  Curven  gehen  sollen;   H  und  K  seien  diejenigen  Punkte,    von  welchen 

aus  man  Perpendikel  auf  die  Berührende  der  gesuchten  Curve  ziehen  soll.    Man  lege 

eine  Linie  OX  durch  die  beiden  Punkte  H  und  K,   und  nehme  diese  Linie  als  Abscii- 

senaxe  an.    Man  ziehe  durch  den  gegebenen  Punkt  D  ein  Perpendikel  auf  OX.    Dieses 

Pen>endikel  YO  nehme  man   als  Ordinatenaze ,  so   ist  der  Punkt  O  der  Anfang  der 

Coordinalen.    Die  ihier   in  Rede  stehenden  Perpendikel  sind  HM  und  KN.    Nun  ist 

dy 
y'  —  y  =  (x'  —  x)  *  3^  die  Gleichung  der  berührenden  Graden  FT.    Für  den  Punkt 

D  ist  x'  =  0,  also  ist  OD  =  y'  =  y  —  px.    Ferner  hat  man  nach  der  73**"  und  74***" 

Aufgabe  HM  =  5L±Ji:^llLP ,  und  KN  -  y  +  («  -  O  'JP      ^^^  ^j  ^,g^  j^^^j  ^j^ 

ri  4-  p2  If  1  +  p« 

Aufgabe:  Es  soll 

n    ü  =  gy  -Ka  4-  g  -  2x)  ■  p 

)f  I  +  p2 

eitt  Maximum-Stand  oder  Minimum-Stand  werden,  während  noch  die  Bedingungsgleichung 

11)    y  -  px  =  g 

stattfindet,  wo  g  einen  bestimmt  gegebenen  (positiven  oder  negativen)  Werth  hat. 

(Ob  dem  Radical  Wi  -\-  p^  seine  positive  oder  negative  Bedeutung  zukomme,  darüber 
kann  man  sich  erst  entscheiden,  wenn  man  die  gesuchte  Curve  und  die  Lage  ihrer  Be- 
rührenden kennt.) 

Enle  A«ll58iiBg. 

^     Man  mulire  Gleichung  I,  so  bekommt  man 

111)    aU=  ,^^==  •  [2  .  (1  +  p2)  .  ay  +  (a  +  «  -  ix  -  -ipy)  •  g'j 

Aas  Gleichung  11  folgt    ' 

.V)    Sy  =  ..^ 

Führt  man  diesen  für  dy  gefundenen  Ausdruck  in  Gleichung  111  ein,    so  bekommt  man 

V)    ^U  «   ,,       ^  .  (a  +  a  -~  2  .  py  -f-   2p2  .  x)  .  ^ 

Es  ist  also 

VI)    a  +  a  -  2  .  py  4-  2p2  •  X  =  0 

Um  aber  diese  Gleichung  zu  iutegriren,  differentüre  man  sie  zuvor  noch  einmal,    und 
man  bekommt  —  2p  •  dy  —  2y  •  dp  4-  4px  •  dp  -f-  2p2  .  dx  =  0.   Weil  aber  dy  =  p  •  dx , 
so  reducirl  sich  diese  Gleichung  auf  2  •  (2px  —  y)  •  dp  =  0 ;  und  dieser  Gleichung  ge- 
schieht Genüge  entweder  wenn  dp  =  0,  oder  wenn  2px  —  y  =  0. 
Erstens.    Wenn  dp  =  0,  so  ist 

VII)    y  =r  Ai  +  B 
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d.  h.  man  hat  die  grade  Linie,  welche  insoferoe  die  Aufgabe  löst,  ate  jede  Grade  zu- 
gleich ihre  eigene  Beröhrende  ist.  Diese  Gleichung  enthält  aber  zwei  willkürliche 
Genstaalen,  wahrend  doch  die  vorgegebene  Diflerentialgleichang  VI  nur  von  der  ersten 
Ordnung  ist  Aber  eben  der  ümstaud,  dass  VI  durch  VI!  identisch  werden  muss, 
dient  dazu,  um  einen  der  Constanten  durch  den  andern  zu  bestimmen.  Man  führe  also 
(As  +  B)  statt  y,  und  A  statt  p  in  Gleichung  VI  überall  ein,  und  reducire  soviel  ala 

oiogtidi,  so  bekommt  man  a  +  a  —  2AB  =  0,  also  A  «>    ^p  ^;   und  Gleicbang  VII 

geht  aber  in 

■5b 


VlII)     y=L^.x^B 


Durch  diese  Gleichung  muss  aber  auch  Gleichung  II  identisch  werden.  Man  rühre  also 
{-^—  •  X  -t-  B j  statt  y,  nnd     ^      statt  p  in  Gleichung  II  ein,   und  es  ergibt  sich 


B  =  g.     Gleichung  VIII  geht  also  Ober  in 

so  dass  die  Gleichung  der  gesuchten  Graden  vollkommen  bestimmt  ist,  und  keiner  Ne- 
benbedingoog  mehr  unterworfen  werden  kann.  Auch  ist  U'  »  W(a  -\-  ay  -h  4g2;  und 
mter  Beröeksichtigung  alles  Vorhergehenden  ist 


"•''        (g)' 


[(a  -f.  ay  +  4g«]  .  If (a  -+-  ay  -h  4g2 


Das  Radical  W(i  -h  a)«  -h  4g2  ist  bei  den  für  U'  und  ^U  hergestellten  Ausdrücken  ge- 
netnschafUicher  Factor.  Man  entscheidet  sich  also  (nach  $.  114,  a. ,  S.  170)  auf  fol- 
sende  Weise: 

a)  Hat  das  Radical  seine  positive  Bedeutung,  so  ist  auch  U'  positiv,  dagegen  ^U 
•egativ;  and  dabei  ist  C  ein  Maximum-stand. 

ß)  Hat  das  Radical  seine  negative  Bedeutung,  so  ist  auch  U'  negativ,  dagegen  d^U 
positiv;  and  dabei  ist  U'  ein  Minimum-stand ,  aber  in  dem  Sinne,  dass  ein  negativer 
Ausdruck  in  der  Analysis  für  desto  kleiner  gilt,  je  weiter  sein  Werth  von  Null  absteht 

Zweitens.  Setzt  man  2px  —  y  «  0,  so  bekommt  man  y2  »  G  •  x,  d.  h.  die 
Gleichung  einer  Apollonischen  Parabel.    Da  aber  dieses  Integral  auch  die  Gleichung 

Q 

VI  ideotisch  machen  mass,  so  führe  man  IrCx  statt y,  und — --=   statt  p  in  Glei- 

2 .  iTCx 

ehung  VI  ein,  reducire  soviel  als  möglich,  und  es  bleibt  a  +  ^  —  -q-   =  ^;    also   Ist 

C  =  2  •  (a  +  a),  und  die  Gleichung  der  gesuchten  Apollonischen  Parabel  ist 

X)    y2  =  2  .  (a  +  a)  .  X 

Da  aber  Gleichung  X  als  Integral  von  Gleichung  VI  gelten  muss,  während  diese  Glei- 
chung X  keinen  wiUkflriichen  Constanten  mehr  enthalt,  auch  kein  besonderer  Fall  von 
Gleieiraiig  VIII  ist,  so  ist  Gleichung  X  ein  singutäres  Integral  von  Gleichung  VI.  Nun 
soll  Atr  durch  X  auch  noch  II  identisch  werden;   man  führe  also  W2  •  (a  -4-  a)  •  x 

statt  y,  und  x  •  W     *  ^^    ■  °^  statt  p  in  Gleichung  II  überall  ein;  und  man  bekommt 


J.Ä2(a 


a)  •  1  =  g.    Diese  Gleichung  ist  aber  keine  identische;  und  somit  kann 

dieser  zweite  Fall,  welcher  auf  ein  singuläres  Integral  führt,  nicht  weiter  berücksichtigt 
werden. 

Zweite  AnflSsang. 
Da  die  gesuchte  Function  y  von  i  auch  der  Gleichung  II  genügen  mnss ;  so  wird 
die  gesuchte  Panction  irgend  ein  Integral  von  Gleichung  U  sein.    Man  integrir»  alM 
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dy      ^  dx 


Gleichung  II,  and  rorme  sie  zu  diesem  finde  um  in  — -£—  =  — .  Daraus  folgt  y  =  ex 
+  g.    Man  Ähre  also  ex  +  S  s^^^  Y*    ^^^  ^  ^^^^  P  i"  Gleichung  I  überall  ein.    so 

bekommt  man  ü'  =  ^    ^  ^ —  .    An  der  Gleichung  y  =  ex  4-  g  erkennt  man  , 

It  1  -+-  c* 

dass  zu  stetig  nebeneinander  liegenden  Werthen  des  c  auch  stetig  nebeneinander  lie- 

2ff  -f-  Ca  +  <zl  •  c 

gende  Werthe  des  y  gehören ;  ebenso  erkennt  man  an  der  Gleichung  ü'  ■» ^  ^ — 

ni   -h  c2 

dass  zu  stetig  nebeneinander  liegenden  Werthen  des  c  auch  stetig  nebeneinander  lie- 
gende Werthe  des  U'  gehören.  Um  nun  zu  wissen,  wann  U'  ein  Maiimum-stand  oder 
Minimum-Stand  ist;  differentiire  man  U'  nach  c,  und  es  ergibt  sich 

du'  ^  a  +  g  —  2gc 
de  *■     r (1  +  e^y 

Daraus  folgt  a  -h  a  —  2gc  =0,  also  c  =     ^     ,  und  man  hat  wieder 

XI)    y  =  ~2^  •  X  +  g 

wie  schon  in  Gleichung  X  gefunden  ist.    Diiferentürt  man  noch  einmal,    so  bekommt 

.      .  „                  dn^'             2g  .  (I  4-  c2)  -h  3c  .  (a  -t-  a  —  2gc) 
man  im  Allgemeinen  ^-r-»   ■=  —  -^ — ^^ j^  = -^^-^  ;  und  wenn  man 

den  för  c  gefundenen  Werth  einfQhrt,  so  ist 

d^l?  ^ 16 -g^ 

dc2    ""        [(a  +  «)»  4-  4g2]  .  ir(a  +  a)«  +  4g2 

d^ü' 
Da  nun  sowohl  der  dir  -^  als  auch  der  tOr  U'  hergestellte  Ausdruck  das  Radical  als 

gemeinschafllichen  Factor  enthalten,  so  entscheidet  mau  sich  hier  wieder,  wie  bei  der 
ersten  Auflösung. 

Es  ist  bemerkenswerth ,  dass  diese  zweite  Auflösung  nur  auf  den  Fall  führt,  wel- 
cher mit  dem  in  der  ersten  Auflösung  erhaltenen  allgemeinen  Integral  übereinstimmt. 
Der  Grund  davon  ist  aber  der,  dass  das  in  der  ersten  Auflösung  erhaltene  singulare 
Integral  gar  kein  Integral  der  Gleichung  II  ist,  und  somit  die  zweite  Auflösung,  welche 
ganz  aHein  vom  Integral  der  Gleichung  II  ausgebt,  auch  nicht  auf  besagtes  singulare 
Integral  fuhren  kann.    Die  zweite  Auflösung  ist  daher  ebenso  vollständig,  wie  die  erste. 


A  u  f  g  a  b  e   78. 

Man  soll  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinatensystem  bezogenen 
ebenen  Curven,  bei  welchen  die  zwischen  dem  Quadrate  der  Normale  unt)  zwischen 
dem  doppelten  Quadrate  der  Abscisse  stattfindende  Differenz  den  bestimmt  gegebenen 
(positiven  oder  negativen)  Werth  A  hat,  diejenige  heraussuchen,  welche  in  ihrer  gao- 
zen  Ausdehnung  so  beschaffen  ist,  dass  bei  dem  zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten 
Abscisse  x  gehörigen  Punkte  das  von  der  Normale  und  den  Goordinatenaxen  einge- 
schlossene Dreieck  grösser  oder  kleiner  wird ,  als  es  bei  derselben  Abseisse  x  von  alleo 
andern  Curven,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Curve  stetsfort  näschstanliegen,  sondern  auch 
ß^    zugleich  der  oben  gestellten  Bedingung  genügen, 
gemacht  werden  kann. 

Es  ist  (fig.  8),  wie  in  Aufgabe  76,  das  Dreieck  COD  das  auf  vorgeschriebene  Weise 
begränite,  und  sein  Inhalt  ist 
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'  2  •  p 

Die  Nomale  ist  y  •  ^\  -»-  pä;  and  sonil  hat  iMii  folgende  BediogaogegleiclMuig 

II)    y«  .  (1  -f-  p^  -  2x«  =  A 

Moliit  mm  Gleiehaog  I  and  II,   ood  etiraioirt  man  -r^;  so  bekommt  man 

"'^    *^  ^ a>y.p3  •  (py  +  0 •  (y  p^  +  *  •  p' - y •  p -^ ») •  ^y 

Hier  wird  ^U  »  0,  wenn  eine  von  folgenden  zwei  Gleichungen  stattfindet: 

entweder  IV)    py  4-  x  =  0,  oder  V)    y.p3-+-x.pi«  —  yp-i-x  =  0 

Erstens  Lässt  man  Gleichnng  IV  gellen,  so  muss  man  damit  noch  Gleichung 
n  verbinden.  Es  gibt  aber  keine  solche  Function  y  von  x,  welche  den  beiden  Glei- 
chungen IV  und  II  zugleich  genCigl,  d.  h.  diese  beiden  Gleichungen  widersprechen 
einander. 

Zweitens.  Lässt  man  Gleichung  V  gelten,  so  muss  man  damit  wieder  die  Glei- 
chung 11  verbinden.  Es  gibt  aber  auch  keine  solche  Function  y  von  x,  welche  den 
beiden  Gleichungen  V  und  II  zugleich  genügt,  d.  b.  auch  diese  zwei  Gleichungen  wider- 
sprechen einander. 

Man  erkennt  also,  dass  die  hier  gestellte  Aufgabe  ^unmöglich  ist. 

Kvelle  AnfltevHf . 

Man  integrire  Gleichung  11,  und  sondere  zu  diesem  Zwecke  das  Product  y  •  p  ab; 
so  bekommt  man  y  •  p  =  ifA  -f-  2  •  x*  —  yX  Man  setze  ITa  -t-  2  .  x»  -  y«  =  x  •  z , 
^oadrire  beiderseits,    und  differentüre  dann;   so  bekommt  man  y  -p  =  (2  —  z^)  •  t 


dz 


—  X*  •  X  •  -p.    Man  eliminire  y  •  p  und  If  A  -f-  2  •  x^  —  y2  aus  diesen  drei  Gleichungen; 


so  bekommt  man  folgende  neue:  g  •  — — -r  4-  «  •  ^  -h  — -    =  0.    Wenn  man 


i  dz       .2         dz       .    dx 

X 

jetzt  (wie  schon  einmal  Seite  20)  integrirt,  so  bekommt  man  (z  —  1)  •  (z  +  2)^  -  x^ 
=  B;  and  wenn  man  für  z  den  Ausdruck  zurückführt,  so  gibt  sich 

VI)    (-  X  -h  If  A  +  2x2  -  y«) .  (2x  -h  ITA   -f-  2x2  _  y2)2  ^  g 

Verfiihrt  man  nun  weiter,  wie  bei  der  zweiten  Aufldsung  der  zwei  vorhergehenden 
Aufgaben;  so  wird  man  auch  jetzt  erkennen,  dass  die  hier  gesleIHe  Aufgabe  unmög- 
lich ist 


Aufgabe   79. 

Man  soll  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinatensystem  bezogenen  ebe- 
nen Carven ,  bei  welchen  das  zu  einerlei  Abscisse  x  gehörige  Product  der  Ordinate 
und  Normale  auch  jedesmal  einen  gleichgrossen  Werfh  bekommt,  diejenige  heraussu- 
dien,  welche  in  Ihrer  ganzen  Ausdehnung  so  beschaffen  ist,  dass  bei  dem  zu  irgend 
einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  x  gehörigen  Punkte  die  Summe  der  Abscisse 
mid  Sobnormale  ein  grösseres  oder  kleineres  Verhältniss  zur  Nonnale  hat,  als  es  (das 
Verbillnias}  bei  derselben  Abscisse  x  von  allen  andern  Curven,  welche  nicht  nur 

a)    der  geanchten  Gurve  sietsfort  nächstanliegen ,  sondern  auch 

ff)    zugleich  der  oben  gestellten  Bedingung  genügen, 

gemacht  werden  kann. 

dy 
Setzt  man  p  statt  -p,  so  soll  hier 


n. 
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,)     ü:--?^tJL 


Yi 


ein  Uaximani-sUuid  oder  IfiDimoiiMtand  werden,  wthrend  y  nur  aas  der  Zahl  derje- 
nigen einander  stetsfort  nächstanliegenden  Fnnctionen  gewihll  werden  darf,  welche  alle 
bei  eineriei  Werth  des  x  anch  jedesmal  tut  den  Aosdrack 

einerlei  aber  einen  nichtgegebenen  Wertb  erzeogen.  Mntirt  man,  so  bekommt  man 
aas  I 

III)     ^ü  = 1 .  r_  X  .  (1  +  p2)  .  dy  +  (y»  -p  .  xy)  .  ^1 

,2.(1+  p»)« 

and  aas  der  in  II  gestellten  Bedingung  folgt 

IV)  a-O  +  p^-^y  +  py^  =  o 

V)      2.(i.^p.).a«y  +  p.y.^-H5.p.ay.§  +  y.(©'  =  0 

elc.  etc. 

Aas  den  beiden  letzteren  Gleichangen  gibt  sich 

VI)    <Jy  =  --  2.(1  ^  p2)      dT 
^"^     ^y  2  .  (1  +  p2)        dx    ^  4  .  (1-4-  p2)»      ^  du  ' 


Eliminirt  man  dy  ans  Gleichung  in,  so  bekommt  man 

,      2y  ~  px 

2y  .  (1  +  P')* 


VIII)    W  =      ^  "  P'    3  ■  ^ 


dy  _  2.  dl. 


Damit  dL  =  0  werden  kann,   muss  2y  —  px  b  0  sein.    Daraas  folgt 

y         * 

also  ist 

IX)    ay  =  x2 

d.  h.  die  gesuchte  Curve  ist  die  Apollonische  Parabel.  Mutirt  man  Gleichung  III  noch 
einmal,  und  eliminirt  man  dy  und  ^y;  so  bekommt  man 

X)    ^IT  =  ^    a^>(a^  4-6x2)^,^^^2 

2x  .  (a«  H-  4x2)» 
Ferner  ist 

XI)    ü'  =  — i7==== 

X  .  Ka2  -h  4  .  X« 

Da  aber  die  in  II  gestellte  Bedingung  keine  Gleichung  ist,  so  kann  der  willkOriiche 
Constante  a  nur  dadurch  bestimmt  werden ,  dass  man  die  gesuchte  Gurve  noch  einer 
weitem  Bedingung  unterwirft,  dass  sie  z.  B. 

1)  durch  einen  festen  Punkt  (n,  m)  gehe;  oder  dass 

2)  die  zur  Abscisse  n  gehörige  Berührende  mit  der  Abscissenaxe  einen  Winkel 

2n  2n 

bilde,  dessen  goniometrische  Taugente  =  g.    Hier  wäre  —  =  g,  also  a=  -— »undso- 

2n 
mit  hätte  die  gesuchte  Gurre  die  Gleichung  —    •  y  =  x^. 

3)  Man  kann  aber  auch  den  Constanten  a  dadurch  bestimmen ,  dass  man  festsetzt, 
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die  zur  Absdsse  n  gehörige  Normale  solle  den  Werth  h  haben.  Hier  wäre  (y  •  Y'ilrj^)n=:h^ 

D*      1/         4^ 
oder  —  -  ^1  H ^  =  h,  oder  n^  •  (a^  +  W)  =  a^  •  h^,   woraus  sich  a  bestimmen 


lässt 

Und  so  fort. 


Aufgabe  80. 

Man  soll  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinatensystem  bezogenen 
ebenen  Curven,  bei  welohen  die  zu  einerlei  Abscisse  i  gehörigen  Subnormaien  auch 
jedesmal  eine  gieichgrosse  Länge  haben,  diejenige  heraussuchen,  welche  in  ihrer  ganzen 
Aosdehnnng  so  beschaffen  ist,  dass,  wenn  man  an  den  zu  irgend  einer  nach  Belieben, 
gewählten  Abscisse  x  gehörigen  Punkt  die  Berührende  zieht,  und  wenn  man  diese  von 
zwei  in  bestimmten  Punkten  der  Absdssenaxe  errichteten  Perpendikeln  begränzt,  das 
Prodoct  dieser  Perpendikel  grösser  oder  kleiner  wird,  als  es  bei  derselben  Abscisse  z 
Ton  allen  andern  Curyen«  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Curve  sietsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 
0)    zugleich  der  oben  gestellten  Bedingung  genCkgen, 
gemacht  werden  kann. 

Hier  soll  also  (man  sehe  Aufgabe  72)  das  Product 

I)    ü  =  (y  +  (a  —  X)  •  p)  •  (y  4-  (a  —  x)  •  p) 

ein  Maximnm-sland  oder  Minimum-stand  werden,  während  y  nur  aus  der  Zahl  derje- 
nigen einander  Stetsfort  nächstanUegenden  Functionen  gewählt  werden  darf,  welche  alle 
bei  einerlei  Werth  des  x  auch  jedesmal  für  den  Ausdruck 

") 'S 

einerlei  aber  einen  nichtgegebenen  Werth  erzengen.    Mutirt  man,  so  bekommt  man 

HI)    du  =  (2y  +  (a  -h  a  —  2z) .  p)  .  ay  +  ((a  -h  a  —  2x) .  y 

^  4-  2  •  (a  —  X)  •  (a  —  X)  •  p)  .  ^ 

IV)    a«ü  =  (2y  -H  (a  4-  a  -  2x)  .  p)  .  a2y  4-  ((a  +  a  —  2x) .  y 


+  ä  .  ca  —  X)  •  (a  —  X)  -  p)  .  -j^  -h  2  •  dy«  -h  2  .  (a  -h  ce 

-^)-yf 

+  t.(.-0(.-.)©' 

nd  a«  der  in  li  gesteUteD  Bedingnng  folgl 

V)    p.,,y  +  y.^^y=0 

VI)    p.a^-H2.»y.^  +  y.^y  =  « 
Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  gibt  sich  aber 

VII)    ^^-l-öy 

vm)    ^  =  _E.a^+|.ay. 
-^  ans  Gleichung  HI,  so  gibt  sich 

IX)     au  =  ?  .  (y2  -  (a  -  X)  .  (a  -  X)  .  p2)  .  dy 
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Damit  nan  dU  =  0  werden  kaoo,  iiiiiS8  seio 

X)    y2  -  (a  -  X)  .  (a  -  i)  .  p2  =  0 
Also 

und 


1  y* 

=  (• 

-X). 

(«- 

«)• 

P* 

^- 

dx 

y 

Hij, 

-«)• 

(a- 

«) 

Aas  dieser  Gleichung  folgt,  dass  (a  —  x)  uDd  (a  —  x)  gleiche  Yorzeicben  haben 
müssen,  damit  das  Radical  nicht  imaginär  wird;  and  diese  Ejgenthümlichkeit  ist  darch 
die  ganze  Aufgabe  festzoballen.    Integrirt  man  letztere  Gleichong,  so  ist 

lg  nat  y  =  Ig  nat  A  -H  lg  nat  (2x  —  a  —  a  H-  2  .  lf  (a  —  x)  •  (a  —  x)) 

oder 

XII)    y=A.(2x-a-a  +  2.  If  (a  ~  x)  •  (a  -  x)) 

d^v  dd^v 

Eliminirt  man  aas  Gleichong  lY  das  -^  and  -^ ,  so  bekommt  man 

(52Ü  «  J^  .  (6  .  (a  —  X) .  (a  —  X) .  p2  -h  2y2)  .  ^y« 

Dieser  Aasdrack  redacirt  sich  aber  in  Folge  der  Gleichong  X  auf  ^U  =  8  •  ^y^,  woran 
man  erkennt»  dass 

ü'  =  A2.  (2x  -  a  -  a  H-  2  •  ^a  1  x)  .  («  -  x))^  x  ^^S^^^" 

]f  (a  _  x)  .  (a  -  x) 

ein  Minimam-stand  isl. 

Da  die  in  II  gestellte  Bedingung  keine  Gleichung  ist,  so  kann  der  willkürliche 
Gonstante  A  nur  dadurch  bestimmt  werden,  dass  man  die  gesuchte  Gurve  noch  irgend 
einer  Nebenbedingung  unterwirft.  Nebenbedingungen  dieser  Art  sind  am  Schlüsse  der 
vorigen  Aufgabe  aufgestellt  worden. 


A  ufgabe  81. 

Man  zieht  in  den  zu  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  x  gehörigen  Punkt 
einer  ebenen  Gurve  die  Berührende.  Aus  zwei  festen  Punkten  einer  gegebenen  Graden 
errichtet  man  Perpendikel,  welche  bis  zur  Berührenden  verlängert  werden.  Dadurch 
entsteht  ein  Trapez.  Hierauf  fäll^  man  von  denselben  zwei  festen  Paukten  Perpendikel 
auf  die  Berührende.  Dadurch  entsteht  wieder  ein  Trapez.  Nun  soll  man  unter  allen 
auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinatensystem  bezogenen  ebenen  Curven,  bei  welchen 
das  erste  Trapez  beständig  den  bestimmten  Werth  c^  behält,  diejenige  heraussuchen» 
welche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  so  beschaffen  ist,  dass  das  za  der  bereits  nach  Be- 
lieben gewählten  Abscisse  x  gehörige  zweite  Trapez  grösser  oder  kleiner  wird,  als  es 
bei  derselben  Abscisse  x  von  allan  andern  Curven,  welche  nicht  nar 

a)    der  gesuchten  Gurve  stetsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 
ß)    zugleich  der  oben  gestellten  Bedingung  genügen, 
gemacht  werden  bann. 

Nach  der  Einleitung  zu  Aufgabe  74  (man  sehe  auch  Gg.  4)  ist 

das  zweite  Trapez  HMNK  =  ^  X  '^X±^^J^^t^ 
das  erste  Trapez  HRTK  =  "  7"  ^  ■  (2y  4-  ra  4-  a  -  2x)  •  p) 
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Mjii  hal  also  jetzt  die  beiden  Gleidumgen 

n    IT  -  "  ~  ^  s^  2y  -h  (a  +  g  -  2i)  '  p 

II)     5^-=^  .  (2y  4-  (a  +  a  -  2x) .  p)  =  c2 

finte  A«ll5avHc. 
Aas  I  bekommt  man 

«0      'ü  =  äTj^,[(2-^y~2x.^).(l-Hp') 

—  i  .  p  .  (2y  +  (a  +  a  —  2x) .  p)  .  ^1 

und  ans  II  bekommt  man 

IV)    ay-.x.^  =  0,    V)  a^y- 1.^=0,  etc. 

Betrachtet  man  dy,  d^y  etc.  als  abhängig,  and  eliaünirt  man  Sy  aas  III;   so  gibt  sieb 

VI)    iü  =  -^-5^^-,.p.(ay  +  (a  +  a-2i,.p).^ 

Es  ist  also  entweder  p  =  0  oder  2y  +  (a  +  a  —  2x)  •  p  »  0. 

Ers  t en  s.  Setzt  man  p  »  0,  so  ist  y  »  A,  d.  h.  constant.  Durch  diese .Gleichong  mass 
aber  anch  Gleichong  II  identisch  werden,  wesshalb  man  A  statt  y,  und  NiHl  statt  p* 
in  Gleichong  II  einzufahren  hat.    Dadurch  bekommt  man  (a  —  a)  •  A  srs  c^,  and  somil 

ist  A  = ,  so  dass  man  fdr  die  gesuchte  Function 

OL  —  a 


baL.  Diese  Gleichung,  welche  keiner  Nebenbedingung  mehr  onterworren  werden  kann, 
gehört  zn  einer  mit  der  Abscissenaxe  parallelen  Graden»  welche  zugleich  ihre  eigene 
Berührende  ist.  Das  erste  und  zweite  Trapez  fallen  also  hier  ganz  zusammen.  .Mulirt 
nan  Gleichung  III  noch  einmal,  and  eliminirt  man  dy  und  ^y;  so  bekommt  man 

VIII)    W  =  ^2.e^.(5)' 

10  daas  U'  =  c^  ein  Maximum^stand  ist.    Da  der  Werth  des  U'  vom  Werthe  des  z 
ganz  aoabhänffig  ist,  so  kann  von  einer  secnndären  Beziehong  keine  Rede  sein. 
Zweitens.    Setzt  man-2y  +  (a  +  a  —  2x)  •  p  =:  0,  so  bekommt  man 

__?_:.«'«  _  _  ^-  ly  =  0 

a  -h  a  —  2x         y 

Daraus  folgt  durch  Integration  —  Ig  nat  (a  +  a  —  Sx)  +  Ig  nai  y  =  Ig  nat  E;  also 
ist  y  =  E  -  (a  ■+•  a  —  Ü).  Durch  diese  Gleichung  muss  auch  Gleichoog  II  erfallt 
werden,  so  dass  dieser  Umstand  noch  mit  ben&tzt  werden  kann,  den  Werth  des  E  zu 
bestimmen.  F&hrt  man  non  £  •  (a  +  «^c  —  2x)  statt  y ,  und  (—  2E)  statt  p  in  II  ein ; 
so  kommt  man  zu  dem  Widerspruch,  dass  c^  =  0  sei.  Die  Gleichnng  y  =  E  •  (a  +  a 
—  2x)  ist  also  kein  Integral  von  II,  und  somit  braucht  dieser  zweite  Fall  nicht  weiter 
beachtet  zd  werden. 

Zweite  Avlftauiip. 

Da  die  gesuchte  Fanction  y  von  x  auch  der  Glelchang  II  genOgen  moss;  so  wird 
die  geswUe  Fonclioa  irgend  ein  integral  der  Gleidiimg  II  sein.  Man  integrire  also 
diew  Gleichoag,  und  forme  sie  so  diesem  Zweeke  um  in 
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a  —  a 

Daraus  folgt  gradezo 


dy  _  dl 

2c2  a.         a  4-  a  —  2x 

—  2y 


oder 


""l"»"*^(^^""  ^)  "^~S'8  "at2B  ~g.|gnal(a  +  a-2x) 
lg  aat  {^if    -  2y)  =  lg  aat  2ß  -f  lg  nal  (a  +  a  —  2x) 


also 


IX)    y-_^-B.(a  +  «-.2x) 


GleichoDg  I  geht  aan  über  in 

X)    ü'  = 


c» 


1  4-4B2 


Ad  Gleichung  IX  erkennt  man,  dass  za  stetig  nebeneinander  liegenden  Werthen  des  B 
auch  stetig  nebeneinander  liegende  Werthe  des  y  gehören;  ebenso  erkennt  man  aD 
Gleichung  X,  dass  zu  stetig  nebeneinander  liegenden  Werthen  des  B  auch  stetig  ne- 
beneinander liegende  Werthe  des  U'  gehören.  Um  nun  zu  wissen,  wann  U'  ein  Maxi- 
mum-stand  ttfer  Minimum-stand  ist;    differentiire  man  ü'  nach   B,   und  es  gibt  sich 

dfi"  ~  "~  (i  4-  4Bg^2 '  ^®  ^*""  ^^^^  ""  ^^^^  dU  ~  ^  ^^^'  ^®°'*  selbst  B  »  0  ist ; 
und  dabei  redicirt  sich  Gleichung  X  auf 


d.  h.  man  %&(  wieder  Gleichung  VII.  Diiferentiirt  man  noch  einmal,  und  setzt  dann 
B  ^  0,  so  gibt  sich 

woratf  man  abermals  erkennt,  dass  U'  =  c'  ein  Maximum-stand  ist,  während  von  einer 
secundären  Beziehung  keine  Bede  sein  kann. 

Es  ist  beachtensw^rth,  dass  diese  zweite  Auflösung  nur  auf  den  einzigen  Fall 
führt,  welcher  ein  wirkliches  Resultat  liefert.  Der  Grund  davon  ist  aber  der,  dass  das 
in  der  ersten  Auflösung  erhaltene  zweite  Integral  y  =  E  •  (a  +  a  —  2x)  gar  kein 
Integral  der  Gleichung  II  ist,  und  somit  die  zweite  Auflösung,  welche  ganz  allein  vom 
Integral  der  Gleichung  II  ausgeht,  auch  nicht  auf  das  Resultat  y  =  E  •  (a  +  a  —  2i) 
führen  kann.    Die  zweite  Auflösung  ist  also  ebenso  vollständig,  wie  die  erste. 

Zusatz.  Die  Gleichangen  VIII  und  XII  sollen  dasselbe  Prüfiingsmittel  abgeben; 
worin  besteht  also  ihre  üebereinstimmang  ?  (Man  sehe  die  beiden  Zusätze  der  Aufgabe  76.) 
Die  Mutation,  welche  y  in  Gleichung  IX  erleiden  kann,  besteht  aus  der  blossen  Wertb- 
änderung    des    Constanten    B;    aas    IX    folgt  nemlich   ^y  =  2x  •  t?B,  daraas  folgt  weiter 

y^  =  2 .  i^B,  und  somit  ist  (^^  »  4  •  M^.    Gleichung  VIU  geht  also  über   in    ^U 

=  —  Sc^  •  i^B^,  wodurch  der  Zusammenhang  zwischen  VIII  und  Xn  nachgewiesen  ist. 


Aufgabe  82. 

Man  zieht  in  dem  zu  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  i  gehörigen  Punkte 
einer  ebenen  Gurve  die  Berührende.  Aus  zwei  fiesten  Punkten  einer  gegebenen  Graden 
errichtet  man  Perpendikel ,   welche  bis  zur  Berührenden  verlängert  werden.    Dadarcb 
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eststehl  ein  Trapez.  Hieraof  (Sllt  man  von  denselben  zwei  festen  Punkten  Perpendikel 
auf  die  Eerfihrende.  Dadurch  entsteht  wieder  ein  Trapez.  Nan  soll  man  onter  allen 
auf  dasselbe  rechtwinkelige  Goordinatensystem  bezogenen  ebenen  Garven,  bei  welchen 
das  XU  einerlei  Abscisse  z  gehörige  erste  Trapez  auch  jedesmal  einen  gleichgrossen 
Werth  hat,  diejenige  heranssachen ,  welche  in  ihrer  ganzen  Aasdehnnng  so  beschaffen 
ist,  da»  das  za  der  bereite  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  x  gehörige  zweite  Trapez 
grosser  oder  kleiner  wird ,  als  es  bei  derselben  Abscisse  z  von  allen  andern  Garven , 
welche  nidit  nur 

a)    der  gesochten  Gorve  stetsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 

0)    zugleich  der  oben  gestellten  Bedingung  genügen, 
gemacht  werden  kann. 

Hier  soll  (man  sehe  Einleitung  zu  Aufgabe  74) 

_  g-a       2y  +  (a  +  g  -  2z)  >  p 
*/    ^  -  — 2~  ^  1  +  p2 

an  Maximam-atand  oder  Minimom-stand  werden,  während  y  nur  aus  der  Zahl  derjenigen 
einander  stetsfort  nlehstanliegenden  Functionen  gewählt  werden  darf,  welche  alle  bei 
einerlei  Werth  des  x  auch  jedesmal  für  den  Ausdruck 

U)   ?^-^  .  (2y  4-  (a  4-  a  -  2x) .  p) 

einerlei  aber  einen  nichtgegebenen  Werth  erzeugen.    Man  mntire,  so  bekommt  man  aus  I 

-  2  .  p  .  (2y  4-  fa  +  a  -  2z) .  p)  .  ^1 
oad  ans  der  in  II  gestellten  Bedingung  folgt 

Betrachtet  man  dy,  dSy  etc.  als  abhängig,  und  eliminirt  man  dy  aus  III;  so  geht  diese 
Gleichung  ober  in 

VI)    »0  =  -(f^^*p(2y  +  (a  +  a-SST).p).g 

Daraus  folgt  entweder  p  =  0  oder  2y  4-  (a  4-  «  —  2z)  .  p  =  0. 

Erstens.  Aus  p  =  0  folgt  y  =r  E.  Da  aber  die  in  II  gestellte  Bedingung  keine 
Gleichong  ist,  so  kann  der  willkörliche  Gonstante  E  nur  dadurch  bestimmt  werden, 
dass  man  die  gesuchte  Gurre  noch  einer  Nebenbedingung  unterwirft.  Die  Gleichung 
y  a  E  gebort  zu  der  mit  der  Abscissenaze  parallelen  Graden,  und  deren  Ordinalen 
hegen  alle  auf  einer  und  derselben  Seile  der  Abscissenaze.  Man  setze  also  fest,  dass 
die  Ordinaten,  welche  zu  besagter  Graden  gehören,  die  positiven  seien;  dabei  ist  auch 
E  positiv.    Mutirt  man  Gleichung  III  noch  einmal,    und  eliminirt  man  dann  dy  und 

a»y,  so  bekommt  man  d^ü  =  —  2  .  (a  —  a)  •  E  •  i-^)  ,  und  es  ist  U'  =  (a  —  a)  •  E, 

eben  weil  E  als  positiv  gilt,  ein  Maximum-stand ,  während  von  einer  secundären  Be- 
liehong  keine  Rede  sein  kann. 

Zweitens.    Setzt  man  2y  4-  (a  4-  a  —  2z)  •  p  =  0,  so  bekommt  man 

y  =  H  •  (a  4-  a  —  2z) 

Allein  da  hier  d^U  =  0,  d^U  a  0  etc.  ist,  so  kann  hier  von  keinem  Maximum-Stande 
oder  Minimam-stande  die  Rede  sein. 


etc. 
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Aorga1)e  8S. 

Welche  FimcUon  y  von  x  hat  bei  jedem  Werthe  des  i  die  Eigebschafti  das»  sie 
folgenden  Ausdruck 

"  =  "*•  S)*-*-  ■"'•  (Sf-^y-S  -*■  (^"^  -5'"')  -fi  +  (m  -  6i)  -y  -H  >^ 

ZU  einem  Maximum-stande  oder  Minimum-Stande  macht? 
Durch  Mutiren  bekommt  man 

-+-  (—  m  •  ^  -H  m  -  6x  4-  2y)  .  ay 

Erster  Fall.  Sucht  man  für  y  eine  solche  Function,  welche  bei  irgend  einem 
nach  Belieben  gewähllen  Werthe  des  x  den  vorgelegten  Ausdruck  grosser  oder  kleiaer 
macht,  als  ihn  bei  demselben  Werthe  des  x  alle  möglichen,  der  gesoehlen  Function  gtelsfort 

nächstanliegenden,  Nachbarfnncüonen  machen  können;  so  sind  (nach  $.  91)  ^y,  -p ,  -r-^ 
dem  Werthe  nach  ganz  unabhängig  voneinander,  wenn  gleich  mit  der  Form  des  ^y 
auch  die  Formen  von  --p  und  -j-^  mitgegeben  sind.  Es  müssen  also  (nach  $.  191)  fol- 
gende drei  identische  Gleichungen  zugleich  atattflnden : 

2)  2.m«.^  —  m-y4-3m-x  —  5.m2  =  0 

3)  —  m.g^-Hm-6x-H2y  =  0 

Man  hat  nun  zwei  Wege,  die  gesuchte  Function  y  von  x  zu  bestimmen. 

Erstens.  Man  integrire  eine  der  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnong. 
Hier  ist  aber  nur  die  erste  von  der  zweiten  Ordnung,  und  daraus  folgt  gradezu 

4)    y  =  Ax  +  B 

Durch  diesen  Ausdruck  müssen  aber  die  Gleichungen  2  und  3  zugleich  identisch  wer- 
den.   Durch  gehörige  Substitution  geht  Gleichung  2  über  in 

5)    m  .  (2Am  ~  B  —  5m)  —  mx  •  (A  —  3)  =  0 
und  Gleichung  3  geht  fiber  in 

6)    2x .  (A  -  3)  +  (m  -h  2B  -  mA)  =  0 

Diese  beiden  Gleichungen  werden  aber  identisch ,  wenn  A  «=  3  und  B  »  m.  Gleichung 
4  geht  also  über  in 

7)    y  =  3x  4-  m 

Es  ist  also  y  eine  völlig  bestimmte  Function  von  x.    Unter  diesen  Umständen  ist  nur 


^V 


-»^.(0)'+(..^-a,)V(-.f)V,^ 


und  man  erkennt,  dass  ein  Miniroum-atand  stattfindet 

Zweitens.    Man  eliminire  y^  und  ^  ans  den  Gleichungen  1,  2,  3,   so  gelangt 

man  ohne  Integration  zu  den  gesuchten  Functionen  y  von  x.    Da  aber  -p|  in  den  Glei- 


dy 
man  bekommt  bezüglich 


chungen  2  und  3  nicht  vorkommt,    so  eliminire  man  aus  diesen  zunächst  nur  -r- ;  und 

dx 
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dy       y  —  3x  H-  5m       ,  dy       m  —  6x  4-  2y 
dz  2in  dz  m 


Verbindet  mao  diese  beiden  Aasdrficke  zq  einer  Gleiehang ,  so  ergibt  sich  y  =  3x  4-  m. 


dy  d^v  dy         d^y 

Daraus  folgt  ^^  =  3  ond  -r-^  =  0.    Wenn  man  nan  ftkr  y ,   :=^  and  -j-^  die  Ansdnicke 
^   dx  di2  -"dz         dx2 

in   die  GMehangen  1,  2,  3  einffibrt,   dann  werden  diese  identisch;   and   somit  ist 

y  =  3x  +  m  eine  Fonction,  wodurch  die  Aufgabe  gelöst  wird. 

Das  Prfi^ngsmitlel,  wie  yorber. 

Zweiter  Fall.    Sucht  man  nur  diejenige  Function,    die  bei  irgend  einem  nach 

Belieben  gewählten  Werthe  des  x  den  yorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht, 

als  ihn  alle  die  Functionen  machen  können,  welche  nicht  nar 

a)    der  gesuchten  Function  stetsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 

ff)    bei  dem  grade  gewählteu  Werthe  des  x  alle  mit  der  gesuchten  Function 

einerlei  Werth  bekommen; 

so  ist  jetzt  dy  =  0,  ^y  =  0,  d^y  =  0  etc.    Gleichung  I  redacirt  sich  also  auf 

DMiit  dU  »  0  werden  kann ,   mGssen  die  beiden  identischen   Gleichungen   stattfinden 
8)    5^—0,.  ond  9)    2m«  •  j|  -  my  4-  3mx  -  5m2  =  0 

dy 
Ans  Gleiehang  8  folgt  y  =  Az  +  B.    Führt  man  nun  für  y  und  j-  die  Ausdrücke  in 

Gleichung  9  ein ,  so  geht  sie  über  in 

m  •  (2Am  ~  B  —  5m)  +  mz  •  (3  —  A)  =  0 

and  diese  Gleichung  wird  identisch,    wenn  A  =  3  und  B  =  m.    Man  hat  also  jetzt 
wieder 

10)    y  =  3z  +  m 


und 


weil  JeUt^U=:2m^  •  (t^)  ~^  ^^  '  i'^)  ^^^'  ^^^^  Umständen  positiy  bleibt, 
so  findet  ein  Minimum-sland  statt. 

Dritter  Fall.  Sucht  man  nur  diejenige  Function,  die  bei  irgend  einem  nach 
Beliriieo  gewählten  Werthe  des  x  den  yorgelegten  Ausdrack  grösser  oder  kleiner  macht, 
als  ihn  alle  die  Functionen  machen  können,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Function  stetsiort  nächstanliegen^  sondern  auch 
ff)    bei  dem  grade  für  x  genommenen  Werthe  alle  ihrem  ersten  Differential- 
quotient denselben  Werth  geben,  welchen  der  erste  Differentialquotient  der 
gesuchten  Function  bekommt; 

so  ist  jetzt  •-—•  =  0,  -J-?  =  0,  -^  =  0  etc.     Gleichung  I  reducirt  sich  also  auf 

ni)    »ü-2m*    g  .  ^  +  (-m  .g  +  m  -  6x  +  2y)  .»y 
Damit  nun  dU  =  0  werden  kann,  müssen  die  beiden  identischen  Gleichungen  stattfinden: 
li)    5^-0,     und  12)    -  m  .  ^  -H  m  -  6x  4-  2y  =  0 

Aus  Gleichung  11  folgt  y  =  A  •  x  +  B.    Führt  man  nun  für  y  und  -p  die  Ausdrücke 

in  Gleichnng  12  ein,  so  geht  sie  über  in 

2x  .  (A  —  3)  H-  (m  4-  2B  —  mA)  =  0 

Diese  Gleiehang  wird  identisoh,    wenn  A  ::=  3  und  B  »  m.    Man  hat  also  zum  drit- 
ten Male 

II.  7 
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13)    y  =  3i  +  m 


und  weil  jetzt  ^U  »  2m^  •  (V-^)    +  2  •  <)y2  anter  allen  Umständen  positiv  bleibt,  so 

findet  ein  Minimam-stand  stall. 

Vierter  Fall.  Sacht  man  nur  diejenige  Fanction,  die  bei  irgend  einem  nach 
Belieben  gewählten  Werthe  des  x  den  vorgelegten  Ausdrock  grösser  oder  kleiner  macht, 
als  ihn  alle  die  Functionen  machen  können,  welche  nicht  nor 

a)    der  gesachten  Function  stetsfort  nächstanliegen,  sondern  a«eh 
ß)    bei  dem  grade  IQr  ;i  genommenen  Werthe  alle  ihrem  iweiten  Differential- 
qnotient  denselben  Werth  geben,   welchen  der  zweite  Differeatialqaotient 
der  gesuchten  Function  bekommt; 

so  ist  jetzt. -=-Y  =  0,         ^  =  0  etc.    Gleichung  I  reducirt  sich  also  auf 
IV)    au  =  (2m2  .  ^  -  my  H-  3mx  -  Sm«)  •  ^ 

•      "*■  ^■~"  .  gj  4-  m  -  6x  +  2y)  .  ^y 
Damit  dV  =s  0  werden  kann ,   müssen  die  beiden  identischen  Gleichongen  stattfinden : 
li)    2n.'^ .  ^  —  my  -h  3mx  —  5m2  «  0.  und  15)    —  m  •  ^  -h  m  —  6x   -H  2y    —  0 

Dieses  sind  zwei  Differentialgleichongen  der  ersten  Ordnung;  ond  wenn  man  ^  ans 
ihnen  eliminirt,  so  bekommt  man  zum  vierten  Male 

16)    y  «-  3x  +  m 
welche  Integralgleichung  beiden  Differentialgleichungen  zugleich  genügt;    und  da  jetzt 

unter  allen  Umständen  positiv  bleibt,  so  findet  ein  Minimum-stand  statt. 

Fünfter  Fall.  Sucht  man  nur  diejenige  Function,  die  bei  irgend  einem  nach 
Belieben  gewählten  Werthe  des  x  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht , 
als  ihn  alle  die  Functionen  machen  können,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Curve  stetsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 

ß")    bei  dem  grade  gewählten  Werthe  des  x  alle  mit  der  gesochten  FancUon 

einerlei  Werth  bekommen,  und  gleichzeitig  noch 
y)    bei.  dem  grade  gewählten  Werthe  des  x  alle  ihrem  ersten  Differential- 
quotient denselben  Werth  geben,    welchen  der  erste  Differentialqaotient 
der  gesuchten  Function  bekommt; 

so  ist  jetzt  ay  =  0,  "P  =  0,  ^y  «*0,  -^  =  0,    etc.    Gleichung   1    reducirt   sich 
also  auf 


■"§=« 


Damit  d\j  =  0  werden  kann,  moss  stattfinden 

Daraus  folgt 

18)    y  =  Fl  +  G 

Diese  Gleichung  ist  wegen  der  beiden  willkürlichen  Conslanten  F  und  G  allgemeiner, 
als  die  Gleichungen  7,  10,  13  und  16;  und  weil  jetzt  ^U  »■  2m^  •  (-py)  ooter  allen 
Umständen  positiv  ist,  so  findet  ein  Minimum-stand  statt. 
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Seclister  Fall.  Saeht  man  nor  diejenige  Function,  die  bei  irgend  einem  nach 
Beüeben  gew&hiten  Werthe  ies  x  den  vorgelegten  Ansdrock  grösser  oder  kleiner  macht, 
als  ihn  alle  die  Fonctionen  maehen  können,  welche  nicht  nor 

a)    der  gesuchten  Function  stetsfort  nächstanlieeen,  sondern  auch 

ff)    bei  dem  grade  gewählten  Werthe  des  x  alle  mit  der  gesuchten  Function 

einerlei  Werth  bekommen,  und  gleichzeitig  noch 
x)    bei  dem  grade  gewählten  Werthe  des  x  alle  ihrem  zweiten  Differential- 
qnolienl  deDselben  Werth  geben,   weichen  der  zweife  DiffBrentialqnotienl 
der  gesuchten  Function  bekommt; 

«o  isl  jetzt  ay  =  0,  -^  =s  0,  a^  -*  0,  ^^  ==  0  etc.    Gleichung   I   redocirl   sich 
also  auf 

Vi)    au  =  (am«  .  ^  -  my  -h  3mi  -  5m«)  •  ^ 
Daraas  lolgl 

2m«  .  ^  —  my  H-  3mx    -  5m«  =  0 

oder 

19)    2m  •  dy  —  y  -  dx  -h  (3x  -  5m)  •  dx  =  0 

X 

Dieee  Gleichung  wird  integrabel  durch  den  Factor  e      ^ ,  und  man  bekommt  zunächst 
VSroe      2m.dy-y    e      2m  .  <|x/ -h  (3x  —  5m)  -  e      2m  .  dx  =  0 


X 

im 


Daraus  folgt  (2roy  —  6mx  —  2m«)  •  e      2m  =«  h  ,  oder  y  r=  3x  -h  m  H-  5—  •  e^ 

«  m 

oder  mit  Aenderung  des  Constanten 

X 

20)     y  =  3x  H-  m  +  K  •  e^m 

Man  bitte  aber  Gleichung  19  auch  auf  folgende  Weise  integriren  können:  Zunächst  ver- 
wandle man  sie  in  2m'  •  dy  ^  6m  •  dx  =  (y  —  3x  —  m)  •  dx.    Daraus  folgt 

dy  —  3  -  dx     _   dx 
y  —  3  •  X  —  m  *~  2  m 

Dorch  Integration  bekommt  man  Ig  nat  ^  ~"  ^  ^  *"  =  ^  ,    oder   y    —    3i   —   m 

X 

=  &  •  e2na,  so  dass  man  dasselbe  Resultat  hat,  wie  zuvor.    Diese  Gleichung  ist  wegen 
des  willkürlichen  Constanlen  R  allgemeiner,  als  die  Gleichungen  7,  10»  13,  16.    Und 

weil  jetzt  a«U  =  2n)«  •  ( ^    )    ^^^^^  ^'^''  Umständen  positiv  ist,  so  findet  ein  Minimum- 
Stand  statt. 

Siebebter  Fall.  Sucht  man  nur  diejenige  Function,  die  bei  irgend  einem  nach 
Belieben  gewählten  Werthe  des  x  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht, 
als  ihn  alle  die  Functionen  machen  können,  welche  nicht  nur 

a)  der  gesuchten  Function  stetsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 
0)  bei  dem  grade  gewählten  Werthe  de»  x  alle  ihrem  ersten  Differential- 
quotient denselben  Werth  geben,  welchen  der  erste  Diflerentialquotient 
der  gesuchten  Function  bekommt,  und  gleichzeitig  noch 
y)  bei  dem  grade  gewählten  Werthe  des  x  alle  ihrem  zweiten  Differenlial- 
quotient  denselben  Werth  geben,  welchen  der  zweite  Differentialqootient 
der  gesuchten  Function  bekommt; 

day        ^     d«ay        ^     da«v  d«a«v 

50  ist  jeUt  -xf  =  Ö.  -^  =  0,  -jj-^  =  0,  -—f  =  0  etc.    Gleichung  I  reducirt  sich 

also  auf 
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VII)    W  «/-m  .^  H-  m  -  61  ^  2y\  .  (Jy 

Daraas  folgt  die  identische  Gleichung 

2i)     —  m  .^  -4-  m  -  6x  4-  2y  =  0 

Sie  wird  integrabel  darch  den  Factor  e      ^,  ond  man  beicomnit  zooichst 
2x  ax  2x 

—  m-e     m.dy-h2y.e     ™.dxH-(m—  6x)-e      m.dx  =  0 

Daraas  folgt 

_  ^  _  & 

-  my  .  e      ™  -h  m  •  (3x  -h  m)  •  e      «  =  C 
oder 

2X  "^^ 

y  «  3x  +  m e™ 

oder  mit  Aenderong  des  Gonstanten 

2i 

22)    y  =  3x  +  m  +  E  •  eii> 

Diese  Gleichang  ist  wegen  des  willkürlichen  Gonstanten  E  allgemeiner,  als  die  Glei- 
chongen  7,  10,  13,  16.  Weil  ferner  d^U  =  2  •  ^y^  immer  positiv  ist»  so  findet  ein 
Bfinimom-stand  statt 


Aufgabe   84. 

Welche  Fanction  y  von  x  hat  bei  jedem  Werthe  des  x  die  Eigenschaft,   dass  sie 
folgenden  Aasdrack 

„_..„.(g)'-,....ä.g.^.(g)'_-(^±-)., 

_  4x3  .  (^2  ^  2hg)      dy 
h3  '  dx 

.  za  einem  Maximnm-stande  oder  Minimom-stande  macht? 
Dnrch  Matiren  bekommt  man 

,t=[«>.....g-i»...x.5j].^-.[_*...g-Hä^.ä 

Sacht  man  eine  solche  Fanction,  welche  bei  irgend  einem  nach  Belieben  gewählten 
Werthe  des  x  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht,  als  ihn  bei  dem- 
selben Werthe  des  x  alle  möglichen,  der  gesuchten  Fanction  stetsfort  nächstanliegenden, 
NachbarfuncUonen  machen  können;  so  müssen  folgende  drei  identischen  Gleichungea 
zugleich  stattfinden : 

1)    2h2  .  x2 .  ^  -  2h2  .  X  .  ^  =  0 
^  dx»  dx 


')  »'(SJ 


dyy  _  8«»  •  («»  +  h»)  ^  ^ 
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bat  BQD  zwei  Wege,  die  gesachle  Function  y  von  z  zo. bestimmen. 
Erstens.    Man*  integrire  eine  der  Differenlialgleicbongen  von  der  zweiten  Ordnung ; 
luer  ist  es  am  bequemsten,  die  Gleichung  1  zu  integriren.  Diese  gebt  zunScbsl  aber  in 

*    dx«       dz       " 


Diese  Gleidiong  wird  integrabel  durcb  den  Factor  -j ;  denn  sie  formt  sich  dadurcb  um  in 


Z2 


A^-it)"  , 


woraus  —  =:  C  folgt.  Intagrirt  man  noch  einmal,  so  bekommt  man  y  =s  »  •  G  •  x'  +  B , 
oder  (mit  Veränderung  des  Gonstanten  G) 

4)    y  =  Axi'  +  B 

Dorch  diese  Function  mOssen  aber  auch  die  Gleichungen  2  und  3  zugleich  identisch  werden* 

dy         d^v 
Desshaib  filhre  man  (&r  y,  -r^  und  j^  die  Ausdrücke  ein,  und  Gleichung  2  geht  Ober  in 

5)    4  •  (A3  .  h3  —  1)  .  z5  +  8h3  .  (A*  .  B  .  h  -  I)  .  z3 
H-  4A  .  h3  .  (B  +  h)  .  (B  —  h)  .  z  =  0 
Gleicbmig  3  geht  ober  in 

6)    8  .  (A3  .  h^  -  0  .  z*  -I-  8h*  .  (A2  •  B  .  h  -  I)  .  X«  =  0 

Diese  beiden  Gleichungen  werden  identisch,  wenn  A  =  |-  und  B  =r  h.  Gleichung  4 
fdit  daher  über  in 

7)y  =  ^  +  h 

Es  ist  also  y  eine  völlig  bestimmte  Function  von  i,   und  unter^  diesen  Umständen  ist 

'^-«•''••••©r-*'-0-s+»(T^)'©' 

ÜDtersucbt  man  diesen  Ausdruck  nach  Anleitung  des  $.  iü,  so  erkennt  man,  dass  er 
aidiC  unter  allen  Umständen  einerlei  Zeichen  behalten  kann;  und  somit  besteht  weder 
ein  Mazimom-siand  noch  Minimum-stand. 

Zweitens.    Man  eliminire  —  und  -^  aus  den  Gleichungen  1 ,  d  und  3,  so  ge- 
langt man  ohne  Integration  zu  der  gesuchten  Function  y  von  z.    Eliminirl  man  zuerst 

j^  ans  1  und  2,  so  bekommt  man  ~  =  ,  ^  '  ]:\  "^  ,^J.  Führt  man  diesen  Ausdruck 
dz*  dx         h3  •  (y*  —  h*) 

y  .  z*  .  fz*  H-  2hn? 
in  Gieichnag  3  ein,  so  bekommt  man  nach  gehdriger  Reduction      U3 .  f  2  —  h*>* 

—  (x*  +  h*)  =  0.  Dieses  ist  eine  Gleichung  des  vierten  Grades,  welche  sich  in  fol- 
gende zwei  Factoren  zerlegt: 

/  .    .    z«  -+-  h«      ,        z4  -K  2 .  h* .  z*  ~  h*  h«      \      /         x*  4-  h*\        ^ 

Lasst  man  den  zweiten  Factor  dieser  Gleichung  zu  Null  werden,   so  hat  man  wieder 

8)  y-^  +  h 
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dy       ix         d^y       d  *  dy    d'y 

Dabei  **^  g£  =  Y  ^^^  T»  ^  ii'  °°^  ^®^"  ™*"  ^'®®^  W'  y »  ^>  "t^  gefandeoen  Aas- 

drikeke  in  die  GleichoDgen  1,2,3  eioseUt,  so  werden  sie  alle  sogleich  identiadi.  Uebd- 
gens  besteht,  wie  schon  bewiesen  ist,  hier  weder  ein  Maximum-stand  noch  Minimam- 
stand. 


Aufgabe    85. 

Man  hat  zwei  miteinander  parallele  Graden,  nnd  sacht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges 
Goordinatensystem  bezogene  ebene  Gnrve,  welche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Ei* 
geuschaft  hat,  dass,  wenn  man  den  zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse 
X  gehörigen  Punkt  nimmt,  wenn  man  sodann  den  diesem  Punkte  der  Gurye  entspre- 
chenden Kr&ramungsmiMelpankt  aofeiieht ,  und  wenn  man  hieraof  die  senkrechten  Eni- 
fernungen  dieses  Krümm ungsmittejpnnktcs  bis  zu  den  zwei  parallelen  Graden  miteinander 
venrielfacht,  das  Product  beider  Entfernungen  ein  Maximnm-sland  oder  Minimum-stand 
wird. 

Die  beiden  gegebenen  parallelen  Graden  (fig.  9)  seien  MN  und  PQ.  Die  Dorcb- 
föhrung  der  Aufgabe  wird  vereinfacht,  wenn  man  auch  die  Abscissenaxe  mit  den  zwei 
gegebenen  Graden  parallel  nimmt.  V  sei  der  zu  der  grade  genommenen  Abscisse 
OG  =  X  gehörige  Rrömmungsmittelpunkt.  VT  und  VR  sind  also  die  beiden  in  Rede 
stehenden  senkrechten  Entfernungen.    Die  Gleichung  der  Linie  MN  sei 

I)    y'  =  m 
und  die  Gleichung  der  Linie  PQ  sei 

II)    y"  =  ni 
Es  ist  Also  WR  ==  m  und  WT  «»  o.    Die  Ordinate  des  KrQmmungsmitteipunktes  ist 
WV  =  y  +  1-tJ?;   und   desshalb  ist  VR  =  m   ~  (y  *+-  — -)    und    VT    =   n 


^-tJP^;   und  desshalb  ist  VR  =  m   ~  (y  *+-  — - 

—  I  y  H —\,  wo,  wie  gewöhnlich  zur  Abkürzung  p  statt  —  und  q  statt  j^  ge- 
setzt wurde.    Das  hier  in  Rede  stehende  Product  ist  also 

m)„  =  („-,-l±l!).(.-,-l±Ü) 

Mutirt  man,  so  bekommt  man  hn  Allgemeinen 

.v)\„  =  („-„-..  i.CL±ö) .  (^  .  I .  ^»  -  L-p; . -i) 

Erster  Fall.  Sucht  man  eine  solche  Gurve,  von  welcher  bei  irgend  einer  nach 
Belieben  gewählten  Abscisse  x  das  vorgelegte  Product  grösser  oder  kleiner  gemacht 
wird,  als  es  bei  der  nemlichen  Abscisse  x  von  allen  möglichen,  der  gesuchten  Gorve 

Stetsfort  nächstanliegenden ,  Nachbarcnrven  gemacht  werden  kann i  so  sind  dy,  -p,  — .-^ 

dem  Werthe  nach  ganz  unabhängig  voneinander,  wenn  gleich  mit  der  Form  des  dy 
aoch  die  Formen  aller  Ableitungen  mitgegeben  sind  (man  sehe  $.  9f).  Hier  wird 
dU  =  0,  wenn  folgende  Gleichung  besteht 

V)    2y  —  m  -  n  H-  ^  '  ^^  "^  ^^  =  0 

Diese  Gleichung  formt  sich  gradezu  um  in 

2y_m-n^l-+-p2 

dy 
und  wenn  man  diese  Gleichung  mit  p  =  —  multiplicirt,  so  bekommt  man 
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Durefc  lolai^tion  bekommt  man 

lg  Dal  (2y  —  m  —  n)  +  lg  oat  ifTTp«  =  C 
oder  mit  AeDderang  des  Constaoten 

Ig  nat  [(2y  —  m  —  n)  .  Wi  -h  p«]   =  Ig  nai  A 
oder 

(2y  --  m  -  o)  .  ri  +  p2  =  A 
Daraus  folgt 

ITA«  —  (2y  —  m  —  n)«      .       .  (2y  -  m  —  d)  .  dy 

p  = A    ^  ^  ■ ,  oder  dz  =  -r~4======= 

2y  -  m  -  n  If  A«^  (2y  -  m  -  n)« 

und  weon  mao  nochmals  integrirt,  so  gibt  sieb 

I  -h  B  =  -  g  .  ITA«  -  (ay  -  m  -  o)« 
•der 

VI)    (x  H-  B)»  =  j .  A«  -  I .  (2y  -  m  -  n)« 
•der 

Dieses  ist  aber  die  Gleiebang  eines  Kreises,  dessen  Durchmesser  »  A  ist,  ond  dessen 
Mittelpunkt  genaa  mitten  zwischen  den  beiden  gegebenen  ParallellinieD  liegt.  Er  löst 
insofeme  die  Aufgabe,  als  er  in  jedem  seiner  Punkte  auch  zugleich  sein  eigener  Krttm- 
awngskreis  isL  Die  beiden  willkflriichen  Gonstanten  A  und  B  machen,  dass  man  diesen 
Ireis  noch  zwei  Nebenbedingungen  nnterwerfen  kann.    Dergleichen  sind  z.  B. 

1)  Der  Kreis  soll  durch  zwei  feste  Punkte  (f,  g)  und  (h,  k)  gehen.  Fttr  diese 
twei  Punkte  geht  Gleichuag  VII  bezttglich  ober  in 

(,  _  -+_.)•  .(„.).  =(AJ..  „,  f,  _5^.y  .,.,..).  =  (4)' 

ond  mittelst  dieser  beiden  Gleichungen  lassen  sich  bestimmte  Werthe  für  A  und  B  er- 
mitteln.   Oder 

9}    Die   gesuchte  Gurve  soll  durch  den  festen  Punkt  (f,  g)  gehen,   und  die  zu 
diesem  Punkte  gehörige  BerOhrende  soll  mit  der  Abscissenaxe  einen  Winkel  einschliessen, 
dessen  gonlometrische  Tangente  =  k.    Aus  Gleichung  VII  folgt 
dy X  -t-  B 

j-    r(4)' -(.*»)■ 

Maa  hat  daher  jetzt  folgende  zwei  Gleichungen : 

'  ^ '  ir  (t)  -c+b)» 

ond  mittelst  dieser  beiden  Gleichungen  lassen  sich  wieder  bestimmte  Werthe  fOr  A  ond 
B  mnitteln.    Oder 

3)  Die  gesuchte  Gurve  soll  durch  den  festen  Pnnkt  (f,  g)  gehen ,  und  die  zu  der 
bestimmten  Abscisse  h  gehörige  Berührende  soll  mit  der  Abscissenaxe  einen  Winkel 
eioscfaliessen,  dessen  gonlometrische  Tangente  =  k.  Hier  hat  man  folgende  zwei 
Gleichnngen : 
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woraus  sich  wieder  bestimmte  Werthe  fQr  A  und  B  ermiUelo  lassen.    Oder 

4)    Der  Halbmesser  aod  die  zar  festen  Abscis^e  f  gehörige  Sabnormale  sollen  be- 
züglich die  Längen  h  und  k  haben.    Hier  bekommt  man  die  Gleichungen 


2 


if  (4)' -('+«)• 


woraus  sich  wieder  bestimmte  Werthe  für  A  und  B  ermitteln  lassen.    Oder 

5)  Bei  der  festen  Abscisse  f  soll  der  Quotient  der  Subtangente  in  die  Subnor- 
male den  bestimmten  Werth  g  haben;  und  bei  der  festen  Abscisse  h  soll  derselbe 
Quotient  den  festen  Werth  k  haben.    Hier  bekommt  man  die  beiden  Gleichungen 

8—/*«,«  »""•"'  —  /A\2 

(t)    -Cf  +  B)*  (I)    -(h+By 

woraus  sich  wieder  bestimmte  Werthe  für  A  und  B  ermitteln  lassen. 

Dergleichen  Nebenbedingnngen  kann  man  in  beliebiger  Menge  aufetellen.  Waa  fUr 
Nebenbedingungen  man  aber  auch  aufstellen  mag,   so  folgt  doch  aus  Gleichung  V  ganz 

unbedingt  y  H ^  =  — g — .  Dabei  geht  Gleichung  III  über  in  ü'  =  —  x  •  (  m  —  n)* 

d.  h.  U'  ist  negativ  und  unabhängig  von  dem  beliebigen  Werthe  des  x.  Mutirt  man 
noch  einmal»  so  bekommt  man 

woran  man  erkennt,  dass  in  der  That  ein  Minimnm-stand  stattfindet,  jedoch  In  dem 
Sinne,  nach  welchem  in  der  Analysis  ein  negativer  Ausdruck  für  desto  kleiner  gilt, 
je  weiter  sein  Werth  von  Null  entfernt  ist. 

Zweiter  Fall.  Sucht  man  nur  diejenige  Gurve,  von  welcher  bei  irgend  einer 
nach  Belieben  gewählten  Abscisse  x  das  vorgelegte  Product  grösser  oder  kleiner  ge- 
macht wird,  als  es  von  allen  den  Curven,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Curve  stetsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 
j9)    mit  ihr  den  zu  der  grade  gewählten  Abscisse  x  gehörigen  Punkt  gemein- 
schaftlich haben, 
gemacht  werden  kann;   so  ist  jetzt  dy  =  0,  ^y  =  0,  d^y  =  0,  etc.  (man  sehe  den 
zweiten  Fall  der  61'^'"  Aufgabe).    Gleichung  IV  reducirt  sich  also  auf 

■X)   »  =  (.,-„-..  i:(liE2)  .  (^  .  ^  _  L-ü  .  *^) 

Daraus  folgt  aber  wieder^  Gleichung  V  und  VII;   und  Gleichung  VIII  reducirt  sich  aaf 

^  \q        dx  q2  dx2/ 

Und  so  fort 


Aufgabe   86. 

Man  soll  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinatensystem  bezogenen 
ebenen  Curven  diejenige  heraussuchen,  welche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Eigen- 
schaft hat,  dass,  wenn  man  den  zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  z: 
gehörigen  Punkt  nimmt ,  wenn  man  sodann  den  diesem  Punkte  der  Gurve  entsprechenden 
Krümmungsmittelpunkt  aufsucht,  und  wenn  man  diesen  hierauf  mit  zwei  festen  Punkten 
(a,  b)  und  (a,  ß)  vei4)indet,  die  Summa  der  Quadrate  beider  VerbindungsUnien  ein 
Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird. 
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Der  KrdnmiQQgsiniUelpoDkt  habe  die  GoordioateD  x  and  tf;  die  Eptferpopg  des  featen 
Punktes  (a,  b)  bis  lam  Rrümmaogsmittelpookte  ist  also  )f  (r  —  a)^  +  (^  —  b)^ )  und 
die  EntfcrooDg  des  festeo  Pankles  (a,  ß}  bis  zam  KrQmmangsmiUelpankte  ist 
f{t  -.  a)2  +  (9  —  ßy.    Die  Aufgabe  fdbrt  also  zunächsl  auf  den  Ausdruck 

I)    ü  =  ((r  —  a)2  4-  0?  —  b)2)  +  ((r  —  a)2  +  (^  —  A)^) 

Die  Dorchfühmng  der  Aufgabe  wird  vereinfacht,  wenn  man  die  Abscissenaxe  der  ge- 
sachten  Conre  durch  die  beiden  festen  Punkte  (a,  b)  und  (a,  ß)  legt.  Dabeiist  b  =  0 
und  ^  =  0,  and  Gleichung  I  reducirt  sich  auf 

U)    ü  =  (r  ~  a)2  -+-  (r  -  rt)2  -h  2 .  4^ 
Non  ist  r  =  X  —  ^^ P_2_LP  uod  ^  =  y  h E-^   ^o^   ^le  gewöhnlich,    zur  Ab- 

dv  d^y 

k&nung  p  statt  ~ ,  und  q  statt  -j-^  gesetzt  ist    Gleichung  II  geht  nun  über  in 


m 


ü  =(x  -  .  -  <JJÄl_Py  4-  (x  -  a  -  Olt^Py +  2.(y  +  L±P*y 

Dieser  Ausdruck  soll  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  werden.    Durch  Mutiren 
bekommt  man 

IV)    dU=J.(l  -Hp24-y.q).ay 

-h  -j .  (6p  .  (1  4-  p«)«  -  (I  +  3p2)  .  (2x  —  a  —  a)  .  q  -f.  4ypq)  -  ^ 
^2.(l^+p^)^^^^^^^^^^j^^^^    ^^^^^,^    g 

Erster  Fall.    Lässl  man  dieselbe  Allgemeinheit  gelten,    wie  beim  ersten  Falle 
der  vorigen  Aufgabe;  so  müssen  folgende  drei  Gleichungen  zugleich  bestehen: 

V)  l+p2-hq.y==0 

VI)  6p  .  (1  4-  p3)»  -  (1  -»-  3p2)  .  (2x  -  a  -  a)  .  q  H-  4ypq  ==  0 
Vn)    (Sb  —  a  —  a)  .  pq  —  2yq  —  2  .  (1  -h  p»)«  =  0 

Diese Gleicliungen  werden  einfacher,  wenn  man  z  statt  (\ ^ — j  und  dz  statt  dx  setzt*, 

denn  sie  gehen  bezüglich  über  in 

Vm)    1  +  p2  4-  q.y  =i  0 

IX)  3p  •  (1  4-  p^  —  (!  4-  3p2)  .  zq  4-  2ypq  =  0 

X)  z  .  pq  -  y  .  q  -  (1  -H  p«)2  =  0 
Gleichnng  VIÜ  ist  die  einfachste ;  sie  kann  auch  auf  folgende  Weise 

*^    dz        dz  . 

oder  auf  folgende  Weise  dz  -|-  p  •  d^  +  y  .  dp  =  0  geschrieben  werden ;    und  daraus 
folgt  zunächst 

XI)    z  4-  p  •  y  =  A 

Diese  Gleichnng  ist  aber  gleichbedeutend  mit  z  •  dz  +  y  •  dy  »  A  •  dz ,    und  daraus 
folgt  weiter 

XII)    z2  +  y2  =  2Az  4-  B 

Min  sehe  nnn  zn,    ob  durch  diese  Gleichung  auch  IX  und  X  identisch  werden.    Aus 
XO  folgt 

,_f^  ^,  ■  ...     .,  r-CA-o-C^)--..,  ■      (A»+B)-(>rT) 

rB4-2Az  — z«  ,  5 

(B  +  2Az  -  z2)« 

II.  8 
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Hier  hat  das  Radical  (ffl)  entweder  darohweg  seine  positive  oder  dorchweg  seine  ne- 
gative Bedeatang.  Föhrt  man  nun  diese  Ausdrücke  in  Gleichung  IX  ein,  so  bekommt 
man  nach  gehörigen  Reductionen 

A  »  (Ag  +  B)  >  (3Ag  -h  B  ~  4Az  +  2i2)  .  (ifj)   _ 

5  -    —  o 

(B  +  2Az  -  z2)2 

Diese  Gleichung  wird  identisch,  wenn  A  =  0  ist.  Gleichung  XII  zieht  sich  also 
zurück  auf 

XIII)    z2  -h  y2  =  B 

und  dadurch  werden  die  Gleichungen  VIII  und  IX  zugleich  identisch;  man  hat  also 
noch  zu  untersuchen,   ob  dadurch  auch  Gleichung  X  identisch  wird.    Aus  XIII  folgt 

Das  Kadical  (yT 7)  hat  entweder  durchweg  seine  positive  oder  durchweg  seine  negative 
Bedeutun§f.  Fuhrt  man  aber  diese  für  y,  p,  q  zuletzt  hergestellten  Ausdrücke  in  Glei- 
chung X  ein,  so  findet  man,  dass  sie  in  der  That  identisch  wird.  Führt  man  für  z 
seinen  Ausdruck  wieder  zurück,  so  geht  Gleichung  XIII  über  in 


XIV)      y«-H(x-4l^y  =  B 


und  durch  diese  Gleichung  werden   die  Gleichungen  V,   VI,  VII  zugleich  identisch. 
Letztere  Gleichung  stellt  aber  einen  jeden  beliebigen  Kreis  vor,  dessen  Mittelpunkt  in 

der  Abscissenaxe  liegt,  und  zwar  da,  wo  x  =  ^ — ^ —  ist.  Gleichung  III  geht  nun  über  in 


XV)  ü' = 2 .  (^^-g-^y 


d.  h.  U'  ist  constant  und  unabhängig  von  x  und  von  dem  willkürlichen  Gonstanten  H. 
Mutirt  man  noch  einmal,  so  bekommt  man 

x«,«  =  ..(,,  +  ^.«?-li«'.S)' 

\     q        '  <J»        q*     '  dx«  j 

woran  man  erkennt,  dass  ein  Minimum-stand  stattfindet. 

Zweiter  Fall.  Sucht  man  nur  diejenige  Gurve,  die  bei  irgend  einer  nach  Be- 
lieben gewählten  Abseisse  x  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser -oder  kleiner  macht,  als 
ihn  alle  die  Gurven  machen  können,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Curve  stetsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 
ß)    mit  der  gesuchten  Gurve  jedesmal  gemeinschaftlieh  haben 

aa)    den  zu  der  grade  gewählten  Abscisse  x  gehörigen  Punkt,  und 
ßß)    die  zu  der  grade  gewählten  Abscisse  x  gehörige  Berührende; 

so  muss  jetzt  stattfinden  dy  =0,  ^  =  0,  <5«y  =0,  ^  =  0  elc    Desshalb  redacirt 
sich  Gleichung  II  auf 

XVII)    ^U;=  ^  •  0  ,"^  P')  .  ((2>  -  a  -  a)  ■  p  .  q  >-  2y  .  q  ~  2  >  (!  +  pg|g)  .  J^ 

Es  findet  also  nur  die  Gleichung  VII  oder  X  statt.    Wenn  man  (+  p^  •  qy  —  p'  •  qy) 
zu  Gleichung  X  addirt,  so  geht  sie  über  in 

(1  H-  p2) .  qy  ^.  (1  +  p^)^  -  (py  +  0  •  pq  =  0 
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WeoD  man  diese  Gleichang  mit  dem  einförmigen  Ausdrucke  • ^  mulUplicirt,  so 

bekommt  man  zunächst 

qy  -*■  <  -H  ^  _  (py  H-  z) '  pq  _  q 
(1  +  p»)«  (1  +  p2)i 

DJese  Gleichang  lässt  sich  gradezu  integriren,  and  es  gibt  sich 
xviii)     Py  "^  '^  =  C 

(1    ^    p2)2 

Aas  dieser  Gleichang  folgt  y  » i ^ ;    und  wenn  man  auf  beiden  Seiten 

P  P 

diilerentiirt,  oud  dann  p  •  dz  statt  dy  setzt;  so  bekommt  man 

p.(H-pO«i.  +  ^-^4=  -  z)  .  dp  -  0 

Wenn  man  diese  Gleichaog  mi(  dem  eiDfSrmigen  Aasdrucke t mulUplieirt , 

p»    Kl  -hp« 
m  bekommt  mao  zanSclut 


M+?    .,  »dp  Cdp        _ 

Diese  Gleichang  lässt  sich  gradeza  integrlren,  und  es  gibt  sich 


XIX)      ^.iJ^JdLP"  +  C  .  (-  -  -  arc  tg  p)  -  E 

Fährt  man  /x  —  ^  a]  statt  z  in  <lie  Gleichungen  XVIII  and  XIX  zurück;  so  kann  man 
för  X  und  y  folgende  Aasdrucke  herstellen 

XX)    ,  =  !L^  +  _^.(C  +  E.p  +  C.p.arctgp) 

XXI)     y  =  __L^.(C.p3-E.p-C.p.arctgp) 
p •  ri  4- p2 

Die  hier  gesuchte  Gurve  ist,  wie  es  oft  geschieht,  durch  zwei  Gleichungen  gegeben» 
ood  kann  durch  ihre  Tangenten  construirt  werden.  Wollte  man  aber  eine  Gleichung 
Dor  zwischen  x  und  y,  so  hätte  man  aus  XX  und  XXI  das  p  zu  eliminiren«  Motirt 
man  bei  Gleichang  XVII  den  in  den  eckigen  Klammern  stehenden  Factor  noch  einmal , 
so  bekommt  man 

«,  =  adCW).(«._.-..p-ä„.,^^f 

Aus  Gleichang  X  folgt  aber  (2x  —  a  —  a)«p  —  2y  =  2«  ^^ *-^ ,    und   somit  ist 

woran  man  erkennt,  dass  ein  Minimum-stand  stattfindet. 

Dritter  FalL  Sucht  man  nur  diejenige  Curve,  die  bei  irgend  einer  nach  Be- 
lidien  gewählten  Abscisse  x  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht,  als 
ihn  alle  die  Curven  machen  können,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Gurve  stetsfo/t  nächstanliegen,  sondern  aucji 
ß)    mit  ihr  den  zor  grade  gewählten   Abscisse   \  gehörigen  Punkt  gemein- 
schaniich  haben,  and  gleichzeitig  noch 
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/)  bei  der  grade  gewUhUen  Abgcisse  x  alle  ihrem  zweiten  DiffereaUalqaoÜeol 
deoselben  WerUi  geben,  welchen  der  zweite  Differentialqaotient  der  ge- 
SQcbten  Gqrve  annimmt; 

so  ist  jetzt  dy  =  0,  ^  =  0,  d^y  «=  o,  -^-^  =  0  etc.  Desshalb  redacirl  sich  Glei- 
chang  IV  anf 

XXII)    aü  =  ^.[6p.(l  -hp2)2-(!  4-3p2).(2x-a-a).q  +  4ypq].^ 

Es  findet  also  jetzt  nur  die  einzige  Gleichung  IV  oder  IX  statt.  Wenn  man  (3y  •  jP  .  q 
+  y«p*q^3y-p^*q  —  y*p-q)  zn  IX  addirt ,  so  kann  man  ihr  folgende  Form 
geben 

3y  •  P  •  q  •  (t  -H  p2)  H-  3  .  p  -  (I  -h  p2)«  —  q  •  (yp  -H  z)  -  3p«  .  q  .  (yp  -h  2)  —  0 
oder 

3p  .  (1  -K  p2)  •  (yq  +  1  +  p2)  -  (yp  +  z)  •  (q  H-  3  .  p« .  q)  =  0 

Wenn  man  diese  Gleichung  mit  dem  einförmigen  Ausdrucke ^    multiplicirt , 

3  .  (p  +  p3)» 
so  bekommt  man  zunächst 

yq  +  <+pg  _  (y  ■  p  H-  2)  >  (q  4-  3  .  pg  ■  q)  _ 

3  3  ~" 


k1m=1?  3 .  r(p  -h  p3)* 

y  'P  +z 

3 

I^p-|-p3 

3 

XXIII)    yp  -h  2  «  F  .  KT+l? 


Integrirt  man ,   so  bekommt  man  ^3  =  F.    Daraus  folgt 


Wenn  man  Gleichung  XXIIl  auf  beiden  Seiten  difierentiirt,  so  bekommt  man  zunächst 

y  •  dp  -4-  p  .  dy  +  d2  =  Y  '  ^ ^     \  ^^  3*"^  ^®°"  ™^°  ^®^®  gan2e  Gleichung 

(P  +  P^)^ 
mit  p  =  T^  multiplicirt ,  so  bekommt  man  py  •  dp  +  (p2  4-  1)  •  dy  =  y  .  ^^  "^    ^     \^ 

(P  -H  p3)3 
Diese  Gleichung  wird  integrabel,   wenn  man  sie  mit    -  multiplicirt;  sie  geht  da- 

bei über  in 

ri  +  p2      '         *^  2 


3 .  (p  4-  p3)8 .  rrn^ 

oder  in 

3 


Integrirt  man,  so  gibt  sich 


in,  so  gibt  sich 

XXIV,    ,..T^  =  o.p.J];-%?)x(^L^).d. 

oder  auch 

F&hrt  man  wieder  (x  —  ?)  statt  z  in  Gleichung  XXIlI  zurück,  so  bekommt  mau 
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XXVI)    y  .  p  -h  X  ~  5-{-?  =  F  .  r^n? 

Auch  die  jetzige  Carve  ist  dorch  zwei  Gleicbangen  gegeben ,  and  man  bat  zo  verTabren, 
vie  schon  im  zweiten  Falle  bemerkt  wurde.  Das  Pröfangamittel  wird  hergestellt,  in- 
dem man  bei  Gielchong  XXII  den  in  den  eckigen  Klammern  stehenden  Factor  motirt, 

und  dabei  beachtet,  dass  dy  =  0,  ^^  «  0 ,  ^y  =  0 .  ^f  ==  0,  etc.  ist 


A  a  f  g  a  b  e   87. 

Man  soll  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinatensystem  bezogenen 
ebenen  Cnrven  diejenige  heranssnchen,  welche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Eigen- 
schaft hat,  dass,  wenn  man  den  zu  irgend  einer  nach  Belieben  genommenen  Abscisse 
I  gehSrigen  Punkt  nimmt,  und  wenn  man  dann  den  diesem  Punkte  der  Gurve  ent- 
sprechenden Krfimmungsmittelpunkt  sucht,  das  von  den  Coordinaten  dieses  KrUmmungs- 
miltelpunktes  gebildete  rechtwinkelige  Dreieck  ein  Maiimum-stand  oder  Minimum-Stand 
wird. 

Es  sei  (fig.  9)  der  Punkt  Y  der  Krümmungsmittelpunkt,   so   ist  OVW  das  hier  in 

Rede  stehende  Dreieck,    und  dessen  Inhalt  ist  =  ^  *  OW  •  WY;    da   aber    OW  =   x 

-i EÜ-LE^   and    VW  =y  H ^,   so   führt   die    hiesige   Aufgabe   auf  den 

Aosdrock 

uod  dieser  soll  ein  Maximnm-stand  oder  Minimum-Stand .  werden. 
Durch  Matiren  bekommt  man 

II)       3U  =  l.(qi-p-p3).(Jy 

"^  2T^  •  (^P^'^  -  qy  -  3  .  p«  .  qy  -  1  -  6p»  -  5  .  p^)  .  ^ 

"^  2T73  •  (pqy  -  «q  -^  2p  -h  2p3) .  (1  -h  p2) .  ^ 

Erster  Fall.  Soll  dieselbe  Allgemeinheit  stattfinden,  wie  beim  ersten  Falle  der 
8^"^"  Aufgabe ;  so  müssen  folgende  drei  Gleichungen  zugleich  bestehen : 

lU)    qx  —  p  -  p3  =  0 

IV)  2pqx  —  qy  —  3p2  .  qy  -  1  —  6  .  p2  —  5p4  =  0 

V)  pqy  -  xq  H-  %)  -h  2p3  =  0 

Gleichung  111  ist  die  einfachste;  sie  soll  also  auch  zuerst  integrirt  werden.    Zu  diesem 

Zwecke  forme  man  sie  um  in  — —__ =  0,  oder  in  — tj-E — ^ 5  =»  0,  oder 

pH-p^        X  p.(|-Hp2)         X 

dp       p  -  dp        dx 

r-  —  I         2  =  —  .    Diese  Gleichung  kann  man  gradezu  integriren,  wodurch  sich 

C  -f  lg  nat  p  —  lg  nat  Wi  -h  p*  =  Ig  nat  x 

«gibl.    Mit  Veränderung  des  Constanten  kann  man  auch  lg  nat         '^      =  Ig  nat  x 

If  1  +  p2 

A  *  D  X 

seUeo.    Daraus  folgt     '      ^    =r  i ,  so  dass  sich  p  =  _  ergibt,  und  man  durch 

)hennaliges  Integriren 
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VI)    y  =  B  -  ITA«  -  x« 
oder 

VII)    (y  -  B)8  +  X*  =  A« 

bekommt.    Dieges  ist  bekamitUch  die  Gleichung  eines  Kreises,   dessen  Ordinatenaxe 

dorch  den  Mittelpunkt  geht,  wahrend  die  Abscissenaxe  in  einer  Entfernung  =  B  vom 

Mittelpankte  absteht.    Man  sehe  nun  ^n,    ob  durch  die  Gleichung  VI  auch  die  Glei- 

X                                 A* 
chungen  IV  und  V  identisch  werden.  Aus  IV  folgt  p  «  _  und  q  =  -—-  

®  *  *^       If A»  -  i2  )f(Ag  —  x2)3 

und  indem  man  diese  Ausdrftcke  in  IV  einsetzt,  und  dem  Radical  WA^  —  x*  entweder 
durchweg  seine  positive  oder  durchweg  seine  negative  Bedeutung  beilegt,  bekommt  man 

Ag  ■  B  ■  (A«  H-  2i2)  _ 

)r(A2  *-  x^y 

Diese  Gleichung  wird  identisch,  wenn  B  =  0,  und  Gleichung  VII  zieht  sich  zurück  auf 

VIII)    y«  -H  i«  «  A« 

Dadurch  werden  die  Gleichungen  UI  und  IV  zugleich  identisch ;  und  man  hat  noch  zu 
untersuchen,  ob  dadurch  auch  Gleichung  V  identisch  wird.    Aus  VIII  folgt 

X  ^  A« 


y  =  lf  A2  —  x» .  p  «  —  ^  und  q  =  - 


If  A2  -  X2  lf(A2   -   X2)3 

Das  Radical  hat  entweder  durchweg  seine  positive  oder  durchweg  seine  negative  Be- 
deutung. Führt  man  nun  diese  zuletzt  für  y,  p,  q  hergestellten  Ausdrücke  in  Gleichung 
V  ein,   so  findet  man,   dass  sie  in  der  That  identisch  wird.    Dabei  wird  aber  auch 

1  -H  pg 
y  H —  «  0,  und  somit  geht  jetzt  Gleichung  I  über  in 

IX)  ü'  =  1 .  0  .  0  =  0 

Wenn  man  jetzt  noph  einmal  mutlrt,  so  wird  man  finden,  dass  der  für  ^U  sich  erge- 
bende Ausdruck  keinen  Theilsatz  mit  <5y'  enthält.  Das  ^U  kann  also  (nach  $.  12) 
nicht  unter  allen  Umständen  einerlei  Zeichen  behalten,  und  somit  findet  weder  ein  Ma- 
ximum-stand  noch  Minimum-stand  statt. 

Zweiter  Fall.    Macht  man  dieselbe  Einschränkung,   wie  beim  zweiteA  Falle  der 
vorigen  Aufgabe;  so  reducirt  sich  Gleichung  II  auf 

<5Ü  =  g^3  .  (pq  .  y  ~  X  .  q  4-  2p  +  2p3)  •  (i  +  P^J  •  0 

Es  findet  also  jetzt  nur  die  einzige  Gleichung  V  statt;  und  wenn  man  (ypq  —  ypq) 
dazu  addirt,  so  gibt  sich 

2p  .  (yq  -h  pß  4-  I)  ~  (yp  -*-  X)  .  q  «  0 

Wenn  man  diese  Gleichung  mit  dem  einförmigen  Ausdrucke  — -^=l  mulUplicirt,  so  be- 

2 .  r p3 

kommt  man  5^-^-3 — -— B-  ~  \IJJL—-iLL3    =   o.     Integrirt    man,    so   gibt   sich 

rp  2  .  r p3 

11^  «  C,  oder 

X)  y  .  p  -i-  X  =  C  .  rp 

Wenn  man  jetzt  auf  beiden  Seilen  differentiirt,   so  bekommt   man    zunächst   y  •  dp 

-h  p  •  dy  H-  dx  =  — ^- _ .    Man  multiplicire  diese  Gleichung  mit  p  =  ;p ,  so  geht  sie 
2 .  f p  ^* 

über  in  y  •  p  •  dp  +  (1  +  p2) .  dy  =  '  *  ^  •  dp ;  und  wenn  man  diese  Gleichung  wei- 
ter mit  - multiplicirt,  so  gibt  sich 

KT4-p2 
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Kl  +  p»  2  •  ri  +  p« 

Danas  folgt  darch  Integration 

XI)   y:KrTP  =  E  +  |.J'p^.dp 

Diese  Gleichang  kann  man  aach  in  folgender  Form  darstellen: 

x,o  ,.n^  =  E.c.J-(J3p)x(^LrSE).., 

Die  gesachte  CarTe  ist  also  durch  zwei  Gleicbangen  (X  and  XI  oder  Xu)  gegeben. 

Dritter  Fall.    Macht  man  dieselbe  Einschränkung,    wie  beim  dritten  Falle  der 
vorigen  Aalgabe;  so  redacirt  sich  Gleichang  II  aaf 

Xin)    aü  =  ^,.(2pqx-qy^3.p2.qy^l-6.p2-6.p0.^ 

Es  findet  also  jetzt  nur  die  einzige  Gleichang  IV  statt.  Dieser  Gleichang  sieht  man 
es  nicht  so  leicht  an,  wie  man  sie  integriren  kann;  da  sie  aber  durch  VllI  identisch 
wird,  so  mnss  VIII  entweder  ein  besonderes  oder  ein  singuläres  Integral  von  IV  sein. 
DtflTerentiirt  man  VIII,  so  bekommt  man  p  •  y  +  x  =  0;  and  man  kann  zunächst  ver- 
suchen, ob  diese  Gleichang  ein  besonderes  Integral  von  IV  ist,  dessen  allgemeines  In- 
tegral folgende  Form  haben  mag: 

XIV)    (py  +  X)  .  (g  +  c  .  p^r  =  F 

DiffereDtiirt  man  diese  Gleichung,  so  bekommt  man 

(g  -t-  c  •  p2)"  -  * .  (2nc  •  pqi  -h  g  •  qy  -h  c  •  (1  -h  2n)  •  p^  •  qy 

-H  g  -H  (g  H-  c)  .  p2  -f-  c .  p*)  =  0 

aod  daraus  kann  nur  folgen 

XV)     2oc  .  pqi  +  g  •  qy  4-  c  •  (1  -H  2n)  •  p2  .  qy  H-  g  4-  (g  -h  c)  .  p2  +  c  •  p^  =  0 

Vergleicht  man  nun  in  IV  and  XV  Theilsatz  um  Theilsatz,   so  gelangt  man  zu  den 
einxelnen  Gleicbaogen: 

2nc  =  2,  g==—  l,c-(1  +2n)«=  —  3,  g-t-c  =  —  6,  c  =  —  5 
and  diesen  f&nf  Gleichungen   wird  genfigt,   wenn  c«--5,g  =  — l,na.  —  g;  so 
dass  die  in  XIV  angenommene  Form  in  der  That  eine  richtige  ist,    und  übergeht  in 

XVI)  ^  py-^-/    ^F 

r—  1  —  5  .  p2 
Moltiplieirl  man  hier  den  Nenner  weg,  so  bekommt  man 

5 5 

py  -h  1  =  (ir==^)  .  F  .  K"!  -h  '5  .  p2 
5 

und  wenn  man  gleichzeitig  noch  G  anstatt  (if—  l)  •  F  setzt,  so  kann  man  statt  letzterer 
Gleichang  auch  schreiben 

5 

XVII)    yp  H-  X  =  G  •  n  -*-  5  .  p« 

Wenn  man  hier  auf  beiden  Seiten  differentiirt ,  so  bekommt  man  zunächst  y  •  dp  +  p  -  dy 
-h  dx  =  G  •  — ^  '    P    ^;  and  wenn  man  alles  mit  p  multiplicirt,  so  bekommt  man 
(l+5.p»)* 
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(1+  p2)  .  dy  -I-  py  .  dp  =  G  •      ^  •  "^  •  ''P  ^ 

(1    +5.p*^5 

Wenn  man  diese  Gleichung  mit  dem  einförmigen  Aasdruclie    , mnlUplicirl,    so 

ri  +p* 
geht  sie  Ober  In 

d,.KfT?+^|Je==.Gx ^-^,^2 

tntegrirt  man,  so  giht  sich 

xvni)  y.nrrp-H+G.r — ^ — ^x-^^dp 

Man  kann  aach  dem  unter  dem  Integralzeichen  stehenden  Aasdrqcke  eine  andere  Form 
geben,  wobei  letztere  Gleichung  übergeht  in 

Auch  die  jetzige  Curve  ist^  durch  zwei  Gleichungen  (XVU  und  XVIII  oder  XIX}  ge- 
geben. 


Aufgabe  88. 

Es  sind  zwei  in  einer  Ebene  geles;ene ,  sich  schneidende  und  auf  dasselbe  recht- 
winkelige Coordinätensystero  bezogene,  Graden  gegeben.  Man  sucht  eine  auf  das  nem- 
liche  Goordinatensystem  bezogene  Curve,  welche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Ei- 
genschaft hat,  dass,  wenn  man  den  zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse 
X  gehörigen  Punkt  nimmt,  wenn  man  dann  den  diesem  Punkte  der  Curve  entsprechen- 
den KrCkmmungsmittelpunkt  aufsucht,  und  wenn  man  hierauf  von  diesem  Krümmuogs- 
mittelpunkte  Perpendikel  auf  die  beiden  gegebenen  Graden  fällt,  das  Product  beider 
Perpendikel  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  wird. 

Die  Linien  MN  und  PQ  seien  (fig.  10)  die  beiden  gegebenen  Graden,  und  V  sei 
der  zur  Abscisse  OG  gehörige  Krfimmungsmittelpunkt  der  gesuchten  Curve.  VR  und 
VT  sind  also  die  zwei  in  Rede  stehenden  Perpendikel.    Die  Gleichung  der  Linie  MN  sei 

I)    A.x'-hB.y'-4-C«0 

und  die  Gleichung  der  Linie  PQ  sei 

II)  81. V'  -h  S.y"  -h  d  =  0 

Die  Coordinaten  des  Krömmungsmittelpunktes  V  seien  r  und  t^;  so  ist  dic^  Entfemong 
des  Punktes  V  von  der  Linie  MN  bekanntlich 

III)  VR  =  ^  •  '-^  Bjjj^ 

ifA^  +  B2 

und  des  Punktes  V  Entfernung  von  der  Linie  PQ  ist  ebenso 

IV)  VT  =  «  '  t  4-  g  -  ^  +  g 

Erst  wenn  man  die  gesuchte  Curve  und  den  Krümmungsmittelpunkt  gefunden  hat,  ist 
es  möglich,  zu  entscheiden,  welche  Bedeutung  man  einem  jeden  der  Radicale  lf  A^  -H  B^ 
und  lf9?  -h  8^  beilegen  muss.    Das  in  Rede  stehende  Product  ist  also 

V)    U  =  (A  *  r  -H  B  *  ^  -h  C)  ■  (g  ■  r  H-  g  -  ^  H-  g) 

(if  A«  -h  B2)  .  If  «2  -h  »») 
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Nim  ist  r  =  s  —  ^-^ — jLJlI    aod  i^  =  y  -| — alL  ;  and  wenn  man  f&r  r  und  ^  diese 
q  q  j 

AoBdrlkcke  in  V  einführt,  and  zor  Abkarzang  noch  D  stall  ,^       — rr — .  _-        ^^ 

setzt,  so  geht  V  Ober  in 

1  -hpg 


VI)    ü  =  Q  .  FaiH-  By  +  C  +  ^-^^  •  (B  -  Ap)"|  .  ["«x  4-  »y  +  ($ 

(SB  -  «p)  J 


Weon  man  jetzt  diesen  Ans^drnck  mntirt,  so  ergeben  sich  sehr  'weitiäofige  1)ififerential- 
fleichangen  der  zweiten  Ordnung,  und  es  wäre  bei  deren  Integration  ein  nicht  geringer 
Grad  Ton  Aufmerksamkeit  ndthig.  Desshalb  ist  es  rithlich,  sich  vor  Allem  umzu- 
schauen,    ob  man  nicht  einen  einfacheren  Ausdruck  statt  Gleichung  VI  gewinnen  kann. 

Es  schadet  der  Allgemeinheit  der  Aufgabe  nicht,  wenn  man  eine  der  gegebenen 
Gnden  als  Abscissenaxe  annimmt,  und  den  Anfangspunkt  der  Goordinaten  in  jenen 
Punkt  verlegt,  wo  sich  die  beiden  gegebenen  Graden  schneiden. 

Unter  A  und  9  sind  bekanntlich  die  Sinus  der  Winkel  zu  verstehen,  welche  von 
den  gegebenen  Graden  und  der  Abscissenaxe  eingeschlossen  werden ;  ebenso  sind  unter 
B  und  !D  die  Cosinus  der  Winkel  zu  verstehen,  welche  von  den  gegebenen  Graden 
und  der  Abscissenaxe  eingeschlossen  werden.  Soll  nun  die  durch  Gleichung  I  darge- 
stellte Grade  MN  als  Abscissenaxe  und  KV  als  Ordinatenaxe  angenommen  werden, 
so  ist  A  =  0  und  B  =  1;  und  Gleichung  I  redocirt  sich  zunächst  auf  y'  +  G  =  0. 
Weil  aber  jetzt  y'  «»  0  sein  muss  bei  jedem^  Werthe  des  x,  so  ist  auch  G  =  0;   und 


wie  zu 


der  Aasdruck  ID  reducirt  sich  zunächst  auf  VR  »  -?:i  =  --—  .  | y  h — ^i , 

ifT        Ifi    \  ^     / 

erwarten  war.  Allein  da  VR  jetzt  des  Krflmmungsmittelpunktes  Entfernung  von  der 
Abscissenaxe  ist,  so  weiss  man,  ohne  die  Curve  zu  kennen,  auch  jetzt  schon,  dass 
das  Radieal  ifT  nur  seine  positive  Bedeutung  repräsentirt;  denn  nur  dadurch  bekommt 
man  für  des  Krümmungsmittelpunktes  Ordinate  den  bekannten  Ausdruck 

VII)    VR  «  y  H-  ^-±^ 

Da  femer  die  dnrch  Gleichung  11  dargestellte  Grade  durch  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten  geht,  so  Ist  6  =  0,  und  Gleichung  II  reducirt  sich  zunächst  auf  $(  •  x''  +  SB  •  y''  =:  0, 

oder  auf  y''  +  -»  *  ^''  =  ^»  <ui<l  wenn  man  zur  Abkürzung  (—  m)  statt  -^  setzt,  so 

ist  y"  —  m  '  x"  =  0.    Der  Ausdruck  IV  geht  also  Ober  in 

VÜI)     VT  -         ^  .  /-  mx   -h  y  H-  ?-^  •  (1  -H  mp)\ 

Erst  wenn  man  die  gesuchte  Curve  und  den  KrQmmungsmittelpunkt  gefunden  hat,  ist 
es  möglich,  zu  entscheiden,  welche  Bedeutung  man  dem  Radieal  Wi  -h  m'  beilegen 
(8.    Das  In  Rede  stehende  Product  ist  also 

lan  nun,  so  bekommt  man 

_  1J_^  .  (ay  _  „,  +  „yp.+  2:iLiLJ?^iiL±^)  .  ^"j 


II. 
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Erster  Fall.    Soll  dieselbe  Allgemeiobeit  stattfinden,    wie  beim  ersten  Falle  der 
85'^***  Aufgabe;  so  müssen  folgende  drei  Gleichangen  zugleich  bestehen: 

XI)    2y  -  mx  +  ÖLLE^lHiÖ  _  0 
XII)    my  +  4yp  -  am«p  +  3my  .p»  +(■"  ^  *P  +  ^■"^•P'?^  +  P^  =.  0 

XIU)     2y  -  n,x  +  myp  +  i:iL±iE^lOjLPO  «  0 

Gleichang  XI  ist  die  einfachste;  sie  soll  aach  zuerst  integrirt  werden.  Zunftchst  gehl 
sie  über  in  2yq  -f-  2  -h  2p^  —  mxq  +  rap  +  mp^  =  0.  Man  addire  (mpqy  —  mpqy) 
zu  dieser  Gleiehnng,  so  kann  man  sie  auf  folgende  Weise  schreiben 

(qy  +  i  -H  P*)  '  (2  -i-  mp)  -  (py  +  x)  .  mq  =  0 

Diese  Gleichung  wird  integrabel,  wenn  man  sie  mit  pö^ ^  multiplicirt;    und  thul 

tban  dieses,  so  geht  sie  über  in 

qy  -f  ^  -H  P'       (py  4-  i)  '  mg  _  Q 
2  +  mp  (2  H-  mp)« 

Diese  Gleichung  lässt  sich  gradezu  integriren;  und  es  gibt  sich 

XIV)         PL+^  =  H 
^      2  +  m  •  p 

Daraus  folgt  yp  —  mHp  =  2H  —  z ;  und  integrirt  man  wieder ,  so  bekommt  man 

i.y2-mHy  =  2Hz~|.x2^.^.G 

oder 

y2  -  2mHy  =  4Hx  -  x^  +  G 
oder 

y2  -  2mHy  4-  m^  •  H«  -h  x«  -  4Hx  -H  ««  =  G  -H  (4  -h  m^)  •  H« 
oder 

XV)    (y  -  mUy  H-  (x  -  2H)2  «  G  -i-  (4  4-  m«)  •  H» 

Dieses  ist  die  Gleichung  eines  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  da  liegt,  wo  x  =  211  und 
y  =  mH  ist.    Aus  XV  folgt 

y  =  mH  4-  (ifT) .  Kg  H-  m«  .  H2  -  x»  ^  4 .  Hx 

und  daraus  folgt  weiter 

P  =  (ifi)  .  -  X  -f-  2g_  _^ 

I^G  4-  m«  .  H2  -  x2  4-  4H  .  X 

und 

q  =  (ITT) ^G^(m2+4).H2      ^ 

(G  -h  ra«  .  H«  —  x»  +  4H  .  x)«        . 

Diese  für  y,  p,  q  hergestellten  Ausdrücke  hat  man  nun  in  die  Gleichungen  XII  und 
XIII  einzurühren;  und  man  findet,  dass  diese  identisch  werden,  wenn  H  =s  0.  Glei- 
chung XV  reducirt  sich  also  auf 

XVI)    y2  H-  x2  =  G 

Dieses  ist  aber  die  Gleichung  eines  jeden  beliebigen  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  im 
Anfiingspunkte/  der  Goordinaten,  d.  h.  im  Durchschnittspunkte  der  beiden  gegebenen 
Graden    liegt.     Mutirt    man    noch    einmal,    und   beachtet   man,    dass  jetzt   sowohl 

y  -h  *-±-E^  =  0  als  auch  —  rax  +  '"P  '  0  -H  P^)  ^  q  ^^j    g^  YiMbi  nur 
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Der  iuMriuIb  d«r  eekigen  KlunoMni  stehende  Facloi  kana,  wie  man  gradezo  erkennt, 
Dkht  immer  einerlei  Zeichen  behalten ;  and  somit  findet  jetzt  weder  ein  Maximam-stand 
sock  Mioimom-stand  statt. 

Zweiter  Fall.    Macht  man  dieselbe  Einschränkung,   wie  beim  zweiten  Falle  der 
88^'  Aalgabe ;  so  zieht  Glei«diang  X  sich  zurück  auf 

aO  =  -  -i±:^.J^./ay  -  mx  H- mpy  +  ^^iL±J?ßl^ii^LÖ\.^ 
Wl  -hm«    «*    \  «I  /     <>»* 

Man  bat  also  jetzt  nur  die  einzige  Gleichang 

fder 

2yq  +  mpyq  -H  8  •  (1  +  p«)  •  (I  +  mp)  —  mxq  =  0 

Weon  man  hier  (mpyq  —  mpyq)  addirt ,  so  kann  man  ledterer  Gleichang  auch  folgende 
FonD  geben 

8yq .  (I  -h  mp)  +  2 .  (1  -h  p«)  •  (1  -h  mp)  —  mq  •  (yp  H-  i)  —  0 


8  •  (yq  -«"  P^  -»-*)•(*  +  ™P)  —  mq .  (yp  H-  1)  =  0 

1 

2  •  (1  +  mp)« 


WeiiD  man  diese  Gleichung  mit  dem  einfihrmigen  Aasdnicke ^  mnlliplicirt , 


so  bekommt  man 

yq  -H>^  +  <        mg  -  (yp  -h  i)       ^ 

i    ^  1 

(I  4-  mp)«        2  -  (1  H-  mp)« 

Diese  Gleichang  kann  man  gradezo  Integriren,  und  es  gibt  sich 

XVIII)    yp  -*- '  =  R 

^     ri  -H  mp 

Daraos  folgt  yp  -f  x  =s  E  •  Yi  4-  mp ;  und  wenn  man  hier  auf  beiden  Seiten  dilTeren- 

tärt,  so  bekommt  man  y  •  dp  +  p  •  dy  -h  dx  =  -5-  •        *   ^   .    Man  multiplicire  diese 

^     rl-Hmp 

Gleichang  mit  p  =  ^,  so  gibt  sich  ypdp  +  (l  -^V^-^^^-     ^^  '   ^      ;  and 
"*  ^     r  1  -h  m  •  p 

weoD  man  diese  Gleichunff  mit  dem  ein(5rmigen  Ausdrucke  ^  maltipIieirL  so  geht 

vi  .+.  p« 
iieober  in 

rn-p2         '  *"       2     ri-i-mp    1^1 -hp« 

Dorch  Integration  bekommt  man 

XIX)  y.rrqq?«  F  +  |.r-=^==.— I=.dp 

•der,  wenn  man  lieber  folgende  Form  will 
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Die  hier  gesachte  Garve  ist  also  darch  zwei  Gleiehongen  (XVIII*  und  XIX  oder  XX) 
gegeben. 

Dritter  Fall.    Macht  man  dieselbe  Einschränkang ,   wie  beim  dritten  Falle  der 
86*****  Aafgabe;  so  zieht  Gleichung  X  sich  zurück  auf 

d\}  =r  _  I  my  4-  4yp  —  Smsp  -f-  3my  •  p^ 

-  5m  ■  pg)  >  (1  +  p^\    d^y 
q  )  '  6x 

Aan  hat  also  nur  die  einzige  Gleichung  ^ 

XXI)    my  -h  *yp  -  2n„p  -k 3my  •  p»  +  <"  +  *P  +  5m  .p»).(l  +P»)  ,  p 

oder 

XXII)    myq  -h  4ypp  ~  2mi  •  pq  -h  3my  •  j**  •  q  -H  m  -4-  4p 
-f-  6m  •  p2  +  4p3  +  5m  .  p*  =  0 

Dieser  Gleichung  sieht  man  es  nicht  so  leicht  an,  wie  man  sie  integriren  kann;  da  sie 
aber  durch  Gleichung  XVI  identisch  wird,  so  muss  XVI  entweder  ein  besonderes  oder 
ein  singoläres  Integral  von  Gleichung  XXI  sein.  Differentiirt  man  XVI,  so  bekommt 
man  py  +  x  =  0;  und  man  kann  zunächst  versuchen,  ob  diese  Gleichung  ein  beson- 
deres Integral  von  XXI  ist,  dessen  allgemeines  Integral  folgende  Form  haben  mag 

XXIII)    (py  -h  x)  .  (a  -h  b  .  p  -h  g  •  p2)'  «  K 

Differentiirt  man  diese  Gleichung,  so  bekommt  man 

(a  +  bp  +  g  •  fi^y  -  *  •  (a  •  yq  -h  b  .  (1  H-  c)  •  ypq  +  2cgxpq  4-  g  •  (1  -f-  2c) .  y  •  p«  •  q 
H-  a  +  b  •  p  H-  (a  H-  g)  •  p2  -h  b  •  p3  -h  g  .  p*  4-  bc  •  X  •  q)  «=  0 

Aus  dieser  Gleichung  kann  aber  nur  folgen 

ayq  4-  b  •  (1  -h  c)  •  ypq  +  2cgxpq  -h  g  •  (1  -h  2c)  •  y  •  p«  •  q 
+  a4-b«p  +  (a  +  g)-p24-b-p3  +  g.p4  +  bc-x-q  =  0 

Vergleicht  man  diese  Gleichung  Theilsatz  um  Theilsatz  mit  Gleichung  XXII ,  so  gelangt 
man  zu  folgenden  einzelnen  Gleichungen  a  =  m,  b-(l  +  c)  =  4,  2cg  =  —  2m, 
g  •  (1  -f~  2c)  =  3m,  b  =  4,  a  +  g  =  6m,  g  ■»  5m,  bc  =  0.  Diese  acht  Gleichun* 
gen  können  aber  nicht  alle  zugleich  bestehen;  und  man  erkennt,  dass  die  in  XXIII 
angenommene  Form  kein  erstes  Integral  der  Gleichung  XXII  sein  kann.  Man  mache 
nun  den  Versuch  mit  folgender  Form 

XXIV)    (yp  +  x)  .  (g  -h  a  .  p)»» .  (f  +  h  •  p)*  =  K 
Differentiirt  man ,  so  gibt  sich 

(g  4-  a  .  p)*»  -  1  .  (f  -f-  h  .  p)*  -  *  .  (fg  •  yq  -h  (af  -h  gh  -4-  abf  +  cgh)  •  y  •  pq 
H-  ah  •  (b  -H  c)  •  X  •  pq  +  (abf  -4-  cgh)  •  xq  +  ah  •  (1  +  b  +  c)  •  y  -"p*  •  q  +  fg 
-H  (af  +  gh)  •  p  +  (ah  +  fg)  •  p«  4-  (af  -h  gh)  •  p^  4-  ah  •  p^)  «-  0 
Daraus  kann  aber  nur  folgen 

fg  •  yq  4-  (af  4-  gh  +  abf  -h  cgh)  •  ypq  +  ah  •  (b  4-  c)  •  x  •  pq 
4-  (abf  H-  cgh)  •  X  •  q  4-  ah  •  (1  4-  b  +  c)  •  y  •  p«  •  q  +  fg  +  (af  4-  gh)  •  p 
H-  (ah  4-  fg)  •  p«  4-  (af  4-  gh)  .  p3  4-  ah  .  p*  =  0 
Vergleicht  man  diese  Gleichung  Theilsatz  um  Theilsatz  mit  XXII,  so  ergeben  sich  fol- 
gende einzelne  Gleichungen:  fg  =  m,  af  +  gh  4-  abf  +  cgh  =  4,  ah  •  (b  4-  c)  « 
—  2m,  abf  4-  cgh  =  0,  ah  •  (1  4-  b  4-  c)  =  3m,   af  4-  gh  =  4,    ah  +  fg  =  6m, 
ah  =  5m.    Allen  diesen  Gleichungen  wird  genügt,  wenn 


2 

4- 

If4- 
m 

5 

f 

.  m2 
=  m 

b  = 

.  g  = 

a  - 

-KT 

—  5 

.m3 

e  m. 

— 

S 

—wr 

-5m» 

6. 

»»'4- 
h  = 

-5. 
2  - 

5. 

ifi- 

Tm« 

W^ 

-5. 

m' 
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Glaiefc—g  XXIV  geht  akc 

•  tUter  in 

.(..1 

m 

2- 

-ir4- 

If4- 

-5m« 

(yp  +  «) 

-Sm» 

—  2 

P)     '■ 

5m2 

> 

1»'4- 
2- 

-5m» 
5m2 

<m+(2 
•der 

-ir*- 

(m4-(a 

-5m«J- 

* 

=  R 

■U'4- 

Sm» 

(yp  +  0  • 

+  ir4 

-5in«) 

5m^ 

2^ 

-ir*- 

-Sm» 

-2 

-5m» 

-ir4 

-Sm« 

^    c 

tf-A 

l(»«9 

■Dd  wenn  man  den  willklkrHclien  Constanten  K  ändert,   so  kann  man  statt  letzterer 
Glekhung  auch  setzen 


2— rf4-~5mg 
(yp  +  z)  .  (m  H-  (2  -f.  imrsSä) .  p)^  •  ^^-^^  ^ 

—  9  —  If  4  —  5  .  m« 


oder 


(m  +  (2  -  If  r=rSS5)  .  p)  5  .  r 4  -  5  .  m«      _  L 

2  — r4  —  5m> 
XXV)    (yp^,).("-^(^-^'^^^^^-)P>^-'''Zg-L 

(m  -h  (2  -  If 4  -  5m2)  •  p)^  '  ^^^^^^       . 

Wenn  man  letztere  Gleicbong  differentiirt ,  and  dann  alle  Vereinflichongen  vornimmt; 
so  gelangt  man  wieder  zn  Gleichang  XXII.  Dass  aber  dieses  GeschSIt  am  bequemsten 
ansznllkhren  ist,  wenn  man  Gleicbnng  XXV  vorerst  in  eine  logaritbmiscbe  umsetzt; 
daran  braacht  bier  nicbt  mebr  erinnert  zn  werden.    Man  bezeichne  zur  Abkürzung  den 

gebrocbenen  Factor  der  Gleichung  XXV  kurzweg  mit  — ;  so  gebt  sie  ober  in  ^  '  ^  — 

=  L,  oder 

y  .  p  H-  X  =  L  .  x(p) 

DiHerenfiirt  man  diese  letztere  Gleicbong,  so  gibt  sich 

y  .  dp  +  p  •  dy  -H  dz  -e  L  •  d^rp) 

and  wenn  man  mit        ^     ■  maltiplieirt«  so  gibt  sich  weiter 

oder 

Durch  IntegraGon  bekommt  man 
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Auch  die  hier  geguchte  Cnnre  ist  darch  zwei  Gleichongeo  (XX.V  oimI  XXVI)  gegoboD. 
Das  Radical  lf  ^  —  5  •  m^  bat  entweder  durchweg  seine  positive  oder  durchweg  seine 
negative  Bedeatang. 


Aofgabe   89. 

Man  hat  eine  Menge  von  unter  sich  parallelen  Oraden,  und  man  8uc|it  eine  anf 
ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  bezogei^e  ebene  Gurve.  In  den  zu  irgend  einer 
nach  Belieben  genommenen  Abscisse  x  gehörigen  Punkt  dieser  Gurve  legt  man  den 
KrQmmungskreis,  welcher  eine  Jede  dieser  Parallellinien  zweimal  durchschneidet  ^  so 
dass  jedes  der  auf  diesen  Parallellinien  abgeschnittenen  St&cke  eine  Sehne  des  KrQm- 
mungskreises  bildet  Die  gesuchte  Gurve  soll  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Eigen- 
schaft haben,  dass  die  Summe  der  Quadrate  aller  obgenannten  Sehnen  entweder  ein 
Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird. 

Die  unter  sich  parallelen  Graden  (6g.  II)  seien  MP,  NQ  etc.  Die  Durchffihrnng 
der  Aufgabe  wird  vereinfacht,  wenn  man  die  Abscissenaxe  senkrecht  auf  die  besagten 
Parallellinien  zieht  Wenn  r  und  9  die  Goordinaten  des  Krfimmungamittelpunktes,  ond 
x'  und  y'  die  Goordinaten  des  KrUmmungskreises  sind ;  so  ist 

0    (y'-^)»-H(i'-r)»  =  ^ 

die  Gleichung  des  KrUmmungskreises.    Daraus  folgt 


II)    y'  =  i^  +  Wgß  -  ix'  -  xy 

1 

i  -4-  D*  D  -I-  n^  f  1    -h  D^^* 

Nun  ist  1?  =  y  H ,  r  =  i  —  *- ^ ,    und  o  =  ^^ =-^  ;    und   wenn   man 

q  q  '^  q 

diese  Ausdrftcke  in  II  einlUhrt,  so  bekommt  man 

in)    y'  =  y -H  LtP!  ^  |f(l:tP.y_  2. (,._,).P±^  _(,*_.). 

Das  Radical  hat  sowohl  seine  positive  als  negative  Bedeutung;  und  man  erkennt,  dass 
es  fikr  y'  z%ei  verschiedene  Ausdrücke  gibt,  d.  h.  zu  jeder  beliebigen  Abscisse  x'  gibt 
es  zwei  verschiedene  Ordinaten.  Setzt  man  die  Abscisse  OM  =  ai,  so  geht  dabei 
Gleiohnng  III  über  in 


Dadurch  sind  die  zu  OM  gehörigen  Ordinaten  Mm  und   Mw  zugleich  ausgedrückt; 
und  zwar  ist 


und 


Die  Sehne  mw  ist  also  s  Mw  —  Mm,  d.  h.  es  ist 


„w  =  2  .  |/(*-±P?)'- 3  .  (a.  -  X)  .  P±^  -  (..  -  .)» 
qnd  daraus  folgt 

Setzt  man  Ibmer  die  Abscisse  ON  "»  82,  so  bekommt  man  auf  gleiche  Weise 
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VI)  nv.=*.[(L±^'-«. (•.-.). E^-(.,-V] 

«d  so  fort.    Und  setct  man  endlich  die  letzte  Abscisse  6r  ss  a„,   so  Iwkoniait  man 

VII)  „.-*.[(l±^y_«. (.„-.). I^-(a.-x)^] 
Die  Angabe  f&hrl  also  auf  folgenden  Aosdrack : 

vnD  d=...[(l±J?)'-».(..-.).lL±J? -(«-.)>] 
-»=[(4^'-«(«-«)-^-(«--)'] 

*»-[('-f^'-«(H-.)'^-C.-.)'] 

Diesen  Aosdniek  kann  man  noch  omformen  in 

IX)    D=4o.(l±g)'.H8a.(.-'*  +  '»+^--    +'").g^ 

-  4 .  [(ai  -  X)«  -t-  (a,  -  I)«  + H-  (a.  -  x)»J 

Darch  Matiren  bekommt  man 

I)  w  =1?. [». 0  4- pO  +  (.-'''^'''^„-^  *•)■(< -^V)i]-^ 

Erster  Fall.  Soll  dieselbe  Allgemeinheit  stattfinden,  wie  beim  ersten  Falle  der 
85"***  Aal^be,  so  nOssen  folgende  zwei  Gleicfiangen  zngleicli  besteben: 

XI)    ap  .  (1  +  p»)  +  (i  -  '*  "*"  *'  "^^'  •  ■  •  +  '°\  .  (1  +  3pO  •  q  =  0 
XII)    (H-p^+^,_!L±iL±l^^^  +  ±»J.p.q  =  0 

Man  erkennt  aber  gradeza,   dass  es  keine  Function  von  x  gibt,    welche  diese  beiden 
Gleichongen  zugleich  identisch  macht 

Zweiter  Fall.  Sucht  man  nur  diejenige  Curve,  die  bei  irgend  einer  nach  Be- 
lieben gewählten  Abscisse  x  den  Torgeieglen  Ausdruck  gritoser  oder  kleiner  macht,  als 
ihn  alle  die  Conren  machen  k5nnen,  welche  nicht  nur 

d)    der  gesuchten  GurTo  stelsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 
0)    bei  der  grade  gewählten  Abscisse  x  alle  ihre  Beröhrenden  mit  der  Be- 
rfihreiiden  der  gesuchten  Cnnre  parallel  haben; 

so  ist  jetzt  ^  =  0,  ^^  =  0  etc.    (Man  sehe  den  dritten  Fall  der  61*'*''  Aufgabe.) 

Gleichung  X  reducirt  sich  also  auf 

Man  hat  also  jetzt  die  einzige  Gleichung 

XIV)      (1  4-  pO  +  («  -  -—  '^  "^^-    •  '  "^  M  .  p  .  q  =  0 


d«dy 
"di^ 


Digitized  by 


Google 


72 

Diese  Gleichung  wird  einfacher,    wenn  man  Ix  —  ^ ^ '-^-^ ^üi    =    x  seUt; 

denn  dabei  geht  sie  über  in(l-l-p^  +  z«pq  =  0,  oder  in  -  -h  r-^—^  ==  0,  oder 

"* *"  i  '  ^  ■*  ^'  '*'**'  daraos  folgt  lg  nat  z  +  lg  nat  iTl  +p^  =  lg  nat  A,  oder 

z         1  ^-  p* 

z  .  irnTp«  =  A.    Daraus  folgt  weiter  p  —  i  .  ifA^  —  z«,  oder  dy  =  —  -ITa^  —  z«. 
Wenn  man  abermals  integrirt,  so  gibt  sich 


XV)    y  =  B  +  lf  A«  -  z2  -h  4  •  lg  nat      ^  "^  ^-"Zl" 

Das  Radical  hat  entweder  durchweg  seine  positive  oder  darchweg  seine  negative  Be- 

X ■ ?|  znrückza- 

führen. 

Dritter  Fall.  Sucht  man  nur  diejenige  Gurve,  die  bei  irgend  einer  nAh  Be- 
lieben gewählten  Abscisse  z  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht,  als 
ihn  alle  die  Gurven  machen  können,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Gurve  stetsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 
fi)    bei  der  grade  gewählten  Abscisse  x  alle  ihrem  zweiten  DifferentialquotieDt 
denselben  Werth  geben,   welchen  der  zweite  Differentialquotient  der  ge- 
suchten Gurve  annimmt; 

d^^v  d^^y 

so  ist  jetzt  -T-f  »  0 ,  --i-2~  ^  ^  ^^^*    Gleichung  X  reducirt  sich  also  auf 

Hau  hat  daher  jetzt  die  einzige  Gleichung 

XVn)    2p  .  (1  -+-  p«)  +  (x  -  '*  "'"''"^- •••"*"  M  .  (1  +  8  .  pS)  •  q  —  0 

(A4       I      3|a      I                           I      n    V 
X '-^-^ -\  setzt; 

denn   dabei   geht   sie   über   in   3p  •  (1    +  p*)  +  «  •  0    "•-  3p«) 'Q  ="0,   oder  in 
i        f  I  -h  3p«)  .  q       ^       ,      .    dz       1    /dp    .    2p .  dp\       ^        '        ^  ,  . 

J  "^  ap.d-f-V)  =  ^'  ^^^'  •"  T  -^  ä-(p  -^  i^j  =  ^-   '^^'»'"  ^^'«^^ 

Ig  nat  z  -f-  g  -  Os  i^'^l  P  +  '«  nat  d  +  p«))  =  lg  nat  C 

oder 

2  •  lg  nat  z  4-  lg  nat  [p  •  (1  +  p«)]  =  2 .  lg  nat  C 
oder 

Ig  nat  (z«)  +  lg  nat  [p  •  (1  -t-  p«)]  =  lg  nat  (G«) 


oder  z  •  ifp  •  (1  +  p«^  SS  G.     Führt  man  hier  für  z  seinen  Ausdruck  zurück,    so  be- 
kommt man 


xvm) 


(-  7  '^"^^^  ""„'••'"  ^")>^p>(i+pO=c 


Aus  dieser  Gleichung  folgt  x  -  '^  ^  '^  ^ "^  ^°  =  _    -  ;    und  wenn 

n  ?fp.(l  -hp«)' 

man  jetzt  auf  beiden  Seiten  differentiirt,  so  bekommt  man 

dx  =  -  ^  .  (1  4-  3  .  p«)  .  dp 

^    P  •  0  +  pO  •  ^P  •  0  -H  pO 
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dv 
Mttiliplicirt  mao  beiderseits  niit  -p  »  p«  so  gibt  sich 

dy  =  -  -^  X  («  +3p«).dp  , 

2        (i  +  P»)  •  H^P  •  (1  +  P*) 
lalegrirt  man,  so  gibt  sich 

X.X,  ,  =  E-c./^x(^L£P^iZ')..p 

oder,  wenn  man  lieber  folgende  Form  will 


3 


XX)    y  -  E  - 


CiP ^Cl    P      \» 


— /fe)- 


Die  jetzige  Carve  ist  also  dorcb  zwei  Gleichungen  (XVIII  und  XIX  öder  XX)  gegeben, 
in  velchen  aUe  Radicale  die  nemliche  (d.  h.  entweder  durchweg  die  positive  oder  durch* 
weg  die  negative)  Bedeutung  haben. 


Au  fgabe   90. 

Man  sacht  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinatensystem  bezogenen 
ebenen  Curven,  welche  bei  einerlei  Abscisse  x 

f)    auch  einerlei  Subtangente  and 

3)    eine  gleichgrösse  Ordinate  des  Rrümmungsmittelpanktes 
haben,  diejenige  heraus»  die  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  so  beschaffen  ist,  dass,  wenn 
man  ihren  zu  irgend  einer  nach  Beliebefi  gewählten  Abscisse  x  gehörigen  Punkt  nimmt, 
der  zn  diesem  Punkte  gehörige  KrQmmungshalbmesser  grösser  oder  kleiner  wird,    als 
er  bei  derselben  Abscisse  z  von  allen  andern  Curven,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Carve  stetsrorl  nächstanliegen,  sondern  auch 

ß)    den  oben  gestellten  zwei  Bedingungen  genügen, 
gemacht  werden  kann. 

Die  vorgelegte  Aufgabe  l&hri  zunächst  auf  den  Ausdruck 

'  q 

veicher  ein  Maximum-stand  oder  llinimum-stand  werden  soll,  während  y  nar  aus  der 
Zahl  derjenigen  einander  stetsfort  nächstanliegenden  Functionen  gewählt  werden  darf, 
vo  die  beiden  Ansdröcke  . 

II)     ? ,  und  III)    y  -h  i-i^* 
P  q 

bei  einerlei  Werthe  des  x  bez&giich  einerlei  jedoch  nichtgegebene  Werthe  behalten. 

Das  zweideutige  Radical  in  Gleichung  I  p&hrl  davon  her,  dass  die  Lage  des  Kr&m- 
■QDgshalbmessers  unbestimmt  ist,  indem  jeder  Halbmesser  des  Krömmungskreises  als 
Krfinunongshalbmesser  betrachtet  werden  mass. 

Ans  Gleichung  I  folgt 

IV)   aü-CLdU!?!'  .(3p.^y_tiP'.Ä 

^  q  \  "^     dx  q  dx^  / 

Ans  den  in  II  und  III  gegebenen  Bedingungen  folgt 

V)  ,y  =  +.y  .  «y 

^      ^  p       dx 

Qad 

Föhrt  man  den  in  V  far  ^y  aufgestellten  Ausdruck  in  VI  ein,  so  gibt  sich 
IV  10 
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'       vii^    ü^  -=  -^.  (ä  •  P'  +  y  q)  •  q    diy 
^     dx«  p .  (1  +  p»)       ■  ix 

Gleichung  IV  gebt  also  jetzt  über  in 

v„oaü  =  4liöi  .,,._,.„.-£ 

Damit  d\]  =  0  werden  kana,  mass  sdn 

IX)     p2  -  q  .  y  =  0 
Diese  Gleichung  ist  gleichbedeutend  mit  p  •  dy  •*-  y  •  dp  »0.    MnltiplicirC  man  mit 

~5,  80  gihl  sich  ^-^^ — ^ — S  =  0;  und  daraus  folgt  durch  Integralion  =-  =-  m,  oder 
y  =  m  •  p,  oder  -f  =>  — .  integrirt  man  wieder,  so  bekommt  ipan  Ig  nat  y  —  Ig  nat  A 

=  — ,  oder  lg  nat  (-—)  =  —  ,  oder  ^  =  e"  ;    und  daraus  folgt 
m  \  A '        m  A 

X 

X)    y  -i  A  .  c" 

Hier  sind  A  und  m  die  zwei  (durch  die  Intonation  eingegangenen)  willkikritclien  Con- 
stanten. 

Die  gesuchte  Curve  ist  also  die  sogenannte  logis tische,  Und  hat,  wie  auch  im- 
mer die  Integrationsconstanten  bestimmt  werden  mögen,  folgende  zwei  Eigenscbaflen : 
£ 

f)  Weil  e"*  positiv  bleibt  bei  jedem  Werlhe  des  x  und  des  m;  so  erkennt  man  ah 
Gleichung  X,  dass  y  dasselbe  Zeichen  behält,  wie  der  Gonstante  A,  d.  h.  alle  Ordinalen 
liegen  auf  der  nemlichen  Seite  der  Abscissenaxe ,  und  diese  kann  niemals  von  der  Curve 
durchschnitten  werden. 

2)    DifTerentiirt  man  Gleichung  X,  so  bekommt  man 

XI)  J-y  =  A.e^=y 

'^     dx         m  m 

^"^    dx2  "  m2    *^     •"   m2 

d^v 
An  dieser  letzteren  Gleichung  erkennt  man,    dass  j-^  und  y  immer  dasselbe  (positive 

oder  negative)  Vorzeichen  gemein  haben,  d.  h.  dass  die  Curve  in  ihrer  ganzen  Aus- 
dehnung gegen  die  Abscissenaxe  convex  ist. 

Man  mutire  Gleichung  IV  noch  einmal,  eliminire  ^y,  S^y,  -j-^,  .  g"^  ,  und  be- 
rücksichtige, dass  p^  =  y  •  q  ist  (wie  aus  Gleichung  IX  folgt);  so  bekommt  man 

3 


oder 


Femer  ist 

XV)    i;'-!^^*xf.(m.  +  yO^ 

Man  sieht  nun,  dass  sowohl  der  f&r  ^U  als  auch  der  für  U'  hergestellte  Ausdruck  den 

m  i 

gemeinschaftlichen  Factor  -—  -  (^^  +  y^)^  enthalten.    Somit  wird  man  sich  (man  sehe 

$.  114,  a.,  S.  170,  und  vergleiche  die  hinter  Gleichung  Till  der  76'****  Aufgabe  stehende 
Anmerkung)  auf  folgende  Weise  entscheiden : 
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a)  Gibt  mao  dem  zweideuligeo  Aadioal   diejeniga  Bedeolung,   bei   welcher  das 
Frodocl (x'  +  y^'  positiv  wivd;  so  ist  auch  U'  posiliv,  und 

aa)    bei  all  denea  Wertheo  des  x,   bei   welchen  die  Differenz  (m^  —  2  •  y^) 

positiv  ist,  ist  aoch  ^U  positiv,  und  unser  positives  U'  ein  Minimum-stand ; 

dagegen 
bb)    bei  all  deaeo  Wertben  des  x,   bei  welchen  die  Differeni  (m^  — .  2  •  y'^ 

negativ  ial,    ist  aach  ^U  negativ,    ond  unser  positives  U'  ein  Maiimum- 

stand;  and 
oe)    in  dem  Falle,  wo  2  •  y^  =x  m^,  also  d^U  =  0  ist,  findet  weder  ein  Maxi- 

mnm-stand  poch  Mioimum-stand  statt. 

b)  Gibt  man  dem  zweideutigen  JEtadical  die  Bedeutung,    bei  welcher  das  Froduct 

—  •  (x^  -h  y^)^  negativ  wird ,  so  ist  auch  U'  negativ ;  und 

aa)    bei  all  denen  Werlhen  des  i ,   bei  welchen  die  Differenz  (m^  —  2  •  y^ 
positiv  ist,  ist  ^U  negativ,  somit  unser  negatives  U'  ein  Maximum-stand, 
jedoch  in  dem  Sinne,   nach  welchem  in  der  Analysis  ein  negativer  Aus- 
druck fOr  desto  grösser  gilt,  je  näher  sein  Werth  bei  Null  liegt;  dagegen 
bb)    bei  all  denen  Werthen  des  x ,   bei  weichen  die  Differenz  (m^  —  2  •  y^ 
negativ  ist,  ist  iPV  positiv,  somit  unser  negatives  U'  ein  Minimum-sland , 
jedoch  in  dem  Sinne,    nach  welchem  in  der  Analysis  ein  negativer  Aus- 
dmcii  fikr  desto  kleiner  gilt,  je  weiter  sein  Werth  von  Null  absteht;  und 
cc)    in  dem  Falle,  wo  2  •  >2  =  m^,  also  ^U  =  Q  ist,  findet  weder  ein  Maxi- 
mam-stand  noch  Minimum-stand  statt 
Man  kann  sich  also,  wenn  man  will,  auch  auf  folgende  Weise  entscheiden : 

a)    Bei  den  Werthen  des  x,   bei  welchen  die  Differenz  (m^  —  ^ '  y^)  positiv 
wird,  haben  U'  und  if^  einerlei  Vorzeichen;   und  somit  werden  bei  all 
diesen  W^erthen  des  x  von  der  gesuchten  Curve  kürzere  KrQmmung[shalb- 
messer  geliefert,    als  von  allen  jenen  Curven,   die  der  gesuchten  sletsfort 
nächstanliegen,  und  zugleich  den  in  der  Aufgabe  gestellten  zwei  Bedingun- 
gen gentkgen. 
ß)    Bei  den  Werlhen  des  x,    bei  welchen  die  Differenz  (m^  —  2  •  y^  negativ 
wird,    haben  U'  und  d^U  entgegengesetzte  Vorzeichen;    und  somit  werden 
bei  all  diesen  Werthen  von  der  gesuchten  Curve  längere  Kriümmungshalb- 
messer  geliefert,   als  von  allen  jenen  Curven,   die  der  gesuchten  stetsibrt 
nächstanliegen,  ond  zugleich  den  in  der  Aufgabe  gestellten  zwei  Bedingun- 
gen genägen. 
y)    In  dem  Falle,  wo  2  •  y^  «  m^,  also  ^Ü  =  0  ist,  muss  nicht  nothwendig 
der  von  der  gesuchten  Curve  gelieferte  Krümmungshalbmesser  länge!"  oder 
kftrzer  sein,  als  jeder  der  KrDmmongshalbmesser,  welche  von  allen  deo 
Curven  geliefert  werden,    die  der  gesuchten  sletsfort  nächstanliegon«   und 
den  in  der  Aufgabe  gestellten  zwei  Bedingungen  genügen. 
Weil  die  in  n  und  III  gestellten  Bedingungen  keine  Gleichungen  sind,   so  können 
die  beiden  Constanten  A  und  m  nur  dadurch  bestimmt  werden,  dass  man  die  gesuchte 
Corvo  noch  zweien  Nebenbedingungen  unterwirft,  z.  B. 

I)    Die  gesuchte  Curve  soll  durch  die  zwei  festen  Punkte  (a,  b)  und  (a,  ß}  gehen. 
Für  diese  Pookte  geht  Gleichong  X  bezüglich  über  in 

_a_  JK 

b  =  A.e"   and  i9  r=r  A  -e"" 

Daraus  folgt  zunächst  m  «  -^  = ^  ;    und  somit  gibt  sich  der  Werth 

Ignat(e)        IgnatQ 

des  A  von  selbst  Mao  ve^sse  aber  nfcht,  dass  die  hiesige  Curve  ganz  auf  einer  and 
dsfselben  Seite  der  Abscisseoaxe  liegt,  dass  also  die  beiden  festen  Ordinalen  entweder 
gleichzeitig  positiv  oder  gieicbzeitig  negativ  sein  müssen. 
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2)  Die  gesQchCe  Cqrve  soll  darch  einen  festen  Ponkt  (a,  b)  gehen,  und  die  zar 
Abscisse  a  gehörige  Berührende  soll  mit  der  Abscissenaxe  einen  Winkel  bilden,  dessen 
goniometrische  Tangente  =»  h.    Hier  hat  man  die  beiden  Gleichangen 

-  A       - 

b  =  A     e"  ond  h  =—    e" 
m 

woraus  sich  die  beiden  Gonstanten  A  und  m  bestimmen  lassen.     ^ 

3)  Die  gesachte  Corvo  soll  zwar  darch  kc^'nen>  festen  Pankt  gehen,  aber  die  zu 
den  Abscissen  a  und  a  gehörigen  Berührenden  sollen  mit  der  Abscissenaxe  solche  Win- 
kel bilden,  deren  goniometrischen  Tangenten  bezüglich  die  Werthe  g  und  h  haben. 
Hier  hat  man  die  beiden  Gleichungen 

g  =  A.e™   und"h==— .e" 
**        m  m 

woraus  sich  die  beiden  Constanten  A  und  m  bestimmen  lassen. 

Und  dergleichen  Nebenbedingungen  mehr. 


Aufgabe    91.  ^ 

Man  sucht  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinatensystem  bezogenen 
ebenen  Corven ,  welche  bei  einerlei  Abscisse  x 

1)  auch  einerlei  Subnormale  und 

2)  eine  gleichgrosse  Ordinate  des  Rrümmungsmittelpunktes 

haben,  diejenige  heraus,  die  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  so  beschalTen  ist,  dass,  wenn 
man  ihren  zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  x  gehörigen  Punkt  nimmt, 
ihr  zu  diesem  Punlite  gehöriger  Krümmungshalbmesser  grösser  oder  kleiner  wird,  als 
er  bei  derselben  Abscisse  x  von  allen  andern  Curven,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Curve  sletsrort  nächstanliegen,  sondern  auch 

ß)    den  oben  gestellten  zwei  Bedingungen  genügen, 
gemacht  werden  kann. 

Hier  soll  wieder  .der  Ausdruck 

,)  ü  =  o+p^)^ 

^  q       ' 

ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  werden,  während  y  nur  aus  der  Zahl  derjeni- 
gen einander  stetsfort  nächstanliegenden  Functionen  gewählt  werden  darf,  wo  die  beiden 
Ausdrücke  « 

1  -fpg 


H)    y  .  p,  und  Dl)  y  ^ 

bei  einerlei  Werthe  des  x  bezüglich  einerlei  aber  nichtgegebene  Werthe  behalten. 

Hier  rührt,  wie  schon  in  voriger  Aufgabe  bemerkt,  das  in  Gleichung  I  beflndliche 
zweideutige  Raaical  davon  her,  dass  die  Lage  des  Krümmungshalbmessers  unbestimmt 
ist,  indem  jeder  Halbmesser  des  Rrümmungskreises  als  Krümmungshalbmesser  betrach- 
tet werden  muss. 

Aus  Gleichung  I  folgt     - 

.V)   a„  =  tLiö*.(ap.^-!iif.*^^) 

Aus  den  in  II  und  HI  gegebenen  Bedingungen  folgt 


upd 

Führt  man  den  in  V  hergestellten  Ausdruck  in  VI  ein,  so  gibt  sich 


^        "^         q        dx  q«  dx2  ; 
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'"^     dx«    -       P(i+P»)  «Ix 


Gleichaiig  IV  geht  also  über  in 

Damit  dod  W  =  0  werden  kann,  moss  sein 

IX)     1^2  ^-  y  .  q  =  0 
Diese  Gleichong  ist  gleichbedeolend  mit  p  •  dy  +  y  •  dp  =  0.    Integrirt  man ,   so  gibt 
sieh  y  •  p  =  A.    Daraas  folgt  y  •  dy  =  A  •  dx;  and  daraus  folgt  dorcb  abermalige  in- 

lemtioa 

X)  y2  =  2Ax  +  B 
Die  gesuchte  Carve  ist  also  die  ApoUonische  Parabel,  wo  A  nnd  B  die  zwei  (dorch 
die  Integration  eidgegangenen)  willktkrlicben  Gonstanten  vorstellen,  welche,  eben  weil 
die  in  n  and  III  vorgeschriebenen  Bedingungen  keine  Gleichungen  sind,  «ar  dadurch 
besliBimt  werden  können,  dass  man  die  gesuchte  Gurve  noch  zweien  Nebenbedingungen 
ualerwirft,   wie  dergleichen  schon  in  voriger  Aufgabe  aufgestellt  wurden.    Man  mutire 

GleKhong  IV  noch  einmal,  ehminire  dy,  a»y,  -^,  "dx^'  ""^  berücksichtige,  dass 
y.q  «.  _  l>2  isi  (^e  aus  Gleichung  IX  folgt);  so  bekommt  man 

Dülereatiirt  man  GleichoDg  X,  so  bekommt  man  y  •  p  =  A,  und  y^  q  +  p'  a  0, 
woraus  p  =  —  und  q  =  — j-  folgt.  Die  Gleichungen  I  und  XI  gehen  also  bezikglich 
über  in 

-  =  f^.  -  «3  =»  •  {j^f  ■  ä^  •  ©' 

Hieran  erkennt  man,  dass  9^  dasselbe  Vorzeichen  hat,  wie  U'.  Man  wird  sieh  also 
(nach  $.  fl4,  a-,  S.  170)  auf  folgende  Weise  entscheiden: 

a)  Gibt  man  dem  zweideutigen  Radical  seine  negative  Bedeutung,  so  hat  der 
Kiümmungahalbmeaser  einen  positiven  Werth  bei  Jedem  Werthe  des  x.  Dabei  Ist  auch 
W  positiv,  d.  h.  der  Krümmungshalbmesser  der  gefondenen  Gurve  ist  ein  Minimum- 
sland. 

b)  Gibt  man  dem  zweideutigen  Radical  seine  positive  Bedeutung,  so  hat  der 
Krümmungshalbmesser  einen  negativen  Werth  bei  jedem  Werthe  des  x.  Dabei  ist  auch 
W  negativ,  d.  h.  der  negative  Krümmungshalbmesser  der  geftindenen  Gurve  ist  ein 
Maximum-Stand,  was  jedoöh  nur  in  dem  Sinne  zu  nehmen  ist,  dass  in  der  Analysis  ein 
negativer  Ausdrock  für  desto  grösser  gilt,  Je  näher  sein  Werth  bei  Null  liegt 

Man  kann  sich  also,  wenn  man  will,  auch  auf  folgende  Weise  entscheiden: 

Weil  bei  allen  Werthen  des  x  die  für  U'  und  IßH  hergestellten  Ausdrücke  einerlei 

Zeichen  haben,   so  werden  bei  allen  Werlhen  des  x  von  der  gesuchten  Gurve  kürzere 

ItUmmnngahalbmesser  geliefert,   als  von  allen  jenen  Gurven,    welche  der  gesuchten 

Stelsfort  nichstanlfegen ,  und  den  in  der  Aufgabe  gestellten  zwei  Bedingungen  genügen. 


Aufgabe  92/ 

Man  soll  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Goordinatensystem  bezogenen  ebenen 
Conen  diejenige  heranssncheu ,  welche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Eigenschaft 
ksl,  dass,  wenn  man  den  zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  z  gehörigen 
^vnkt  nimmt,  der  zwischen  der  Subnormale  und  dem  Krümmungshalbmesser  dieses 
Paokles  stattfindende  Unterschied  ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  ist. 

Die  vorgelegte  Aufigabe  führt  zunächst  auf  den  Ausdruck 
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2)  Die  gesachte  Gprve  soll  dorch  einen  festen  Ponkt  (a,  b)  gehen,  ond  die  zur 
Abscisse  a  gehörige  Berührende  soll  mit  der  Abscissenaxe  einen  Winkel  bilden,  dessee 
goniometrische  Tangente  «  h.    Hier  hat  mau  die  beiden  Gleichungen 

-  A       - 

b  =  A     e"*  und  h  =— -e" 
■^     m 

woraus  sich  die  beiden  Gonstanten  A  und  m  bestimmen  lassen.     ^ 

3)  Die  gesachte  Garve  soll  zwar  dsrch  k^'neu>  festen  Punkt  gehen,  aber  die  zu 
den  Abscissen  a  and  a  gehörigen  BerQhrenden  sollen  mit  der  Abscissenaxe  solche  Win- 
kel bilden,  deren  goniometrischen  Tangenten  beztkglich  die  Werthe  g  and  h  haben. 
Hier  hat  man  die  beiden  Gleichungen 

g  =  A.e™   und  h=:-.e" 
'^        m  •         m 

woraus  sieh  die  beiden  Gonstanten  A  und  m  bestimmen  lassen. 

Und  dergleichen  Nebenbedingongen  mehr. 


Aufgabe    9f.  ^ 

Man  sacht  anter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Goordinatensystem  bezogenen 
ebenen  Gurven ,  welche  bei  einerlei  Abscisse  x 

1)  auch  einerlei  Snbnormale  and 

2)  eine  gleichgrosse  Ordinate  des  RriimmungsmittelpankCes 

haben,  diejenige  heraus,  die  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  so  beschaffen  ist,  dass,  wenn 
man  ihren  zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  x  gehörigen  Punkt  nimmt, 
ihr  zu  diesem  Punlite  gehöriger  l^römmungshalbmesser  grösser  oder  kleiner  wird,  als 
er  bei  derselben  Abscisse  x  von  allen  andern  Gurven,  welche  nicht  nur 

<z)    der  gesuchten  Gurve  stetsfort  nächstanliegen»  sondern  auch 

ß)    den  oben  gestellten  zwei  Bedingungen  genügen, 
gemacht  werden  kann. 

Hier  soll  wieder  .der  Ausdruck 

,)  i^^(L±jd^ 

q       ^ 

ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  werden,  während  y  nur  aus  der  Zahl  derjeni- 
gen einander  stetsfort  nächstanliegenden  Fanctionen  gewählt  werden  darf,  wo  die  beiden 
Ausdrücke  « 

H)    y  •  p,  und  Hl)  y  +  i^^P! 

bei  einerlei  Werthe  des  x  bezüglich  einerlei  aber  nichtgegebene  Werihe  behalten. 

Hier  rührt,  wie  schon  in  voriger  Aufgabe  bemerkt,  das  in  Gleichung  I  befindliche 
zweideutige  Badical  davon  her,  dass  die  Lage  des  Krümmungshalbmessers  unbestimmt 
ist,  indem  jeder  Halbmesser  des  Rrümmungskreises  als  Krümmungshalbmesser  betrach- 
tet werden  muss. 


Aus  Gleichung  f  folgt 

,v)   »  =  tLi^'.(,p.^-Lti?.0) 


i 

^2 


q  \  •      dx  q 

Aus  den  in  11  und  HI  gegebenen  Bedingungen  folgt 

V)  *y  =  -y.^ 

^      ^  p       dx 


upd 

Führt  man  den  in  V  hergestellten  Ausdruck  in  VI  ein,  so  isibt  sieh 


^       ^        q        dx  q2  dx«  J 
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vin   ^y  -  ^'(ap'-yq)  ,  «y 
'"^  15"  -     p  •  (I  +  p»)        <•» 

Gleidinig  IV  geht  also  ttber  in 

Damit  nun  dU  ^=  0  werden  kann,  mass  sein 

IX)    p2  H-  y  .  q  =  0 
Diese  Gtekhimg  ist  gleichbedeolend  niü  p  •  dy  +  y  •  dp  =  0.    Integrirt  man ,   so  gibt 
sich  y  •  p  =  A.    Daraas  folgt  y  •  dy  =  A  •  dx;  und  daraus  folgt  durch  abermalige  In- 

legralioa 

X)  y«  =  2Ax  -h  B 
Die  gesachte  Corre  ist  also  die  Apollonische  Parabel,  wo  A  and  B  die  zwei  (dorch 
die  Integration  eiilgegangenen)  willktkrlichen  Gonstanten  vorstellen,  welche,  eben  weil 
die  in  n  ond  III  yoit^eschriebenen  Bedingangen  keine  Gleichangen  sind,  «ar  dadorch 
besüBimt  werden  können ,  dass  man  die  gesaehte  Gorve  noch  zweien  Nebenbedingangen 
onterwirfl,  wie  dergleichen  schon  in  voriger  Aufgabe  aufgestellt  wurden.    Man  mutire 

Gleicheng  IV  noch  einmal,  eliminire  ^y,  a»y,  -^,  -^i  «od   beracksichtige,   dass 

y  .  q  «B  ~  p2  ist  (wie  ans  Gleichung  IX  folgt);  so  bekommt  man 

Differeotiirt  man  Gleichong  X,  so  bekommt  man  y  •  p  =s  A,  and  y  •  q  +  p'  =:  0, 
woraos  p  =  —  und  q  =  — j-  folgt  Die  Gleichungen  I  und  XI  gehen  also  bezOghch 
über  in 

«•  =  i^±^.  -  «  =.  •  (x^f  •  «^  •  ©' 

Hieru  erkennt  man,  dass  ^^  dasselbe  Vorzeichen  hat,  wie  U'.  Man  wird  sieh  also 
(nnch  S-  fl4,  a-,  S.  170)  auf  folgende  Weise  entscheiden: 

a)  Gibt  man  dem  zweideutigen  Radical  seine  negative  Bedeutung,  so  hat  der 
Kriimmungshalbmeaser  einen  positiven  Werth  bei  jedem  Werthe  des  x.  Dabei  ist  auch 
4>U  positiv,   d.  h.  der  KrQmmungshalbmesser  der  gefundenen  Gurve  ist  ein  Minimum- 


b)  Gibt  man  dem  zweideutigen  Radical  seine  positive  Bedeutung,  so  hat  der 
KrfimmungBhalbmesser  einen  negativen  Werth  bei  jedem  Werthe  des  x.  Dabei  ist  auch 
ifj  negativ,  d.  h.  der  negative  KrQmmungshalbmesser  der  geftindenen  Gurve  ist  ein 
Maximora-stand,  was  jedoiih  nur  in  dem  Sinne  zu  nehmen  ist,  dass  in  der  Analysis  ein 
negativer  Ausdruck  für  desto  grösser  gilt,  je  näher  sein  Werth  bei  Null  liegt 
Man  kann  sich  also,  wenn  man  will,  auch  auf  folgende  Weise  entscheiden: 
Weil  bei  allen  Werthen  des  x  die  lür  U'  und  d<U  hergestellten  Ausdrikcke  einerlei 
Zeichen  haben,  so  werden  bei  allen  Werthen  des  x  von  der  gesuchten  Gurve  kOrzere 
Kntemungsbalbmesser  geliefert,  als  von  allen  jenen  Gnrven,  welche  der  gesuchten 
Stelsfort  nichstanifegen ,  und  den  in  der  Aufgabe  gestellten  zwei  Bedingungen  genügen. 


Aufgabe  92.' 

Man  soll  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Goordinatensystem  bezogenen  ebenen 
Curven  diejenige  heraussncheu ,  welche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Eigenschaft 
hat,  daas,  wenn  man  den  zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  z  gehörigen 
Punkt  nimmt,  der  zwischen  der  Subnormale  und  dem  Krikmmungshalbmesser  dieses 
Punktes  statt6ndende  Unterschied  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  ist 

Die  vorgelegte  Aufgabe  führt  zunächst  auf  den  Ausdruck 
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,)    ü  =  y.p-(L+^ 
q 

Die  Sabnormale  eines  jeden  Punktes  einer  ebenen  Curve  hat  bekanntlich  jedesmal  ihre 

bestimmte   Lage.    Erst  wenn  die  gesuchte  Garve  gefanden,  lässt  sich  ermitteln,  ob  der 

fOr  die  Sabnormale  stattfindende  Aosdrack  y  •  p  positiv  oder  negativ  ist. 

Der  Rrfimmangshalbmesser  hat  (wie  schon  in  den  beiden  vorigen  Ao^gaben  bemerkt 

worden)   keine  bestimmte  Lage,   indem  jeder  Halbmesser  des  Krikmmangskreises  als 

KrQmmongsbalbmeser  betrachtet  werden  muss.    Die  Unbestimmtheit  dieser  Lage  ist 

2 
(i  -I-  p?\« 
aoch  angedeutet  dorch  die  Zweideutigkeit  des  Radicals  in  dem  Ausdrucke  ^      ■    "^  ^ 

Hat  man  die  gesuchte  Curve  gefunden ,   und  für  das  Product  y  •  p  einen  positiven 
Ausdruck  erhalten;   so  gebe  man  dem  Radical  diejenige  Bedeutung,   bei  welcher  auch 

^ =-^  positiv  wird.    Wenn  aber  aus  der  (itar  die  gesuchte  Curve  sltCtfiDdendea 

Gleichung  sich  für  das  Product  y  •  p  ein  negativer  Ausdruck  ergibt;    so  gebe  man  dem 

2 
Radical  diejenige  Bedeutung,  bei  welcher  auch  ^^ ^-^    negativ   wird.     Es   mösseii 

(i  -h  D^' 
nemlich  y  •  p  und  ^^ ^-4-  immer  entweder  gleichieitig  positiv  oder  gleichzeitig  ne- 
gativ sein,   weil  nur  onler  dieser  Bedingung  der  in  Gleickiuig  I  befindlacbe  Aosdrack 

8 

auf  eine  Subtraction  fährt,  wahrend  er,  wenn  y  •  p  und  ^ ^-^  einander  entgegen- 
gesetzt wären,  auf  eine  Addition  fahren  würde. 
Mutirt  man,  so  gibt  sich  zunächst 

.0  ™  =  p.^  +  {,_iiJ-<lJuQ*).f -.fllil^.lS 

Erster  Fall.    Soll  dieselbe  Allgemeinheit  stattfinden,  wie  beim  ersten  Falle  der 
SS^*"  Autii^be;  so  müssen  gleichzeitig  die  drei  identischen  Gleichungen 
ni)    p  ==  0 

,V)    y^llP-l(Ljt^=o 


V)     0  H- V)^  -  0 


stattfinden«  Der  Gleichung  Hl  und  IV  wird  gleichseitig  genügt,  wenn  y  a=  0;  alleio 
dabei  würde  Gleichung  V  auf  den  Widerspruch  I  =0  führen,  d.  b.  auf  den  Widerspruch, 
dass  die  bestimmte  Zahl  1  gleich  Null  sei.  Es  kann  also  die  in  diesem  ersten  Falle 
gestellte  Allgemeinheit  nicht  stattfinden. 

Zweiter  Fall.    Macht  man  dieselbe  Einschränkang,  wie  beim  driiten  Falle  der 
M"*"  Aufgabe;  so  reducirt  Gleichung  U  sich  auf 


Darais  folgt 


V,)    ,o  =  (y_3:JLL(L^).^^ 


1 


vn).  y  -  Llpi(L±J^ -=  0. 

welche  Gleichung  sich  gradezu  umformt  in  x  •   _    ^       =  -^  ,   woraus   sich  nach  und 

^    Ir  1  -♦-  p*        y 
nach  ergibt 
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lg  nal  A  -h  ^  •  lg  nal  (p  4-  if  1  -+•  p»)  =  lg  nat  y 


oder 


vui)  A5 .  (p  -h  fTHTp«)  -  y^ 

Abs  dieser  Gleichoog  laaal  sich  ohDeweilors  folgeade  bilden 

IX)   2.A3.4^^^  =  dx 

^  yß  —  A^ 

vorana  durch  abermaliges  Integriren  sich 

w  f-[(^.«.../^-t-.....^y:-r.;*']-'^' 

ergibt.    Mao  kano  also  die  gedachte  Corve  noch  zweien  NebenbediDgQDgeo  anlerwerfeiii 
mn  die  beiden  Integralionsconslanteo  A  nnd  B  zu  besUmmen. 
Motirt  man  Gleichoog  VI  noch  einmal ,  so  bekommt  man 


XI)    ^ü  = 


3  .  (i  4-  2  ■  pg)      /ddy\2 


'm 


q  .  TTI  +  p2 
Aas  Gleichong  VII  folgt  aber 

3.p  q 

Y  •  f  1     +  O^) 

Wenn  man  hier  beiderseits  mit  (1  +  p^)  roolüplicirt,   so  bekommt  man  - — ^^ ^-— 

ä  3.p 

=    ^^ —    ^  ^   \  und  Gleichong  I  geht  ober  in 
<I 

XIII)    ü'=5^  .  (2.p2  —  i) 

Weno  man  aber  Gleichong  XU  beiderseits  mit  (1   4*  p^)  dhridirt,    so  bekommt  man 

Y  1 

i ^— I — ST  «  — ^        ^ ;  ond  Gleichung  XI  geht  über  in 

Aos  Gleirbnag  VIII  folgt  aber 

Fährt  man  diesen  Aosdrock  für  p  in  Gleichong  XIII  ond  XIV  ein;  so  ergeben  sich  fQr 
P  and  ^U  Aasdrücke,  welche  kein  Radical  enthalten.    Und  so  fort. 


Aufgabe  93. 

Man  soll    anter  allen    auf  .dasselbe  rechtwinkelige    Goordinatensystem    bezogenen 
ebenen  Gurren ,  welche  . 

1)  bei  einerlei  Abacisse  aocfa  einerlei  Normale  haben,  und  wo 

2)  der  Krümmungshalbmesser  jedesmal  gleich  ist  dem  Producte  eines  con- 
stanten  Parameters  und  der  zur  dritten  Potenz  erhobenen  goniometrischen 
Secante  des  von  der  Abscissenaxe  ond  der  Berührenden  einges<;hlos8enen 
Winkels , 

diejenige  heraussochen,  welche  in  Ihrer  ganzen  Ausdehnung  so  beschaffen  ist,  dass, 
wenn  man  ihren  zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  x  gehörigen  Punkt 
ninml,  die  Somme  der  (zo  dieseai  Pankte  gehangen)  dreifachen  Ordinate  ond  der 
Ordinate  des  Krümmongsvitlelponktes  grosser  oder  kleiner  wird,  als  sie  (die  Summe) 
bei  derselben  Abscisse  x  von  allen  andern  Curven,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Gorve  sielslöfft  ofiehaianliegen,  sondern  «veH 
0)    den  oben  gesjiellten  zwei  Bedingungen  genügen,  ^ 

cenacfat  werden  kann. 
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Wenn  p  die  goniometrische  Tangente  de«  von  der  Berahfenden  ond  von  der  Abscis- 
8enaxe  eingeschlossenen  Winkels  ist,  so  ist  ff  1  +  p*  die  goniometrische  Secante  des- 
selben. Erst  wenn  man  weiss,  wie  gross  dieser  Winkel  ist,  kann  man  entscheideo, 
welche  Bedentang  das  zweideutige  Radical  lf  1  -f-  P'  reprftsentirt. 

1  +  p^ 
Nun  ist  y  H —  die  Ordinate  des  Krömmnngsmittelpnnktes ;    and  so  ist  die 

Aufgabe  jetzt  folgende :    Es  soll  I 

I)    ü  =  3y  4-  y  H-  i^±^^ 

ein  Ifaximoip-stand  oder  Mioimnm-stand  werden,  während  y  nor  ans  der  Zahl  derjeni- 
gen einander  stetsfort  nächstanliegenden  Fonctionen  gewählt  werden  darf,  welche  alle 
bei  einerlei  Werthe  des  x  auch  jedesmal  f&r  den  Ausdruck  I 

n)  y-rrirp  j 

einerlei  aber  einen  nichtgegebenen  Werth  liefern,   und  welche  alle  auch  die  Gleichuog  i 

„0    Ü-^L  a  .  (1+ p^)i. 

bei  jedem  Werthe  des  x  identisch  machen.  Hier  ist  a  der  in  der  Aufgabe  besagte  ao* 
veränderliche  Parameter.    Aus  I  folgt 

Aus  U  folgt 

Wenn  man  in  Gleichung  III  den  gemeinschaftlichen  Factor  unterdrückt,  so  reducirt  sie 

1  d'^y  d^<5^v 

sich  auf-  =  a;   und  daraus  folgt  -^-y  =  0,  ■  .  ^  —  0,  etc. 

Gleichung  IV  geht  also  Über  in 

vn    ^11  -  -  *pq  '  y  +  ^ '  p '  0  -H  p^    d^y 

Daraus  gibt  sich  die  identische  Gleichung 

VII)    -  4pq  .  y  ^  2  .  p  .  (i  -h  pO  «  0 
welche  sich  gradezu  umsetzen  lässt  in 

2p>dp  _  dy  •      .        * 

l-hp2        y 

Daraus  folgt  nach  und  nach 

Ig  oat  (1  H-  p2)  =  lg  nat  y  +  B 
oder 

Ignat  (I  +  pO«lgnat^ 

oder 


I  H^  pi  =  X 
m 

Sondert  man  p  ab,  so  gibt  sich  p  =  Ur  y  *"",  oder  dy  •  W  —5 —  sa  d»,    woraus 

durch  abermaliges  Integriren 

2  .  »Tm  .  (y  —  m)  =  x  4-  A 
folgt.    Letztere  Gleichung  formt  sich  gradezu  um  in 

Durch  diese  Function  muss  nun  Gleichung  in  identisch  werden;    und  dieses  goschieht, 
wenn  m  ■-  g.    Dabei  gehl  VIII  über  in 
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T    *^        2a 

wo  der  ConsUnle  A  noch  willkürlich  ist.  Da  aber  die  iu  II  aosgesproclieoe  BediogiiDg 
keioe  Gleichuog  ist ,  so  kann  der  Constanle  A  nar  dadurch  bestimmt  werden ,  dass  man 
die  geftmdeoe  Conre  noch  einer  Nebenbedingang  nnterwirft.  "^Matirt  man  noch  einmal » 
so  bekommt  man  nach  gehörigen  Eliminationen  ond  Redactionen 

x,«_..(^^)'.(^)' 

so  da»  es  tou  a  abhangt,  ob  ein  Maximum-sland  oder  Minimum-stand  stattfindet. 


^  Aufgabe  94. 

Man  soll   unter  allen   auf  dasselbe  rechtwinkelige   Goordtnatensystem   bezogenen 
ebenen  Conren,  welche  bei  einerlei  Abscisse 

1)  auch  einerlei  Ordinale ,  und 

2)  einerlei  Abscisse  des  Krümmnngsmittelpunktes 

habeo,  diejenige  heraussuchen,  welche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  so  beschaffen  ist, 
dasSf  wenn  man  ihren  zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  x  gehörigen 
Pmkt  nimmt ,  das  von  den  Coordinaten  des  zu  diesem  Punkte  gehörigen  KrQmmungs- 
nittelponktes  gebildete  reöhtwinkelige  Dreieck  grösser  oder  kleiner  wird,  als  es  bei 
derselben  Abscisse  x  von  allen  andern  Gurven,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Gurve  stelsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 

0)    den  oben  gestellten  zwei  Bedingungen  genügen, 
(semacht  werden  kann. 

Die  Aufgabe  fährt  (man  vergleiche  Aufgabe  87)  auf  den  Ausdruck 

and  dieser  soll  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  werden,  während  y  nur  aus 
der  Zahl  derjenigen  einander  stetsfort  nächstanliegenden  Functionen  gewählt  werden 
W,  we  die  beiden  Aosdrflcke 

II)    y,  und  III)    x-PliL+.P*) 

bei  einerlei  Wertbe  des  z  bezöglich  einerlei  jedoch  nichtgegebene  Werthe  behalten. 
Ans  Gleichung  I  folgt  im  Allgemeinen 


IV)     W-l.[qx-.p(l  +p2)].^y 
-^§:5-[%>qx-  qy  -  3.p2.qy  ^  1-6-p«-5.p*] 


"^2r73-[My^»fl-^2p-a-Hp2)].(i  -*-pO--§ 

Aqs  der  in  II  gestellten  Bedingung  folgt  ay  =  0,  ^y  =:  0  etc.    Aus  der  in  III  gestell- 
lea  Bedingung  folgt,  dass  der  Werth  des  -r^  und  des  -r-^  voneinander  abhängig  sind; 

ond  wenn  man  -^  als  abhängig  behandeln  will,  so  folgt  aus  III,  dass 

yx    da^  _  (i  -h  3  ■  pg)  »  q     ddy 
-^    dx2   —     p .  (t  -f.  p2)    •    dx 
Glekhnng  l^  geht  also  Aber  in 

Damit  non  dU  =  0  werden  kann ,  muss  die  identische  Gleichung 
VII)    p  (I  -4-  p2)  -  iq  =  0 
II. 


11 
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staUfindeu,  welche  (in  der  87**'"  Aufgabe)  schoo  integrirt  \$i,  ond  wo  sich 

VIII)  y  =  B  -  If  A2  -  x2 
oder 

IX)  (y  -  B)2  4-  x«  =  A2 

ergeben  .hat.  Die  geanchCe  Gorve  ist  also  ein  Kreis,  dessen  Ordinateoaxe  darch  den 
MlltelpookI  geht  Da  .aber  die  in  II  und  III  gestellten  Bedingungen  keine  Gleichungen 
sind,  so  können  die  Constanten  A  und  B  nur  dadurch  bestimmt  werden,  dass  man  die 
gesuchte  Gurve  noch  zwei  Nebenbedingungen  unterwirft.  Mutirt  man  noch  einmal,  so 
bekommt  man  nach  gehörigen  Eliminationen  und  Reductionen 

d.  h.  es  ist  ä^U  ==  0.  Ebenso  findet  man  d^V  =  0,  ^^U  =:  0  etc.,  so  dass  U'  =  0 
weder  als  Maximum-stand  noch  als  Minimum-stand  gelten  kann. 


Aufgabe   95. 

Man  sucht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  G^ordinatensystem  bezogene  ebene  Gurve. 
Man  zieht  in  ihrem  zu  einer  nach  Belieben  genommenen  Abscisse  x  gehörigen  Punkte  eine 
Beröhrende,  und  errichtet  in  zwei  festen  Punkten  der  Abscissenaxe  Perpendikel.  In  diesen 
beiden  Perpendikeln  liegen  aber  die  zu  besagten  zwei  festen  Punkten  gehörigen  Ordinaten 
sowohl  der  Gurve  selbst  als  auch  der  Berührenden.  Wenn  man  nun  beidemal  die  zwi- 
schen der  Ordinate  der  Gurve  selbst  und  zwischen  der  Ordinate  der  Berührenden  «latt- 
iindende  DilTerenz  nimmt;  welche  Gurve  ist  es,  die  in  ihrer  ganzen,  Ausdehnung  die 
Eigenschaft  hat,  dass  das  Product  beider  Differenzen  ein  Maximum-stand, oder  Mini- 
mum-sland  wird? 

Das  gesuchte  Product  (flg.  1)  ist  hier  U  :=  RP  •  TQ;  y  und  x  sind  die  zum  Be- 
rührungspunkte S  gehörigen  Goordinaten;  y,  ist  die  zur  Abscisse  a  gehörige  Ordinate 
der  Gurve,  und  ebenso  ist  y^  die  zur  Abscisse  a  gehörige  Ordinate  der  Gurve;  die  den 
Abscissen  a  und  a  entsprechenden  Ordinaten  der  in  S  berührenden  Graden  sind  bezüg- 
lich RH  «   y  -*-  (a  -    «)  -5^,    und  TK  =  y   4-   (a  -  O'jj-     Ea    ist    also 

RP=(y-4.(a  -  x).g~y.),  und  T0  =  (y  -h(a  -  x).g  -  y„).    Setzt    man 

dv 
nun  zur  Abkürzung  noch  p  anstatt  -p  ,  so  ist     ' 

ü  =  (y  H-  (a  —  X) .  p  ~  y.)  •  (y  -♦-  (a  -  «)  •  P  —  y«) 
Daraus  folgt  durch  Mutiren 

I)    du  =  [2  -  y  -h  (a  -h  a  -  2x)  .  p  —  y,  -  y„]  .  ay 

■+-  [(a  -»-  «  —  2x)  .  y  -*-  2  (a   ~  x)  .  (a  -  i)  .  p  -  (a  -  i)  .  y«    -  (a  ~  i)  .  y J  .  -^ 

-  [y  +  (a  -  x)  -  p  -  ya]  •  dy.  -  [y  +  (a  -  X)  -  p  -  y.i  •  <Jya 
und 

^  II)    d^{]  =^  [2y  -h  (a  +  a  -  2x)  .  p  -  y.  -  y„]  •  S^y 

+  [a  -h  a  -  2x)  .  y  +  2  .  (a  -  x)  .  (a  -  X)  .  p  -  (a  —  x)  .  y„  -  (a  -  x)  .  y  J 

-  [y  -h  (a  -  x)  .  p  -  y^]  .  d2y,  -  [y  4-  (a  -  x)  .  p  -  y J  •  fiy^ 
+  2  .  ay«  +  2  (a  -*-  a  -  2x)  .  ay  .^  4-  2  .  (a  -  x)  .  (a  -  x)  .  (^f 

-2.ay.dy.-2(a-  x)  .  ^  .  dy.  -  2  .  ay  •  dy„  -  2  (a  ~  x)  .  ^  .  dy^ 

4-  2  .  dy.  .  dy^ 


dfy 
dx 
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£r8ter  Fall.  Sockt  man  eine  solche  Curve,  welche  bei  irgend  einer  nach  Be- 
lieben gewählten  Abscisse  x  den  vorgelegten  Ausdnick  grösser  oder  kleiner  macht,  als 
ihn  bei  der  nemlichen  Abscisse  x  alle  möglichen,  der  gesuchten  Gnrve  sCetsfort  nichst- 

anliegeoden,  Nachbarcorven  machen  können;  so  sind  dy,  -^y   ay.,   dy^  dem  Werthe 

nach  ganz  unabhängig  voneinander.  (Man  sehe  $.  91—92;  auch  Band  I.  S.  219  und 
222.)    Es  müssen  also  folgende  vier  Gleichungen  zugleich  bestehen: 

1)  2y  -4-  (a  -h  a  -  2x)  .  p  -  y.  -  y«  «  0 

2)  (a+a-2x).y  +  2.(a-x).(a-i).p-(a~x).y„-(a-x).y,=0 

3)  y  -H    (a  -  x)  •  p  -  y„  =  0 
♦)    y  -H  (a-x).p- y. -0 

Addirf  man  Gleichung  3  und  4,  so  bekommt  man  1.  MoKiplicirt  msn  Gleichung  3  mit 
(a  —  x),  und  Gleichung  4  mit  (a  *-  x),  und  addirt  beide  Producte,  so  gibt  sich  Glei- 
chung 2.  Man  erkennt  also:  wenn  es  eine  Functiom  gibt,  welche  die  Gleichungen  3  und 
4  gleichzeitig  identisch  macht ,  so  macht  diese  Function  auch  die  Gleichungen  1  und 
2  identisch.    Eliminirt  man  p  aus  3  and  4,  so  gibt  sich 

..  Ya  -  y.         « •  y»  —  a  •  ya 

5)      y  = .  X  H 

^      '  a  —  a  a  —  a 

V     —^   V 
Daraus  folgt  p  = — ;   und  wenn  man  diese  iur  y  und  p  hergestellten  Ausdrucke 

snbstitiiirt,  so  werden  die  vier  Gleichungen  1,  2,  3,  4  zugleich  identisch.  Man  hat  also 
hier  die  Gleichung  einer  graden  Linie,  welche  insoferne  die  Aufgabe  löst,  als  jede 
Grade  aoch  zugleich  ihre  eigene  Berührende  ist  Uebrigens  sind  y,  und  y^^  noch  ganz 
unbestimmt;  und  somit  kann  man  die  gefundene  Grade  noch  zwingen,  irgend  zwei  Be- 
dingungen zq  genügen^  z.  B-  durch  zwei  gegebene  Punkte  zu  gehen.  Sind  nun  (n,  m) 
and  (k,  h)  diese  Punkte,    so  geht  für  diese  Punkte  die  Gleichung  5  bezuglich  über  in 

^.  y«  —  y.         «y.  -  a .  y« 

6)  m  —  .  n  H 

'^  a  —  a  .    a  -  a 

7)  h  =  yg^^-.k  +  "y'-'y° 

'^  a  —  a  a  —  a 

wodurch  sich  y,  und  y^  vollkommen  bestimmen  lassen.  In  Folge  der  Gleichungen  3 
ond  4  erkennt  man,  dass  TQ  =  0  und  RP  =  0;  es  ist  also  auch  U'  «»  0.  Gleichung 
11  redocirt  sich  jetzt  auf 

«J  =  2  .  ay«  -h  2  (a  -I-  a  -  2i>.  ay  .  ^,+  2  •  (a  -  x)  •  (et  -  x)  •  {^f 
-2.ay.dy,   -2.(a-x).^.ay, -2.  ay.ay^ 

-.'2.(a~x).?g.ay«-2.ay,.ay„ 

Dieser  Ausdruck  kann  aber  (man  sehe  $.  13)  picht  beständig  einerlei  Zeichen  behalten , 
namentlich  weil  die  beiden  Elemente  dy\  und  dy^  dabei  fehlen.  Es  findet  also  jetzt  we- 
der ein  Maximum-Stand  noch  Minimum-stand  statt. 

Der  Gleiehnng  5  hätte  man  auch  die  einfacfaiBre  Form  y  oa  Ax  -|-  B  geben  können, 
wo  A  and  B  zwei  noch  ganz  willkürliche  Constanten  sind.  Wenn  man  dann  (Ax  H-  B) , 
A,  (Aar  -H  B)  und  (Aa  +  B)  bezüglich  an  die  Stelle  von  y,  p,  7«  und  y,  überall  in  den 
Gfeichungeo  1,2,3,4  einsetzt ,  ao  werden  sie  alle  vier  identisch  bei  jedem  Werthe  des 
A  ond  des  B.  Bs  ist  aber  diese  rückwärts  gehende  Probe  jedesmal  unerlässlioh ,  wovon 
■SB  sich  schon  In  den  Aufgaben  55^  00  zur  Genüge  überzeugt  hat: 

Zweiler  Fall.  Sucht  man  nur  diejenige  Curve,  die  bei  irgend  einer  nach  Be- 
uchen gewählten  Abscisse  x  den  vorgelegten  Ausdruck  grdsser  oder  kleiner  macht,  als 
ihn  alle  die  Curven  machen  können,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Curve  stelsfort  nachstanliegen ,  sondern  bei  denen  auch 

0)    die  Summe  der  zu  den  Abscissen  a  und  a  gehdrigen  Ordinalen  denselben 
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Werlh  fatekommt,  wie  die  Sanme  der  la  den  AbteiMen  a  und  «  ^firigen 

OrdinatoD  der  gesochlea  Gurve; 
Bo  miMS  jelxt  swiBcheB  der  gesochten  Garve  ond  alleo  in  Betracht  za  siebendeD  Naeh* 
barcarven  folgende  Gleichang 

y.  +  Ya-  (y-  H-  »^  •<'ya  -H  ^-cJ^Ya )  H-  (ya+'*•^a^"■^•^ya-^-••••) 

beBteben.  Da  aber  letztere  Gleichang  fQr  ein  im  Momente  des  VerschwindenB  befind- 
liches X gelten  soll;  so  mass  einzeln  stattfinden  ^y«  +  d^a  "*"  ^>  ^«  +  ^Ya  =  ^  ^^ 
Wenn  man  non  ^y^»  ^yai  ^^^  ^'^  abhängig  betrachtet,  so  ist  ^y^  =  —  dy^\  ^y^  =  —  (ßy„ 
etc.    Eliminirt  man  nnn  ^y^  ans  Gleichung  I,  so  bekommt  man 

au  =  [2y  +  (a >  a  -  2x)  .  p  -  y.  -  y«]  .  ^y 

+  [(a  +  a-8i)y4-2(a-x)(«-i)p-(a-x)ya-(«^x)yj.^ 

-  [(a  -  a)  .  p  —  y«  +  y  J  •  ay. 

Daraus  ergeben  sieh  die  drei  Gleichnngen 

8)  2y  H-  (a  4-  a  —  2x)  .  p  -^  ^.  —  y«  »  0 

9)  (a+a~2i)y-|-2(a-x)(a-x)p-(a-i)ya-(a-i)y,  =  0 
10)    (a  -  a)  .  p  -  y«  +  y.  =  0 

Eliminirt  man  p  aus  8  und  10,  so  ergibt  sich 

...  y«  -  y.        ^  a  •  y«  -  a  •  Ya        .         ^  p 

11)    y  = .  X  H Ä  A  •  X  H-  B 

^    ^  a—  a  a  —  a 

Diese  Gleicirang  gehört  einer  graden  Linie  an,  und  genügt  den  drei  Gleichungen  8,  9, 
10,  kann  also  die  Aufgabe  lösen.  Da  aber  y^  und  y,  noch  ganz  unbestimmt  sind;  so 
kann  man  der  Aufgabe  selbst,  damit  sie  eine  bestimmte  Auflösung  habe,  noch  zwei 
Bedingungen  zufügen ,  z.  B.  dass  die  gesuchte  Linie  durch  zwei  gegebene  Punkte  gehe , 
oder  dass  sie  durch  einen  Punkt  gehe  und  zugleich  die  Summe  y«  +  ya  =  K  einen 
bestimmt  gegebenen  Werth  habe,  etc.    Ferner  geht  Gleichang  II  über  in 

W  =  2  .  <Jy2  -h  2  .  (a  -*-  a  -  2i)  .  dy  .  ^  H-  2  .  (a  -  x)  •  (a  -  x)  •  i^f 

-2(a-a).?^.ay,-2.ay2 

Dieser  Ausdrack  kann  aber  (man  vergleiche  §.  12)  nicht  beständig  einerlei  Zeichen 
haben ,  namentlich  weil  ^y^  und  ^y^  entgegengesetzte  Vorzeichen  habeo.  Es  findet  also 
weder  ein  Maximum-stand  noch  Minimum-stand  statt. 

Dritter  Fall.  Sucht  man  nur  diejenige  Gurve,  die  bei  irgend  einer  nach  Be- 
lieben gewählten  Abscisse  x  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht,  als 
ihn  alle  die  Gurven  machen  können,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Gurve  stetsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 
0)    mit  ihr  gemeinschaftlich  haben 

aa)    den  zu  der  grade  gewählten   Abscisse  x  gehörigen   Berflhmogs» 

pnnkt,  und 
ßß)  die  beiden  zu  den  besten  Abscissen  a  ond  a  gekörigen  Punkte; 
so  findet  einzeln  statt  ^y  «  0,  dy.  =  0,  dy^  =  0,  ^y  =  0,  ^y^  «  0,  ^y^  =  0  etc. 
Mauchar  Anfänger  möchte  behaupten :  wenn  einzeln  staltfindet  *dy  =  0 ,  ^y  «>  0  etc^ 
in  welchen  Ansdrücken  der  Werth  des  z  noch  ganz  unbestimmt  ist;  ao  mnss  auch  bei  den 
bestimmten  Werlhen  x  =  a  und  z  =  a  einzeln  stattfinden  ^y^^  stt  0,  ^y^^  =  0,  ^a  "^  0, 
^5^  =z=  0  etc.,  80  dass  durch  die  Glelchuogen  dj^  ^^  0,  dja  =^  0)  d^y,  =  0,  ^^  =  0, 
etc.  die  Zahl  der  zu  vergleichenden  Gurven  nicht  enger  eingeschräukt  wird,  als  es  schon 
durch  die  Gleichungen  dy  :=  0,  iS^y  =  0  etc.  geschehen ^ist.  Dieses  wäre  ganz  richtig, 
wenn  die  Ausdrücke  ^y,  d^y  etc.  identische  Functionen  wären.  Obgleich  aber  der  Werth 
de8  X  nnbestimmt  ist,  so  ist  er  doch  bei  allen  zu  vergleichenden  Functionen  der  nemliche 
unveränderliche  Werth;  und  -für  einen  solchen  nach  Belieben  angenommenen  aber  festzu- 
haltenden Werth  des  x,  und  für  keinen  andern,  müssen  auch  die  allgemeinen  Gleichnngen 
ay  «.  0,  ^y  =  0  etc.  sUttfinden.' (Man  sehe  %.  181.  und  die  Anmerkung  in  B.  1.  S.  477.) 
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Itoter  amn  UMlindn  rateeirt  sksB  mw  GMehnig  1  aoT 

aD  =  [(a  +  «-&)-y  +  2.(a-0(«-«)P-(a-«)y«-(«-«)y.]-^ 

Damit  noo  4U  ■>  0  werden  kann,  moss  «ein 

1»)    (a  +  «  _  Sx)  .  y  H-  8 .  (a -  «)  .  («-  X)  .  p  -  (a  -x)    y«  - (a  -  x)  .  y,  =  0 

Diese  GleieboDg  wird  inlcgrabel,  wenn  man  sie  mit  dem  nach  bekannter  Methode  leicht 

aohatodenden  Factor  ^  multipHcirt ;  dadurch  bekommt  man 

a.[(a-x)(«-x)]' 
a  (a  —  x)  (g  —  x)  1  dy  —  (8x  —  a  —  «)  y  •  <>« 
2.[(a-x).(a-x)]t 
_  [(a  -  «)  y«  +  ([«  -  x)  yj .  dx 

8.[(a-x).(«-x)]t 
Dams  folgt  darch  lotegräüön 


=  0 


■ •+*   _,    •  -      -  ^  V« 


ir(a  —  x)  (a  —  X)        (a  — a).lf^r^i).(a  — X) 

13)    y  -  yg^Z-.,  +  "-y-  -  '11?  +  c.ir(a  -,)■(;«-  x> 

folgt  p  =r .*  -<-  <; _  ;  und  wenn  man  dieae  fllr  y 

«  -  a  2  .  If  (a  -  ^)  (a  —  x) 

and  p  hergestellten  AasdrOeke  ia  12  einsetzt,  sq  wird  diese  Gleichung  identisch  hei 
jedem  beliebigen  Werthe  des  y.»  des  y^  nnd  des  C.  Sind  die  Werthe  von  y,  und  y^^ 
nicht  gegeben,  so  kann  man  diese  Curve  noch  drei  Bedingaiigen  unterwerfen,  om  die 
Werthe  der  drei  Stöcke  y«,  Ya  <u^<l  C)  zu  bestimmen.  Sind  aber  die  Werthe  von  y, 
ond  Ja  vorgeschrieben,  so  kann  man  diese  Carve  nnr  einer  einzigen  Bedingung  unter- 
werfen.   Soll  sie  z.  B.  durch  den  festen  Punkt  (n,  m)  gehen,  so  ist 

(a  —  a)  .  m  -+-  (a  -  n)  -  y^  —  (a  —  n)  •  y. 


(a  —  a)  •  Fr(a  —  n)  •  (a  —  n) 
Gleicbong  13  geht  also  jetzt  Qber  in 

m    («  -  a)  y  H-  (a  -  x)  yg  -  (g  ~  i)  y.  ^  ^^(a  -  x)  (a  --  >) 
(a  —  a)  m  -4-  (a  —  n)  y«  —  (a  -  n)  y,        ff   (a  —  n)  (a  —  n) 

Unter  diesen  Umständen  redocirt  sich  Gleichung  II  auf 

W  =  2.(a-x).(«-x).(^f 

so  dass  ein  MaximunKstand  stattindet,  wenn  x  >  a  nnd  x  <  a;  dagegen  findet  ein 
Minimnm-stand  statt,  wenn  entweder  x  >  a  ond  x  >  a,  oder  wenn  x  <  a  ond  x  <  o. 
Ferner  ist  jetzt     ^ 

ü' «  ^  /(^  "^  '^  ^  y  "^  (*  ^ ') '  y«  ^  (^  -^ ') '  y'\^ 

**  ""  V  2  .  If  (a  -  x)  .  (a  -  x)  /  , 

oder 

_  (a  ^  aV    /(«  -  a)  .  y  -h  (a  -  x)  .  y«  -  (g  -  X)  .  y,y 

"        \2      r\  (a-a).ir(a-  x).(a-x)  / 

oder  ^ 


ü'  =  -.(*^y.c 
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Unter  den  hier  la  bemerkenden  SpeeiaUtiKeB  ist  betonders  die  herrorzolieben ,  wo 
6  =  0.    Dabei  gebt  Gleichung  13  über  in 

(«  -  a)  -  y  -+■  (a  —  x)  .  y„  -  (a  -  x)  .  y.  =  0 
und  dirans  folgt 

ya  —  ya         « •  y.  —  a .  y« 

y  =  'X  -1 

'    ''         o  —  a  a  —  a 

Diese  Gleichung  ist  aber  eine  Specialität  ¥on  Nr.  13,  und  somit  kein  singniäres  Integral 
an  Nr.  12;  übrigens  stimmt  sie  mit  Nr.  5  and  11  überein. 

Vierter  Fall.  Sacht  man  nur  diejenige  Gorve,  die  bei  irgend  einer  nach  Be- 
lieben gewählten  Ahscisse  x  den  vorgelegten  Aosdrock  grösser  oder  kleiner  macht,  als 
ihn  alle  die  Gorven  machen  können,  welche  nicht  nar 

a)    der  gesachten  Gurve  stetsfort  nächstanliegen,  sondern  aoch 

ß)    mit  ihr  die  zo  den  festen  Abscissen  a  and  a  gehörigen  Punkte  gemeinschafl- 

lieh  haben,  and 
y)    deren  zo  der  grade  gewählten  Abscisse  x  gehörigen  Berührenden  alle  mit  der 
Berührenden  der  gesuchten  Gorve  parallel  laufen; 

so  ist  jetzt  <Jy,  =  0,  dy^  "•  ^>  ^  =  ^'  ^y«  =  Ö»  ^ia  =  ö,  ^  =  0,  etc.    Glei- 
chung I  redocirt  sich  also  Jetzt  auf 

^ü  =  [2y  +  (a  H-  a  —  2x)  .  p  -  y.  -  y J  .  ^y 
Damit  nun  dU  »  0  werde ,  so  muss  sein 

i5)    2y  +  (a  +  «-2x).p~y, -y«  =  0 

Der  jetzt  integrirende  Factor  ist  .^    _ — zr~l2'  ^^^  somit  hat  man  letztere  Gleichnag 
in  folgende  amzulormen: 

_  (2x  >-  a  -  g)  >  dy  -  2y  .  dx  _  (y.  +  yg)  '  <^'  _  ^ 
(2x  -  a  -  g)2  (2x  -  a  —  g)2  ~ 

Daraus  gibt  sich  durch  Integration 

2x  -  a  -  g  ^  2  •  (2x  -  a  ~  g)  ^  ^ 
oder 

16)    y  =  2E  .  X  -h  g  .  [y.  -h  y«  -  2E  .  (a  4-  g)] 

Erstens.  Sind  die  Werthe  von  y«  und  y^  gegeben,  d.  h.  soll  die  gesachte  Grade 
durch  die  zwei  festen  Punkte  (a ,  y.)  und  (g,  y^  gehen ;  so  geht  Gleichung  16  bezüg- 
lich über  in 

17)  y,  «  2E  -  a  -h  g  .  [y,  +  y«  -  2E  O  H-  g)J 
und  in 

18)  ya=2E.g-4-l.[y.H-ya-2E.(a  +  g)] 

V  r  V 

und  aus.  jeder  dieser  beiden  Gleichungen  folgt  E  =  s^ ^,  so  dass  jetzt Gleichang 

2S  •  ^g  ""^'  a^ 

16  übergeht  in 

,^^  yg  -  y.      ^  «  •  y.  -  Ä  .  ya 

19)     y  = .  X  H 

^•'  g  —  a  g  —  a 

Zweitens.'  Lässt  man  aber  die  gesuchte  Grade  durch  die  zwei  festen  Punkte 
(n,  m)  und  (k,  h)  gehen,  wobei  also  die  Werthe  von  y,  und  y^  nidit  gegeben  sind ; 
so  geht  Gleichung  16  bezüglich,  über  in 

20)  m  =  2E  .  n  H-  g  .  [ya  -h  y«  -  2E  .  (a  H-  g)] 
und 

21)  h  =2E.kH-5.[y,H.ya-2.E.(a+g)l 
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Daraus  folgt 

„Im  —  h.  Änh  —  2mk    ,    m  —  h    ,    ^    . 

K  =2  •  S^Tk'  ""^  y-  +  y«  =      o-k      -*■  iT^Tk  •(»+«) 

ond  Gleiehoiig  16  geht  fiber  io 

oa^  m  —  h  .oh  —  mk 

22)    y  =  =- .  X  -^ =— 

'    ^       n  —  k  'n  —  k 

ans  welcher  Gleichung  sich  gradezo  die  Werihe  von  y«  and  y^  ergeben,  wenn  man 
bezüglich  a  oder  a  an  die  Sfelle  des  x  einsetzt 

Uebrigens  ist  unter  allen  Umständen  (ß\^  =  2  •  dy^;  and  somit  findet  ein  Minimom- 
stand  statt 

Und  dei^leichen  Fälle  mehr. 

(Diese  Aufgabe,  aU  solche,  stammt  Ton  Hrn.  Dr.  Martin  Ohm  her.  Was  er  darüber 
mitgetbeilt  hat,  ist  hier  im  ersten  Falle  aufgenommen.  Der  Inhalt  des  zweiten,  dritten 
und  Tierten  Falles  ist  von  mir.) 


Aufgabe  96. 

Man  sacht  eine  aof  ein  rechtwinkeliges  Geordinatensystem  bezogene  ebene  Gnrve. 
Man  zieht  in  ihrem  zn  einer  nach  Belieben  genommenen  Absdsse  x  gehörigen  Punkte 
eine  Berührende,  und  errichtet  in  zwei  festen  Punkten  tler  Abscissenaze  Perpendikel. 
Io  diesen  Perpendikeln  liegen  aber  die  zu  besagten  zwei  festen  Punkten  gehörigen  Or- 
dinalen sowohl  der  Curve  selbst  als  auch  der  Berührenden.  Wenn  man  nun  beidemal 
die  zwischen  der  Ordinate  der  Curve  selbst  und  zwischen  der  Ordinate  der  Berührenden 
stattfindende  Diflerenz,  und  femer  noch  die  hierher  gehörige  Sehne  der  Gnrve  nimmt; 
welche  Conre  ist  es,  die  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Eigenschaft  hat,  dass  das  um 
das  Quadrat  dieser  Sehne  verminderte  Product  jener  beiden  Differenzen  ein  Maximum- 
stand  oder  Minimam-stand  wird  ? 

(Fig.  1.)  Hier  soll  U  — ^  PR  •  TQ  —  PQ^  ein  Mazimum-etand  oder  Minimum-stand 
werden.  Es  ist  aber  PQ«  -  (OK  —  0H)2  +  (KQ  -  BP)«  =  (a  -  a)«  +  (ya-y.)«; 
man  hat  also  jetzt 

ü  -  [y  -H  (a  -  X)  .  p  -  y J  .  [y  +  (a  -  z)  .  p  -  yaJ  -  [(«  -  a)»  +  (y«  -  yO^ 
Daraas  folgt  durch  Mutiren 

I)    dU  =  [2y  4-  (a  H-  a  -  2x)  .  p  -  y,  -  y  J  .  ay 

+  [(a  H-  a  -  2x)  .  y  H-  2  (a  -  X)  (a  -  X)  .  p  -  (a  -  X)  .  y„  ~  (a  -  x)  .  y  J  .  ^ 

-  [y  -4-  (a  -  x)  .  p  -h  2y.  -  3ya]  .  ^y.  -  [y  -h  (a  -  x)  .  p  +  2ya  -  3y  J  •  ay« 

and 

10    a«U  =  [2y  +  (a  +  a  -  2x)  .  p  -  y.  -  y J  .  d»y 

+  [(a  4-  «  -  2x)  .  y  -h  2  (a  -  z)  .  (a  -  x)  .  p  ~  (a  ~  z)  .  y«  -  (a  -  X)  .  y,l  .  ^ 

-  [y  -h  (a  —  x)  .  p  +  2y,  -  3y  J  .  a^y.  -  [y  H-  (a  ^  x)  .  p  -+-  2yä  -  3y J  •  ^a 

+  2.ay«H-2(a-ha^2x).dy.^  +  2  (a  ~  x)  •  (a -.  x)  •  (g)^ 

-  2.dy.ay,  -a(a-x).^.dy.  ~2-dy2-2.dy.aya 

-  2  •  (a  -  «)  •  ^  •    ^a  +  6  -^y-  •  ^y«  -  2  .  ay« 

Erster  Fall.  Lässt  man  dieselbe  Allgemeinheit  gelten,  wie  beim  ersten  Falle 
der  vorigen  Aufgabe;  so  mOssen  folgende  vier  Gleichungen  zugleich  stattfinden: 

1)  2y  -h  (a  +  a  -  2x)  .  p  -  y.  -  y«  =  0 

2)  (a-ha--2x)  •  y  4- 3  •  (a  — x)  .  (a  — x)  •  p— (a  —  x)  •  y«  — (a— x).ya5=a 

3)  y  H-  (a  -  X)  .  p  +  2y,  -  3y„  =  0 

4)  y  +  (a  -  x)  .  p  -f-  2ya  ~  3y,  =  0 
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Addirl  man  Gleichung  3  uod  4,  *80  bekommt  man  Gleichung  1.  Diesen  vier  Glei- 
chongen  wird  aber  gleichseitig  genQgt,  wenn 

5)    y  =  B 

d.  h.  wenn  y  constant  ist:  Man  hat  also  jetzt  die  mit  der  Abseiseenaxe  parallele'GrMle, 
welche  man  noch  zwingen  kann,  durch  einen  festen  Punkt  zu  gehen.  Ist  aber  (n,  m) 
dieser  feste  Punkt,  so  ist  It  »  m,  d.  h.  es  ist  y  =  m  die  Gleichung  der  gesuchten 
Linie.    Weil  y  constant  ist,  so  ist  y  =3  y,  =  y^  =  m,  und  p  =s  0.    Es  ist  also 

6)    ü  =  -(a-a)2 
Gleichung  II  reducirt  sich  auf 

d^ü  =  2  .  ^y2  +  2  .  (a  +  a  -  2i)  .  ^y  .  ^  -h  2  .  (a  -  1)  •  («  -  x)  •  (^ j^ 
-  2.^.ay.  -  2.(a-i).~y.ay.  -  2.^yJ  -  2.<Jy.^« 

-  2  (a  -  x)  .  ^  .  ay«  +  6  .  ay. .  <yya  -  2  .  ay^ 

Dieser  Austlrock  kann  aber  (man  sehe  g.  13)  nicht  beständig  einerlei  Zeichen  behalten; 
und  somit  liudel  weder  ein  Ma^^imum-stand  noch  Minimum-stand  statt. 

Z  weil  er  Fall.  Surhl  man  nur  diejenige  Gurte,  die  bei  irgend  einer  nach  Be- 
lieben ge^ähllpn  Ab&cjise  \  den  Torgeleglen  Ausdruck  grosser  oder  kleiner  macht,  als 
ihn  alle  die  CutTen  machen  können,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Curve  stetsfort  nächstanliegen,  sondern  bei  denen  auch 
fi)    der  Unterschied  der  zu  den  Abscissen  a  und  a  gehörigen  Ordinalen  den- 
selben Werth  bekommt,    wie  der  Unterschied  der  zu  den  Abscissen  a  und 
a  gehörigen  Ordinaten  der  gesuchten  Curve; 
so  mass  jetzt  zwischen  der  gesuchten  Curve  und  allen  in  Betriaicht  zu  ziehenden  Nach- 
barcurven  folgende  Gleichung  bestehen : 

ya  ^  y.  =  (ya  +  ^  •  ^ya  +  ^^  •  ^'ya+--^  -  (y«  +  *  •  ^y«  -4-7^  •  ^'y. ) 

Da  aber  diese  Gleichung  bei  dem  im  Momente  des  Verschwindens  beflndlichen  x  gelten 
soll,  so  muss  einzeln  stattfinden  dy^  =  ^y«,  ^Ya  =  ^Y»  ®^c*  Wenn  man  nun  dja  als 
abhängig  aus  Gleichung  1  eliminirt,  so  ergibt  sich 

au  =  [2y  4-  (a  -h  «  -  2x)  .  p  -  y.  -  yj  .  dy 

-H  [(a  +  a  -  2x)  .  y  -h  2  (a  -  X)  (a  -  x)  .  p  -  (a  -  x)  .  y«  -  (a  -  X)  .  y J  .  ^ 

-  [2y  +  (a  -I-  a  —  2x)  .  p  -  y,  -  y  J  .  ay. 

Daraus  ergeben  sich  die  drei  Gleichungen 

7)  2y  -+-  (a  +  a  -  2x)  .  p  -  y,  -  y«  =  0 

8)  (a  H-  a  -  2x)  •  y  -h  2  (a  -  x)  .  (a  -  x)  .  p  -  (a  -  x)  .  ya  -  (a  -  x)  .  y,  =  0 

9)  2y  -f  (a  -h  a  -  2x)  .  p  -  y.  -  y«  =  0 

Die  erste  und  dritte  dieser  Gleichungen  sind  einander  ganz  gleich-  Wenn  man  p  ans 
7  und  8  eliminirt,  so  bekommt  man 

,^.  ya  -  y«  «  •  y.  -  a  .  y„ 

10)    y  =  .  X  H =  A  •  X  H-  B 

welches  die  Gleichung  einer  graden  Linie  ist,  und  den  Gleichungen  7,  8  und  9  zugleich 
genQgt.  Da  aber  y«  und  y^  ganz  unbestimmt  sind;  so  kann  man  der  Aufgabe  selbst, 
daniit  sie  eine  bestimmte  Auflösung  habe,  noch  zwei  Bedingungen  zufügen,  z.  B.  dass 
die  gesuchte  Linie  durch  irgend  zwei  gegebene  Punkte  gehe,  oder  dass  sie  nur  durch 
einen  gegebenen  Punkt  gehe ,  und  dass  zugleich  die  Diflerenz  y^  —  y«  =  K  einen  ge- 
gebenen Werth  habe,  etc. 

Gleichung  II  geht  nun  über  in 


Digitized  by 


Google 


89 
asru  =  2  .  ^y«  -4-  2  .  (a  -h  a  -  2x)  .  (Jy  .  ^  +  2  .  (a  -  X)  («  -  x)  .  /l^^V 

_  4  .  ay  .  ay.  -  2  (a  +  a  -  2x)  .  ^  .  ^y,  -h  2  .  ^yj 

Untenodit  nu^a  diesen  Aasdniek  oach  $.  12,  so  wird  man  erkeoDeD,  dass  weder  ein 
Maiioiani-stand  noch  Mioimum-siand  stattfindet 

Dritter  Fall.  Socht  man  not  diejenige  Garve,  die  bei  irgend  einer  nach  Belieben 
gewählten  Abscisse  x  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht,  als  ihn 
alle  die  Corven  machen  können,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesachten  Gurve  sletsfort  nächstanliegen ^  sondern  bei  denen  auch 
0)    das  von  der  Abscissendifferenz  (a  —  a),  von  den  beiden  zugehörigen  Gränz- 
ordinaten  und  von  der  zugehörigen  Sehne  begränzte  Trapez  den  gleichen 
Inhalt  bekommt,    wie  das  auf  die  nemliche  Weise  begränzte  Trapez  der  ge- 
suchten Curve; 
so  oiQSs  jetzt  zwischen  der  gesuchten  Gurve  und  allen  in  Betracht  zu  ziehenden  (fach- 
harcanreo  folgende  Gleichung  bestehen: 


M 


tt 


I  -  (a  -  a)  .  (y,  +  ya)  =?  I  •  (a  -  a)  .  |^/y,  -f-  x  .  ^y,  -h  —  -  Ä'y,  ^  .  .  .  .  A 

Daraus  folgt  ^y^  =  —  ^,,  ^y„  =  —  a^y,,  etc.  etc. 

Und  dergleichen  Fälle  mehr. 

(Biese  Aufgabe,  als  solche,  stammt  von  Hm.  Dr.  Martin  Ohm  her.  Was  er  darüber 
mitgetheiU  hat,  ist  hier  im  ersten  Falle  aufgenommen.  Bor  Inhalt  des  zweiten  und  dritten 
FaOes  ist  von  mir.) 


Aufgabe  97. 

Man  sucht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  Goordinatensystem  bezogene  ebene  Gurve. 
Mäta  zieht  in  ihrem  zu  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  x  gehörigen  Punkte 
eine  Beröhrende.  Von  zwei  zu  den  festen  Abscissen  a  und  a  gehörigen  Punkten  der 
gesuchten  Gurve  fallt  man  Perpendikel  auf  diese  Berührende.  Welche  Gurve  hat  aber 
in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Eigenschaft,  dass  das  Product  beider  Perpendikel  ein 
Maximum-Stand  bder  Minimum-stand  wird? 

Die  Gleichung  irgend  einer  graden  Linie  sei 

I)    «i'-h^.y' 4-6  =  0 
so  ist  bekanntlich  die  senkrechte   Entfernung  eines  Punktes  (a,  b)  von   dieser   Linie 
gegeben  durch 

l|.     «a  4-  g    b-i-g 

Die  nach  Belieben  gewählte  Abscisse  (fig.  12)  sei  OQ  =  x,    und  die  zugehörige  Be* 
röhrende  sei  SV;  so  ist  deren  Gleichung  bekanntlich  y'  —  y  =  (x'  —  z)  •  p,  oder 

III)    p  •  x'  —  y'  4-  y  —  p  •  X  =  0 
Die  erste  feste  Abscisse  sei   OP  =  a,  so  Ist  Ps  =  y«;  und  die  Länge  des  von  s  auf 
SV  geflUten  Perpendikels  gibt  sich  nach  Formel  II,  d.  h.  es  ist 

IV)     sS  =  ^'P  —  ya  +  y~P^  ^  (a  —  x)  »  p -  y,  4-  y 
ifTT]?  If  t  4-  p2 

Die  zweite   feste  Abscisse  sei  CR  =  a,  so  ist  Rv  =  y^;  und  für  die  Länge  des  Per- 
pendikels vV  gibt  sich  auf  ähnliche  Weise 

• 
(a  —  x)  •  p  —  y«  4-  y 

V)      vV  =  ^ '    ^        ^" : 

H^l  +  P« 

II.  12 
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Das  hier  in  Rede  stehende  Prodact  ist  also : 

Qa  -  n)  ■  p  ~  y,  +  y)  .  ((g  -  D  ♦  p  -  yg  -f-  y) 
vi;    u  -  __5 

Unter  den  verschiedenen  Pillen,  welche  aach  bei  dieser  Aufgabe  aufgestellt  werden 
können,  soll  nur  derjenige  besonders  untersacht  werden,  wo  dieselbe  Einschrftokong 
gilt,  wie  beim  dritten  Falle  der  95''*"  Aufgabe.  Verfahrt  man  hier  wie  dort;  so  be- 
kommt man 

VII)    dV  =  ^         g^g .  [(2  •  (a  —  X)  (o  —  X) .  p  -h  (a  H-  a  —  2x) .  y  —  (a  —  x)  •  y« 

-  (a  -  X) .  y.)  .  (I  -4-  p')  -  2p  .  ((a  ^  ,) .  p  -  y.  4-  y)  .  ((a  -  x)  •  p  -  y«  +  y)]  •  ^ 

Ddraus  folgt  die  Gleichung 

Vni)    (2.(a  — x).(a  —  x) .  p  +  (a  +  a  —  2x).  y  —  (a  —  x) .  y«  —(a  —  x).y,)  •(!-!- p^> 
—  2p  .  ((a  -  X)  .  p  -  y.  +  y)  .  ((a  -  x)  •  p  -  y«  +  y)  —  0 

Um  diese  Gleichung  zu  integriren,  multiplicire  man  sie  vorerst  mit  7r~4~;?$*  <>^^ 
es  ist 

([2(a-x)(a-x)p  +  (a  +  a-2x)y-(a-x)ya-.(a-x)yJ0  +  p0dp) 
i -  2p  .  [(a  ~  x)  p  -  y.  +  y]  .  [(«  ^  x)  >  p  -  yg  +  y]  .  dp  ) 

(T+W  ' 

Da  dy  «  p  •  dx ,  so  ist  folgender  Ausdruck 

[2y  W-  (a  -h  a  -  2x)  p  -  y,  -  y«]  (t  +  P^)  •  dy 
-  [2y  -h  (a  +  «  -  2x)  p  -  y.  -  yj  (!  +.p2)  p  .  dx 

jedenfalls  eine  identische  Gleichung,  und  man  kann  ihn  xum  Zähler  des  letzten  Braches 
addiren,  ohne  dass  er  sich  ändert    Es  ist  also  auch  vollkommen  genau 

[P(a-x)(a-x)p-4-(a-fa-2x)y-(a-x)yg-(a-x)yJ(l-hpO-dp] 
-  2p  [(a  —  x)  .  p  —  y.  •+■  y]  .  [(a  -  x)  .  p  —  y«  +  y]  •  dp 
+  [2y  +  (a  +  a  -  2x)  .  p  -  y,  -  yj  .  (!  +  p2)  •  dy 

-  [2y  4-  (a  4-  g  -  2x)  » p  -  y,  -  yj  .  (I  +  pg)  »  p  >  dx 

(1  +  p^«  •"  " 

Diese  Gleichung  lässt  sieh  gradezu  integriren,  und  man  bekommt 

-YN  [(a  -  it) '  p  -  y«  +  y] '  [(«  ~  x)  >  p  -  yg  +  y]  _ 

oder 

X)    [(a-x).p-y. -hy].[(«-x).p-.y«  +  yJ  =  A.(H.p2) 

Setzt  man  nun  A  •  (1  +  p^)  statt  des  gleichbedeutenden  Ausdruckes  in  Gleichung  VUI 
ein,  so  bekommt  man 

[2  (a  -  x)  (a  -  X)  .  p  -h  (a  +  «  -  2x)  .  y  -  (a  -  x)  .  y«  -  («  -  X)  .  y  J  .  (!  -H  p«) 

—  2A.p.(!  -f-  p«)  =  0 
oder 

2[(a-'^)(<*-»)-A].p-l-(a-»-a-2x).y-(a  -  x)  •  y«  -  (a  -  x)  •  y.  =  0 

Diese  Gleichung  wird  integrabel  durch  den  Multiplicator  1 

2  •  [(a  -  X)  (a  -  X)  -  A]« 
Dadurch  geht  letztere  Gleichung  zunächst  über  in 

2  >  [(a  -  X)  (g  --  x)  -  A]  *  dy  ~  (2x  —  a  --  a)  >  y  >  dx 

2[(a-x)(g-x)-A]« 
[(a  -  X)  .  y„  +  (a  -  x)  .  y.]  •  dx 

: 1 ^ 

2 .  [(a  -  X)  .  (a  -  X)  -  A]« 
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Diese  deicimiig  Itel  gich  gradeza  iotegriren ,  and  es  gibt  sich 

y (a-a).[(a-i).yg-(a-x)>yJ-2A»(y,4-ya)  _ 

fr(a  -  X)  (a  -  X)  -  A  [4A  +  (a  -  a)«]  •  !r(a  -  x)  («  -  x)  -  A         "" 

oder 

XI)    [4A  +  (a-a>8]  .  y-4-  (a-^  a)  -  [(a-  i)  -  y«  -  (a  -  i)  ■  y,]  -  2A  ■  (y,  +  y^) 

=  [4A  4-  (a  —  ap]  .  B  .  ir(a  -  x)  (a  -  x)  -  A 
Dieses  soll  die  Integralgleichang  za  Gleichiiog  YIII  sein.  Da  aber  Gleichang  YIII  nar 
eine  DiflbreDÜalglelchang  der  ersten  Ordnong  ist,  so  ist  in  Cirleichang  XI  ein  Gonslanter 
zDTiel  eingegangen.  Man  stelle  also  aus  Gleichung  XI  Ar  y  und  f&r  p  die  Ausdrucke 
her»  sobstituire  sie  in  VIII,  und  bestimme  dann  A  durch  B,  oder  B  durch  A,  je  nach- 
dem das  eine  oder  das  andere  am  bequemsten  ist  (In  dieser  Hinsicht  vergleiche  man 
Ao%abe  73  oder  74.) 

Sind  die  Werthe  von  y«  and  y^  nicht  gegeben,  so  kann  man  die  hier  gefundene 
Conre  noch  drei  Bedingungen  unterwerfen,  weil  ausser  y«  und  y^^  auch  noch  einer  der 
Cooslanten  A  oder  B  zu  bestimmen  ist. ' 

Sind  aber  die  Werthe  von  y«  und  y^^  gegeben,  so  kann  man  die  hier  geftmdene 
Gurre  nur  einer  einzigen  Bedingung  nnterwerfen. 

(Man  yergleiche  den  dritten  Fall  der  dS"'"  Aufgabe.) 

Wie  man  noch  andere  Fälle  dieser. Aufgabe  hervorheben  kann,  ist  bekannt 


Aufgabe  98. 

Man  SQcht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  Goordinatensystem  bezogene  ebene  Gurve. 
^e  wird  in  den  zu  den  festen  Abscissen  a  und  a  gehörigen  Punkten  sowie  auch  in  dem 
zn  einer  nach  Belieben  genommenen  Abscisse  x  gehörigen  Punkte  berührt.  Diese  drei 
berührenden  Graden  schliesen  ein  Dreieck  ein.  Wenn  nun  die  gesuchte  Gurve  in  ihrer 
ganzen  Aasdehnung  die  Eigenschaft  hat,  dass  besagtes  Dreieck  ein  Maximum-stand 
oder  Minimum-Stand  wird;  welche  Gurve  ist  die  gesuchte? 

Die  gesuchte  Gurve  (fig.  13)  sei  MVN,  die  festen  Abscissen  a  und  a  seien  OP  und 
OQ,  and  die  nach  Belieben  gewählte  Abscisse  x  sei  OR.  Die  drei  in  Rede  stehenden 
Berührenden  sind  also  MT,  NT  ^nd  KH.  Das  auf  vorgeschriebene  Weise  begränzte 
Dreieck  ist  KH"^.    Dessen  Inhalt  ist 

ü  =  Trapez  GKTL  -h  Trapez  TLFH  —  Trapez  GKHF 
tMler 

ü  =g .  (GK  +  TL)  .  (OL  -  OG)  -+-  g  (TL  -4-  HF)  •  (OF  -  OL) 

~  J  •  (GK  -h  HF)  .  (OF  -  OG). 
oder 

I)    ü  =  g  .  [GK  .  (OL  -  OF)  +  TL  •  (OF  -  OG)  +  HF  •  (OG  -  OL)] 

> 

Ist  mm  OR  »  X  ond  RV  =  y,  so  ist  die  Gleichung  der  in  V  beröhrenden  Graden 
bekanntUcb  y'  -  y  -  (x'-  x)  ^  j|,  oder 

Ist  OP  =  a  und  PM  =  y« .  so  ist  die  Gleichung  der  in  M  ber&hrenden  Graden 

Ist  fooer  OQ  »  a  und  QN  =  y^,  so^  ist  die  Gleichung  der  in  N  berührenden  Graden 
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Da,  wo  die  Ber&hrendeD  KH  aod  MT  einander  seiuieideD,  ist  x'  s=  x'\  and  y'  =s  y''; 
und  aas  den  Gleichangen  II  ond  III  folgt 

p  —  p. 

^  ^  p  -  p. 

Da,  wo  die  Berührenden  NT  and  KH  einander  schneiden,  ist  x'  =  x'''  and  y'  =  y'*' ; 
and  aus  den  Gleichangen  II  and  IV  folgt 

x-P  -«Pa-y  +  y« 


VII)    OF  ==  x'  =  x'"  — 
VIII)    FH  =  y'«y'"  = 


P  —  Po 
(x  -  a)  •  p  •  Pa  +  ya  •  P  -^  y  •  Pa 


P  —  Pa 

Da,  wo  die  Berührenden  MT  and  NT  einander  schneiden,  ist  x'' =  x"' and  y"  =  y'" ; 
and  aus  den  Gleichangen  III  and  IV  folgt 

a  •  Pa  —  a  .  Pa  -  [y.  4-  y« 


IX)     OL  =  x"  =  X'''  = 
X)    LT  =  y''  =  y'"  = 


P.  —  Pa 
(a  —  a)  .  p,  .  Pa  +  y«  .  p,  —  y.  •  Pa 


Pa  —  Pa 

Diese  für  OG,  OF,  OL,  GK,   LT  und  FH  gefundenen  Ausdrücke  hat  man  jetzt  in 
Gleichung  I  einzuführen,  und  dann  weiter  zu  verfahren,  wie  bekannt. 


Aufgabe  99. 

Jtfao  sucht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  Goordinatensystem  bezogene  ebene  Curve. 
Sie  wird  in  den  zu  den  festen  Abscissen  a  und  a  gehörigen  Punkten  berührt.  Von  dem 
zu  einer  nach  Willkür  genooKmenen  Abscisse  x  gehörigen  Punkte  besagter  Curve  (Slli 
man  Perpendikel  auf  die  beiden  Berührenden.  Die  beiden  Perpendikel  und  die  beiden 
Berührenden  schliessen  ein  Viereck  ein,  durch  dessen  vier  Ecke,  weil  die  zwei  ent- 
gegengesetzten Winkel  jedesmal  zusammen  zwei  Rechte  betragen,  man  einen  Kreis 
legen  kann.  Wenn  nun  die  gesuchte  Curve  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Eigenschaft 
hat,  dass  besagtes  Viereck  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  wird ;  welche  Corve 
ist  die  gesuchte? 

Die  gesuchte  Curve  (flg.  14)  sei  MVN,  die  festen  Abscissen  a  und  a  seien  OP  ond 
OQ,  und  die  nach  Willkür  gewählte  Abscisse  x  sei  OB.  Die  zwei  in  Rede  stehenden 
Berührenden  sind  MT  und  NT ;  der  zur  Abscisse  x  gehörige  Punkt  der  Curve  ist  V ; 
die  zwei  in  Rede  stehenden  Perpendikel  sind  also  VW  und  VS.  Das  auf  vorgeschrie* 
bene  Weise  erzeugte  Viereck  ist  also  VWTS.    Dessen  Inhalt  ist 

ü  =  Trapez  WKLT  4-  Trapez  LTSH  —  Trapez  VWKR  —  Trapez  VSHR 
oder 

1=1.  (WK  +  TL)  .  (OL  -  OK)  H-  1 .  (TL  +  SH)  •  (OH  -  OL) 

-  *  .  (WK  -h  VR)  .  (OR  -  OK)  -1 .  (VR  -h  SH)  •  (OH  -  OR) 
oder 

0    ü  =  1 .  [( WK  -  SH)  .  (OL  -  OR)  -h  (VR  -  TL)  •  (OK  -  OH)] 

ist  OP  =  a  und  PM  =  y«,  so  ist  die  Gleichung  der  in  M  berührenden  Graden  MT 
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Dtt  AQB  (Nl  SS  IL  und  IV  s=  y,  to  ist  die  GloieluMig  der  durch  den  Pimkl  V  gebeodcik 
wd  aof  MT  senkrecbleD  Graden  VW  folgende : 

Ist  OQ  =  a  and  QN  =  ya,  so  ist  die  Gleichung  der  in  N  beröhrenden  Graden  NT 
und  die  Gleichung  der  durch  V  gehenden  und  auf  NT  senkrechten  Graden  VS  ist 


V)   y""  =  -  -i-  • »""  +  y  +     ^ 


/dyv  /dyj 


Da,  wo  die  Linien  MT  und  VW  einander  schneiden,  ist  x'  =  x'^  und  y'  =:  y";   und 
ans  den  Gleichungen  II  und  III  folgt 


i  +  Pt 

V»  -  a^ 
V1I>    KW=y'  =  y"  =  > 


(x  —  a)  •  p.  +  y,  +  y  •  pj 


Da,   wo  die  Linien  NT  und  VS  einander  schneiden,   ist  x'"  =  x""  nnd  y'"  =  y''*' 
und  aus  den  Gleichungen  IV  und  V  folgt 

a  •  P^  -+-  X  +  (y  --  ya)  •  Pa 
VIII)    OH  =  X'"  =  X''"  = = ö 

(x-a).paH-ya  +  yP^ 
IX)    HS  =  y'"  =  y'*"  — 5 ^ 

Da,  wo  die  Beröhrenden  MT  und  NT  einander  schneiden,  ist  x'  ==  \*'*  und  y'  =  y''^; 
and  ans  den  Gleichungen  II  und  IV  folgt 

a  .  p.  —  a  .  pcc  —  y.  -4-  y« 


X)    OL  =  X-  -  i'''  = 
XI)    LT  =  y'  =  y'"  = 


P«   —  Pa 
(a  -  a)  •  P«  •  Pa  +  ya  •  P-  —  y.  '  Pa 


P.  —  Pa 

Da,  wo  die  Linien  VW  und  VS  einander  schneiden,  ist  x"  =:  x''''  and  y"  =  y'"'; 
and  ans  den  Gleichungen  III  und  V  folgt 

X|I)    OR  =  X"  =  x'"'  =  X 

XIII)    RV  =  y"  =  y'"'  =  y 
Diese  fikr  OK,  OR,  OL,  ÖH,  KW,  RV,  LT  und  HS  gefundenen  Ausdrücke  hat  man 
jetxt  in  Gleichung  I  einiufQhren,  und  dann  weiter  zu  verfahren,  wie  bekannt  ist. 


A  ufgabe   tOQ. 

Man  sacht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  bezogene  ebene  Conre. 
Man  legt  in  die  zu  zwei  festen  Abscissen  gehörigen  Punkte  die  Krftmmungskreise,  nnd 
zieht  durch  deren  Mittelpunkte  zwei  miteinander  parallele  Graden.  Man  lagt  aber  auch 
in  den  zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  x  gehdrigen  Punkt  der  ge- 
suchten Gurre  den  Kr&mmungskreis ,  and  lilH  von  dessen  Mittelpunkt  Perpendikel  anf 
die  beiden  obgenannten  parallelen  Graden.  Beide  Perpendikel  fallen  aber  ganz  Ineinan- 
der,  und  onterscheiden  sich  nor   durch  ihre  Grösse.    Wenn  nun  die  gesachte  Cunre  m 
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ilirer  gameo  Aasdehnung  die  EigeDschaft  hat,  daa  daa  ProdneC  der  beiden  io  Kede 
ateheaden  PerpendilLel  ein  Maximam-stand  oder  Minimam-sUnd  wird ;  weldie  Gonre  iai 
die  geaoclile  ? 

Es  schadet  der  Allgemeinheit  der  Aofgabe  durchaus  nicht,  wenn  man  Cfig-  iS)  die 
GoordiDaten  der  gesuchten  Curve  so  annimmt,  dass  die  Abscissenaxe  parallel  wird  mit 
den  (durch  die  zu  den  festen  Abscissen  gehörigen  KrQmmungsmiltelpunkte  gelegenen) 
swei  parallelen  Graden.  Der  zur  ersten  festen  Abscisse  gehörige  Krömmungsmittel- 
punkt  sei  K,  und  der  zur  zweiten  festen  Abscisse  gehörige  KrOmmungsmittelpunkt  sei 
G.  Die  in  der  Aufgabe  besagten  parallelen  Graden  sind  also  EF  und  BC.  Man  gebe 
nun  der  Abscissenaxe  die  Lage  OX  parallel  mit  BG,  und  der  Ordinatenaxe  die  Lage 
OT  senkrecht  auf  OX.  Der  ersten  festen  Abscisse  entspreche  der  Punkt  P,  und  der 
zweiten  festen  Abscisse  entspreche  der  Punkt  R.  Die  nach  Willkür  genommene  Abscisse 
sei  OQ,  und  der  dazu  gehörige  KrQmmungsmittelpunkt  sei  H.  Die  io  der  Aufgabe  be- 
sagten zwei  in  eine  einzige  Grade  fallenden  Perpendikel  sind  also  HJ  und  EL ;  und  das 
in  Rede  stehende  Product  ist 

I)    U  =  HL  .  HJ 
oder 

H)    ü  =  (WK  -^  MH)  .  (NG  -  MH) 

Setzt  man  OQ  «  x  und  QT  =  y ,   so  ist  MH  —  y  h -^-^;  setzt  man  OP  =s  a,  so 

ist  WK  =  y«  •+- -;  und  setzt  man  OR  =  a,  so  ist  NG  =  y^t  H .  Glel- 

chung  n  geht  also  iU>er  in 

Muürt  man  nun,  so  gibt  sich 

_  IM-pf    d%\ 
q»      *  dx«^ 

Soll  nun  die  gesuchte  Curve  aus  allen  möglichen  in  jedem  Punkte  einander  nichslan- 
liegenden  heransgewählt  werden,  so  müssen  folgende  drei  Gleichungen 

gleichzeitig  nebeneinander  bestehen;  dieses  ist  aber  nar  möglich,  wenn 


™>('-H^.  =  ('  +  - 


stattOndet.  Man  setze  znrAbkOrzang  g  anstatt  |y  + ^)  nnd  anstatt  (y  -i 

so  geht  jede  der  drei  obigen  Gleichungen  Aber  in 

,X)  y+iJ^-» 
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Dm«  folgt  r^TT«  +  z :;  =  ^5   and  weoQ  man  aof  beiden  Seiten  mit  p  =  4^ 

Mdtiplicirt,  80  bekommt  man  |^  '   ^  -4-      ^     =  0;  daraas  folgt  (y  —  g)  •  ifTTpä 
=  h,  and  daraas  folgt  weiter  di  =s    ^^  """  ^^  *    y    .    integrirt   man   abermals,    so 

1^'  -  (y  ~  g)* 

gibt  sich  X  +  k  =  —  iTh»  —  (y  —  g)«»  oder 

X)  (y-g)«  +  (x-hk)«  =  li« 
Der  Kreis  ist  also  die  gesacbte  Garve,  welcher  insoferne  die  Aufgabe  löst,  als  er  in 
jedem  seiner  Punkte  auch  sein  eigener  KrOmmangskreis  ist  Bei  Bestimmong  der 
Constanten  moss  aber  Gleichong  VIII  mitben&tzt  werden.  Allein  Gleichung  Vlil  geht 
iber  in  g  =  g,  woraus  nichts  gefolgert  werden  kann;  und  sonach  erkennt  man,  dass 
die   gesuchte  Gurve  noch  drei  verschiedenen  Nebeobedingungen  onterworien  werden 


J^M  die  hier  gesuchte  Gurre  ein  Kreis  ist,  so  foUen  alle  Kr&mmungsmittelpunkte 
deradben  in  einen  einiigen  Punkt  zusammen.  Es  fallen  also  die  drei  Punkte  K,  H 
and  G  in  einen  einiigen  Punkt,  und  die  zwei  Linien  BG  und  EF  in  eine  einzige  Linie 
sosunmen.  Es  ist  also  U'  =  0  unabhängig  Ton  den  zwei  festen  Werthen  a  und  a, 
ond  anabh&ngig  von  dem  wlllk&rlichen  Werthe  des  x. 

Das  PrUfongsmittel  ist  noch  herzustellen. 


Aufgabe   101. 

Man  sucht  eine  aaf  ein  rechtwinkeliges  Goordinatensystem  bezogene  ebene  Gunre, 
und  legt  in  die  zu  den  festen  Abscissen  a  und  a  gehörigen  Punkte  die  Krfimmungs- 
kreise.  Man  legt  aber  auch  in  den  zu  der  nach  Belieben  gewihlten  Abscisse  x  gehöri- 
gen Punkt  den  Krummnngskreis.  Man  verbindet  die  zu  den  Abscissen  a  und  a  gehöri- 
gen Krümmnngsmittelpunkte  mit  dem  zu  der  Abscisse  x  gehörigen  Krfimmungsmittel- 
ponkle.  Wenn  nun  die  gesucht<^  Gurve  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Eigenschall 
hat,  dass  die  Summe  der  Quadrate  beider  Verbindungslinien  ein  Maximum-sUnd  oder 
Minimum-Stand  wird;  welche  Gurve  ist  die  gesuchte? 

Es  seien  (6g.  16)  die  festen  Abscftsen  OP  =  a  und  OR  =  a;  und  die  nach  Will- 
kSr  genommene  Abscisse  sei  OQ  =  x.  Der  zu  OP  ==  a  gehörige  Rrikmmungsmittel- 
ponlit  ist  K,  der  zu  OR  =:  a  gehörige  Rrdmmungsmittelpunkt  ist  G,  und  der  zu 
OQ  =:  X  gehörige  Krummungsmittelpunkt  ist  H.  Die  beiden  Verbindungslinien  sind 
KH  nnd  GH.    Die  Aufgabe  verlangt  also:   es  soll 

I)    ü  =  KH«  -+-  GH2 
ein  Maximnm-stand  oder  Minimum-sUnd  werden.    Stett  I  kann  man  auch  setzen 

11)  ü  =  [(HM  -  KW)2  -4-  (OM  -  oy/y]  +  [(HM '-  GN)«  -h  (ON  -  ouy] 

oder 

111)    U  =  0W2  +  2 .  OM«  4-  ON«  4-  KW«  +  2  •  HM«  -k  GN> 
-  a  .  OM  .  (OW  +  ON)  -  2  .  HM  •  (KW  +  GN) 

Hier  ist  OM  =  x -■  ^^  -^  »^    ^  und  MH==:y-hLJlP?;fernerOW  =  a^^'^P'^''^- 
q  '  '  q     '  q. 

1  -H  p?  0-^  P«)  •  Pa 

und  WK  =  y,  H -;  und  ebenso  ist  ON  =  a ,    ond    NG    = 

q«  ^a 

Diese  Ausdrücke  hat  man  in  Hl  einzusetzen,  und  dann  zu  verfahren,  wie  gewöhnlich. 


Ja 
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Aufgabe  102. 

Man  SQoht  eine  aaf  eio  rechlwiQkeliges  GoordinateQsystem  bezogene  ebene  Garre. 
Man  legt  in  die  za  den  lealen  Abscissen  a  und  a  gehörigen  Pankto  die  KrQmranng»- 
kreise.  Man  legt  aber  auch  in  den  zu  der  nach  Willkür  gewähllep  Abscisse  x  gehörigen 
Punkt  den  Krümmungskreis.  Man  verbindet  die  drei  KrQmmnngsmitfelpunkte  miteinan- 
^  der.  Dadurch  entsteht  ein  Dreieck.  Wenn  nun  die  gesuchte  Curve  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  die  Eigenschaft  hat,  dass  des  besagten  Dreiecks  Inhalt  ein  Maxirouni*«tand 
oder  Minimum-Stand  wird ;  welche  Curve  ist  die  gesuchte  ? 
Hier  soll  (6g.  16) 

1)    U  =  Dreieck  KHG 
ein  Maiimum-stand  oder  Minimum-Stand  werden.    Slatt  1  kann  man  auch  setzen 

II)    ü  «»  Trapez  WRHM  -+-  Trapez  HMNG  —  Trapez  KWNG 
oder 

ü  =  1  (KW  -4-  HM)  .  (OM  —  OW)  -h  i  •  (HM  -f-  GN)  •  (ON  -  OM) 

-  §  •  (KW  -+-  GN) .  (ON  -  OW) 

oder 

öl)    U  «  ^  .  [KW  .  (OM  -  ON)  -h  HM  •  (ON  -  OW)  -h  GN  -  (OW  -  OM)] 

Hier  hat  man  die  schon  in  voriger  Aufgabß  Tür  OW,  WK>  OM,  MH»  ON,  NG  aufge- 
stellten Ausdrücke  einzuführen,  und  dann  zu  verfahren,  wie  gewöhnlich. 


1)    Aufgaben,  wo  Kw«i  gleichzeitig  bestehende  Fonotionen  mit  einem  und  demselben 
absolnl  unabhängigen  Veründerlichen  gesucht  werden. 


A  u  f  g  a  b  e    103. 

Man  soll  für  y  und  z  solche  Functionen  von  x  suchen,   weiche  bei  jedem  Werthe 
des  X  die  Eigenschaft  haben,  dass  folgender  Aoädruck 

ein  Maximum-Stand  oder  Minfmum-stand  wird. 

Mntirt  man,  und  setzt  dann  zur  Abkürzung  p  statt  -p ,  und  p  statt  -r^;  so  bekommt 

11)    aü  =  (-  2y  -h  px)  .  ay  -h  (-  2z  -H  px)  •  ^z  -}-  (xz  -  Sb»  •  p)  •  ^ 
+  (xy~2c2.p).^ 
III)    ^ü  -  (-  2y  -h  px)  •  ^y  +  (-  2z  -♦-  px)  •  Ißz  -h  (iz  ~  Sb«  •  p)  ~5[ 
-h  (xy  -  2c«  .  p)  .  ^  -  2  .  ay«  -  2  .  az2  -h  2x  •  tJz  •  ^ 


man 


+^.„.^_»..(ffi,' _«.(«.,' 


Erster  Fall.  Sucht  man  für  y  und  z  solche  Functionen,  welche  bei  irgend  einem 
nach  Belieben  gewählten  Werthe  des  x  den  gegebenen  Ausdruck  grösser  oder  kleiner 
machen ,  als  ihn  bei  demselben  Werthe  des  x  alle  möglichen ,  den  gesuchten  Funclionen 
Stetsfort  nächstanliegenden ,  Nachbarfunctionen  machen  können;  so  sind  ^y  und  dz  so- 
wohl der  Form  als  auch  dem  Werthe  nach  voneinander  unabhängig.    Ein  Gleiches  gilt 
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iwischen  -rr  ^nd  zwischen  -^ .    Dem   Werihe  nach  sind  aber  auch  6s  und  -r^  von- 
dx  dl  "^  dx 

einander  unabhängig,  wenn  gleich  mit  der  Form  des  ^y  auch  die  Form  des  -^  milge- 

geben  ist    Ein  Gleiches  gilt  zwischen  6z  nnd  ^^*    (Man  sehe  $.  91,  etc.)    Es  müssen 

also  jetzt,  damit  «^U  »■  0  werden  kann,  die  vier  identischen  Gleichungen 
I)    —  2jr  +  t>x  =  0,  •      2)    —  2z  +  px  =±=  0 
3)    xz  — 2b2.p=0,       4)    xy— 2c2    ^)  =  0 

gleichzeitig  bestehen,    miminirt  man  p  ans  1  und  4,  so  bekommt  man 

5)  y  .  (4c2  -  x2)  =  0 
Eliminirt  man  femer  p  ans  3  und  2,  so  bekommt  m^n 

6)  I .  (4b2  —  xO  -  Ö 

Ans  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  aber  y  »  0  und  z  «-  0,  d.  h.  y  und  z  sind  iden- 
tische Functionen  yon  x;  und  da  dadurch  die  Gleichongen  1,  2,  3,  4  zugleich  erfQUt 
werden,  so  ist  nur  noch  zu  untersuchen,  ob  dabei. ^U  beständig  einerlei  Zeichen  be- 
iialt  oder  nicht.    Gleichung  III  reducirt  sich  aber  jetzt  auf 

L'nlersocht  man  aber  diesen  Ausdruck  (nach  Anleitung  der  SS.  II,  12,  13),  so  erkßnnt 
man,  dass  er  nicht  nnter  allen  Umständen  einerlei  Zeichen  behalten  kann;  es  findet 
also  weder  ein  Maximum-stand  noch  Minimum-stand  statt. 

Zweiter  Fall.  Sucht  man  für  y  ond  z  nur  diejenigen  Functionen,  die  bei  irgend 
einem  nach  Belieben  gewählten  Werthe  des  x  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder 
kleiner  machen,  als  er  gemacht  werden  kann,  wenn  man 

.    1)    an  die  Stelle  des  y  diejenigen  Functionen  setzt,  welche  nicht  nur 

a)    der  für  y  gesuchten  Func^on  Stetsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 
ß)    bei  dem  grade  gewählten  Werthe  des  x  denselben  Werth  bekommen, 
wie  die  für  y  gesuchte  Function;  und  wenn  man 
2)    an  die  Stelle  des  z  diejenigen  Functionen  setzt,  welche  nicht  nur 

a)    der  für  t  gesuchten  Function  stetsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 
ß)    bei  dem  grade  gewählten  Werthe  des  x  denselben  Werth  bekommen,^ 
wie  die  für  z  gesuchte  Function; 
so  ist  jetzt  dy  =  10,  dz  xs  0,  ^y  =  0,  d^z  =  0  etc.    Gleichung  II  reducirt  sich  also  auf 

IV)    au  =r  (x  .  z  -  2b2  .  p)  .  ^  -♦-  (x  .  y  -  2c2  .  ^))  .  jj 

Da  nun  -^  und  -^  sowohl  dem'  Werthe  nach  als  auch  der  Form  nach  voneinander 
dx  dx  ^  - 

ganz  unabhängig  sind;   so  kann  nur  dU  =  0  werden,  wenn  die  zwei  identischen  Glei' 

chungen 

7)    xz  —  2b'  •  p  =  0,  ond  8)    xy  —  2c»  •  p  =  0 

bestehen.   .Eliminirt  man  x  aus  diesen  beiden  Gleichungen,  so  gibt  sich 

o  2  .b2 

2z  .  p  =  — ^  .  y  .  p 

Integrirt  man  diese  Gleichung,  so  bekommt  npan 

9)      «2«^^.y2^.A 

*  b2 
oder  mit  Aenderung  des  Constanten  A  in  -^  •  B 

10)    z«  =  LJ.(y»-hB) 

Daraus  folgt  z  =  -  •  iTv^T'B ;  ond  Gleichung  7  ffeht  über  in  "^-^^^l  =  x  •  d^. 

c       •  ^      -  ry2  4-  B 

Man  integre,  so  bekommt  man 

W^  13 
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2bc  .  Ig  Da(  (y  4-  HT y2  -+-  B)  -+-  C  =  i  .  x2 

oder  

II)    4bc .  \g  nat  (y  4-  Wy^  ß)  -4-  SC  =  i^ 

«  I 

Weno  man  hier  den  CoQstanten  G  io  2bc  •  Ig  oat  —  veräodert,   so  geht   Gleichang  H 

aber  in 


12)    4bc>lgnaty-^^y^^-J=.x2 

Daraas  folgt  y  +  ffyM-B  =?  ni  •  e      ;  und  wenn  man  y  auf  die  rechte  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens bringt,  und  beiderseits  auf  das  Quadrat  erhebt,  so  bekommt  man  zuletzt 

Eliminirt  man  y  aus  10,  so  bekommt  man 


,4)    .  =  *.(^.e*'h<^-5»-.e     ^ 

^  c    \2  2m  / 


In  Folge  alles  Vorhergehenden  reducirt  sich  Gleichung  III  auf 

■'•«=—(^)'— (S)' 

welcher  Ausdruck  unter  allen  Umständen  negativ  bleibt.    Es  findet  also  ein  Maximum- 
sland statt; 

Dritter  Fall  Sucht  man  för  y  und  z  nur  diejenigen  Functionen,  die  bei  irgend 
einem  nach  Belieben  gewählten  Werthe  des  x  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder 
kleiner  machen,  als  er  gemacht  werden  kann,  wenn  man 

1)  an  die  Stelle  des  y  diejenigen  Functionen  setzt,  welche  nicht  nur 

a)    der  für  y  gesuchten  Function  stelsfort  nächstanliegen ,  sondern  auch 
ß)    bei  dem  grade  genommenen  Werthe  des  x  alle  ihrem  ersten  Differen- 
tialquotient den  gleichen  Werth  geben,  welchen  der  erste  Differential- 
quolient  der  Hlr  y  gesuchten  Function  bekommt;  und  wenn  man 

2)  an  die  Stelle  des  z  diejenigen  Functionen  «etzt,  welche  nicht  nur 

a)    der  fQr  z  gesuchten  Function  stetsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 
ß\    bei  dem  gfade  genommenen  Werthe  des  x  alle  ihrem  ersten  Differen- 
tialquotienl  den  gleichen  Werth  geben,  welchen  der  erste  Dtiferential- 
quotient  der  für  z  gesuchten  Function  bekommt;     ^ 

so  istjelzt  y^  =  ^*  ^  =  ^1  ^^  =  <>>  -^  =  ^  ^^    Gleichung  I  redoctrt  sich 

also  auf 

V)    au  =  (-  2y  -h  j>x)  .  ay  -h  (--  2z  -h  px)  .  ^z 

Da  nun  dygnnd  dz  sowohl  dem  Werthe  nach  als  auch  der  Form  nach  voneinander  an- 
abhängig  sind ,    so  kann  nui^  dU  =  0  werden ,   wenn  die  zwei  identischen  Gleichangen 

15)     —  2y  -t-  px  —  0,  und  16)    —  2z  +  px  =  0 
stattfinden.    Eliminirt  man  x  aus  diesen  beiden  Gleichungen ,  so  gibt  sich  2z  •  p  =  2y  •  p ; 
und  wenn  man  integrirt,  so  bekommt  man 

17)    z«  =  y«  +  C 

Daraus  folgt  z  =  Ify^-i-  C  ;  und  Gleichung  16  geht  über  in  ^        «=  — ^ .    Mau 

integrire,  so  bekommt  man 

18)    Ig  nat  (y  +  ify^Tc)  =  E  -4-  Ig  nat  x« 

Wenn  man  hier  den  Constanten  E  in  Ig  nat  -  umändert ;  so  bekommt  man 

n 
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19)    Ig  Dat  (y  -f-  iTyH^)  =  Ig  «al  v 


n 


Dmw  folgt  gradem 


20)     y^lfy^^C   =i. 

y  auf  die  rechte  Seite  des  GleichheitSEeJchens,  aod  erbebe  beiderseits  aufs 
Quadrat;  so  bekommt  man 

Eliminirt]iDan  jetat  y  aas  17,  so  bekommt  man 

-®^    ^-  2.n^2  .x« 
GMcboDg  lU  redocirt  sich  jetzt  in  Folge  alles  Vorhergehenden  aof 

23)    a»ü  ==  -  2  .  (ay2  H-  dz^ 
Dieser  Aosdrack  bleibt  unter  allen  Umständen  negativ;    also  findet  ein  Maximum-stand 
sUtt 

Vierter  Fall.  Sucht  man  für  y  und  z  nur  diejenigen  Functionen,  die  bei  irgend 
dnem  nach  Belieben  gewählten  Werthe  des  x  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder 
kleiner  machen ,  als  er  gemacht  werden  kann ,  wenn  man 

1)  an  die  Stelle  des  y  diejenigen  Functionen  setzt,  welche  nicht  nur 

a)    der  für  y  gesuchten  Function  stetsfort  nftchslanliegen  >  sondern  auch 
0)    bei  dem  grade  genommenen  Werthe  des  x  alle  ihrem  ersten  Differen- 
tialquoUent  denselben  Werth  g^ben,  welchen  der  erste  Differential- 
quotient  der  für  y  gesuchten  Function  bekommt;  und  wenn  man 

2)  an  die  Stelle  des  z  diejenigen  Functionen  setzt,  welche  nicht  nur 

a)    der  för  z  gesuchten  Function  stetsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 
ß)    bei  dem  grade  gewählten  Werthe  des  x  den  gleichen  Werth  bekom* 
men,  wie* die  für  z  gesuchte  Function; 

so  ist  jetzt  -^  SS  0,  az  »  0,  -^  =  0,  d^z  =:  0  etc.  Gleichung  I  reducirt  sich 
also  auf  . 

VI)    (5Ü  =  (-  2y  -hp.x).Jy-f.(xy~2.c2.))).^? 

Damit  ^U  •>-  0  werden  kann ,  mössen  die  zwei  identischen  Gleichungen 
2?)    —  2y -h  j).x  —  0,  und  26)    xy  —  2  •  c«  •  p  —  0 
staltOndea.    Eliminirt  man  p  aus  beiden  Gleichungen ,  so  bekomm!  man 

27)    y  .  (4c2  —  x2)  =  0 
Daraus  folgt  aber  nur  y  =  0,  d.  h.  y  muss  eine  identische  Function  sein.    In  Folge  der 
Gleichung  y  =  0  reduciren  sich  die.  Gleichungen  25  und  26  auf  ^  i»  0,    und  daraus 
folgl  z  =  R,  d.  h.  z  ist  constant.    In  Folge  alles  Vorhergehenden  reducirt  sich  Glei- 
ehnng  III  auf 

^^ü  =  -  2.  (Jy2  +  2x  .^y  .^  -  2c2  .  (^')' 

Dieser  Ausdruck  ist  aber  nur  so  lange  negativ,  als  (4c'  —  x^  positiv  oder  Null  ist, 
d  h.  fSr  alle  von  (—  2c)  bis  (+  2c)  erstreckten  Werthe  des  z.  Und  fQr  alle  diese 
Werthe  des  x  findet  ein  Maximum-stand  statt. 


Aufgabe    104. 

soll  anter   allen  auf  dasselbe    rechtwinkelige    Goordinatensystem   bezogenen 
räumlichen  Gurven  diejenige  heraussuchen,   welche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die 
hat,   dass,    wenn  man  in  den  zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten 
X  gehdrigen  Punkt  die  BerOhrungslinie  zieht,   und  wenn  man  diese  mit  zi^e( 
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in  festen  Punkten  einer  gegebenen  Gcadeti  senkrechten  Ebenen  begrftnzt,  die  so  be- 
grenzte BerQhrungslinie  ein  Maximam-stand  oder  Minimam-stand  wird,  d.  h.  grösser 
oder  kleiner,  als  die  zu  derselben  Abscisse  x  gehörigen  und  von  denselben  zwei 
festen  Ebenen  begrSnzten  Berlkhrungslinien  aller  andern  der  gesuchten  Carve  stetsfort 
nSchstanliegenden  Nachbarcarven. 

Die  gegebene  Grade  (6g.  17)  sei  OX.  Man  lege  die  beiden  sich  rechtwinkelig 
schneidenden  Coordinatenebenen  XT  und  XZ  in  die  Linie  OX«  so  wird  OX  die  Abscis- 
senaxe.  Nun  nehme  man  einen  beliebigen  Punkt  0  in  derselben  an,  und  lege  hierein 
die  auf  OX  senkrechte  Coordinatenebene  YZ.  Der  willkürlich  gewählte  Berührungs- 
punkt S  habe  die  Projectionen  s  und  s^  und  seine  Abscisse  sei  0g3=z.  Die  gesuchte 
Gorve  PSQ  habe  die  Projectionen  psq  und  p's'q'.  Die  in  S  berOhrende  Grade  RST 
habe  die  Projectionen  rst  und  r's't^  Die  beiden  auf  der  gegebenen  Graden  OX  seak- 
rechten  Ebenen,  von  welchen  die  Berührende  RST  begränzt  wird,  seien  gegeben  dareh 
ihre  Spuren  M'M  und  N'N;  und  deren  feste  Abscissen  seien  Oh  =  a  und  Ok  =  a.  Die 
Länge  der  auf  vorgeschriebene  Weise  begränzten  Berührongslinien  ist  also 

I)     RST  =  l^hk«  4-  (kt  —  hr)2  +  (kT  —  h'ry 
Die  Gleichungen  für  die  Projectionen  einer  berührenden  Graden  sind  bekanntlich    - 


oder 


y'  -  y  =  (i'  —  x>  .  j^,  und  z'  -  z  =  (i'  —  X)  •  gj 
y'  =  y  +  (x'-x).g,  und  z'  «  z  +  (x' ^  x)  •  J? 


Hier  sind  x*,  y\  z'  die  veränderlichen  Coordinaten  der  Berührenden,  dagegen  x,  y»  z 
sind  die  (übrigens  gleichfalls  veränderlichen)  Coordinaten  des  Punktes  der  Gurve,  in 
welchem  man  grade  die  Berührung  wählt.  Für  die  bestimmten  Punkte  h',  k',  h,  k  ist 
tiezüglich 

hV  =  y  H-  (a  -  x)  .  g,  kr  =  y  +  (a  -  X)  .  g 

hr  =  z  -h(a^x).j5,    kt=  ,-H(a-x).g 
Man  bekommt  also  für  die  Länge  RST  durch  gehörige  Substitution  in  I 


")«-c.-.)f.+(gr+©' 


Weil  die  Abscissendifferenz  (a  —  a)  positiv  ist,  so  ist  auch  das  ganze  (l>ei  der  Abscisse 
a  anfangende  und  bis  zur  Abscisse  a  erstreckte)  Stück. RST  der  Berührenden  positiv. 
Dazu  ist  aber  nöthig,  dass  man  dem  Radical  seine  positive  Bedeutung  beilege,  welche 
ihm  durch  die  ganze  Untersuchung  bleiben  muss.    Man  mutire ,    und  setze  dann  zur 

Abkürzung  p  statt  -r^,  und  p  statt  -r^;  so  bekommt  man 

^  Kl  ^-  p2  4-p2      L*^    dz    ^*^    dxj 

n  +  p3  4-  p2    L 

/day\2        /dJz^2        /      d<5z        ^    day\2T 

•+■  H-  p2  4-  p2  J 

Es  leuchtet  von  selbst  ein,  dass  (wie  schon  in  Aufgabe  68  näher  nachgewiesen  ist)  die 
Länge  der  so  begränzten  Berührongslinie  nicht  abhängig  ist  von  ihrer  Entfernung  von 
den  beiden  Goordinatenebenen  XY  und  XZ ,  sondern  nur  von  den  Winkeln ,  weiche  sie 
mit  diesen  Goordinatenebenen  macht;  denn  alle  zwischen  den  beiden  Gräniebeneii 
parallele  Graden  sind  einander  gleich.  Was  aber  hier  ans  einfacher  Betrachtiang  folgt» 
: stimmt  ganz  mit  Gleichung  III  überein;   denn  da  sie  keine  mit  dy  und  ^z  behafleteo 


a  —  a  r      d3^y    .  d^z 
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Tkeilsilsa  eDthül,  so  haC  die  Motalioo  von  y  und  z  keinen  Einflass  auf  U  (d^  b.  auf 

die  Unge  der  Berfihrenden) ,   und  nur  die  MaUüon  Ton  ^  nnd  -p  hat  Einfloas  darauf. 

Erster  Fall.  Saeht  man  eine  solche  Corve,  welche  bei  einer  nach  Belieben  ge- 
wihllen  Abscisse  x  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht,  als  ihn  bei 
der  nemUchen  Abscisse  x  alle  mdglichen ,  der  gesuchten  Gurve  stetsfort  nächstanliegen- 

dea,  Nachbarcorven  machen  können;  so  sind  -r^  und  -r^  sowohl  der  Form  als  aach 

dx  dx 

dem  Werthe  nach  ganz  unabhängig  voneinander.    Es  kann  also  nur  ^U  =  0  werden, 

wenn  gleichseitig  folgende  zwei  Gleichungen  stattfinden : 

1)    p  —  0,       nnd    ü)    p  =  0 
Daraas  folgt 

3)    y  =  A,       und    4)    z  t«B 

wo  A  und  B  willkOrliche  Gonstanten  sind.  Diese  Gleichungen  gehören  zu  einer  mit 
den  Coordinalenebenen  XY  und  XZ  parallelen  Graden,  welche  insofern  die  Aufgabe 
löst,  als  jede  Grade  auch  ihre  eigene  Berührende  ist.  Man  kann  nun  die  gesuchte 
Linie  noch  zwingen,  durch  einen  festen  Punkt  (n,  m,  I)  zu  geben. 

Unter  einem  festen  Paukte  (n,  m,  1)  im  Baume  versteht  man  bekanntlich  einen  Poakt 
mit  der  bestimmten  Abscisse  n ,  nnd  mit  den  ebenfallß  bestimmten  Ordinaten  m  and  1. 

Damit  aber  die  gesuchte  Linie  durch  den  festen  Punkt  (n,  m,  1)  gehe,   muss  sein 
5)    y  =  A  =;  m,        und    6)'  z  =  B  =  1 
Unter  diesen  Umständen  reducirt  sich  Gleichung  lY  auf 


«'=(«-)[(^)*-(^7] 


Weil  (a  —  a)  positiv  Ist,  so  ist  auch  d^U  positiv;   nnd  sonach  ist  V  =  (a  —  a)  ein 

Minimnm-Btand.    Davon  hätte  man  sich  schon  durch  einfache  Betrachtung  überzeugen 

können,  ohne  dass  es  nöthig  gewesen  wäre,  das  Prüfungsmittel  anf  theoretischem  Wege 

herzastellen.    Da  femer  U'  =  (a  --  a)  vom  Werthe  des  x  ganz  unabhängig  ist ,   so 

kann  von  einem  secondären  Zustande  keine  Bede  sein. 

dv 
Zweiter  Fat L    Es  ist  bekanntlich -p  die  goniometrische  Tangente  des  Winkels, 

welcher  von  der  Abscissenaxe  X  und  der  in  der  Goordinatenebene  XY  liegenden  Pro- 

dz 
jeclion  der  Berübrongslinie  eingeschlossen  wird.    Ebenso  ist  ^  die  goniometrische  Tan- 
gente des  Winkels,  welcher  von  der  Abscissenaxe  X  und  der  in  der  Goordihatenebene 
XZ  liegenden  Projection  der  Berüfamngslinie  eingeschlossen  wird. 

Sucht  man  also  nur  diejenige  Gurve,  die  bei  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten 
Abscisse  x  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht,  als  ihn  alle  die  Curven 
machen  können,  welche  nicht  nur 

d)    der  gesuchten  Gurve  stetsfort  nächstanliegen,  sondern  bei  denen  allen^ 
0)    die  zn  der  grade  gewählten  Abscisse  x  gehörigen  Berührungslinien  so  gelegen 
sind,  dass  ihre  in,  der  Goordinatenebene  XZ  liegenden  Projectionen  parallel 
laufen  mit  der  betreffenden  Projection  der  zur  gesuchten  Gurve  gehörigen 
Berühmngslinie ; 

ao  ist  jetzt  --i^  —  0»  -^  s  0  etc.    Gleichung  III  zieht  sich  also  zarück  auf 

V)  aü-,  /"*      >p.^ 

Kl  4^  p»  +  p2    *'    dx 

Daraus  folgt  p  =  0,  also  ist  wieder  y  =  A ,  d.  h.  constant ,  während  z  unbestimmt, 
d.  h.  eine  ganz  beliebige  Function  von  x  ist ;  und  stellt  man  diese  durch  s(X)  dar,  ao 
hat  man  für  die  Gleichungen  der  gesuchten  Gurve 

7)    y  «  A,        and    8)    z  =  arcx) 
Die  jetzt  erhaltene  ränmliehe  Carve  ist  also  jede  beliebige  ebene  Gurve,  weiche  iq  der 
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BotferoaDg  y  =:  A  mit  d«r  GoordinateDebeiie  XZ  parallel  I&qII.    Unter  diaaeo  Uaatitt* 
den  zieht  sich  nun  Gleichung  IV  zorQck  aaf 

a  —  a  /dJy\2 


^ü  = 


)/' + (^"y 


2      \dx  / 


Daran  erkennt  man,   daaa  U'  =  ^1  +  (-j---)    ^^  Minimnm-Btand  ist.    Davon  kaon 

man  sich  aber  schon  durch  folgende  einfache  Betrachtung  Qberzengen : 

Unter  allen  Curven,  welche  auf  der  durch  z  =  ^(x)  gegebenen  Cylinderfläche  mög- 
lich sind,  liefert  diejenige,  die  durch  den  Schnitt  einer  mit  der  Coordlnatenebene  XZ 
parallelen  Ebene  entstanden  ist,  die  körzesle  auf  vorgeschriebene  Weise  begränzte  Be- 
rQhrungslinie.  Sollte  nun  die  gesuchte  Gurve  auf  irgend  einer  durch  die  Gleichung 
F  (x,  y,  z)  =  0  gegebenen  Fliehe  liegen  müssen,  so  hat  man  nur  statt  y  überall  A 
zu  setzen.  Dabei  bekommt  man  F(x,  A,  z)  =  0,  woraus  sich  dann  z  »  nix)  ent«» 
wickeln  Iftsst,  so  dass  die  jetzt  gesuchte  Gurve  ganz  und  mit  allen  ihren  Punkten 

1)  in  der  Fläche  F  (x,  y,  z)  =  0 

2)  in  der  aus  F(x,-A,  z)  «  0  sich  ergebenden  Gylinderfläche  z  «»  ^(x),   and 

3)  in  der  durch  y  =  A  gegebenen  und  mit  der  Goordinatenebene  XZ  parallelen 
£bene 

liegt. 


Da  aber  jetzt  ü'  =  (a—  a)  •  l/l  -f  (-j^  )    vom  Werihe  des  x  abhängig  ist. 


so 


kann  man  noch  solche  Werthe  des  x  suchen,   bei  denen  ein  Maximum-werth  oder  Mi- 
nimnm-werth  stattfindet. 


Aufgabe    105. 

Man  soll  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Goordinatensystem  bezogenen 
räumlichen  Gurven  diejenige  heraussuchen,  welche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die 
Eigenschaft  hat,  dass,  wenn  man  in  den  zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten 
Abscisse  x  gehörigen  Punkt  die  Berührungslinie  zieht,  und  wenn  man  diese  mit  zwei 
in  bestimmten  Punkten  einer  gegebenen  Graden  errichteten  Perpendikeln  begränzt,  das 
Product  dieser  Perpendikel  ein  Maximum-stand  oder  Minimom-stand  wird. 

Die  gegebene  Grade  (fig.  17)  sei  OX.  Man  lege  die  beiden  sich  rechtwinkelig 
schneidenden  Goordinatenebenen  XY  und  XZ  in  die  Linie  OX ,  so  wird  OX  die  Abscis- 
senaxe.  Nun  nehme  man  einen  beliebigen  Punkt  0«in  derselben  an,  und  lege  hierein 
die  auf  OX  senkrechte  Goordinatenebene  YZ.  Die  gesuchte  Gurve  PSQ  habe  die  Pro- 
jectionen  psq  und  p's^q^  Der  beliebig  gewählle  Berührungspunkt  S  habe  die  Projec- 
tionen  s  und  s^    Die  in  S  berührende  Grade  RST  habe  die  Projectionen  rst  und  r's't'. 

Diejenigen  auf  der  Abscissenaxe  stehenden  Perpendikel,   von  welchen  die  in  S  be- 
rührende Grade  begränzt  wird,    seien  HR  und  KT,    deren  Projectionen  bezüglich  hr 
hV,  und  kt,  k'l'  sind,  so  dass  HR  =  »Thr«  -h  h'r'2  and  KT.=  ifkt«  -f  k'f«  ist.     Es 

soll  also  ,  

U  =  HR  .  KT  =  (ifhi«  -H  h'r*«)  •  (ifkt«  4-  k't'») 

ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  werden.  Erst  wenn  die  gesuchte  Gurre  ge- 
funden ist,  kann  man  benrtheileo,  ob  die  beiden  Radicale  gleiche  oder  entgegengesetzte 
Vorzeichen  haben  müssen,  d.  h.  ob  das  in  Rede  stehende  Product  selbst  positiv  oder 
negativ  ist.    Es  ist  aber  bequem,  wenn  man  vorerst 

I)  ü  =  (KT) .  K'Of«  H-  hvo .  {w  -h  kro 

setzt,  and  die  Zweideutigkeit  des  Prododes  durch  den  Factor  (vTT)  bemerkbar  macht 
D|e  Gleichungen  fiir  die  Projectionen  einer  berührenden  Graden  sind  im  Allgemeinen 
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y'-y  =  (x'-x).g       uDd    z'-  E  =  (i'-x).5; 

oder 

y-  =  y^(x--x).Jy       and    x'  =  z-h(x'-x).55 

Hier  siDd  x',  y',  z'  die  veräaderlichen  Coordinaten  der  BerQhrendeD;  dagegen  x,  y,  z 
sind  die  (Abrigens  glefchfalU  veränderlichen)  Goordinaten  des  Punktes  S  der  Garve,  in 
wekhem  man  grade  die  BerQhrang  wählt.    Ist  nun  Oh  »  a  und  Ok  =  a,  so  ist 

hV  =  y  4-  (a  -  X)  .  g,  kr  «  y  H-  (a-  X)  .  g 
hr  =  z  -h  (a  -  x)  .  J5,   kl  =  2  -h  (a  -  x)  .  ^ 

Man  setze  zar  Abkörzang  p  statt  *^,  und  )» statt  -r-;  so  geht  Gleichung  I  aber  in 

10  l  =  (ifi)  •  l^[(y  -f-  (a  -  x)p)2  +  (z  +  (a  -  x)p)^  x  [(y  4-  (a  -  x)p)2  h-  (e  -h  r«  -  i)p)2] 
Ifotirt  man,  und  setzt  dann  zur  weitem  Abkürzung 

r  ^    dy  ,    ,  ..dz 

y  +  (a-x).gi  =  u,   z  +  (a-x).ju^«u 

y  +  (a  -  x)  .  j|  =  W,    z  -I-  (a  -  x)  .  ~  =  to 
so  bekommt  man 

Hl)     aü  =  Y  .  [u  .  (w2  H-  »2)  +  w  .  (u2  +  n»)]  .  dy 
i 

-»-   TT  •    [U  •  (W«  -h  »»)   Tf  »  •  (U«  -H  U»)]   .   az 

+  ^  .  [u  .  (w2  +  »a)  .  (a  -  x)  -f-  w  •  (u2  -H  tt2)  .  (a  -  x)]  .  ^ 

^-^.[tt.(w»  -4- to»).(a  -  i)  H-  to.(n2  -l-ii2).(a-x)]-~5 

Erster  Fall  Sucht  man  eine  solche  Gurve,  welche  bei  einer  nach  Belieben  ge- 
wählten Abscisse  x  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht,,  als  ihn  bei 
der  nemlichen  Abscisse  x  alle  möglichen,  der  gesuchten  Gorve  stefsfort  ntchstanliegen- 
den,  Nachbarcurven  machen  können;  so  müssen  (man  sehe  den  ersten  Fall  der  103**" 
Aolgabe)  folgende  vier  Gleichungen  gleichzeitig  bestehen: 

1)  u  .  (w«  -hto«)  -»-  V  •  (o^  •+-  tt«)  =  0 

2)  II .  (w«  -+-  »2)  +  to  .  (n»  -h  u2)  =  0 

3)  n  .  (w2  +  »0  •  (a  —  »)-»-  ^  •  ("*  -+-  tt^)  •  («  -  x)  =  Ü 

4)  n  .  (w«  -I-  to«)  •  (a  —  x)  -f-  to  -  (u«  -h  u«)  .  (a  —  x)  =  0 

Aus  diesen  vier  Gleichungen  folgt  zunächst 

5)  n  •  (w»  +  toO  =  -  w  .  (u«  +  ii«) 

6)  tt  .  (w2  H-  to«)  =  -  »  •  (u2  +  u«) 

7)  u  .  (w«  -4-  to^)  •  (a  —  x)  =  —  w-  (u2  -h  n«)  •  (a  —  x) 

8)  u  .  (w2  +  to«)  .  (a  —  x)  =  -  to  .  (n«  -f-  u«)  •  (a  -  x) 
Dividirt  man  6  io  5,  so  bekommt  man 

9)   B=* 
Dividirt  man  ebenso  8  in  7,  so  bekommt  man  wieder 

10)   B  =  i 

'       U  » 

Ans  diesen  beiden  Gleichangen  folgt 

11)     U  •«!)  s  w  •  u 
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Führt  mao  dqd  Ar  a,  w,  u,  to  die  Aosdiikcke  wieder  zarück,  so  geht  Gleiehong.il  Ober  id 

12)    y  .  j,  «  I .  p 

Daraas  folgt  -^  =  -?  ;    und  somit  ist 

13)  z  =  Ey 

Dieses  ist  aber  die  Gleichang  einer  Ebene,  welche  in  der  Axe  OX  liegt,  and  auf  der 
Goordinatenebene  YZ  senkrecht  steht.  Die  gesuchte  rähmliche  Gorve  liegt  also  in  der 
darch  letztere  Gleichung  gegebenen  Ebene,    d.  h.  ist  von  einfacher  KrOnunung.     Ans 

Gleichung  13  folgt  noch 

14)  p  «  Ep 

Führt  man  diese  für  z  und  p  gefundenen  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  1,  2,  3,  4  ein, 
so  bekommt  man 

15)  (1  +E2)  .  [y  -I-  (a  ~x)  .  p]  .  [y  -f-  (a  -  X)  .p]  .  [2y  +  (a  -H  a  -  2x)  •  p]  =  0 

16)  E  .  (1  +  E2) .  [y  -H  (a  —  x)  p]  •  [y  4-  («  —  x)  •  p]  •  [2y  -f-  (a  -♦-  a  —  2x)  •  p]  —  0 
17)  (1  +  E2)  .  [y  -h  (a  -  X)  p]  .  [y  -h  (a  -  X)  .  p]  .  r(a  +  a  -  2x)  .  y 

-+-  2  (a  —  x)  (a  ~  x)  p]  —  0 
18)  E  •  (1  +  E«)  .  [y  -h  (a  -  x)  p]  .  [y  -4-  (a  -  X)  .  p]  .  [(a  -f-  a  -  2x)  .  y 

-4-  2  (a  —  x)  (a  —  x)  .  p]  =  0 
Es  bedarf  wohl  keines  weitern  Nachweises,  dass  die  gesuchte  Function  die  beiden  Ele- 
mente a  und  a  zugleich  enthalten  muss;  desshalb  kOnnen  auch  nur  die  letzten  Factoren  die- 
ser vier  Gleichungen  berücksichtigt  werden.    Man  hat  also  nur  die  beiden  Gleichungen 

19)  2y  W-  (a  +  a  —  2x)  .  p  =  0 

20)  (a  -4-  a  —  2x)  .  y  -h  2  (a  —  x)  (a  —  x)  .  p  =  0 

—  2v 
Aus  Gleichung  19  folgt  p  =  —j^ ZTöi'  ""^  ^®'*°  °**°  diesen  Ausdruck  in  20  ein- 
setzt, 80  bekommt  man 

21)    (a  —  a)2  .  y  =  0 

Daraus  folgt  y  «  0,  d.  h.  y  ist  eine  identische  Function  von  x.  Diese  Function  ge- 
nügt aber  den  beiden  Gleichungen  19  und  20  zugleich,  kann  also  die  Aufgabe  lösen. 
Ist  aber  y  =s  0,  so  ist  in  Folge  der  Gleichung  13  auch  z  =r  0;  und  somit  hat  man 
hier  die  in  die  Abscissenaxe  OX  fallende  Grade.  In  diesem  Falle  ist  U'  =  0.  Das 
Prüfungsmittel,  ob  ein  Maximum-sland  oder  Minimum-stand  staltflnde,  wird  hergestellt, 
wenn  man 

0  -H  X  .  dy  H-  -^  .  d»y  -h  -^  .  a^y  + statt  y 

1.2  1.2.3 

0-hx.dz-H— .d«z-+-  -^  •  ^z   -+■ statt  z 

1  .2  1.2.3 

0  H-  X  .  -pi  4-    •  —r-^    H .  —r-^   + Statt  p 

dx  1.2       dx  1.2.3       dx  ^ 

und 

^    .  ddi    ,     X«      öd^z       ■  x3        d^z    , 

^  -*-  *  •  -4-  +  rr  •  -j •■  TTT  •  --J h     •  •  •  •  •  statt  p 

dx     '1.2      dx         1.2.3      dx      ' 

in  Gleichung  II  einsetzt,  und  eine  naeh  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe  entwickelt. 
Dadurch  bekommt  man 

^ü  =  x2.(»fT).i:  +  .  .  . 

Man  hat  hier  nur  die  Form  des  ersten  Gliedes  der  Reihe  hingesetzt,  da  bei  dem  im 
Momeoie  des  Vcrschwiridcus  gedachten  x  das  Zeichen  der  ganzen  Reihe  von  dem  Zei- 
chen des  erslen  Guedels  nicht  verschieden  ist.  Der  erste  Factor. x^  ist  beständig  positiv, 
hat  also  keiiiea  EinHass  auf  das  Zeichen  des  J{]\  dagegen  der  zweite  Factor  [WT)  •  S 
ist  zweideutig^  wegen  des  Radicab.  Bei  solchen  Umständen  muss  man  die  für  JH  und 
rUr  U'  gich  ergebenden  AusdrEjckc  miteinander  vergleichen;  und  da  U' >=  0  mit  besagtem 
Radical  nicht»  zu  thun  hat»  sq  muss  man  sich  (nach  Bd.  I.,  S.  170,  c.,  und  S.  171, 
Nr.  S)  dahin  ctil^cheiden ,  da»^  hier  weder  ein  Maximum-stand  noch  Minimum-stand 
»t^fttiride. 
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Zireiier  Fall.  Sttdit  mao  oor  «Kejenige  Corre«  von  welcher  bei  irgend  einer 
nack  Belleben  gew&bllen  Abscisse  x  der  vorgelegte  Aosdrnck  grösser  oder  kleiner  ge- 
■adil  wird,  als  er  von  allen  den  Gnrven,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Gnrve  sietsfort  nAchsianliegen ,  sondern  auch 
ff)    mil  ihr  den  xa  der  grade  gewählten  Abscisse  x  gehörigen  Punkt  gemein- 
schafllich  haben, 
gemacht  werden  kann;    so  ist  jetzt  ^y  =  0.  ^z  »  0,  ^y  «  0,  ^z  =  0,  etc.    Glei* 
chung  ni  redAcirt  sich  also  auf        ^  > 

IV)     W  =«  -■  .  [u  .  (w2  +  »»)  (a  -  X)  +  w  .  (u«  +  u2)  (a  -  x)]  .  ^ 

-+"  -g-  •  [tt  •  (w*  -♦-  »0  •  (a  -  x)  -+-  h)  •  (u»  -+-  n»)  .  («  -  x)]  ~ 

Damit  nun  aU  =  0  werden  kann,  mflssen  sich  wieder  die  Gleichungen  3  und  4  erge-* 
ben.  Daraus  folgen  wieder  die  Gleichungen  10,  11,  12,  13,  14,  17,  18,  20,  so  dass 
man  jetzt  die  beiden  Gleichungen. 

22)  z  =  Ey 

23)  (a  +  a  —  2x)  .  y  -h  2  (a  —  x)  (a  —  x)  .  p  —  0 

hat  Integrirt  man  Gleichung  23,  so  bekommt  man  (vergleiche  den  zweiten  Fall  der 
TSf**"  Aufgabe) 

24)    y2  =  G  .  (a  -  x)  (a  -  x) 

wo  G  ein  willkOrlicher  Gonstanter  ist    In  Folge  von  Gleichung  22  ist  ferner 

25)    z2  =  E«  .  G  .  (a  -  x)  (a  ~  x) 
Die  Gleichung  22  zeigt  noch ,  dass  die  gesuchte  Gurve  in  einer  in  der  Abscissenaxe  OX  * 
liegenden  und  auf  der  Goordinatenebene  YZ  senkrecht  stehenden  Ebene  liegt,  also  von 
einfacher  Krümmung  ist    Die  Gleichungen  24  und  25  lassen  sich  auch  auf  folgende 
Weise  umformen 

('  -  4-°)' 

Da  nun  gS  =  Ify»  4-  z»,  so  ist  gS  =  ifG  •  (1  -h  E»)  •  (a  —  x)  •  (a  —  x);  und  setzt 
man  v  statt  gS,  so  geht  diese  Gleichung  aber  in 

a  -f-  a\2 


26)     /.-,x/ ;^^nr5  =  * 


«0  ^-7r^4^ -^^-^^  =  ' 


("--2-)    _ 


28)   -zrrrrx« ■ ,«  _  ..»  =  * 


weldie  Gleichung  auf  die  Ebene  bezogen  ist,  in  welcher  die  gesuchte  Gurve  Hegt 
Man  bat  also  hier  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  G  negativ  oder  positiv  ist, 
ganz  wie  im  zweiten  Falle  der  72^''  Aufgabe. 

Setzt  man  nun  E  •  y  statt  z,  und  E  •  p  statt  )>  in  Gleichung  II  überall  ein,  so  be- 
kommt man 

ü-  =  (1  H-  E«)  .  [y  -t-  (a  -  x)  .  p]  .  [y  -h  (a  -  i)  .  p]  .  If  1 
Die  beiden  willkfirlicben  Constanten  E  und  G  machen,  dass  die  gesuchte  Gurve  entwe-- 
der  noch  einer  oder  auch  noch  zweien  Bedingungen  unterworfen  werden  kann.  So 
werden  z.  B.  die  beiden  Constanten  durch  eine  einzige  Bedingung  bestimmt,  wenn  man 
die  Gurve  zwingt,  durch  einen  festen  Punkt  (n,  m,  I)  zu  gehen.  Denn  dabei  gehen 
die  GleiciHingen  94  und  -25  fiber  in 

m^  =  G  •  (a  —  n)  (a  —  n)  und  12  =:  ES .  G  •  (a  -  n)  (cc  —  n) 

n.  14 
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woraus  Bich  E  und  G  beslimineo  iMseo.  Ifotirt  man  Gteichmig  IV  noeh  einmal,  and 
herOeksiehtigt  man  dabei  die  Gleiehougen  3  und  4,  so  wie,  data  dy  s  0,  ds  =s  0, 
^y  :bb  0,  ^z  -a  0,  etc.;  so  ergibt  sich  nach  gelidrigen  Substitutionen  und  RedoctioiMn 

») « = t^-r^*- [(■=  •  s  -  f )'  -  (s + - m  ■ 

Der  in  den  eckigen  Klammern  befindliche  Ausdruck  kann  aber  nicht  unter  allen  Um- 
ständeo  einerlei  Zeichen  behalten,  so  dass  unter  allen  möglicheo  durch  S  gehenden 
räumlichen  Gurven  keine  herausgesucht  werden  kann,  bei  welcher  das  Product  HR  •  KT 
ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird.  Beschränkt  man  aber  die  Aufgabe  durch 
die  Bedingungsgleichungen  13  oder  14,  d.  h.  vergleicht  man  die  gefundene  Curve  nur 
mit  denen,  welche  in  der  Ebene  z  =  Ey  liegen,  und  den  grade  gewählten  BerUhmngs- 

punkt  miteinander  gemein  haben;  so  folgt  aus  Gleichung  20,  dass  -^  «"  E  ' -^ > 
Gleichung  29  geht  also,  wenn  man  -r—  eiiminirt,  jetzt  über  in 

Man  ist  qnn  auf  dem  Punkte,  über  das  Vorhandensein  des  Maximum-Standes  oder  Mi- 
nimum-Standes zu  entscheiden. 

Erstens.  Bei  der  Ellipse,  wo  G  negativ  ist,  liegen  die  beiden  Perpendikel 
HR  und  KT  auf  der  nemlichen  Seite  der  Abscissenaxe,  d.  h.  die  beiden  Radkale 
lfhr>  +  h'r''  und  ifkt«  -+-  k'l'^  haben  einerlei  Bedeutung.  Dabei  muss  das  (schon  in 
Gleichung  I  stehende)  Radical  Wi  seine  positive  Bedeutung  annehmen;  und  somit  ist 
U'  positiv  und  der  letzte  für  d^l]  hergestellte  Ausdruck  negativ.  Es  findet  also  bei  der 
Ellipse  ein  Maximum-stand  statt 

Zweitens.  Bei  der  Hyperbel,  wo  G  positiv  ist,  liegen  die  beiden  Perpendikel 
HR  und  KT  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Abscissenaxe,  d.  h.  die  beiden  Radicale 
Ifhr^  -f-  h'i-'^  und  ifkt^  +  k't'^  haben  entgegengesetzte  Bedeutung.  Dabei  muss  das 
(schon  in  Gleichung  I  befindliche)  Radical  ifT  seine  negative  Bedeutung  annehmen ;  und 
somit  ist  U'  negativ,  und  der  (in  Gleichqng  V)  für  S^U  hergestellte  Ausdruck  positiv. 
Es  findet  also  bei  der  Hyperbel  ein  Minimum-stand  statt.  (Ein  negativer  Ausdruck  gilt 
in  der  Analysis  für  desto  kleiner,  je  weiter  sein  Werth  von  Null  absteht) 

Dritter  Fall.  Sucht  man  nur  diejenige  Curve,  vqu  welcher  bei  irgend  einer 
nach  Belieben  gewählten  Abscisse  x  der  vorgelegte  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  ge- 
macht wird,  als  er  von  allen  den  Curven,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Curve  stetsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 
ß)    bei  der  grade  gewählten  Abscisse  x  alle  ihre  Berührangallnien  mit  der  Be- 
rührungslinie der  gesuchten  Curve  parallel  haben, 

gemacht  werden  kann;  so  ist  -p  =  0,  -p  =  0,  -^  =  0,  -r-^  «  0  etc.     Es  sind 

dv  dz 

nemhch  -p  und  -p  die  goniometrischen  Tangenten  der  Winkel,    welche  von  den  Pro- 

jectionen  der  in  S  berührenden  Graden  und  von  der  Abscissenaxe  eingesehloeaen  wer- 
den ;  und  sind  grade  Linien  im  Räume  parallel ,  so  sind  auch  Ihre  Projectionen  parallel 
Gleichung  III  reducirt  sich  also  auf 

VI)     au  =  —  .  [u  .  (w«  -*-  to«)  -+-  w .  (u2  -H  u2)J  .  dy 

+  -p-  •  [w  •  (w^  -H  »«)  -h  to  •  (u'?  -f-  u«)]  .  dl 

Damit  dU  =  0  werden  kann,  müssen  sich  wieder  die  Gleichungen  t  und  2  ergeben; 
und  daraus  folgen  wieder  die  Gleichungen  9,  11,  12,  13,  14,  15,  16,  19,  so  dass  man 
jetzf  die  beiden  Gleichungen 

30)    z  =  Ey 

3t)    ay  -h  (a  +  a  —  9x)  .  p  =  0 
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baL  tolegrirl  nun  Gle^shung  31 ,  so  bekomml  man  (vargleiclie  d«n  dritten  Fall  der 
78^  Angabe) 

88)  y  =  K.(x-«-±^) 
WO  K  ein  willköriicher  Constaoter  isl.    Da  aber  z  =  Ey,    so  bekommt  man  gradezu 

33)  I  =  EK  .  /x  -  ^-^) 
üod  da  gS  =  ify2  4.  i2^  80  ist,  weoD  man  v  statt  gS  setit 

34)   v=.K.(rrT^2)./x-?^~?\ 

welche  Gleichoog  auf  die  Ebeoe  bezogen  ist«  wo  die  gesuchte  Garve  liegt.  Man  hat 
also  hitf  eioe  grade  Linie,  welche  insoferae  die  Aufgabe  lost,  als  jede  Grade  auch  ihre 
eigene  Berührende  ist.  Setzt  man  Ey  statt  z,  and  E  •  p  statt  p  in  Gleichung  II  überall 
ein,  so  bekommt  man 

ü'  =  (i  4.  E2)  .  [y  +  (a  -  X)  .  p]  .  [y  +  (a  -  x)  .  p]  •  rr 
Motirt  man  GleiclMiBg  VI  noch  einmal ,  so  bekommt  man  nach  gebdrigen  Substitutionen 
and  Redactienen 

^U  -  ^^'^l^  ^^^  •  [(E  •  ^y  -  ^zy  -  (ay  4-  E  .  az)2] 

Der  in  den  eckigen  Klammern  befindliche  Ausdruck  kann  aber  nicht  unter  allen  Um- 
stünden einerlei  Zeichen  behalten,  so  dass  unler  allen  möglichen  räumlichen  Gurven, 
welche  bei  der  Abscisse  x  parallele  BerQhrungslinien  haben,  keine  herausgewählt  wer- 
den kann,  bei  welcher  das  Product  HR  •  KT  ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand 
wird.  Beschrankt  man  aber  auch  jetzt  die  Aufgabe  dadurch,  dass  man  die  gesuchte 
Gnnre  nur  aus  allen  denen,  trelcbe  in  der  Ebene  z  =  Ey  liegen,  und  bei  der  Abseiaae 
X  parallele  BerOhningslinien  haben,  herauswählt;  so  hat  man  jetzt  dz  =  E  •  ^y. 
Wenn  man  nun  dz  eliminirt,  so  bekommt  man 

d^ü  -  -  ^^^^=|2l\x2  .  (1  4-  E2)  .  d^ 

Um  Ober  das  Vorhandensein  des  Maximum-Standes  oder  Minimum-Standes  entscheiden 
n  kteaen ,  verfahre  man  auf  folgende  Weise : 

Die  gesuchte  Curve  ist  jetzt  (z.  B.  fig.  18)  die  Grade  PQ  mit  den  Projecdoo/en  pq 
und  p'q'.  Der  Punkt  L,  wo  die  Abscissenaxe  von  PQ  geschnitten  wird ,  liegt  genau  in 
der  Mitte  swischen  (h,  h')  und  (k,  k')*  Die  beiden  Perpendikel  HR  und  KT  liegen 
aiio  auf  entgegengesetzten  Seilen  der  Abscissenaxe,  d.  h.  die  Radicale  iThr^  +  h'r'^ 
•ad  iTkt^  +  k'l''  haben  entgegengesetzte  Bedeutung.  Es  ist  also  U'  negativ,  und  so- 
mit der  letzte  Var  d^U  hergestellte  Ausdruck  positiv.  Desshalb  findet  ein  Minimnm-sland 
statt.  (Ein  ne^tiver  Ausdruck  gilt  in  der  Analysis  für  desto  kleiner,  je  weiter  sein 
Werth  von  Null  absteht.) 

Die  Constanten  E  und  K  können  bestimmt  werden,  wie  im  vorigen  Falle. 

Tergleicht  man  diese  fig.  18  mit  flg.  17,  so  sieht  man,  dogs  jetzt  der  Punkt  R  mit 
P.  und  der  ¥mAi  T  mit  Q  zusammenfallt,  well  die  grade  Linie  auch  zugleich  ihre  eigene* 
Berührende  ist. 


Aufgabe    106. 

Man  soll  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinatensystem  bezogenen 
riomliehen  Curven  diejenige  heraussuchen,  welche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Ei- 
genschaft bat,  daas,  wenn  man  in  den  zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse 
I  gehörigen  Punkt  die  Normalebene  legt,  und  wenn  man  dann  von  zwei  andern  im 
R<ame  irgeadwo  festiiegenden  Punkten  Perpendikel  auf  diese  Norraalebene  rällt,  das 
Product  dieser  Perpendikel  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  wird. 
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Wenn  ttberhaäpt 

I)    A  .  x"  -h  B  .  y"  -h  C  .  z"  +  F  =  0 
die   Gleichung  einer  Ebene  ist,    and  a,  b,  c  die  Coordinaten  eines  festen  Punktes  im 
Räume  sind ;    so  ist  die  Entfernung  dieses  Punktes  von  der  Ebene  bekanntlich  gegeben 
durch 

...     A-a-hB'b-hC'C-hF 

ifA«  -h  B«  -+-C2 
Sind   ferner  a,  ß,  y  die  Coordinaten  eines  andern  festen   Punktes  im  Baume,    so  ist 
ebenso  die  Entfernung  dieses  Punktes  von  jener  Ebene  gegeben  durch 
«j.     A*a-l-B»ffH-C.y4-F 
If  A2  H-  B2  4-  C2 

Wenn  man,  wie  gewöhnlich,  p  statt  -p,  und  p  statt  -p  sietzt;  so  ist  die  Gleichung  der 

Normalebene  einer  räumlichen  Gurve 

IV)    (x-  -  X)  +  (y-  -  y)  .  p  +  (z-  -  2)  .  p  =  0 
oder 

V)    X''  -h  p  •  y''  4-  »J  •  z''  —  (x  -h  p  .  y  -+-  p  .  z)  =  0 

Hier  sind  x",  y'^  und  z"  die  veränderlichen  Coordinaten  der  Normalebene,  dagegen  x, 
y  und  z  sind  die  (übrigens  gleichfalls  veränderlichen)  Coordinaten  des  Punktes  der 
Curve,  in  welchen  man  grade  die  Normalebene  legt.  Vergleicht  man  nun  Gleichung 
V  mit  I,  so  sieht  man,  dass  A  =  l,  B:=p,  C=»i),F  =  —  (x-hp-y  +  ^^-z)- 
Die  Entfernung  des  Punktes  (a,  b,  c)  ^is  zur  Normalebeoe  ist  also 
Vn       a+p»b-h>>'C  —  (x  +  p»y+>)«z) 

If  1    +  p2  -h   »)2 

und  die  Entfernung  des  Punktes  (a,  ß,  y)  bis  zur  Normalebene  ist 

yijx    «  +  p-ff  +  >)-y--C^-f'P'y+p-z) 

If  1    4-   p2   +  p2 

Es  habe  (fig.  19)  das  Stück  BST  der  gesuchten  Curve  die  Projectionen  rst  und  r^sV ; 
der  Punkt  S,  in  welchen  die  Normalebene  gelegt  ist,  habe  die  Projectionen  s  und  s'; 
die  Normalebene  sei  dargestellt  durch  ihre  Spuren  PQ  und  P'Q  f  der  Ort  der  Punkte 
(a,  b,  c)  und  (a,  ß,  y)  sei  bezüglich  in  D  und  F;  die  zwei  auf  die  Normalebene  ge- 
ßllten  Perpendikel  DE  und  FG  seien  dargestellt  durch  ihre  Projectionen  De,  De'  und 
Fg,  Fg'.    Das  gesuchte  Product  ist  also  DE  X  FG. 

Die  Durchführung  der  Aufgabe  wird  vereinfacht,  wenn  man  die  Abscissenaxe  durch 
die  festen  Punkte  D  und  F  legt;  in  diesem  Falle  ist  dann  OD  =  a  und  OF  =^,  da- 
gegen ist  b  =  0,  c  =  0,  /?  «  0,  y  =  0.  Die  Ausdrücke  VI  und  VII  reduciren  sich 
also  jetzt  bezüglich  auf 

DE  =  « -  f^  -^  py  -^  ^jL)  „od  FC  ^ « -  ('  +  py  + »') 

If  I   4-   p2  4-  ^>2  If  1    4-  p2  +  p^ 

Das  hier  in  Untersuchung  Stehende  Product  ist  also 

viin    IT  -  [a  -  (^  +  py  -H  Pa^)]    [«  -  (»  -H  py  -h  »z)] 

'"^      ^   ""  I   +  p2  -h  >)2 

Erster  Fall.  Soll  dieselbe  Allgemeinheit  gelten,  wie  beim  ersten  Falle  der  vo- 
rigen Aufgabe;  so  müssen  folgende  vier  Gleichungen  zugleich  bestehen: 

1)  (-ix  +  2py  +  2pz  —  a  —  a)  •  p  =  0 

2)  (2x  -H  2py  -h  2pz  —  a  —  a)  .  V  "-  0 

3)  (2x  -f-  2py  -h  apz  —  a  -^  a)  .  (1  -h  p?  +  p2)  .  y 

—  2  (x  4-  py  4-  »>z  —  a)  (xH-  py  +  j)z  —  a)  •  p  =  0  .    ' 

4)  (2x  -4-  2py  -+-  2»)z  —  a  —  a)  .  (I  -t-  p*  -4-  P^  •  z 

—  2  (x  -f-  py  4-  *JZ  —  a)  (x  -+-  py  4-  »>z  —  a) .  p  =  0 

Diesen  vier  Gleichungen  wird  (gleichzeitig  genügt,  wenn  y  =  0  und  z  =  0,  d.  h.  wenn 
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7  Qiid  I  identisobe  Foneliooeo  von  i  sind.  Dadurch  ist  aber  die  in  der  AbeciMenaxe 
tiegeode  Grade  gegeben.    In  diesem  Falle  ist  Dan 

5)    U'  =  (a-i)(a-x)         • 
Da  aber 

OTi-a(a.-.-.).(»,.^  +  (,.^) 

-»c—)(.-«)[(^)V(-)'] 

ist,  welcher  Aosdrack  nicht  immer  einerlei  Zeichen  behalten  kann;  so  findet  jetzt  we- 
der ein  Maximam-etand  noch  Minimom-stand  statt. 

Zweiter  Fall.  Macht  man  dieselbe  Bedingung,  wie  beim  zweiten  Falle  der  vo- 
rigen Aafgabe;  so  hat  man  nor  die  Gleichungen  3  und  4,  und  diese  kann  man  bezOglich 
unformen  in 

(2x  -h  2py  -+-  2i)z  —  a  —  a)  .  (I  -I-  p«  -h  ^)0  •  y 
=  2  (x  —  a  -h  py  4-  pz)  .  (x  —  «  -I-  py  -h  >)z)  .  p 
and 

(2x  -h  2py  -h  2j>z  —  a  —  a)  •  (1  H-  p2  -I-  j)2)  .  z 
=  2  (x  —  a  H-  py  -h  >)z)  •  (x  —  a  H-  py  ,H-  pz)  .  p 

Dividirt'man  beide  Gleichungen  ineinander,  so  gibt  sich  ^  m»  2»  QQd  daraus  folgt 

5)  z  =  E  •  y 

Dieses  ist  aber  die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  in  der  Absciss^naxe  OX  liegt, 
ond  auf  der  Goordinatenebene  YZ  senkrecht  steht  Die  gesuchte  räumliche  Curve  liegt 
also  in  der  durch  letztere  Gleichung  gegebenen  Ebene,  d.  h.  ist  von  einfacher  Krüm- 
mmg.    Aas  Gleichung  5  folgt  noch  : 

6)  p  =  E  .  p 

Führt  man  nun  die  für  z  und  p  gefundenen  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  3  und  4  ein , 
and  setzt  man  noch  zur  Abkürzung  H  statt  (1  +  E^;  so  bekommt  man  bezüglich 

7)  (2x  -h  2Hp  •  y  —  a  —  a)  •  (1  -f-  H  .  p2)  .  y 

—  2  (x  4-  Hpy  —  a)  .  (x  -+-  Hpy  —  «)  •  p  —  0 

8)  E  .  [(2x  +  2Hp  .y  —  a—  a).(t-hH.p2)-y 

-  2  (x  H-  Hpy  —  a)  .  (x  -h  Hpy  —  a)  .  p]  —  0 

Diese  Gleichungen  unterscheiden  sich,  nur  durch  den  constanten  Factor  E ,  liefern  also 
ganz  gleiches  Resultat,   wie  sein  muss.    Um  nun  die  Gleichung  7  zu  integriren,   mul- 

tipUdre  man  m  vorerst  mit  77 '    "^  ^^;  dann  bat  man. 

(.1  -+-  H  •  p^y 

((2x  4-  2Hpy  —  a  —  a)  0  +  Hp«)  Hy  •  dp) 
(-  2  (x  -^-  Hpy  -  a)  (x  4-  Hpy  --  a)  Hp  ♦  dp)   _ 
(1  -*-  Hp»)2  "" 

Weil  dy  =  p  •  dx,  so  ist  folgender  Ausdruck 

(2x  +  2Hpy  -  a  -  a)  (1  -h  Hp2)  (Sx  ■+- Hp  •  dy)  -  (2x  H- 2Hpy  -  a  -  a)  (1  -+- Hp«)«  •  dx 
jedenfalls  eine'  identische  Gleichung.  Man  kann  ihn  also  zum  Zähler  des  letzteren 
Braches  addiren,  ohne  dass  derselbe  dadurch  geändert  wird;   und  somit  bekommt  man 

|(2x  +  2Hpy  -  a  —  a)  (1  +  Hp2)  (dx  -f-  Bp  •  dy)  +  (2x  4-  2HpyJ 
-  a  —  a)  (I  -HHpO  Hy  .  dp  —  2  (x  +  Hpy  —  a)  (x -I- Hpy  -  a)  Hp .  dp  [ 
-  (2x  H-  2Hpy  -  a  -  a)  (I  +  Hp»)«  >  dx L -^  a 

(I  4-  Hp«)«  "^ 

Letztere  Gleichung  lässt  sich  umformen  in 

{(2ri+  2Hpy  -  a  —  a)  (1  -K  Hp«)  (dx  -h  Hp  •  dy  +  Hy  •  dp)) 

(  —  2  *  (x  H-  Hpy  —  a)    (x  +  Hpy  —  a)  » Hp  >  dp  ) 

(1  +  H .  pO^ 

—  (2x  —  a  —  a)  .  dx  —  2Hy  .  dy  =  0 
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Dme  Gleidiong  Utost  sich  gradeza  iategrireo,  ood 

^     1   -h  H  >  pg ^"^    -  ax  -  ai)  -  H  .  y2  =  h 

Daraas  folgt 

10)    (x  +  Hpy  -  a)  (x  -h  Hpy  --  a)  =  (h   -i-  x«  -  ax  -^  «x  -h  Hy«)  (I  -h  Hp^) 

Führt  man  diesen  Ansdrack  in  Gleichung  7  ein,;so  ist 

[(2x  :f  2Hpy  -  a  -  a)  y  -  2  (h  -h  x«  -  ax  -  ax  +  Hy2)  p]  (I  H-  Hp2)  -=  0 
Der  zweite  Faelor  kann  nicht  za  Noil  werden,  man  hat  also  nur 

(ax  4-  2Hpy  --a-a)y~2<hH-x2-ax-ax-l-  Hy«)  p  =  0 
Zorn  Zwecke  des  Integrirens  forme  man  diese  Gleichong  am  in 

2>dy  ^  (2x  —  a  -  g)  » d» 
y      "*  h  -h  x'  —  ax  —  ax 
so  bekommt  man 

II)    y2  =  R  .  (h  H-  X?  -  ax  -  Ol) 

Diese  Gleichung  hat  aber  zwei  neue  wiUkärliche  Constanten  aul^enommen,  während 
docSi  die  vorgegebene  Diflerentialgleichung  7  nur  von  der  ersten  Ordnung  ist  Allein 
grade  der  Umstand,  dass  Gleichung  7  durch  Gleichung  II  identisch  werden  mvm, 
dient  dazu ,  den  einen  der  Constanten  durch  den  andern  zu  bestimmen.  Ans  Gleichung 
11  folgt  zunächst  y  =  (ifl)  .  Kr  .  (h  +  x«  —  ax  —  ax) ,  und 

(TrT).(2x  -  a  -  a)>rR 

2  .  Kh  +  x«    -  ax  -  ax 

F&hrt  man  diese  Ausdrücke  in  Gleichung  7  ein,  und  reducirt  soviel  als  möglieb;  so 
bekommt  man 

12)    h  -  5^.(a  -f- a)2  H-  H.R.h  ~  aa  =  0 

also  ist 

4Q\    K       ♦aa  -+-  H  .  R  .  (a  4-  a)«  ' 

^^>    ^==        4.(1+H.R) 
und  wenn  man  (1  +  E^)  statt  H  wieder  zurückführt,  so  ist 

14)    h  —  ^a«  -H  R  '  (I  +  Eg)  »  (a  -f  ay 

Gleichung  11  geht  also  jetzt  über  in 
v2  —  K     r*a«  -t-  R  (1  4-  E»  -  (a 

y  - "^ •  L    4.(1  +  R 

oder 

15)    y2  «  R 

Wenn  R  positiv  ist,  so  ist  auch  (I  -f  R  *  (1  4-  £'))  positiv.  Dagegen  R  and 
(I  +  R  •  (I  -h  £2))  können  nicht  zugleich  negativ  sein;    denn  dabei  wären  die  beiden 

r eingeklammerten  Theilsälze  zugleich  positiv,  und  y^  wäre  einem  negativen  Ausdrucke 
gleich,  was  nicht  sein  darf/  Wenn  also  R  negativ  ist,  so  muss  doch  [I  +  R  •  (1  -t-  B^] 

^sitiv  sein.    Die  letzte  Gleichung  lässt  sich  auch  umformen  in 

^    1  /g  -~  a^2        K  /g  -  a\-^ 

1  +  R  .  (1  -+-  E2)  *  l     2      /         1  -h  R  .  (I  rt-  E«)     \   2       / 
Die  -gosiKhte  Curve  ist  also  eine  Qyperbel,  wenn  R  positiv  ist;    dagegen  ist  sie  eine 
Ellipse,  wenn  R  negativ  ist,  da,  wie  vorher  auseinander  gesetzt,  [1  +  R  •  (1  4-  £')] 
nicht  Begaüir  sein  darf.    Mutirt  man  nun  zum  zweiten  Male,  und  berücksichtigt  man  alles 
Vorliergehende ;  so  bekommt  man 
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^  i  +  K  ■  (1  -H  Eg)    /d^Vl 

^      mt        \^}  j 

Da  000  (1  -h  K  •  (1  +  £'>)  iminer  positiv  sein  muss,  das  K  mag  positiv  oder  negativ 
scio;  so  ist  (1  -H  K)  auch  immer  positiv.  Das  Zeichen  des  ^U  bangt  also  von  K  ab, 
d.  h.  Sß\]  ist  negativ ,  wenn  &  positiv ,  and  somit  findet  bei  der  Hyperbel  ein  Maxi- 
mom-stand  statt;  dagegen  ist  d^U  positiv,  wenn  K  negativ,  und  somit  findet  bei  der 
Ellipse  ein  Minimom-stand  statt. 

Dritter  Fall.  Sacbt  man  nur  diejenige  Gurve,  von  welcher  bei  irgend  einer 
nach  Belieben  gewählten  Abscisse  x  der  vorgelegte  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  ge- 
macht wird,  als  er  von  allen  den  Curven,  welche  nicht  nur 

a)   der  gesuchten  Gurve  Stetsfort  nächstanliegen ,  sondern  auch 
ß)    bei  der  grade  gewählten  Abscisse  x  alle  ihre  Normalebenen  mit  der  Nor- 
malebeoe  der  gesuchten  Gurve  parallel  haben, 

gemacht  werden  kann ;  so  ist  jetzt  -p  =  0 ,  -p  =  0 ,  -^~»  =  0 ,  —r —  =  0  etc.  Weil 

Demlicb  die  zu  der  grade  genommenen  Abscisse  i  gehörigen  NorroaleÜenen  aller  in  Be- 
tracht zo  ziehenden  Gorven  parallel  sind ,  so  sind  auch  die  Spnren  aller  dieser  Normal- 
ebeoen  miteinander  parallel.    Man  bat  also  jetzt  die  Gleichungen  1  und  ü,  d.  h.  man  hat 

17)  (2x  -h  Spy  -h  äpi  —  a  —  a)  •  p  =  0 

18)  (2x  -f  2py  -+-  2>>z  —  a  —  a)  •  J)  «  0 

Erstens.  Diesen  beiden  Gleichungen  wird  genügt,  wenn  p  =  0  und  p  »  0. 
Danas  folgt,  dass  y  und  z  constant  sind,  und  man  hat  die  mit  der  Abscissenaze  pa- 
raUeie  Grade.  Dabei  ist  U'  =  (a  —  x)  •  (a  —  x),  und  a^U  «»  0,  <5m  =  0,  etc.,  so 
dass  jetzt  von  keinem  Maximom-stande  oder  Minimum-Stande  die  Rede  sein  kann. 

Zweiteas.  Obigen  Gleichungen  wird  aber  auch  genügt,  wenn  2z  +  2py  4-  %)z 
-  a  —  a  =  0.    Daraus  folgt 

19)    z2  -4-  y2  -h  z«  —  ax  —  ax  -=  k« 
oder 


20) 


,,-^^+(.-4^y  =  k,^  (-_«)• 


Dieies  ist  die  Gleicirang  einer  Rogel;  und  weil  der  Gonstante  k  willkürlich  ist,  so 
kann  »an  die  Ragelfliehe  noch  einer  Bedingung  unterwerfen,  z.  B.  dass  sie  durch 
eioeo  festen  Punkt  (n,  jn,  I)  gehe,  und  dgl.  Mntirt  man  noch  einmal,  und  berücfc- 
sichligt  maö  altes  Vorhergehende,  so  bekommt  man 

^  =  t+^+p^ .  (P  .  *y  +  p  . «»)» 

welcher  Aosdroek  immer  positiv  ist,,  und  somit  findet  ein  Minimum-stand  statt. 

Da  man  för  die  gesuchte  räumliche  Gurve  nur  die  einzige  Gleichung  19  oder  W 
hat,  so  kann  man  für  y  irgend  eine  beliebige  Function  von  x  annehmen,  nnd  in  Glei- 
choQg  20  sabstitniren ,  wodurch  sich  dann  z  als  Fonction  von  x  ergil^  Man  kann  aoch 
jede  beliebige  Function  F  (z,  y,  a)  =  0  mit  Gleichung  20  verbinden,  und  dann  y  und 
I  ak  Functionen  von  x  bestimmen.  Man  kann  also  unendlichviele  Curven  aof  dier  Kq- 
ieUädie  bekonmaen,  nnd  diese  liefern  alle  einen  Minimum-stand. 
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Aufgabe   107. 


Man  soll  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Goordinatensystem  bezogenen 
räumlichen  Gurven  diejenige  heraussuchen,  welche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die 
Eigenschaft  hat,  dass,  wenn  man  in  den  zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewSihlten 
Abscisse  x  gehörigen  Punkt  die  Beruhrungslinie  zieht,  und  wenn  man  dann  von  zwei 
andern  im  Räume  irgendwo  festliegenden  Punkten  Perpendikel  auf  diese  Berührungs- 
linie Allt,  das  Product  dieser  Perpendikel  ein  Maximum-stand  oder  Minimam-stand  ist. 

Wenn  Oberhaupt 

I)    X'  =  A  .  z'  -H'»B,  und  II)    y'  =  G  .  z'  -h  F 
die   Gleichungen  einer  graden   Linie  im  Räume,   und  a,  b,  c  die  Goordinaten  eines 
Punktes  im  Räume  sind;   so  ist  die  senkrechte  Entfernung  dieses  Punktes  von  jener 
Liqie  gegeben  durch 


.n)lf 


(B  +  Ac  —  a)g  H-  (F  H-  Gc  —  b)g  -t-  (A  (b  —  F)  —  G  (a  —  H))» 

1    -+-   A»   -+r    G2 


Wenn  man,  wie  gewöhnlich,  p  statt  ^,  und  ^  statt  -r-  setzt,   so  sind  die  Gleichungen 

der  Beruhruttgslinie  einer  räumlichen  Gurve  bekanntlich  y'  —  y  =  (x'  ~  x)  •  p  und 
z'  —  E  =  (i'  —  x)  •  )> ;  und  daraus  folgt 

IV)  ,'=l.z.  +  *:izi^,  „nd  V)  y.  =  e.,.  +  !!L^ 

Hier  sind  x',  y',  z'  die  veränderlichen  Goordinaten  der  BerOhrungsiinle ;  dagegen  x,  y, 
z  sind  die  (ikbrigens  gleichfalls  veränderlichen)  Goordinaten  des  Punktes  der  Gurve,  in 
welchem  man  grade  die  Berührung  wählt    Vergleicht  man  Gleichung  IV  und  V  mit  I 

und  II ;  so  sieht  man ,  dass  A  «■  -,  B  =  — ^^— ,  G  =  -,  und  F  =  ■     ~  ^'  .      Der 

P  ^>  P  P 

Ausdruck  III  geht  also  jetzt  über  in 


VI)  )fSL 


—  X)  )>  H-  rz  —  oy  H-  Qa  ^  X)  p  +  (y  —  b))>  H-  ((b  —  y) »  —  (c  —  i)  p)^ 
1  -H  p«  -h  p« 

Die  senkrechte  Entfernung  von  irgend  einem  andern  Punkte  (a,  77,  y)  bis  zu  der  Be- 
rührenden ist  ebenso 

vin    IlTC«  —  '>  ^4-  (»  —  y))^  H-  Qg  —  X)  p  +  (y  —  ß)y  +  ((ff  -  y) »  -  (y  —  z)  p)» 

^"^     ff  1   -H  p2  -h  P« 

Es  habe  (fig.  20)  das  Stück  RST  der  gesuchten*  Gurve- die  Projectionen  rst  und  r'sT; 
der  Punkt  S,  in  welchem  die  Berührungslinie  gezogen  ist,  habe  die  Projectionen  s  und 
s';  die  gradlinige  Beruhrungslinie  MSN  habe  die  Projectionen  msn  upd  m's'n';  der  Ort 
der  Punkte  (a,  b,  c)  und  (a,  ff,  y)  sei  bezüglich  in  H  und  R;  die  zwei  auf  die  Be- 
rührungslinie gefällten  Pei'pendikel  HM  und  KN  seien  dargestellt  durch  ihre  Projectionen 
Hm,  Hm',  und  Kn,  Kn'.    Das  gesuchte  Product  ist  also  HM  •  KN. 

Die  Durchführung  der  Aufgabe  wird  vereinfacht,  wenn  man  die  Abscissenaxe  durch 
die  festen  Punkte  H  und  R  legt.  In  diesem  Falle  ist  dann  OH  =  a  und  OK  =  «i 
dagegen  ist  b  =  0,  c  =  0,  ff  =  0,  y  =  0.  Die  Ausdrücke  VI  und  VU  reduciren 
sich  also  jetzt  bezöglich  auf 

mi  -  IlTOa  -  X) '  p  +  y)»  -4-  Ca  -  X) .  p  +  z)»  -Kz  >  p  -  y  .  >>)g 

iriff  _  HTC«  -  X)  >  p  +  y}g  -t-  ((g  —  X)  ■ »  +ly  -h  (z  >  p  ~  y  ■  p)g 

^  "■  FT  I  +  p2  4-  <>2 

Erst  wenn  die  gesuchte  Gurve  gefunden  ist,  kann  man  beurtheflen,  ob  diese  beidcD 
Radicale  gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben  müssen,  d.  h.  ob  das  in  Rede 
siehende  Product  selbst  positiv  oder  negativ  ist.  Es  ist  aber  bequem,  wenn  man 
vorerst  nur 
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vin)  ü  = 

sebet,  and  die  Zweideutigkeit  des  Prodactes  durch  den  Factor  (Wl)  bemerkbar  macht. 
Mau  setze  auch  hier  zur  Abkürzung  y  +  (^  — *  ^)  *  P  =  °  >  z  +  (a  —  x)  •  p  =  u, 
y  +  (o—  i)-p=rw,z-h(a—  i)  •»>■■»,  und  z  •  p  —  y  •  p  =  «> ;  so  ist 

IX)   ü-^irij.^ _____  ., 

Erster  Fall.    Lässt  man  hier  dieselbe  Allgemeinheit  gelten,  wie  im  ersten  Falle 
der  beiden  Torigen  Aufgaben;    so  mOssen  folgende  vier  Gleicbunge^  gleichzeitig  statt- 

1)  (o  —  «»  .  p)  •  (w»  -h  te»  -h  «*«)  -+-  (w  —  4» .  p)  .  (u«  -h  n*  -4  •»)  =  0 

2)  (n  H-  «  •  p)  .  (w«  4-  to«  +  «*)  tt-  (»  -^  «>  •  P)  •  (o^  -H  u»  -+4  <»»)  =,  0 

3)  [(a(a— x)  +  «z)(w»-H  »2.^0)2)4- (W  (o  —  x)  h- »e)  (u« -h  n^  4- «»)] .  (i  -hp^-hp») 

—  2  .  (a»  H-  u2  +  ft>2)  .  (w»  -h  »2  -+•  <ö«)  .  p  =  0 

4)  [(n(a—  xj  —  «y)  (w^ -^  \x^  +  cn^ -¥•  (»  (a  —  x)  — »y)  (u«  -h  u^  4-  «2)]  .  (|  4.p»-^-p2) 

—  2  .  (U«  H-  tt«  -h  fi>2)  ,  (^2  4_  |o2  -|-id2)  .  p  =  0 

Gleichung  1  und  2  forme  man  nun  um  in 

5)    (u  —  »  •  p)  •  (w«  -h  te^  -h  »2)  «  —  (w  —  «p)  .  (u«  -h  u«  4-  «ö^) 
e)    (ii  +  «~.  p)  .  (w«  -h  »2  _|.  <ö«)  «  —  (ttf  +  »p)  .  (u*  4-  II«  H-  ««) 

Dividirt  man  beide  Gleichungen  ineinander,  so  ergibt  sich 

Tk    u  —  *><> w  —  <»  ■  p 

'^    u-|-fi>p        »-(-«•p 
aod  daraus  folgt 

8)     u-w—  w«tt-*-(u--w)«a>.p-f(u  —  h>)»a>p  =  0 

Führt  man  für  u,  w,  u,  to,  co  die  Ausdrücke  wieder  zurück«   und  reducirt  soviel  als 

mögiidi;  so  geht  letztere  Gleichung  über  in 

9)    (y  .  p  -  z  .  p)  .  (1  -h  p2  +  »^)  =  0 

Daraus  kana  nur  folgen 

10)    y  .  p  —  I  .  p  =  0 

Die  Gleiehongen  3  und  4  forme  man  um  in 

11)  [(u(a  — x)  +  «z)  (w«  -h  t»«-t-  «w»)  -+-(w  (a  —  X)  H-  wz)  (u«  +  u«  -h  «>«)]  .  (1  -♦-  p«  -^p«) 

—  2  •  (u«  4-  n«  +  ««)  .  (w«  -h  »2  -h  ö)2)  •  p 

12)  [(b  (a  —  X)  —  «y)  (w2 -h  »» -h  «»)  H- (»  (a  —  x)  —  «y)  (n2+ ti2 -h  o»»)] .  (IH- p»  H- p«) 

=  2  .  (u2  -h  u2  -h  <»2)  .  (w«  +  to«  -h  ««0  •  ?> 
Dividirt  man  diese  beiden  Gleichnngen  Ineinander,  so  bekommt  man  zunSehst 
.,.  (o  (a  ~  xj  -h  tt>z)  (w2  4-  to»  +  ft»g>  H-  (w  (g  —  X)  H-  caz)  (u«  +  n«  +  ft>^)  ^  P 
^  (tt  ra  —  X)  —  «y)  (w«  -h  »«  +  «o«)  h-  (»  (a  —  x)  —  a>y)  (u«  -I-  u«  +  *»*)  "*  l> 
Moltiplicirl  man  die  Nenner  weg,   und  führt  man  für  u,  w,  u,  w,  <»  die  Ausdrucke 
vieder  zprflck ;  so  bekommt  man 

U)    (yp  —  zp)  •  [((a  —  X)  fa  —  X)  —  fzp  -h  yp)  (a  +  a  —  2x))  .  (p«  -h  p») 

—  ((zp  -f-  yp)2  -h  (y«  +  z«) .  (I  +  p2  -h  »)»01  =  ö 

Man  erkennt  also,  dass  die  vier  Gleichungen  1,  2,  3,  4  zugleich  erfüllt  werden,  wenn 
j^  ~~  zp  wm  0;  and  daraus  folgt,  wie  in  den  beiden  vorigen  Aufgaben 

15)    z  =  E  .  y 

Dieses  ist  aber  wieder  die  Gleichung  einer  Ebene,  weiche  in  der  Axe  OX  liegt,  und 
auf  der  Coordinatenebene  YZ  senkrecht  steht.  Die  gesuchte  räumliche  Gurve  liegt  also 
io  der  durch  letztere  Gleichung  gegebenen  Ebene,  d.  h.  ist  von  eififticher  Krümmung. 
Abb  Gleiebung  15  fblgt  noch 

1«)    p  =  E  •  p 
II.  15 
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Fährt  man  diese  für  z  und  p  gefundenen  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  1 ,  2^  3,  4  ein, 
und  setzt  man  zur  Abkürzung  noch  H  statt  (1  +  E^);  so  gehen  diese  bezüglich  über  in 
-h  (a  —  X)  p)  •  (y  4*  (a  —  X)  p)  -  (2y  H-  (a  -f-  «  —  2x)  •  p)  =  0 
.  (y  -f-  (a  —  X)  p)  .  Cy  -h  (a  —  x)  p)  •  (2y  4-  (a  4-  a  —  2x)  p)  =  0 
4-  (a  —  X)  p)  •  (y  4-  fa  —  x)  p)  •  [((a  4-  a  —  2x)  y 
4-  2  (a  —  X)  (a  —  X)  p)  (1  +  HpO 
-  2Hp  •  (y  +  (a  —  X)  .  p)  .  (y  4-  (a  —  x)  •  p)]  ==  0 
20)    E  '  H  .  (y  4-  (a  —  X)  p)  .  (y  4-  (a  —  x)  p)  -  [((a  +  a  —  2x)  y 
4-  2  (a  —  X)  (a  —  X)  p)  (1  4-  HpS^ 
—  2Hp  .  (y  4-  (a  -  x)  •  p)  •  (y  +  ^a  —  «)  •  P)]  -  0 
Die  gesuchte  Function  muss  die  beiden  Elemente  a  und  a  zugleich  enthalten »  was  kei- 
nes besonderen  Nachweises  bedarf;    desshalb  können  auch   nur  die  letzten  Faetoren 
dieser  vier  Gleichungen  berücksichtigt  werden.   Man  hat  also  nur  die  beiden  Gleicbangeo 
21)    2y  4-  (a  4-  Ä  —  2x)  .  p  =  0 
92)  .  (ra  4-  a  —  2x)  y  4-  2  (a  —  X)  (a  —  X)  p)  (1  4-  Hp») 

—  2Hp  (y  4-  (a  —  x)  p)  •  (y  4-  Ca  —  x)  p)  =  0 

—  2y 

Aus  Gleichung  21  folgt  p  =  — ■. ^ —  ;   uüd   wenn   man  diesen  Ausdruck  in  22 

a-f-a  —  »»x 

einsetzt,  so  bekommt  man 

23)    (a  -  a)2  .  y  =  0 

Daraus  folgt  y  «>  0,  d.  h.  y  ist  eine  identische  Function  von  x.  Diese  Function  genügt 
aber  den  Gleichungen  21  und  22  zugleich,  kann  also  die  Aufgabe  lösen.  Ist  aber  y  =  0, 
so  ist  in  Folge  der  Gleichung  15  auch  z  »  0,  und  somit  hat  man  hier  die  in  die 
Abscissenaxe  OX  fallende  Grade.  In  diesem  Falle  ist  nun  U'  =  0.  Das  Prüfungsmit- 
tel, ob  ein  Maximum-sland  oder  Minimum^stand  stattfinde,  wird  hergestellt >  wenn  man 
dieselben  Substitutionen  macht,  wie  im  ersten  Falle  der  105*'*'  Aufgabe;  und  wena  man 
hierauf  für  JU  eine  nach  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe  entwickelt »  so  bekommt  man 

./ü  =  x2  .  (iTl)  .  Ä  4-  ...........  . 

Man  hat  hier  nur  die  Form  des  ersten  Gliedes  der  Reihe  hergesetzt,  da  bei  deno  im 
Momente  des  Verschwindens  gedachten  x  das  Zeichen  der  ganzen  Reihe  vom  Zeichen 
des  ersten  Gliedes  nicht  verschieden  ist  Der  erste  Factor  x'  ist  bestandig  positiv,  hat 
also  keinen  Einfluss  auf  das  Zeichen  des  JV ;  dagegen  der  andere  Factor  [WTj  •  S  ist 
zweideutig  wegen  des  Radicals.  Nun  ist  U'  »  0,  und"  hat  mit  besagtem  ftadical  nichts 
zu  thun.  Man  muss  sich  also,  wie  schon  in  der  Schlussbemerkung  zum  ersten  Falle 
der  105'*"  Aufgabe  geschehen  ist,  dahin  entscheiden,  dass  weder  ein  Maximum-etand 
noch  Minimum-Stand  stattfinde.    (Man  sehe  Bd.  I.,  S.  170,  c;  Xind  S.  171,  Nr.  3.) 

Zweiter  Fall.  Macht  man  dieselbe  Einschränkung,  wie  beim  zweiten  Falle  der 
vorigen  Aufgaben,  so  hat  man  jetzt  wieder  die  Gleichungen  3  und  4.  Daraus  folgen 
wieder  die  Gleichungen  14,  15,  16,  19,  20,  so  dass  man  jetzt  die  beiden  Gleichungen 

24)  z  =  E  .  y 

25)  ((a  4-  a  —  2x)  .  y  4-  2  (a  —  x)  (a  -  xj  •  p)  •  (1  4-  H  •  p») 

—  2Hp  •  (y  +  (a  —  X)  p) .  (y  4-  (a  —  x)  p}  =  0 

hat.    Um  die  letzte  dieser  Gleichungen  zu  integriren,   mnltiplicire  man  sie  vorerst  mit 


dp 


Dann  hat  man 


(I  4-  H  .  p2)2 

(((a  4-  a  —  2x)  y  +  2  <a  —  X)  (a  —  x)  p)  (1  4-  Hp^)  .  dp) 
(  —  2  (y  +  (a  —  X)  p)  (y  4-  (g  —  xj  p)  Hp  »  dp  )   _ 

(1  4-  Hp2)2  -  " 

Da  dy  =  p  •  dz ,  so  ist  folgender  Ausdruck 

(2y  4-  (a  +  a  -  2x)  p)  (1  +  Hp2)  .  dy  -  (2y  -f  (a  4-  a  -  2xi  •  p)  (1  +  Hp«)  •  p  .  dx 
jedenfalls  einb  identische  Gleichung.    Man  kann  ihn  also  zum  ZShler  des  letzten  Bruches 
addiren,  ohne  dass  derselbe  dadurch  geändert  wird;  und  somit  bekommt  maif 
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=  0 


0  4-  wy 

Diese  Gleichung  kann  man  gradeza  iotegrireD^  wodurch  sich 

(y  H-  (a  —  X)  -  p)  '  (y  4-  («  —  X) »  p)       . 
1  H-H.p2  *^  *" 

ergibt.  Daraus  folgt  [y  4-  (a  —  x)  •  p]  •  [y  4-  (a  —  x)  •  p]  «  h  •  (!  +  H  •  p2);  und 
liilirt  man  diesen  Ausdruck  in  25  ein,  so  bekommt  man 

[(a  -h  a  —  2x)  .  y  -H  2  •  (a  —  X)  (a  —  X)  •  p  —  2h  •  H  •  p]  •  (!  +  H  •  p!)  »  0 

Dtraos  folgt 

2>dy  _         (a  +  g  —  2x)  »  dl 
y      -  h  .  H  -  (a  -  x)  (g  -  x) 
bt^rirt  man,  so  gibt  sich 

2 .  lg  nat  y  =  lg  nat  K  +  ig  nat  [h  •  H  —  (a  —  x)  (a  —  x)] 
oder 

26)    y«  =  K  .  [h  .  H  —  (a  -  x)  (g  —  i)] 

Diese  Gleichang  hat  aber  zwei  neue  willkürliche  Gonstanten  h  und  JL  aufgenommen, 
wihrend  doch  die  vorgegebene  Differentialgleichung  25  nur  von  der  ersten  Ordnung  ist. 
Aber  der  Umstand,  dass  Gleichung  25  durch  26  identisch  werden  muss,  dient 
dazu ,   den  einen  der  Gonstanten  durch  den  andern  zu  bestimmen.    Aus  26  folgt  nun 

T-fi^  ^^  [.  o    ^-    -)(_    _)j..-.         (>rT).(. 4.a-2,).rr 

^  V  ^V  ^J  F       2r[h.H-(a-x)(a-i)] 

Führt  man  diese  AosdrOcfce  io  Gleichung  25  ein,  so  bleibt  nach  aasgef&hrten  Reduc- 
ÜoDen  noch  ttbrig  H  •  [4h  •  (1  —  K  •  H)  —  K  •  (a  —  a)»]  =  0.    Daraas  folgt 

•■  =  t  -KH  •  y-T-) 

HDd  wenn  man  (1  +  E^)  statt  H  wieder  zuröckführt ,  so  hat  man 

07,    K *^ /g  —  a(2 

^^    "  ""  I  ~  K  .  (1  +  E2)  '  \~2^) 

Gleichung  26  geht  also  jetzt  über  in 

welche  Gleichung  sich  auch  auf  folgende  Weise  darstellen  lässt : 

oder  auf  folgende  Weise 

■     ('-^y ,. 

^^  1  /<=t-a\^  "^  K  •  /g  -  a\2  ""  * 

1  ^  K.(i-+-E2)    \     2     /         1-K.(l  +  E^)*l     2     / 
Da  X  =s  E  •  y,  so  folgt  aus  Gleichung  S9  gradezu 

.     »)    ■•"•■■'•[.-K.Wf>(^')'-('---f^)'] 
welche  Gleichung  sich  auch  umformen  lässt  in 

('-^T      .    '     ■■  , 

^  1  /«  -  a\»  "^  E»K  /g  -  a\«  ~ 

1  _  K  .  (1  +  E«)  ■  l—^"/         1  -^K  .  (1  +  E«)  ■  '     a     / 
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Die  gesuchte  Curve  ist  also  eine  Ellipse  oder  Hyperbel ,  je  Dachdero  |  ^  k  .  i-|  _>    vt\ 

E*  •  K      ' 

UQd  2 «r — ]'4    .  v9\  zugleich  positiv  sind  ,^  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben. 

Setzt  man  E  •  y  statt  z,    and  E  -p  stall  p  in  Gleichung  VIII  überall  ein,  so  bekomml 

man  zunichsl  U'  =  [y  +  («  -  0  ' J  '  [y  +  f«  -  ")  '  p1  .  (1  +  E^  •  »TT ;  und  daraas 

1  H-  (1  H-  E*)  •  p*  ^  -^ 

folgt  weiter  U'  =  h  •  (1  +  E^)  •  ifT,,  wo  man  (aas  27)  noch  den  Werth  des  b  za  sub- 
stltniren  hat  ^ 

Das  Prüfungsmittel  ist  noch  herzaslelien. 

Dritter  Fall.  Macht  man  hier  dieselbe  Einschränkong,  wie  beim  drillen  Falle 
der  105^*"  Aufgabe,  so  bekommt  man  wieder  die  Gleichungen  f  und  2,  und  daraus 
ferner  die  Gleichungen  9  und  10,  so  dass  man  zuletzt  wieder  die  zwei  Gleichungen 

33)  z  ==  E  •  y 

34)  2y  -h  (a  -h  a  —  2i)  .  p  =  0 

hat.  Diese  zwei  Gleichungen  sind  aber  schon  im  dritten  Falle  der  105^"  Aufgabe  voll- 
slfindig  durchgefährt. 

Das  Pr&fbngsmittel  ist  .noch  herzustellen. 


Aufgabe  106. 

Man  legt  in  den  zu  irgend  einer  nach  Belieben  genommenen  Abscisse  x  gehörigen 
Punkt  einer  räumlichen  Curve  die  'Normalebene.  Ihre  in  den  drei  CeordinateoebeneB 
liegenden  Spuren  schliessen  mit  den  Goordiualenaxen  Dreiecke  ein.  Welche  unter 
allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Goordinatensystem  bezogenen  räumlichen  Curven  hat 
nun  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Eigenschaft,  dass  die  Summe  dieser  drei  Dreiecke 
grösser  oder  kleiner  ist ,  als  bei  den  zu  der  nemlichen  Abscisse  x  gehörigen  Normalebe- 
nen aller  andern  der  gesuchten  Curve  stetsfort  nächslanliegenden  Nachbarcurven  der 
Fall  sein  kann?  i 

Die  Gleichung  der  Normalebene  ist  bekanntlich 

I)    (x"  -  x)  -h  (y".-  y)  •  p  +  (z"  -  z)  .*»  =  0 
wo  x'',  y'',  i"  die  Coordinaten  der  Normalebene,  .und  x,  y,  z  die  Coordinaten  des 
Punktes  der  gesuchten  Curve  sind,  wo  man  grade  die  Normalebene  hinlegt. 
«       Da,  wo  die  Axe  X  von  der  Normalebene  geschnitten  wird ,  ist  y"  =  0  und  z''  =  0; 
und  somit  ist  fär  diesen  Fall 

II)    x"  =  1  -v-  y  •  p  -h  z  •  J) 
Da,   wo  die  Axe  Y  von  der  Normalebene  geschnitten  wird,  ist  x''  =  0  und  z**  =  0; 
und  somit  ist  f&r  diesen  Fall 

ill)    y"  =  J.(i  +  yp  +  z.p) 

Da,    wo  die  Axe  Z  von  der  Normalebene  geschnitten  wird,   ist  x"  =  0  und  y''  =  0> 
und  somit  ist  för  diesen  Fall 

IV)     z''  =  J.(x  +  y.pH-  z:^>) 

Nun  ist  des  in  der  Coordinatenebene  XY  liegenden  und  auf    vorgeechriebene  Weise 
begränzten  Dreieckes  Inhalt 

ä  *"•  y"  =  äVp  •(*■*"  y  •  p  "^  ^  •  »'>' 

Des  in  der  Coordinatenebene  XZ  liegenden   Dreiecke^  Inhalt  ist 
Des  in  der  Coordinatenebene  YZ  liegenden  Dreieckes  Inhalt' ist 
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Die  StfflHBe  dieser  drei  Dreiecke  ist  also 

oder 

Die  Aufgabe  ist  also,  (Or  y  uod  z  solche  FunclioaeD  vod  x  za  finden,    dass  U  ein  lU^ 
lioioin-sCand  oder  Minimom-stand  wird. 
Alles  Weitere  wie  gewöhnlich. 


Aufgabe   109. 

Man  hat  t>ei  einer  räumlichen  Curve  in  den.  zur  Abscisse  x  gehörigen  Punkt  die 
Nonnalebeoe  gelegt.  Hierauf  hat  man  in  zwei  festen  Punkten  der  Abscissenaxe  senk- 
rechte Ebenen  errithtet,  von  welchen  die  Normalebene  geschnitten  wird.  Eine  jede 
der  dadurch  entstandenen  zwei  Durchschnittslinien  wird  von  den  Goordinatenebenen 
lY  aod  XZ  bcgriiizt  Bei  welcher  nnter  allen  a«f  dasselbe  rechtwinkelige  Coordmft- 
Insystem  belogenen  räumlichen  Corven  wird  das  Prodod  der  auf  besagte  Weise  be- 
griozten'  Längen  dieser  beiden  Durchschnittslinien  ein  Maiimam*stand  oder  Minimum- 
stand  ? 

Die  Gleichung  der  Normalebene  ist 

I)    (X''  -  x)  -+-  (y''  -  y)  •  p  -f-  (z"  -  z)  .  p  =  0 
Der  in  der  Abscissenaxe  gelegene  Punkt,  wo  man  die  erste  senkrechte  Ebene  errichtet, 
habe  die  Abscisse  a;  und  der  in  der  Abscissenaxe  gelegene  Punkt,  wo  man  die  zweite 
senkrechte  Ebene  errichtet,  habe  die  Abscisse  a. 

Die  Projectionen  des  zur  Abscisse  a  gehörigen  Schnittes  sind  ^ 

II)   yj  =  -  (x  —  a  4-  y  •  p  H-  z  .  p),  und  III)    zj  =  -  •  (x  —  a  +  y  •  p  4-  z  •  W 
Die  Lange  dieses  Schnittes  selbst  ist  also 


r 


y^^  H-  1^  ==  (x^-  a  +  y  P  +  «  •  >>)    -J^ 


Die  Prejeelionen  des  zur  Abscisse  a  gehörigen  Schnittes  sind  aber 

*V)    y^  Ä  -  .  (x  —  «  -h  y  .  p  +  I .  p),  und  V)    z^  =  -  •  (x  —  a  -+-  y  •  p  4-  z  •  p) 
Die  Länge  dieses  Schnittes  selbst  ist  also* 


r 


yj    -h  Zj    =  (x  -  a  -h  y  .  p  H-  z  .  V)  .     *p  ^'*^ 


Sonach  ist  das  Product  dieser  beiden  Schnitte 

VI)    ü  «*  ^^T^  •  (x  — ^a  +  y  .  p  -h  1  •  0  •  (*  -  «  -*-  y  •  P  ■+■  *  •  »>) 

and  die  Aufgabe  ist  jetzt,    (Ur  y  und  z  solche  Functionen  ton  x  anfenünden,   dass  U 
ein  Maxumm-sland  oder  Minimum-stand  wird. 
Alles  Weitere  wie  gewöhnlich. 

Aufgabe    110. 

Man  hat  bei  einer  räumlichen  Cnrve  in  den  zur  Abscisse  x  gehörigen  Punkt  die 
Normalebene  gelegt.    Hierauf  hat  man  in  zwei  festen  Pnaktea  der  Abecisseaaxe  senk- 
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rechte  Ebeaea  errichtet,  vod  welchen  die  Normalet^ene  geschnitten  wird.  Diese  zwei 
Darchschnittsünien  und  die  in  den  Coordinatenebenen  XY  nnd  XZ  liegenden  Sparen 
der  Normalebene  schliessen  ein  Trapez  ein.  Weiche  räamliche  Gurre  ist  es  nun,  wenn 
dieses  Trapez  ein  Maximnm-stand  oder  Minimam-stand  ist? 

Es  sei  (fig.  21)  die  Normalebene  gegeben  durch  ihre  Spuren  P'QP.  Die  in  den 
festen  Punkten  r  und  t  senkrecht  gestellten  Ebenen  seien  gegeben  durch  die  Sporen 
Vr,  rR,  und  Wt,  tT.  Das  hier  in  Rede  stehende  Trapez  ist  aber  gegeben  durch  seine 
Projectionen  VrtW  und  RrtT.  Es  sei  die  Abscisse  Or  =  a  und  die  Abscisse  Ot  «s  a; 
so  ist 

rV  =  -  .  (x  —  a  H-  y  .  p  -f-  z  .  p) ,  rR  =  -  .  fx  —  a  -h  y  •  p  +  z  •  p) 

tW  =  -  .  (x  —  a  H-  y  .  p  -»-  z  .  p),  IT  «  -  .  (x  —  a  H-  y  •  p  4-  z  •  p) 

Die  Projection  VrtW  hat  also  den  Inhalt 

^     rV  H-  tW      .       a  —  a    1     .Q  .  ^  ,  q      ^\ 

I)     2 '^  =  —^  .  p  .  (2x  -  a  —  a  -h  2y  .  p  -h  22  •  p) 

Die  Projection  RrtT  hat  aber  den  Inhalt 

II)  '^"^  ^^    rt=g^.l.(2x-  a--a  +  2y.p  +  2z.») 

Die  dritte,  d.  h.  die  in  der  Goordinatenebene  VZ  gelegene  Projection,  wenn  sie  omge- 

legt  wird,  ist  y''w'H'V',  und  hat  den  Inhalt  =  Dreieck  Ov"r"  —  Dreieck  Ow'V',  oder 

Ov^'Or''       Ow''.Ot''    ^      rV.rR       tW  •  tT 

2 —2 ^^  —2 2- 

oder 

ä  •  [^  •(«-»  +  y  •  p  +  ^  •»*-  ffij  •<«-"  +  y  •  p  +  «•«»)'] 

oder 

III)    ?-ZLi._l_.(2x-a-a-t-2y.p  +  2..p) 

Nach  dem  Satze 

„Das  Quadrat  jeder  ebenen  Figur  ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate  ihrer  auf 

„die  drei  Goordinatenebenen  projicirten  Figuren^' 
bekommt  man  f&r  den  Inhalt  des  gesuchten  Trapezes: 

IV)    ü  =^^-^'  -L.(2x-a-a-h2y.p-+-2z.p).  iTl  -h  p«  -h  p« 
^        p  •  p 

und  die  Aufgabe  ist  jetzt,  (Qr  y  und  z  solche  Functionen  von  x  aufzufinden,  dass dieser 
Ausdruck  ein  Maximum-stand  öder  Minimum-stand  wird.    Hat  man  endlich  die  gesuchte 
Gurve  gefunden ,  dann  wird  man  dem  Radical  iTl  +  p>  +  p*  diejenige  BedeotQug  bei- 
legen, bei  welcher  das  in  Rede  stehende  Trapez  positiv  wird. 
Alles  Weitere  wie  gewöhnlich. 

Aufgabe  llf. 

Man  sucht  y  und  z  als  solche  Functionen  von  x,  dass  sowohl  die  Gleichung 

I)    z2  =  x.y 
identisch,  als  auch  folgender  Ausdruck 

II)    Ü  =  a«-a.x-+-x2-2.y2  4-x.y~  ,2  _  a  .  ,2  ,  jgjV  ^i  •  y  •  (jj)^ 

ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird. 

dz 
Man  führe  die  Aufgabe  in  der  Weise  durch,  dass  z  und  somit  auch  :=-  als  mittelbar 

dx 

mutabel  behandelt  wird;  femer  werde  zur  Abkürzung  p statt  j|^,  und  p  statt  ^gesetzt 

Mtttirt  man  I,  so  bekommt  man 
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III)     2z  •  ^S  =:::    X     dj 

IV)   2  .  aa2  +  a* .  a^z  =  X  .  a^y 
etc. 
Mao  diiferenliire  nan  Gleichoog  I  in  der  Weise,  dass  iühd  y  and  z  als  FanctioneD 
reo  X  betraciitet ;  nnd  dadarcb  bekommt  man  2z  •  )>  =  pz  +  y.  M atirt  man  auch  diese 
Gleichang,  so  bekommt  man 

V)    2,.„z  +  2x.^  =  x.g  +  ay 

VI)    2,.a^+*....^  +  2,.^-«.^y-K^y 

etc.  etc. 

Knie  AvISeuf. 

Uan  eliminire  s  ond  p  vor  dem  Motiren.  Aas  I  folgt  z  =  1f  x  •  y  and  p  =    ^  _  ^*   . 

a.FTx.y 
FQbrt  man  diese  Aasdr&clte  in  n  ein,  so  bekommt  man 

VII)    Ü  =  a2  —  a.x  +  x2-y2  +  2p.x.y-p2.x2 

MaUrt  man  dod,  so  bekommt  man 

Vni)    W  =  (-  2y  -h  2px)  .  ay  4-  (2iy  -  2p  .  x») 


day 

dx 

da«y 


IX)    am  ==  (-  2y  -H  2px)  .  a«y  -h  (2xy  —  2p  .  x2)  .  -—^ 

Erster  Fall.  Sacht  man  f&r  y  and  z  solche,  der  Bedingangsgleichang  1  ent- 
ipreehende,  Functionen,  welche  bei  irgend  einem  nach  Belieben  gewählten  Werthe  des 
x  den  vorgelegten  Aasdrack  grösser  oder  kleiner  machen,  als  er  bei  demselben  Werthe 
des  X  von  allen  möglichen  Fanctionen,  welche  nicht  nar 

a)     den  fför  y  and  z  gesachten  Fanctionen  bezftglicli  nftchstanliegeo,   sondern 

welche  aach 
0)    jedesmal  solche  zosammengehörige  sind,  dass  sie  die  Bedingangsgleichang 
I  erfölieo, 
gemacht  werden  kann;   so  sind  jetzt  die  anmittelbaren  Matationscoefficienten  ay  ond 

^  dem  Werthe  nach  ganz  anabhängig  voneinander,  etc.  ($.  91).    Es  müssen  also  jetzt 

gteiehzeitig  die  beiden  identischen  Gleichongen 

1)    —  2y  +  2p  .  X  =  0,  nnd  2)    2x  •  y.  —  2p  •  x»  ■-  0 

stattfinden.    Beide  Gleichnngen  sind  aber  die  nemlichen,  so  dass  man  jetzt  die  gesachte 
Fonction  y  nur  ddrch  Integration  herstellen  kann.    Integrirt  man  wirklich,  so  gibt  sich 

3)    y  =  A.x 
Dadnrch  geht  Gleichang  I  Ober  in  z>  =  A  -  x^,  nnd  es  ist 

4)    z  =  (lf  Ä)  .  X 
IKe  hier  Ar  y  ond  z  gefundenen  Fanctionen  enthalten  also  noch  einen  wiilkärlichen 
ConstanteDy   so  dass  man  sie  noch  einer  Nebenbedingnng  anterwerfen  kann.    In  Folge 
illes  Voriiergehenden  redncirt  sich  Gleichang  IX  aaf 

so  dass  U'  =  a>  —  ax  +  (1  +  A')  •  x'  ein  Maximam-stand  ist. 

Zweiter  Fall.  Die  anmittelbaren  Matationscoefficienten  ay,  a^y  etc.,  sind  ganz 
willkBrlicbe  Functionen.  Man  kann  sich  also  solche  Fanctionen  darnnter  denken,  dass 
bd  dem  für  x  grade  genommenen  Werthe  einzeln  stattfindet  ay  =  0,  a^y  =  0,  etc. 
Dabei  ist  dann  notbwendig  aach  dz  =  0,  a^z  =  0,  etc.,  wie  aas  den  Gleichnngen  III 
ond  IV  hervorgeht  Nach  dieser  Vorantersnchong  erkennt  man,  dass  folgende  Ein- 
MhriDkong  möglich  ist: 
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Man  suche  iür  y  und  z  nur  diejenigen,  der  Bedingangsgkeichung  I  entsprechenden, 
Fonctionen,  von  welchem  bei  irgend  einem  nach  Willkur  gewählten  Werthe  des  z  der 
vorgelegte  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  gemacht  wird,  als  er  gemacht  werden  kann, 
wenn  man 

1)  ans  allen  möglichen,  der  Bedingangsglefchung  I  entsprechenden,  Functionen 
an  die  Stelle  des  y  diejenigen  setzt,  welche  nicht  nur 

a)    der  für  y  gesuchten  Fun^lon  stetsfbrt  nächstanliegen,  sondern  auch 
ß)    bei  dem  grade  gewählten  Werthe  des  z  denselben  Werth  Mcommen, 
wie  die  für  y  gesuchte  Function;  und  wenn  man  • 

2)  aus  allen  möglichen,  der  BMingungsgleichung  I  entsprechenden,  Functionen 
an  die  Stelle  des  z  diejenigen  setzt,  welche  nicht  nur 

a)    der  für  z  gesuchten  Function  stelsfort  näcbstanliegen ,  sondern  auch 
ß)    bei  dem  grade  gewählten  Werthe  des  x  denselben  Werth  bekommen, 
wie  die  für  z  gesuchte  Function. 

Da  nun  jetzt  einzehi  stattfindet  dy  z=:  0,  dz  s=:  0,  ^y  -»  0,  ^i  =  0,  etc.;  so  reducirt 

sich  Gleichung  VII  auf 

X)     W'=  (2xy  -  2p.x2).^ 

Daraus  folgt  2zy  —  2p  •  x^  =  0,  so  dass  man  wieder  die  Gleichungen  3  und  4  bekommt. 
Ferner  ist 

und  somit  ist  wieder  ü'  =  a^  —  ax  -H  (1  -h  A^) .  x«  ein  Maximum-stand. 

Dritter  Fall.    Die  Form  der  Ausdrücke  -^,  "X^ '*  etc.  ist  zugleich  mit  der  Form 

der  Ausdrücke  ^,.  ^y,  etc.  gegeben.  Man  kann  sich  nun  unter  dy ^  Ißy  etc.,  solche 
Functionen  von  x  denken,   dass  bei  dem  grade  genommenen  Werthe  des  x  einzeln 

stattfindet  ~  =  0,  -^  »  0  etc.,  ohne  dj^ae  3y  «»  0,  ^y  =  0  etc.  stattfinden  muss. 

dx  dx  0  y  . 

An  den  Gleichungen  V  und  VI  erkennt  man  aber ,  dass ,  .wenn  gleich  -^  <»  0 ,  -^j-^  =  0, 

etc.  sind,  in  dieser  Aufgabe  die  abhängigen  Ausdrücke  -r— ,  --r — ,   etc.  doch  nicht 

nothwendig  zu  NoU  werden  müssen,  sondern  dazu  wäre  erforderlich,  dass  man  auch 
die  willkürlichen  Ausdrücke  dy,  S^y  etc.  zu  Null  macht,  wobei  dann  von  keiner  Mn* 
tation  die  Rede  sein  könnte.  Nach  dieser  Voruntersuchung  erkennt  man,  dass  in  die« 
ser  Aufgabe  folgende  Einschränkung  möglich  ist: 

Man  suche  für  y  und  z  nur  diejenigen ,  der  fiedingnngsgleichung  I  entsprechenden , 
Functionen,  von  welchen  bei  irgend  einem  nach  W^illkür  gewählten  Werthe  des  x  der 
vorgelegte  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  gemacht  wird,  als  er  gemacht  werden  kann, 
wenn  man 

1)  aus  allen  möglichen,   der  Bedingungsgleichung  I  entsptrechenden,  Functionen 
an  die  Stelle  des  y  diejenigen  setzt,  welche  nicht  nur 

a)    der  Tür  y  gesuchten  Function  stelsfort  näefastanliegen,  sondern  auch 
ß)    bei  dem  grade  für  x  genommenen  Werthe  alle  ihrem  ersten  Differen- 
tialquotient den  nemlichen  Werth  liefern,   welchen  der  erste  Differen» 
tialqobtient  der  für  y  gesuchten  Function  annimmt,  während  man 

2)  aus  allen  möglichen ^  der  Bedingungsgleichung  I  entsprechenden,  Functioneo 
an  die  Stelle  des  z  nur  diejenigen  setzen  darf,  welche 

a)  der  für  z  gesuchten  Function  stelsfort  nächstanliegen,  aber 
ß)  bei  dem  grade  für  x  genommenen  WerthtB  ihren  ersten  Differential- 
quotient nicht  denselben  Werth ,  welchen  der  erste  Differentialqnotieot 
der  für  z  gesuchten  Function  annimmt,  grade  Uefism  müssen,  sondern 
allerlei  Werthe  liefern  können ,  wie  diese  jedesmal  aas  den  Gleichungen 
V,  VI  etc.  hervorgehen. 
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Da  DQo  hier  -^  =0,  -^  ==  0  etc.  ist;  so  redacirt  sich  GleichoDg  VIII  aaf 

XI)    au  =  (-  2y  ■+-  2p  .  x)  .  dy 
Danas  folgt  —  Sy  +  2p-x=50,    so  dass  man  wieder  die  Gleicbangeu  3  und  4  be- 
kuBint    Ferner  jst 

a2U  —  -  2  .  dy2 

Also  ist  wieder  ein  Maximam-stand ,  vorhanden. 


XII)  '«x-i.*y 

XIII)    «««  =  ^-. 

^^^     dl       2« 

XV) 

da>x 

dl 

z 

d3»y       i  —  >)  •  X 
dx     '        8.2« 

«(e. 

SweUe 

Man  notire  zoei^t,  ond  elioiiQire  dann  die  mittelbaren  Motationscoefficienten.    Aus 
den  Gleichongen  DI,  IV,  V,  VI  folgt  der  Reihe  nach 


4753 -«»y' 

Nan  malire  man  aach  Gleichong  II,  aod  es  ergibt  sich  , 

XVI)    au  =  (-  4y  -I-  X  +  *x  .  D«)  .  »y  -  4i2  .  p  .  ^  -  Äi  .  <i  +  8xy»> .  ^ 

XVIO   dSU  =  (-  4y  +  X  +  4x  . »)«)  .  *»y  -  *x»  .  p  .  -^  -  2z  .  ««z  +  Siy»)  •  ^ 

_4..y«_4x»,(^f-2.<>«.  +  8xy.(ff  +  l6x.,.*y.^'      . 
Erster  Fall.    Soll  dieselbe  Allgemeinheit  stattfinden,   wie  beim  ersten  Falle  der 
Torigen  Aoflösang;  so  eliminire  man  die  mittelbaren  Elemente  dz  ond  -p   aas   Gleichang 
XVI.    Dadurch  bekommt  man 

XVIII)    aU  =  -i.(x.2«.i)2  —  y.x»  4-  xyz.p  —  x«  •  y  <)^  .  ^y 

+  __.(y^_,p)._y 

Soll  3D  «B  0  werden,  so  müssen  folgende  iwei  identische  Gleichongen 

5)    X  .  2«  .  i>«  —  y  •  z»  -4-  xyz  •  >)  -  x2  .  y  .  p2  =  0,  und  6)    y  •  p  -    z  •  p  =  0 
stattfinden.    Integrirt  man  die  zweite  dieser  Gleichungen,  so  bekommt  man  y  =  R  •  z; 
BDd  dadurch  gebt  I  ober  in  z^  =  Bxz.    Man  hat  ^Iso 

7)    z  ="-ß  •  X,  und  8)    y  =  B'^  •  x 
Diese  für  y  und  z  gefundenen  Functionen  mössen  aber  auch  die  Gleichung^  5  identisch 
machen«    Man  fQhre  sie  also  ein,  und  wird  dabei  vielleicht  zu  einem  bestimmten  Werf  he 
des  B  gelangen.    Gleichung  5  geht  dabei  über  in 

B*  .  x3  -^  B*  •  x^  -+-  B*  .  x3  —  B*  .  x^  =  0 
Diese  Gleichung  ist  aber  identisch  für  jeden  Werth  des   B;   und  somit  kann  man  die 
lesuehton  Functionen  noch  einer  Nebenbedingung  unterwerfen.    Aendert  man  aber  den 
CoDstanten ,    und  setzt  man  )fA~  statt  B ;  so  gehen  die   Gleichungen  7  und  8  über  in 
z  =  (ifX)  •  z  und  y  =  A  •  z ,  welches  wieder  die  Gleichungen  3  und  4  sind.    Eliminirt 

man  nanaz,  -^,  a^,  -—  aus  Gleichang  XVII,    und  berQcksichtigt  man  alles  Vor. 
hergehende;  so  bleibt  nach  gehörigen  Redoetionen 

II.  16 
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^«U  i=  JL .  (2  (4i2  .  D«  -  4xK^  +  2«)  (xy  -  i^)  -  22*)  •  Sy^ 

^-  l.(4x8yi- 8i2.p(xy -«»)).  <Jy.^  ^-  1  .  (2x«  •  («y  -  i»)  -  21»««)  •  {^f 

lodern  man  aber  die  Gleichoog  z^  =  xy  zu  Hilfe  nimmt,   geht  dieaec  Aaadnick  ohne- 
weiters  Ober  in 

Es  ist  also  Alles  wie  im  ersten  Falle  der  ersten  Aaflösang. 

Zweiter  Fall.    Da  hier  dy  =  0,  ^z  =  0,  d^y  «  0,  ^z  =  0  etc.,  so  redaciren 
sich  die  Gleichungen  XIV,  XV,  XVI,  XVII  bexaglich  aaf 

d^z        X     d«Jy      dd^z        x     d^y      ...  .  ,         d«Jy  ^  ^^^    da« 

dx       ^2z     dx         dx         2z      dx    '  "^     dx  '*^     dx 

Elirainirt  man  -r-  ond  --; — ,  so  bekommt  man 
dx  dx 

Man  hat  also  wiederum  die  Gleichung  6,  und  somit  auch  die  Glelchangen  7,  8,  3,  4. 
Femer  ist 

Sonach  ist  Alles  wie  im  zweiten  Falle  der  ersten  Auflösung. 

Dritter  Fall.    Weil  hier  einzeln  stattfindet  -r^  =  0,  -r-^  «  0  etc.,   so  redu- 

dx  '    dx 

ciren  sich  die  Gleichungen  XIV,  XV,  XVI,  XVII  bezüglich  a^f 

d3z        z  —  |)x     _        dfiz       z  —  i)X    ^     .  3»)x«  —  2xx    ,  „ 

*dr  =  -25r--^y'  -dr  =  -2i^'^y+     4z^    -^y'- 

du  =  (—  4y  ^-  X  +  4x  •  >»^)  .  ^y  -  2z  .  ^z  4-  8^y  •  p  •  ^ 

^ü  =  (-  4y  +  X  -t-  4x  .  v^)  .  a«y  -  2z  .  d^z  -h  8xy  .  <)  .  ^ 

dazv2 


-4.<Jy2--2.<Jz^^8xy  .@ 


EHminirt  man  -j-  ond  --r— ,  so  bekommt  man 
dx  dx 

4 

<JÜ  =  p  .  (x  .  22  . 1)2  —  y  .  z2  4-  xyz  .  <)  -  x«y  •  »)2)  •  dy 

Daraus  folgt  nun  wieder  die  Gleichung  5,  d.  h. 

9)      X  .  Z«  .  »)2   -_   y  .  z2   4-    xyj  .  p    _   X2  .  y  .  jj2   «,  0 
Z2  ^ 

Aus  Gleichung  I  folgt  aber  y  =  — ;  und  indem  man  diesen  Ausdruck  in  letztere  Glei- 
chung einsetzt,  bleibt  nur 

10)    z3  .  (xv  -  z)  =  0 

woraus  z  >-  x)>  =  0  folgt,  so  dass  man  -^  =  -^,  und  z  »  Bx  bekommt.    Man  hat 

Z  -  X 

also  wieder  die  Gleichungen  7,  8,  3,  4.    Ferner  ist 

*^n  =  p  •  (2  f4x2  . 1,2  _  4xj  . ,,  4.  ^2)  (xy  —  z)  —  2z*)  •  ^y«  =  —  2  •  ay2 
Es  ist  also  Alles  wie  im  dritten  Falle  der  ersten  Auflösung. 
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»ritte  A«MS«ug. 

Will  man  lieber  die  iodirecto  Elimioationsmelhode  miUelst  der  MullipliGatoreo  an- 
wendeo,  9o  forme  man  Gleichung  I  am  in 

XIX)    z«  -  xy  =  0 
Hier  hat  man  z  und  y  als  solche  Fanclionen  za  betrachten,    dass  Gleichang  XIX  eine 
identische  wird.    Differentiirt  man,  so  moss  die  Gieiefaong 

XX)    2z  j)  —  y  —  px  =  0 
ebenfalls  eine  identische  sein.    Man  denke  sich  nun  anl^r  £  und  Sft  zwei  (vorerst  noch 
unbestimmte,  jedenfalls  aber)  nichtmata|)le  Functionen  von  z,   multiplicire  damit  die 
Gleichungen  XIX  und  XX,   und  addire  diese  Prodc^cte  zu  Gleichung  II;   so  wird  diese 
nicht  geändert,  d.  h.  man  kann  gradezu  setzen 

XXI)    ü  =  a«  —  ax  -H  x»  —  2y2  -H  ly  —  z«  —  2x«  .  p«  +  4iy  •  <)2 
-H  «  .  (z2  —  xy)  +  a»  .  (2z  .  p  —  y  ~  px) 

Erster  Fall.    Man  mntire  diese  Gleichung  in  der  Weise,  dass  ^y  und  -p  noch 
ganz  allgemein  gedacht  sind,  dadurch  bekömmt  man 

XXII)    W  =  (-  4y  -+.  X  -h  4x  M)ä«  -  «y  -^  SR)  .  iJy  +  (-  4p  •  x«  -  Vli)  .  ~^ 

-h  (-  2z  ^-  28z  +  Wfy)  .  dz  H-  (8xyv  +  ÄSÄz)  •  ^ 

XXUI)    a«ü  =  (-  4y  -H  X  +  4x  .  »)2  -  «X  -  «)  •  (52y  -h  (-  4p  .  x2  -  a»  .  x)  .  ^ 

-H   (—  2z  +  2«z  H-  2SRp)  •  a«z  -h  (Sxyp  -h  2aRz)  .  i^  -  4 .  ^y«  -  4x«  -  (^f 

+  I6X»,  .  ay  .g  +  2  (8  ~  1)  .  az»  +  4SÄ  .  äz  .  ^  +  8xy  .  {^)\ 
Nun  soll  der  för  dV  herzustellende  Ausdruck  von  den  mittelbaren  Elementen  dz  und 
-T-  ganz  frei  sein;  man  denke  sich  also  unter  8  und  9t  solche  Functionen  von  x,  dass 

die  identischen  Gleichnngen 

^    II)    -  2z  +  28z  +  2SW1J  =  0,  and  12)    8xy»  -h  2aÄz  =  0 
stattfinden.    Dadurch  reducirt  sich  Gleichung  XXII  aiif 

aü  =  (-  4y  4-  X  -h  4x  .  <)«  -  «X  -  a»)  •  ^y  +  (-  4p  .  x«  -  3W  •  x)  •  ^ 

Damit  nun  dU  =  0  werden  kann,  müssen  noch  weiter  die  identischen  Gleichungen 
13)    —  4y  +  X  -h  4x  .  p2  —  8x  —  SÄ  =  0,  und  14)    —  4px»  —  3W  •  x  =  0 

sUttfinden.    Aus  II  und  12  folgt  SR  =  -  ^,  und  8  =  -I-  iS^i??;    and   führt 

z  z* 

man  diese  Ausdrücke  in  13  und  14  ein,  so  bekommt  iban  bezüglich 

15)    xz«  .  >)»  —  y  .  z*  -h  xyz  •  i)  —  x2  •  y  .  »)2  =  a,  und  16)    y^)  —  pz  =  0 

Man  hat  also  jetzt  wieder  genau  die  Gleichungen  5  und  6.    In  Folge  der  Gleichungen 
II,  12,  13,  14  reducirt  sich  Gleichung  XXUI  zunächst  auf 

anj  -=  -  4  .  ay2  -  4x«  .  (^)^  -f-  I6x^  .  ^y  .  5^  -«-  2  •  (8  -  t)  .  dz« 

Führt  man  hier  für  91,  8»  dz  und  -p  die  Ausdrücke  ein,  so  bekommt  man  für  <^IJ  ge- 

oau  dieselben  Resultate,  wie  im  ersten  Falle  der  zweiten  Auflösung. 

Zweiter  Fall.    Man  mutire  Gleichung  XXI.  mit  der  Einschränkung,  dass  dy==0, 
dl  »  0,  d«y  =  0,  d^z  =  0  etc.,  und  es  gibt  sich 
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XXIV)    dV  =  (-^  -Ipx«  -  S»x)  .  j^  4-  iSxyp   V  aSWz)  •  ^ 
XXV)    ^ü  =  (~  4px2  -  3Kx)  .  -^  4-  (8xyD  h-  238»)  •  ^ 


--■©'-».,.( 


dxJ 


Nun  soll  der  für  d\]  herzustellende  Ausdruck  von  dem  mittelbaren  Elemente  -p-    ganz 

Drei  sein;  man  denke  sich  also  unter  Sft  eine  solche  Function  von  %,  dass  die  identische 
Gleichung  ( 

17)  8xy^)  +  aauz  =  0 

stattfindet.    Dabei  reducirt  sich  Gleichung  XXIV  auf 

ÖV  =  (-  4px2  -  SWx)  .  ^? 
Damif  aber  öV  «  0  werden  kann,  muss  noch  die  weitere  identische  Gleichung 


18)    -  4p  .  x2  —  Sßx  «  0 


stattfinden.    Aus  17  folgt  98  « ^,   und  dabei  geht  Gleichung  18  über  in  pz  —  yp 

-B  0/  Man  hat  also  wieder  die   Gleichung  6,  und  somit  auch  die  Gleichungen  7,  8, 
3,4.    In  Folge  der  Gleichungen  17  und  18  reducirt  sich  Gleichung  XXV  auf 

.,     .      d^z        X     d^y 
weil  aber  'T'  "^  ^i  '  'S^'  ^^       ^ 

also  genau  Alles,  wie  im  zweiten  Falle  der  vorigen  Auflösung. 

Dritter  Fall-    Man  mutire  Gleichung  XXI  mit  der  Einschränkung,  dass  ^  =  0, 

d^y 

-j^  =  0  etc.,  und  es  gibt  sich  ' 

XXVI)    ^ü  =  (-  4y  4-  X  +  ♦x«  •  »  —  8x  -  SW)  •  ^y  -f-  (-  2z  -h  28z  4-  2aRp)  •  dz 

H-  (8xyp  -h  2a»«)  .  ^ 

XXVil)    <52ü  =  (-  4y  -M  -H  4x2  •  p  -  8x  -  aW)  .  ^y  +-  (-  2z  -h  28z  +  2»^)  •  Sh 

-h  (8xyj)  -H  2aRz)  .  ^  -  4  .  iJy2  -h  16xp  •  ^y  •  ^ 

4-  2.  (8  -  1)  .^z2  +  4aÄ  .  ^z  .^  +  ^»y  •  (©' 

Nun  soll  der  fOr  ^ü  herzustellende  Ausdruck  von  den  mittelbaren  Elementen  di  und 

d^z 

-p  ganz  frei  sein;  man  denke  sich  also  unter  38  und  8  solche  Functionen  von  x,  dass 

die  identischen  Gleichungen 

19)    -T  2z  4-  28z  -H  Wl\>  =  0,  und  20)    8xyp  -h  2a8z  =  0 
stattfinden.    Dabei  reducirt  sich  Gleichung  XXVI  auf 

^ü  =  (—  4y  4-  X  4-  4x» .  J)  —  8x  —  aW)  .  ^y 
Damit  aber  3U  =  0  werden  kanA,  muss  die  weitere  identische  Gleichung 
21)    ■-  4y  -h  X  4-  4x2  •  i)  —  8x  ~  88  =  0 

stattfinden.    Aus  19  und  20  folgt  38  =  -  —^  und  8  =  4^  *5y-l^J+Ll^    und    fuhrt 

man  diese  Ausdröcke  in  21  ein,  so  bekommt  man 

22)    X  .  z«  .  v'^  —  y  •  «2  -f.  xyz  .  ^»  —  x2  •  y  •  ^)2  =  0 
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Dieses  ist  aber  wieder  die  Gtotchung  9,  woraus  die  GleichoogeD  10,  7,  8,  3,  4  folgen. 
Wegen  1/9,  20  ond  21  redocirt  sich  aber  Gleichung  XX VU  auf 

W  =  -  4  .  *y2  +  16n>  .  ay  .  ^  -t-  2  .  (^  -  1)  .  dz»  -h  W  .  ^z  ~  -h  8xy  .  {^f 

linier  diesen  Umständen  reducirt  sich  Gleichung  XIV  auf  -p  =  T"g  •  dy ;  und  in- 
dem manfSr  -^,  8  und  ^  die  Ausdrücke  noch  einsetzt,  bekommt  man  für  ^U  genau 
dasselbe  Resallat,  wie  inö  dritten  Falle  der  zweiten  Auflösung. 


Diese  Aufgabe  ist  allerdings  mit  vieler  Weitläufigkeit  durcligefiihrt;  allein  nur  ans 
dem  Grunde,  weil' es  höchst  ipätructiv  ist,  zu  zeigen,  wie  die  verschiedensten  Metho- 
den zu  demselben  Resultate  fOhren.  Desshalb  sali  die  114^'  Aufgabe  gleichfalls  mit 
drei  verschiedeDen  Auflösungen  durchgeflihrt  werden. 


A  ufgabe   112. 
Man  soeht  y  und  t  als  solche  Functionen  von  x,  dass  sowohl  die  Gleichung 

I)    yz  =  z« 
identisch,  als  aach  folgender  Ausdruck 

II)      ü  =  a«  -  az  -h  X«  -  y« .  (l  -h  ~)  H-  2xy  +'  (x»  -+-  2xy)  •  g 

eio  Maiimam-stand  oder  Minimum-stand  wird. 

Man  führe  die  Aufgabe  in  der  Weise  durch,  dass  z  und  somit  auch  j-  als  mittel- 
bar mutabel  behandelt  wird ;  femer  werde  zur  Abkürzung  p  statt  -p ,  und  p  statt  -p 
gesetzt 


Aas  Gleichong  I  folgt  z  =  ~ ,   und  daraus  folgt  p  =  — — '^^^—  ■    Diese  Ausdrücke 

sabstiloire  man  in  Gleichung  II,  und  mutire  erst  dann. 

Swelte  A«MSa«Bg^ 
Will  man  aber  aus  irgend  einem  Grunde  der  so  eben  angezeigten  Substitution  über- 
hoben seilt,  so  mutire  ma^  vor  Allem  Gleichung  I,  und  man  bekommt 

111)    z  .  ^y  -+-  y  •  ^z  =  0,    IV)    z  •  a«y  4-  2  •  3y  •  dz  4-  y  •  a«z  =  0 
etc. 
Nun  diflbrentiire  man  Gleichung  1  in  der  Weise,  dass  man  y  und  z  als  Functionen  von 
I  betrachtet;   und  man  bekommt  pz  +  )>y  ==  2x.    Man  mutire  auch  diese  Gleichung, 
und  es  ergibt  sich 

V)    p.^,H-«.g:  -,-,,. dy  +  y.^  =  0 

VI)    p.^.^..i!^y^,.^y^.y.i^4.2.az.f  4.2..y.^»0 

elc. 
Aus  den  vier  lelaico  Gleichungen  folgt  der  Reilie  nach 

vio  ai  =-5:ay,    vni)  ^  =  -^.a«y+p<y« 

**^    dl  ^         "^       y     "ST 


Digitized  by 


Google 


126 


etc. 
Man  miiUre  nan  aach  Gleichung  11,   eliminire   zuerst   aus   dem    für   dV   hergeslelllea 

Ausdrucke  die  Elemente  dt  und  -=->,    und  bestimme  y  und  z  als  FunctioDen  von  x. 

dx  ' 

Hierauf  eliminire  man  aus  d^em  för  ^U  hergestellten  Ausdrucke  die  Elemente  dz. 

-^ ,  Sh  y  --^ .    Allein  diese  letztere  Elimination  wird  oft  sehr  weiUäuGg  sein ,    und 

besonders  desswegen  mag  es  oft  bequemer  sein,  die  indirecte  Elimination  mittelst  Mul- 
tiplicaCoren  anzuwenden. 

Drltto   A«iS««Bg. 

Man  forme  Gleichung  I  um  in  yz  —  x^  =  0.  Hier  hat  man  y  und  z  als  solche 
Functionen  von  x  zu  betrachten,  dass  diese  Gleichung  identisch  wird;  und  wenn  man 
sie  differentiirt,  so  bekommt  man  y|)  +  zp  —  2x  =  0,  welche  Gleichung  ebenfalls 
eine  identische  sein  muss.  Man  denke  sich  nun  unter  8  und  3t  zwei  (vorerst  noch  un- 
bestimmte, jedenfalls  aber)  nichtmutable  Functionen  von  x,  multiplicire  damit  die  letzten 
Gleichungen ,  und  addire  diese  Producte  zu  Gleichung  11 ;  so  wird  diese  nicht  geändert, 
d.  h.  man  kann  gradezu  setzen 

ü  =  a«  —  ax  -h  »2  —  y2  .  (t  -h  ^))  4-  2xy  -+-  (x»  -+-  2xy)  •  p  H-  yz  —  4x«  •  p2 

+  «  .  (yz  -  x2)  -h  aft  .  (y^)  -H  zp  -^  2x) 
Erster  Fall.    Soll  dieselbe  Allgemeinheit  stattfinden,   wie  schon  beim   ersten 
Falle  in  der  ersten  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe  auseinandergesetzt  ist;   so  sind  öy 

und  ~  dem  Werthe  nach  ganz  unabhängige  voneinander.    Es  ist  zunächst 

au  =  (—  2y  —  2yV  H-  2x  -H  2xp  H-  *  4-  «z  -+-  fOtp)  •  dy  +  (y  -*-  «y  +  Sftpj  •  dz 

-h  (x2  4-  2xy  -  8x?p  +a»z).2'  +  (-  y^  +  2Äy)  -^ 

a«ü  ==  (—  2y  —  2y>)  4-  2x  H-  2xp  4-  z  +  «z  +  m)  •  <Py  4-  (y  4-  «y  +  SRp)  •  «Pz 
H-  (x2  4-  2xy  -  8x»p  +  g^z)  •  ^  +  (-  y«  4-  SRy)  -^ 

-  2.(1  4-  J))-3y2  4-4x.dy.^4-2..(«4-i).3y.dz+2(aR-2y).(Jy  .^ 

Nun  soll  der  fQr  dV  herzustellende  Ausdruck  von  den  mittelbaren  Elementen  dz  und  -^ 

ganz  frei  sein;  man  denke  sich  also  unter  8  und  Tl  solche  Functionen  von  z,  dass  die 
identischen  Gleichungen 

1)    y  4-  «y  4-  a»p  =  0,  und      2)    —  y«  4-  SRy  ^  0 
stattfinden.    Dabei  bleibt  nur 

au  =  (—  2y  —  2yv  4-  jht  4-  2xp  4-  z  -I-  «z  H-  fflft))  •  öy 

4-  (x2  4-  2xy  -  8x«p  H-  ««)  •  ^ 

Damit  nun  aU  =  0  werden  kann ,  müssen  noch  weiter  die  identischen  Gleichungen 

3)    — 2y  —  2yi)4-2x  +  2xp-|-24-«z4-SWjj  =  0 
und 

4)    »2  4-  2xy  -  8x«p  4-  SWz  «  0 

stattfinden.    Aus  1  und  2  folgt  SR  »  4-  y  und  8  »  —  (1  +  p);    und  fuhrt  man  diese 
Ausdrücke  in  3  und  4  ein,  so  bekommt  man  bezuglich 
5)    2x  .  (I  4-  p)  —  2y  —  (pz  4-  py)  =  0,  und  6)    x»  4-  2xy  —  Sx^p  4-  yz  =  0 
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Da  aber  yt  =  i?,  and  ps  +  ^y  =  ^x;   so  gehen  die  Gleichongen  5  und  6  beifiglich 
aber  in 

7)    2px  —  2y  =  0,  and  8)    2x2  4-  2xy  --t  g^jp  =s  o 

Inlegrirt  man  Gleicbnng  7,  so  bekommt  man  y  =  Ax,  wo  A  ein  willkOiiicher  Constan- 
ter  ist.    Da  aber  dadurch  auch  Gleichung  8  idenüsch  werden  muss,   so  führe  man  Ax 

statt  y,  und  A  statt  p  Qberall  ein;  und  man  erkennt,  dass  bei  A  =  ^  die  Gleichung 8 
idenüadi  wird.    Sonacft  ist  die  gesuchte  Function  y  Ton  x 

9)  y-l 

Da  9fts  Gleichung  I  folgt  z  =  -— ,  so  hat  man  für  die  gesuchte  Function  z  von  x 

10)  z  =  3  .  X 

Die  hier  gefundenen  Functionen  y  und  z  enthalten  also  keinen  willkürlichen  Constanten 
mehr.    Man  hätte  aber  auch  auf  folgende  Weise  verfahren  können:    Aus  den  Glei- 

ehimgeo  7  ond  8  folgt  bezüglich  p  =  +  -  und  p  =  -H  ^  i    ^;   daritus  ergibt  sich  die 

weitere  Gleichung  ^  =  ^^-| — ^ ,    woraus  wieder  y  =  |  folgt.    Nun  hat  map  noch  zu 

untersuchen,  ob  dadurch  die  Gleichungen  7  und  8  zugleich  identisch  werden.    Wegen 
der  Gleichongen  1 ,  2,  3,  4  redncirt  sich  der  für  ^^  hergestellte  Ausdruck  zunächst  auf 

^ü  =  -  2  .  (I  H-  »))  .  ^y«  -|i^  4x  .  ^y  .  ^  -h  2  («  -h  I)  .  dy  .  ^z 

Führt  man  hier  für  9t,  S,  d%  und  -p-  die  Ausdrücke  ein,  so  ergibt  sich  nach  gehörigen 
Redaetionen  gradezu 

^=-,.(^_..e)'_,^.©' 

wekber  Ausdruck  unter  allen  Umständen  negativ  ist,  so  dass  U'  =  a'  —  ax  h ^ 

als  Maximum-Stand  erscheint 

Zweiter  Fall.  Wenn  man  an  den  Gleichungen  III  und  IV  dieselbe  Vorunter- 
SQchang  vornimmt,  wie  beim  zweiten  Falle  in  der  ersten  Auflösung  der  vorigen  Angabe 
geschehen  ist;  so  erkennt  man,  dass  auch  hier  die  nemliche  Einschränkung  gemacht 
werden  kann.  Dabei  ist  ^y  =  0,  <^z  =  0,  ^y  »  b,  ^r  ■»  0,  etc.,  und  man  bekommt 
nur 

dU  =  (x2  4-  2xy  -  8x2  .  p  4-  attz)  .  ^  4-  (_  y2  _^,  jRy)  •  ^ 

d3z 
Nun  soll  der  für  ^U  herzustellende  Ausdruck  von  dem  mittelbaren  Elemente  -jr^  ganz 

ffei  sein ;   man  denke  sich  also  unter  91  eine  solche  Function  von  x ,   dass  die  identi- 
sche Gleichung 

10    -  y^4-  »ty  =  0 

staltfindet;  und  dabei  bleibt  nur     > 

d\]  =  (x3  4-  2xy  -  8x2  .  p  +  SÄz)  .  ^ 

Damit  aber  ^D  =  0  werden  kann,  muss  die  fernere  identische  Gleichung  stattfinden 

12)    x«  4-  2xy  -  8x«  -  p  4-  SRz  =  0 
Ans  fl  folgt  91  =  y;  und  da  zugleich  yz  =  x<,  so  geht  Glei^ung  12  über  in 
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18)    3x2  -h  axy  —  8x2  .  p  =  o 
Man  weiss  aas  dem  ersten  Falle,  dass  dieser  Gleichung  das  besondere  Integral  y  =  »  9®Dügt 
Man  gelangt  aber  im  jetzigen  Falle  vom  besondern  Integral  2am  allgemeinen,  wenn  man 
y  =  H  +  V  setzt,  wo  V  eine  noch  za  bestimmende  Function  von  x  ist.  Setzt  man  non 

(s  "*"  ^)  *^^^  ^'  ""^  (3  ^  dx)   ^**^^  ^  *°   Gleichung  13  ein;   so  gehl  sie  Ober  in 

V  —  4x  •  T-  =  0 ,  woraus  — ^ —  =  —  (blgt,  so  dass  4  •  Ig  nat  v  »  lg  nat  Bx ,   oder 

4 ^  4 

V  =  ITBx  ist.   Das  zur  Gleichung  13  gehörige  allgemeine  Integral  ist  also  y  =  -  +  ITBx. 

Da  aber  nur  reelle  Formen  beachtet  werden  dürfen ,  so  .muss  man  die  zwei  imaginiren 
Formen  der  letztern  Function  verwerfen,  und  nur 

4^ 

14)    y  «  g  i  y'Bx 

setzen.    Aus  Gleichung  I  folgt  ferner 

> 


15)    z=V=  4 


x±3rBx 

Wegen  der  Gleichungen  11  und  12  bleibt  nur  ^U  ^  —  8  •  x^  .  /   -^\  ,    und    somit   ist 
ü'  =  a*  —  ax  -h  ö  •  x2  —  ^  .  KBx   wieder  ein  Maximuih-stand. 

o  4 

Dritter  Fall.    Die  Form  der  Ausdrücke  -j^,  -r-^  etc.  ist  zugleich  mit  der  Form 

der  Ausdrücke  dy,  ^y  etc.  gegeben.     Man  kann  sich  nun  unter  dy,  fßy  etc.  solche 
Functionen  von  x  denken ,   dass  bei  dem  grade  genommenen  Werthe  des  x  einzeln 

-T^  a  0,  -^  =  0  etc.  stattfindet,  ohne  dass  grade  dy,  ^y  etc.  zu  Null  werden  mfis- 

dx  dx  .  "       *  . 

sen.    Dabei  reduciren  sich  die  Gleichungen  IX  und  X  bezüglich  auf  -p  =  ^    ~  ^  •  dy , 
und  -jT^  =  ^'  "^  ^  •  ^y  -H     ^  "7    ^'  •  ^y^-    Daran  erkennt  man,  dass,  wenn  gleich 

_J[  =:  0,  — r-=^  =  0  etc.  sind,   die  mittelbaren  Ausdrücke  -j-^,  -^  etc.  in   dieser 
dx  dx  dx  '    dx 

Aufgabe  doch  nicht  notjiwendig  zu  Null  werden  müssen;   sondern  dazu   wäre   erfor* 

derlich,  dass  man  auch  die 'willkürlichen  Ausdrücke  dy,  d^y,  etc.  zu  Null  macht,   so 

dass  von  keiner  Mutation  die  Rede  sein  könnte. 

Nach  dieser  Voruntersuchung  erkennt  man,    dass  auch  in  dieser  Aufgabe  die 

nemliche  Einschränkung  möglich  ist«  wie  beim  dritten   Falle  in  der  ersten  ^Auflösung 

der  vorigen  Aufgabe.    Dabei  ist  -^  =  0,  — j-^  =  0,  etc.,  während  dy,  dz,  -p  »  ^*y» 
Ißt ,   --j —  etc.  nicht  zu  Null  weiden ;  und  man  bekommt  jetzt 

au  =  (^  2y  —  2yi»  H-  2x  4-  2xp  -f-  z  4-  «z  H-  SWij)  .  dy 
+  (y  -h  «y  +  aRp).dz  +  (-  y«  +  aRy).^' 

d«U  «  (—  2y  -  2yp  -4-  2x  +  2xp  -h  z  4-  «z  +  g»<))  .  d2y  4-  (y  4-  «y  +  Wp)  .  d«z 
+  (-  y^+  aRy).-^-2(1  +<,).dy«4-2.(«4-1).dy.dz 

H-3(a»-2y).dy.^ 
Nun  soll  der  für  dU  herzustellende  Ausdruck  von  den  mittelbaren  Elementen  dz  und 
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^  ganz  frei  sein;  man  denke  «ich  also  aotef  £  and  VI  solche  FoDcUoneD  von  x,  dass 
dl 

4fie  idetiefheii  GMehuigeo 

16)    y  -H  «y  -+-  »p  «-  0,       und  17)    —  y«  -h  llty  =  0 
statIfindeiL    Dabei  redacirt  sich  dU  aaf 

aü  =  (—  2y--2y^)  +  Sh[-h2xpH-i4-£z-h  Vfy)  -  dy 
D&mÜ  ater  W  «»  0  werden  kann,  mass  noch  die  weitere  idenüsche  Gleichonj^ 

18)    — Sy  —  Öy|>-h2xH-2xp-hi-l-«i  +  §R»)  =  0 
stattfinden.    Eliminirt  man  t  nnd  9t,   so  geht  Mztere  Gleichaog  Ober  in  2i  *  (1  +  p) 
— ^  2y  —  (pz  +  py}  =  0.    Dieses  ist  aber  wieder  die  Gleichung  5,  woraus  wieder  die 
GMdmog  7  folgt,  so  daas 

19)    y  »  A  •  z 
nnd 

ao)  ,  =  L*«± 

y        A 

die  gesaditen  Functionen  sind.    Wegen  der  Gleichungen  16,  17,  18  ist  nur 

i»ü  r=  -  2 .  (1  +  |>)  .  ^y*  4-  2  •  (£  4-  1)  .  ay  .  *z  -h  2 .  («  -r  2y)  •  ay  ~ 

dz 

d^z 
Führt  man  aber  Ar  8,  SR,  dz,  -^  die  hier  in  diesem  dritten  Falle  aufgesteiüen  Aus- 
drucke ein,   so  bekommt  man  ^U  =  —  2*dy>;   und  somit  erkennt  man,   dass  auch 
V  —  a>  —  az  +  (2  -^  2A  —  9A>)  •  z«  ein  ifazimum-sUnd  ist. 


Aufgabe  113. 
Man  socht  y  nnd  z  als  solche  Functionen  von  z,  dass  sowohl  die  Gleichung 

1)    by  +  iffi  =  1» 
identisch,  als  auch  folgender  Ausdruck 

,0    D-,.-cy-«.-K^.(gr-.-(g)' 

ein  Masdmnm-stend  oder  Minimum-«Und  wird. 

dz 
Man  fUire  die  Aulj|(abe  In  der  Weise  durch ,  dass  z  und  somit  auch  j-   als  mittel- 

bar  matabel  behandelt  wird;  femer  werde  zur  A1>kfirzung  p  staü  -p ,  und  p  statt  ^  ge- 
setzt Will  man  die  indirecte  Eliminaüonsmethode  mittelst  Maltiplicateren  anwenden, 
9o  forme  man  Gleichung  1  um  in 

m)    by  -K  /8z  —  x«  =  0 
Da  aber  y  und  z  als  Functionen  vonx  zu  betrachten  sind,   so  ist  letztere  Gleichung 
idanäsch ;  ood  diflBvenüirt  man  sie,  so  ist 

IV)    b-p-h/Jp  —  2z  =  0 
ebeafolls  eine  identische  Gleichung.    Aus  den  Gleichungen  III  und  IV  folgt  aber 

V)    dz  =  ~|.ay,        VI)    Ä  =  -|.d«y 
VII)    5?!--5^^y  ^«^.b    ^ 

Man  denke  sich  non  unter  S  und  Vt  zwei  (vorerst  noch  unbestimmte,  jedenfalls  aber) 
niehlmatabie  Fanctionen  von  z,  mnltiplidre  damit  die  Gleichungen  III  und  IV,  und 
addire  diese  Prodncte  zu  Glekhaag  U;  so  wird  diese  dadurch  nicht  geAnderl,  d.  h. 
nan  kann  gradezn  setzen 

II.  17 
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IX)    U  «  y«  —  cy  —  z«  -h  a» .  p»  -  a«  .  ^2  -h  «  .  (by  -^  ßz  —  x«) 
+  3«  •  (bp  -H  /9»)  —  2x) 
Erster  Fa^ll.    Soll  dieselbe  AllgemeiDheit  sladfinden,  wfe  schon  beim. ersten  Falle 

in  der  ersten  Aafldsang  der  111'*'^  Aufgabe  aaseinandergesetzt  ist;  so  sind  dy  ond  -r^ 

dem  Werthe  nach  ganz  unabhängig  voneinander.    Es  ist  zunächst 

X)    «Jü  =  (2y  «  c  -h  «b)  .  ay  4-  (2a»i)  -*-  »l  •  b)  •  —^  -h  (-  2z  -h  £  •  /9)  •  dz 

+  (-2a».|)+aR./?).^ 

XI)    (5«U  =  (2y  -^  c  -4-  «b)  •  a«y  -i-  (Sa«  •  p  -h  SW))  •  -^  H-  (  -  2z  H-  «/?)  .  ^«z 

-H  (- 2a2.^  ^-SR.«  .  ^^^^  +  2-^y2  -  2.3z«  4.  2a2.  (gf -^^ 

Nan  soll  der  IHr  3U  herzustellende  Ausdruck  von  den  mittelbaren  Elementen  dz  und 

-T-  ganz  frei  sein ;  man  denke  sich  also  unter  S  und  91  solche  Functionen  von  x ,  dass 

die  identischen  Gläichnngen 

1)    —  2z  +  «jff  =  0,  und  2)    —  2a«  •  j)  -4-  «R  •  /?  «  0 
stattfinden.    Dadurch  reducirt  sich  Gleichung  X  auf 

au  =  (2y  -  c  -h  8b)  .  dy  +  (2a«  •  p  -f-  «b)  •  ^ 

Soll  nun  3U  =  0  werden,  so  müssen  die  ferneren  identischen  Gleichungen 
3)    2y  —  c  -h  «b  =  0,  und  4)    2a«p  -h  SRb  =  0 

2z                         2a«  •  1) 
stattfinden.     Aus  1  und  2  folgt  S  =  4-  -j  und  SR  «  H -^ ,  und  dabei  gehen  Glei- 
chung 3  und  4  bezüglich  flber  in 

5)    2i9y  +  2bz  —  i^c  =  0,  und  6)    /8  •  p  4-  b  •  ^>  =  0 

Aus  I  folgt  z  =  — - — -  y  und  daraus  gibt  sich  p  =r — U;    die   Gleichungen  5 

und  6  gehen  also  bezüglich  über  in 

-.  iS«  •  c  b .  X«  .  ß.  2bx 

^    y  =  2(/3«-  h^—ßTir^^^^^  «)    P  =  -';55^^b« 

Integrirt  man  aber  Gleichung  8,  so  bekommt  man 

b.x« 


9)     y-A- 


b« 


Weil  aber  durch  Gleichung  9  sowohl  Gleichung  7  als  auch  8  identisch  werden  sollen, 

so  erkennt  man,  dass  A  =  a  /L  *_^  y^  gesetzt  werden  muss,  so  dass  Gleichung  7  die 

vollständig  bestimmte  Function  y  von  x  ist,   und  keiner  Nebenbedingnng  mehr  onter- 

^2 by 

werfen  werden  kann.    Da  ferner  z  = — i,  so  hat  man 

10)    .^„_A/^^c_^      /J.x« 


2  .  (/J«  —  b«)       /?«  —  b« 
Wegen  der  Gleichungen  1,2,3,4  reducirt  sich  Gleichung  XI  auf 

welche  noch  übergeht  in 
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Ist  iwD  /9  >  b,  SO  findet  ein  Minimom-stand,  and  ist  ^  <  h,  so  findet  ein  Maximom- 
sUiid  statt 

Zweiter  Fall.  Wenn  man  an  den  Gleichungen  V  and  Yl  dieselbe  Vorontersu- 
choAg  vornimmt,  wie  beim  zweiten  Falle  in  der  ersten  Anflösang  der  llf**''  Aufgabe 
geschehen  ist;  so  ericennt  man,  dass  auch  hier  die  nemliche  Einschränkung  gemacht 
werden  kann.   Dabei  Ist  ^y  =  0,  dz  =  0,  ^y  ==0,  d^z  =  0,  etc  ,  und  man  bei&ommt  nur 

XII)    dU  =  (2a«  .  p  -h  aWb)  .  -^  -h  (-  2a2  .  p  +  SÄ  .  /5)  ~ 

Nun  soll  der  fltr  dV  herzustellende  Ausdruck  von  dem  mittelbaren  Elemente  -p-  ganz 

frei  sein;  man  denke  sich  also  unter  ^  eine  solche  Function  von  z,  dass  die  identische 
Glckhug 

II)    -Sa».») -h  »W  =  0 

sUttfindet    Dabei  bleibt  nur  dV  =  (Sa«  •  p  +  91  •  b)  •  ^ .    Damit  aber  dU  =  0  wer- 
den kann ,  moss  die  fernere  identische  Gleichung 

12)    2a2  .  p  H-  «b  =  0 

Stattfinden.    Aus  II  folgt  9t  =  — ^,   und  somit  geht  12  Ober  in  /?p  +  b  •  v  =  0. 

Daraus  folgt 

13)    /?y  -+-  bz  =  B 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  I,  so  ergibt  sich 

B  •  /5  b  .  x2 


14)  y  =  + 

15)  z  -=  - 


^  —    b2  i^  —    b2 

Bb  ß\i 


/?2  —    b2  ^  /J2   -    b« 

Diese  Functionen  enthalten  noch  einen  willkürlichen  Constanten,   können  also  noch  ei- 
ner Nebenbedingung  unterworfen  werden;   sie  geben  namentlich  in  die  Gleichungen  7 

und  10  Ober,  wenn  man  B  =  +  ^--^  setzt.    Mutirt  man  Gleichung  XII  noch  einmal, 
so  l>ekommt  man 

a^ü  «  (2a2 .  p  -h  9lb)  .  ^  -h  (-  2a2  »  +  3»/?)  •  ^ 

Wegen  der  Gleichungen  II  und  12  reducirt  sich  aber  dieser  Ausdruck  auf 

Es  findet  also  wieder  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  statt ,  je  nachdem  ß  <h 
oder  ß  >  h  ist. 

Dritter  Fall.     Wenn  man  -p^i  =  o,  --i-^  =  0  etc.  setzt,  so  wird  in  dieser 

dx  '    dx 

Aufgabe  auch  -r—  =  0,  -^ —  =  0  etc.,  wie  man  an  den  Gleichungen  VII  und  Vlll 

erkennt.    Aus  dieser  Voruntersuchung  folgt,   dass  man  in  dieser  Aufgabe  folgende 
Einschriiikung  machen  kann : 

Man  suche  für  y  und  z  nur  diejenigen,  der  Bedinguugsgleichnog  I  entsprechenden, 
Functionen,  von  welchen  bei  irgend  einem  nach  Belieben  gewählten  Werthe  des  x  der 
vorgelegte  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  gemacht  wird,  als  er  gemacht  werden  kann, 
man 

I)    aus  allen  möglichen,  der  Bcdingungsgleichung  I  entsprechenden,  Functionen 
an  die  Stelle  des  y  nur  diejenigen  setzt,  welche  nicht  nur 
a)    der  für  y  gesuchten  Function  sielsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 
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ß)    bei  dem  grade  geDommeneD  Werthe  des  i  alle  ihreoi  erateo  DMfetou 
tialqootient  denselben  W<^rth  liefern,   weichen  der  erste  DHferential- 
qQOüent  der 'für  y  gesnchlen  Fnncüon  annimmt;  nnd  wenn  man 
3)    ans  allen  mdgllehen»  der  Bedingangsgleichong  1  entsprechenden,  Functionen 
an  die  Stelle  des  x  diejenigen  setxt,  welche  nicht  mir 
a)    der  für  t  gesachten  Function  stetsfort  nächstanliegen,,  sondern  anch 
ß}    bei  dem  grade  genommenen  Werthe  des  x  alle  ihrem  ersten  DIfferen- 
tialqootient  denselben  Werth  liefern,   welchen  der  erste  IMfferential- 
qnotient  der  für  z  gesachten  Function  annimmt. 
Dabei  redoeirt  sich  Gleichung  X  auf 

Xni)    au  =  (2y  -^  c  4-  £b)  •  ^y  4-  (-  2i  -H  «/?)  •  d% 
Nun  soll  der  für  ^C  herzustellende  Ausdruck  von 'dem  mittelbaren  Elemente  da  ganz 
frei  sein;  man  denke  sich  also  unter  B  eine  solche  Function  von  x,  dass  die  identische 
Gleichung 

10)    —  2z  4-  «i»  =  0 

sUttllodet.    Dabei  redoeirt  sich  Gleichung  XIII  auf  dU  =  (2y  --  c  +  ^b)  •  ^y.    Damit 
nun  dV  =  0  werden  kann,  muss  die  weitere  identische  Gleichung 

17)  2y  —  c  4-  £b  =  0 

stattfinden.    Eliminirt  man  ^  aus  den  Gleichungen  16  und  17,  so  ergibt  sich 

18)  2ßy  -h  2bz  =  ßc 
Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  1,  so  bekommt  man 

"^    y  "~  "^  2  .  (/ja  ~  b»)       ß9^\^ 

*"^     '  ~       2 .  (/J2  -  b«)  "^  /J«  -  b« 
Dieses  sind  aber  genau  wieder  die  Gleichungen  7  und  10.    Mntirt  man  Gleichaog  XiU 
noch  einmal,  so  bekommt  man 

a2U  «  (2y  -  c  -H  ih)  .  ^y  4-  (-  2z  4-  «/?)  .  a^z  -h  2  .  dy2  —  2 .  dz« 
Dieser  Ausdruck  redoeirt  sich  aber  wegen  der  Gleichungen  17  und  18  gradezo  auf 

a«ü  =  2  .  ay2  -  2  .  dz«  =  ^  '  ^^""  ^  •  dy« 

so  dass  auch  jetzt  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  stattfindet,   je   nachdem 
ß  <  b  oder  i9  >  b  ist. 


Aufgabe   114. 
Man  soll  unter  allen  räumlichen  Gurven,  welche  auf  der  durch  die.  Gleichung 

I)'  y«  4-  z»  =.  x2 
dargestellten  Fläche  liegen,  diejenige  heraussochen,  welche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
so  beschaflTen  ist,  dass,  wenn  man  den  zu  irgend  einer  nach  Belieben  genommenen 
Absdsse  x  gehörigen  Punkt  nimmt,  wenn  man  dann  in  diesen  Punkt  die  BerflhruDgs- 
linie  zieht,  und  wenn  man  hierauf  diese  von  zwei  in  festen  Punkten  der  Abscissenaxe 
senkrechten  Ebenen  begränzt,  die  so  begränzte  Bertihrungslinie  grösser  oder  kleiner 
wird,  als  die  zu  derselben  Abscisse  x  gehörigen  und  von  denselben  festen  Ebenen  be- 
gränzten  BerUhrungslinien  aller  andern  Gurven,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Gurve  stetsfort  nächstanliegen,  sondern  anch 
ß)    sich  alle  in  dM*  gegebenen  Fläche  befinden,' 
gemacht  werden  können. 

Nach  der  104^"  Aufgabe  soll  wieder 

II)    ü  =  (a  -  a)  .  n  4-  p2  4-  i)« 
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r,   woraw  fün»  GWehlBg  I  di0  zwi- 
y  nd  I  alatUlodeDde  Ablilogifkeil  gegebeD  ist 

fiklire  die  Aufgabe  io  der  Weise  darch,  dass  z  and  j-  als  mittelbar  mutabel 
behaiidcil  wird,    ifotirt  ntaa  I,  so  bekommt  man 

UI)    y  •  dy  -f.  »  •  at  —  0,    IV)  y  -  ^y  H-  ay«  -h  ai«  H-i  •  a»z  =  0 
etc. 
Mm  dilteeoliire  GleiehMig  1  in  der  Weise,  dase  man  y  nnd  z  als  Fanclionen  von  x 

belraehtet ;  nnd  dabei  bekommt  man  y  •  t^  +  z  •  ^r^  =  x.    Mutirt  man  diese  letztere 

^^    dx  dx. 

GleiehMig,  so  gibt  sieh 

-,^  day        dy     ^     .         daz    ,    dz    ^         ^ 

'     ^     dl         dx      ^  dx        dx 

elc.  etc. 


4  "'  _ 

Am  Gleichung  I  folgt  z  =  Ifx«  -  y«,  nnd  p  =   '       ^^   .     Setzt  man  diesen  für 

Wx^  —  y2 

r  gefandenen  Ausdruck  in  II  ein,  so  bekommt  man 

/2xg  —  yg  4-  pg  ■  x»  —  gp  '  X  -  y 


vn)    ü  =  (a-.).j/^^^2L±#^ 


Dnvch  ifoliren  bekommt 


Brat  er  Fall.  Sucht  man  eine  solche  Curve,  welche  bei  einer  nach  Belieben  ge- 
vählten  Abedsae  jl  den  vorgelegten  Ausdruck  grosser  oder  kleiner  macht,  als  er  bei 
der  nemlichen  Abscisse  x  yon  allen  möglichen  Gunren,  die  sich  in  der  gegebenen  Fläche 
I,  and  der  gesuchten  Gunre  Stetsfort  nMistanliegen,  gemacht  werden  kann;  so 


sind  jetzt  ay  und  -j^  dem  Werthe  nach  ganz  unabhängig  Yoneinander.    Es  kann  also 

aar  dann  aU  =  0  werden,  wenn  die  identische  Gleichung 

1)  pz  -  y  =r  0 
üaltiMM.    DgniM  folgt 

2)  y  »  A  •  X 

Ehminirt  man  y  aM  I  und  2 ,  so  bekommt  man 

3)    z  =  (iTl  -  A«J  •  X 
Die  gefachte  Gorve  ist  also  eine  grade  Linie,   welche  insofeme  die  Aufgabe  Idsl,   als 
jede  Girade  aoch  ihre  eigene  Berührende  ist     Dabei  ist  U/  =r=  (a  —  a)  *  K2,  und 


x«.(l  -  A^.  Kä    \^  dx; 


Das  Radieai  Ks  ist  nur  poeitir,  weil  in  Gleichung  II  das  Radical  fi  +  p<  +  p*  als 
positiv  voraMgesetzt  ist  (man  sehe  die  Einleitung  zu  Aufgabe  104).  Femer  ist  (1  —  A') 
positiv,  weil  sonst  (nach  Gleichung  3)  das  z  imaginär  wäre.  Es  ist  also  a^C  positiv, 
Md  sonit  indel  ein  HimmaoMUnd  statt 

Zweiter  Fall.  Die  unmittelbaren  IfotationseoeflleienteB  dy,  a^y  etc.  aind"  gMi 
wiDkftrIach.  Man  kann  sieh  also  solche  Functionen  darunter  denken,  dass  bei  dem  Ar 
X  grade  genommenen  Werthe  einsein  statfindet  dy  =2  0,  a^  =  0  etc.  Dabei  ist  dann 
Bothwendig  auch  az  =  0,  a^z  =  0  etc.,  wie  man  an  den  Gleichungen  III  und  IV  er- 
kcnMn  mag.  Am  dieser  Voruntersuchung  folgt ,  dass  liegende  Einschränkung  möglich  ist : 
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Man  suche  nur  diejenige  in  der  gegebenen  FlAche  liegende  Gorve,  von  welcher  bei 
irgend  eioer  nach  Belieben  gewählten  Abscisae  x  der  vorgelegte  Aasdrack  grteaer  oder 
kleiner  gemacht  wird,  als  er  von  allen  den  Carven,  welche  nicht  nur 
a)    sich  alle  in  der  gegebenen  Fläche  befioden,  sondern  aoch 
ß)    der  gesnchlen  Corvo  stetsfort  nächslanllegeo,  und  zugleich^ 
y)    mit  ihr  den  zu  der  grade  gewählten  Abscisse  x  gehörigen  BerQbmngsponkt 
gemeinschaftlich  haben, 
gemacht  werden  kann.    Hier  muss  bei  dem  grade  genommenen  Werthe  des  z  nicht 
nur  dy  =  0,  d^y  =  0  etc.  sein,   sondern  es  muss  auch  noch  gleichzeitig  dz  =  0, 
^z  »  0  etc.  sein;   und  dass  beide  Systeme  von  Gleichungen  gleichzeitig  mit  einander 
bestehen  können,   geht  aus  obiger  Voruntersuchung  hervor.    Gleichung  VIII  redudrt 
sich  nun  auf 

Daraus  folgen  wieder  die  Gleichungen  1 ,  2,  3 ,  und  U'  :=  (a  —  a)  •  9^2 ,  und 


d^U  = 


i^)' 


(1  -  A«)  .  K2 
so  dass  wieder  ein  Minimum-stand  stattfindet.  , 

Dritter  Fall.    Die  Form  der  Ausdrücke  --p,  -^  etc.  ist  zugleich  mit  der  Form 

der  Ausdrücke  dy,  ^y  etc.  gegeben.  Man  kann  sich  nun  unter  dy,  ä^y  etc.  solche 
Functionen  denken,  /lass  bei  dem  grade  genommenen  Werthe  des  x  einzeln  stattfindet 

A     ™  ^'  "Ti      ~  ^  ®^®**    ®^"®  ^*^®  dy  =  0,  d*y  =*  0  etc.  stattfinden  muss.    An  den 

Gleichungen  V  und  VI  erkennt  man  aber,  dass,  wenn  gleich  --p-  »  0,  --r-=-  =  Oetc 

änd ,   die  mittelbaren  Ausdrücke  -r- ,  --^ —  etc.  doch  nicht  nothwendig  zu  Null  werden 

müssen,  sondern  dazu  wäre  erforderlich,  dass  man  auch  die  willkürlichen  Ausdrücke 
dy>  ^y  etc.  zu  Null  dtacht,  wobei  danii  von  keiner  Mutation  die  Rede  sein  könnte. 

Somit  steht  es  nicht  in  unserer  Willkür,  die  gesuchte  Curve  nur  aus  der  Zahl 
derjenigen  >herau8zuwählen,  deren  zu  der  grade  gehommenen  Abscisse  x  gehörigen  Be- 
ruhrungslinien  alle  miteinander  parallel  laufen,   weil  dazu  nöthig  ist,   dass  gleichzeitig 

-p-  =  0,  -j-^  =  0,  — T-^  =  0,  — p^  «  0  etc.  ist,  wie  in  den  vorhergehenden  Aufga- 
ben zur  Genüge  vorgekommen.    Man  kann  jedoch  fotgende  Einschränkung  machen: 

Man  suche  nur  diejenige  in  der  gegebeneu  Fläche  liegende  Curve,  von  welcher  bei 
irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  x  der  vorgelegte  Ausdruck  grösser  oder 
kleiner  gemacht  wird,  als  er  von  allen  den  Gurven,  welche  nicht  nur 
a)    sich  alle  in  der  gegebenen  Fläche  befinden,  sondern  auch 
ß)    der  gesuchten  Corvo  stetsfort  nächstanliegen,  und 

y)  deren  zu  der  grade  gewählten  Abscisse  x  gehörigen  Berührungslinien  eine 
solche  Lage  haben,  dass  ihre  in  die  Coordinatebebene  XY  fallenden  Projec- 
tionen  mit  der  Projection  der  zu  derselben  Abscisse  x  gehörigen  Berühmngs- 
linie  der  gesuchten  Curve  parallel  laufen, 

gemacht  werden  kann;  so  genügt,  wenn  einzeln  stattfindet  -p  =  0,  -^~  =0  etc.  Es 

ist  nämlich  -r^  die  goniometrische  Tangente  des  Winkels ,  welcher  von  der  in  XY  lie- 
genden Projection  der  der  gesuchten  Curve  angehörigen  Berührungslinie  und  von  der 
Absdssenaxe  eingeschlossen  wird ;  und  weil  alle  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Pro- 
jectionen  miteinander  parallel  laufen,  so  schliessen  sie  auch  alle  mit  der  Abscissenaie 
einen  gleicbgrossen  Winkel  ein.    Gleichung  VIII  redudrt  sich  nun  auf 
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Darads  folgt  entweder  px  —  y  ==  0  oder  py  —  x  =  Q. 

Erstens.    Ist  px  ~  y  =  0,   so  bekommt  man  wieder  die  Gleicliangen  1,  ä,  3, 
Qod  ü'  =  (a  —  a)  .  K2,  and 

^ü  = ^^-^^ .  t5y2 

SO  daas  wieder  ein  Minimam-stand  stattfindet. 

Zweitens.    Ist  py  —  x  =  0,  so  bekommt  man 

4)    y2  -  x»  =  B 
and 


5)  z  =  iT^TB 

Aus  letzterer  Gleichung  folgt«  dass  B  negativ  sein  mass,  so  dass  man  gradezu  sehrei- 
ben kann 

6)  X«  -  y2  =  C» 


7)    z  =  C 
Die  letzte  Gleiehang  gehört  zu  einer  auf  der  Axe  der  z  senkrechten  und  mit  der  Coor- 
diaalenebene  XY  parallelen  Ebene,  so  dass  die  jetzige  Corve  von  einfacher  Krümmong, 


zwar 


r2x2 Cfl 
2  __   r^2     °"^ 


(«-~ay>x« 

Da  (wegen  Gleichung  6)  der  Ausdruck  x^  —  G^  positiv  sein  muss,    weil  sonst  y  ima- 
ginär wäre;  so  ist  ^U  positiv,  und  es  findet  ein  Minimum-Stand  statt. 

Man  hat  hier  zwei  vergehiedene  Carven,  and  bei  beiden  igt  die  aaf  vorgeschriebene 
Weise  begränzte  Berührende  ein  Minimom-stand.  Es  ist  also- nicht  äberfiässig,  hier  noch 
einnuil  daran  zu  erinnern,  dass  die  Beriihrende  der  gefandenen  Corve  nur  mit  den  Beriih- 
raodeo  der  der  gefundenen  Garve  Stetsfort  nächstanliegenden  Nachbarcorven  verglichen 
werden  darf.  Insoferne  aber  in  beiden  Fällen  za  den  gefandenen  Carven  kleinere  Berüh- 
rende gehören,  als  za  den  den  gefandenen  Carven  Stetsfort  nächstanliegenden  Nachharcor- 
ven;  so  moss  Aian  auch  die  Berührenden  der  beiden  gefandenen  Gurven  als  Minimum« 
stände  erklaren. 

Zweite  AvUeoHf  • 
Ans  den  Gleichungen  III ,  IV,  V,  VI  folgt  der  Reihe  nach 

XI)    dz  =  —  5[  •  dy 

XIO    d2z  =  ~??^'.dy2-?.d2y 

-  ji  •  (2pyz  -  3y»  . »)  -  j*  .  j))  .  ^ 
Man  Dutire  nun  Gieiehimg  B,  and  es  gibt  sich 

rt  +  ^  +  r>i    V    "J»  <**/ 

ri  +  p2  +  ^    Y    dx  dx  ; 


xvi)   ifü=       "      * 


(i  +  p»  +  »)*)«     ^     '       ^    ^  '  -■ 
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Erster  Fall.    Elimiiiirt  man  das  miUelbare  -^  mitielst  XIU,  ao  geht  XV  über  in 

XVII)  au  ^  ^--..^IJUL,  ■  /Pj^zjy.  J^  ^  ^  (P'  -  »^y).^y\ 

Läaat  man  hier  dieselbe  Allgemeinheit  gelten,  wie  beim  ersten  FaUe  der  ersten  Aafld- 
sung;  so  kann  dU  nar  za  Null  werden,  wenn  folgende  identische  Gleiobong 

8)    pz  -  ))y  ==  0 
stattfindet;  and  daraas  folgt 

9)    z  =  E  .  y 

Dieses  ist  aber  die  Gleichung  einer  in  der  Abscissehaxe  liegenden  und  auf  VZ  senk- 
rechten Ebene.    Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  I,  so  ei^bt  sich 

10)    y=-p=i=r.x,      und     II)    z  = -=J=  .  i 

-^    ^       If  1  -h  E«  ^  If  1  -+-  E« 

Setzt  man  A  statt  t  so  gehen  diese  Gleichungen  genau  In  die  Gleichungen  2 

mid  9  tkber.    BUninhrt  aas  JeUt  ^  und  -^  aus  XVI,  und  bericksichtigt  masn  Glei- 
chung 8;  so  bekommt  man  zunächst 

^»0= «-a  r(y«  +  ««).>«  ä.(y«  +  ««).y  d^y 

2»  .  K"1  -+-  p»  +  <>»    L  .       «*  .    «  <•» 

,   y»  +  t»  +  (py  -H  «»y     /d^yY«!  . 
"^  1  +  p«  +  »«         *  \  dT^  J 

ud  vana  BMn  jetzt  Ax  statt  y,  A  atatt  p,  (W\  —  A»)  •  x  statt  s,  «nd  (fl  —  A'l 
statt  |>  larOokfUwt;  so  bekommt  man 

z2.(l  — A0»^3      V  <*»/ 

wie  bei  der  ersten  Auflösung. 

Zweiter  Fall.    Macht  man  dieselbe  Einschränkung,  wie  beim' zweiten  Falle  der 
vorigen  Auflösung;  so  redaciren  sich  die  Gleichungen  XIII  und  XIV  auf 

dz  z     dx  dl  2      dl 

d^z 
Eliininirt  man  --p  aus  XV,  so  bekommt  man 

Daraus  folgen  wieder  die  Gleichungen  8,  9,  10,  S,  3;  und  Gleichung  XVI  geht  Aber  in 

(1  -  AO  •  1^       '  <**  ' 
wil  bei  der  ersten  Auflösung. 

Dritter  Fall.    Macht  man  hier  dieselbe  Einschränkung,   wie  beim  dritten  Falle 
der  vorigen  Auflösung;  so  reduciren  sich  die  Gleichungen  XHI  und  XIV  auf 

and 

f!^  _  _  P'  -Jg    g«y      apys  -  3y»^.  0  -  »«  ■ »    ^^, 

und  wenta  man  -j—  aus  XV  eliminirt,  so  bekommt  man 

Hier  kann  W  —  0  werden,  entweder  wenn  pz  —  |»y  =  0  oder  wenn  i»  =  0. 
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Erstens.    Setzt  man  pt  —  )»y  =  0»  so  bekommt  man  wieder  die  Gleichungen  8, 
9,  10,  It,  2,  3;  und  Gleiehang  XVI  gelit  aber  in 

£4  .  Kl-h  p2  4-  »)2  (I   -  A2)    .  X2  .  f2 

wie  im  dritten  Falle  der  ersten  Aafl58ung. 

Zweitens.    Setzt  man  p  =  0,   so  bekommt  mao  z  =  C,    und  man  hat  wieder 
die  Gleichangen  6  und  7.    Gleichung  XVI  geht  jetzt  Ober  in 


^ü  = 


g  —  a         {(^\^  _L.  (    .^\^ 


I 


(i  +  P^)* 


Oddz\2    ,    /      daz\?\ 


welcher  Ansdnick  genau  derselbe  ist,  wie  der  correspondirende  in  der  ersten  Ao^ 
Idsung. 

(Man  vergleiche  die  Bemerkung  hinter  dem'  dritten  Falle  der  ersten  Aufldsung.) 

Dritte  AwlSff«qp. 

Will  man  lieber  die  iodirecte  EliminatioDsmethode  mittelst  der  Multiplicatoren  an- 
wenden; so  forme  man  Gleichung  I  um  in 

XX)    z2  -h  y»  -  x2  -  0 
Hier  hat  man  z  und  y  als  solche  zusammengehörige  Functionen  zu  betrachten ,  dass  XX 
identisch  wird.    Differentiirt  man,  so  muss  folgende  Gleichung 

XXI)    z-p4-y»p— -x='0 
ebenfalls  eine  identische  sein.    Man  denke  sich  nun  unter  H  und  K  zwei  (yorerst  noch 
unbestimmte,  jedenfalls  aber)  «nichlmutable  Functionen  von  x,   multiplicire  damit  be- 
züglich die  Gleichungen  XX  und  XXI,  und  addire  diese  Producte  zu  Gleichung  D;  so 
wird  dieselbe  nicht  geändert,  d.  h.  man  hat  ooch  vollkommen  genau 


XXn)    U  ===  (a  -  a)  .  rH-p«H-p«  -i-  H  .  (y2  +  z2  ~  X«)  -h  K  .  (py  H-  <)z  -  x) 
Erster  Fall.    Man  mutire  diese  Gleichuog  in  der  Weise,  dass  die  Elemente  dy 

mad  -^  noch  ganz  allgemein  sind ;  dadurch  bekommt  man  * 

XXIII)    m  =  (B.,  +  K.,).>,  +  (^0^^K.,).^ 

+  (H..  +  K..).*  +  (p^k^*«..).* 

Nun  soll  der  fBr  ^U  herzustellende  Ausdruck  von  den  mittelbaren  Elementen  dz  und 
-|-^  ganz  frei  sein ;  man  denke  sich  also  unter  H  und  K  solche  Functionen  von  x ,  <^se 
die  ideotisehen  Gleichungen 

12)    Hz  -h  K  •  P  =  0,  und  13)    --M  "^  f  ^  '  ^-  -h  K  •  z  =  0 
stattfinden.    Dadurch  reducirt  sich  Gleichui^  XXIil  auf 


a«=.(H,^Ep).*y  +  (p^^-hE.,) 


Damit  aber  3Ü  =  0  werden  kann,    müssen  ooch  weiter  die  identischen  Gleichungen 
stattfinden : 

14)    H  •  y  +  K  •  P  =  0,  und  15)     («  -  «)  '  P     4.  k  •  y  =  0 

Yi   -h  p*  -f-  p* 

Aus  19  and  13  folgt 

n.  « 
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Z  .  Kl    +  p2  4-^)2  X«   •  1^1    -h  p«  -+-  »>2 

Dadurch  gehen  die  Gleichoogen  14  und  15  über  in 

(g  —  a)  -  y  «  pg     _    (a  ~  a)  «  p  > »    _^ 

und 

(«  —  a)  »  p     _     («  —  a)    p»y     _^ 

1^1  -*-  P«  +  ^*        2  •  Kl   -h  p2  H-  ^>2 
Vereinfacht  man  diese  beiden  Gleichungen,  so  bekommt  man 

16)    <>  •  (yp  —  «P)  —  0,    und  17)    EP  —  yp  =  0 
Diesen  beiden  Gleichungen  geschieht  gleichzeitig  Genüge »  wenn  y))  ^  zp  =  0;    und 
somit  bekommt  man  wieder  die  Gleichungen  8,  9,  10,  11 ,  2,  3.    Um  zu  erfahren,  ob 
ein  Ifaximum-etand  oder  Minimum-stand  oder  keiner  von  beiden  stattfinde ;  mutire  man 
Gleichung  XXIII  noch  einmal,  und  man  bekommt  überhaupt 

+  H  .(ay« +feO  +  2K.(*y  ^^  +  *z  •^') 

In  Folge  der  Gleichungen  12,  13,  14,  15  reducirt  sich  aber  dieser  Ausdruck  auf 
<J«Ü  =  H  .  ((5y2  +  az2)  +  2K  .  (<jy  .  ^  -h  ^z  •  ^) 


^i[(^)'+©'-(-f--f)'] 


.(I  +  p» + »)«) 

d^z 
Führt  man  nun  aus  den  Gleichungen  XI,  XIII,  12  und  13  lur  ^2,  -p,  H,K  die  Aus- 
drücke ein,  und  berücksichtigt  man  hierauf  die  Gleichung  z-p  —  )>y  =0;   so  be- 
kommt man 

OTT «-'  r(y2  +  z0>l>»  2>(y2-^zg).»  d^y 

Z2  .  Kl    4-  p2  H-  p2         L  ^'^  *  ^* 

yg  4-  zg  -h  (py  H-  Dz)g 
"*"  1  4-  p2  -|_  ^,2  -    \dx  ; 

Dieser  Ausdruck  ist  aber  schon  im  ersten  Falle  der  zweiten  Auflösung  yorgekonimeo. 
Zweiter  Fall.    Man  mutire  Gleichung  XXII  mit  der  EinschrAnkung,  dass  ^  =  0 , 
dt  na  0,  ^y  =  0,  d^z  »  0  etc.;  und  es  gibt  sich 

XXIV)     ^IT  ==/("-"")     P-  4.  K. yVJfg  4-  /("-^)'^     ^K.Ä.^ 

\Ki  +  p2  4-  »,2        7  dl     \irr+  p2  4-  <)«         ;    dx 

Nun  soll  der  für  dU  herzustellende  Ausdruck  von  dem  mittelbaren  Elemente  -r^    frei 

dx 

sein;   man  denke  sich  also  unter  K  eine  solche  Function  von  x,   dass  die  identische 

Gleichung 

,8)   Ja^Llhl.^K.,=.a 

ri  +  p2  +  V« 

9(attffnde(.    Dadurch  redocirl  sich  XXIV  aof 
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Damit  aber  dU  =  0  werden  kann,  miias  die  fernere  identische  Gleichung 
19)    j^-')'^    4-  Ky  =  0 

ilaUfinden.    Aos  Gleichung  18  folgt  aber  K  = («  —  aj  ■  p_  ^  ^^^  dadurch  geht 

z  .  r  1  H-  p2  -h  p3 

Gleichung  19  über  in  J-^  ""  'JJJL. (a  —  a)  « >>y_  ^  ^^  woraus  die  einfachere 

ri  -H  p2  4-  j)»     z  •  n  -H  p2  +  p« 

Gleichung  ps  —  )>y  =  0  folgt,  so  dass  sieh  jetzt  abermals  die  Gleichungen  8,  9,  10, 11, 
2,  3  ergeben.  Um  zu  untersuchen,  ob  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand ,  oder 
keiner  Ton  beiden  stattfinde;  mutire  man  Gleichung  XXIV  noch  einmal,  und  man  be- 
kommt zunächst 

Vi  +p»H-^»^       ';     d»    ^\Kn.p9  +  pj  /dl 

-*-— ^ ^Kdr)  +(dr)  +('"ir-p-dr)J 

(t  +  P»  +  »)0»  '       ^ 

fai  Folge  der  Gleichungen  18  und  19  reducirt  sich  aber  dieser  Ausdruck  auf 

a»D  =  — '- 


— i-L(dr)  ^(n)  -^("-dF-p-^jJ 


a  +  p»+«>«) 

Seixt  man  nun  (Br  -?-  seinen  Aosdnick ,   wie  er  im  zweiten  Falle  der  zweiten  AnOd- 
dx 

nng  steht,  hier  ein,  und  berBcksicIitlgt  man  zp  —  |)y  =  0;  so  bekommt  man 

«J  = """       3'(y'  -H  .'  -H  (py  +  «*»«). (^)' 

(1  +  p^  +  PO* 

welcher  Ausdruck  aber  gradezu  auf  die  im  zweiten  Falle  der  ersten  und  zweiten  Auf- 
lösung befiadliche  dnfachere  Form  gebracht  werden  kann. 

Dritter  Fall.     Man    mutire    Gleichung    XXII   mit    der   Einschränkung,    dass 

day  dä^ 

j^  =  0 ,  -^  =  0  etc. ;  so  bekommt  man 

XXV)    du  =  (H  .  y  -h  K  .  p)  .  <Jy  -h  (H  .  z  +  K  •  p)  -  «z 


Nun  wXk  der  för  dU  herzustellende  Ausdruck  von  den  mittelbaren  Elementen  dz  und 

daz 

•^  frei  sein;   man  denke  sich  also  unter  H  und  R  solche  Functionen  von  x,   dass  die 

identiscben  Gleichungen 

90)    H  .  z  +  K  .  p  =  0,    und  21)      («  -  a)  '  P     +  K  •  z  =  0 

Blattfiaden.    Dadurch  reducirt  sich  Gleichung  XXV  auf 

au  =  (H  •  y  -h  K  .  p)  •  (5y 
Damit  aber  dU  =  0  werden  kann,  muss  noch  die  weitere  identische  Gleichung 

32)    H-y  +  K«p  —  0 
ftUUinden.    Bestimmt  man  aus  20  und  21  die  Ausdrücke  f&r  H  und  K,   und  setzt  sie 
io  2S  ein,  so  geht  diese  Gleichung  ober  in 

(g  >-  a)  ■  y  .  pg     _     (g  —  a)  »  p  »  p    ^  ^ 
z«  .  Kl  -4-  p2  -h  p2        2  •  K"!  -h  p«  +  p» 
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woraus  die  eiofiichere  )>  •  (y  •  )>  —  z  •  p)  =  0  folgt    Man  hat  also  jetzl 

entweder  23)    y  •  p  —  z  •  p  ==  0,  oder  24)    p  =»  0 
Motirt  man  Gleiehong  XXV  noch  einmal,  so  bekommt  man  zanftchst 

a^ü  «(H  .  y  H-K  .  p)  .  i52y  4-  (H  .  z  4-  K  •  p)  .  ^z  -H  /  («  -«)•».  ^  r  .  ^  V  -^ 

\ri  -h  p2  4-  p2  /      ^* 

+  H.(<5y«H-az2)H.2.K.az.^4.  "  ""  V     s  -  0  H- p^  >  (gV 

(1    -h  p2  -h  p2)* 

Allein  wegen  Gleichung  20,  21 ,  22  redacirt  sieb  dieser  Aosdrack  aaf 

XXVI)    <$nj  =  H  .  (iJy«  H-  iJz«)  4-  2K  -  az  ~  + ^^-^=-5 .  (|  +  p2)  .  ^^)* 

^      0  4-  p2  4-  J)^« 
Erstens.    Setzt  man  yp  —  zp  =0,   so  bekommt  man  wieder  die  Gleichungen 
8,  9,  10,  11,  2  and  3.    Führt  man  fQr  H  und  K  die  AasdrQcke  aas  den  Gleichungen 

20.  21,  und  für  dz  and  -r—  die  AasdrQcke,  wie  sie  im  dritten  Falle  der  zweiten  Aa^ 
dx 

15sang  stehen ,  in  XXVI  ein ;  so  bekommt  man 

^._    («^a).(y«  +  »»)'»»    y 
z*  .  Kl  +  p2  4-  p» 
Dieser  Ausdruck  steht  aber  schon  im  dritten  Falle  der  zweiten  Auflösung. 

Zweitens.    Setzt  man  p  =  0,    so  bekommt  man  z  >«  G,    und  i^  —  y^  «>  C, 
welches  wieder  die  Gleichungen  6  und  7  sind.    Fährt  man  nun  in  Gleichung  XXVI  fOr 

H,  K,  ^z,  -^  die  Ausdrücke  ein,  und  berücksichtigt  man  p  =  0;  so  bekommt  man 

welcher  Ausdruck  schon  im  dritten  Falle  der  zweiten  Auflösung  vorgekommen  ist 
(Man  vergleiche  die  Bemerkung  hinter  dem  dritten  Falle  der  ersten  Auflösung.) 


A  uf  g  abe   115. 

Man  soll  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinatensystem  bezogenen 
räumlichen  Gurven,  deren  NormaJebeiien  alle  iJurclt  dt^^o  nemlichen  festen  Punkt  (n,  m  ,  I) 
gehen,  diejenige  heraussuchen«  welche  in  ihrer  [s^an^en  Ausdehnung  so  beschaflen  ist, 
dass,  wenn  man  ihren  zu  irgend  «iner  nach  WiiLkiir  gewählten  Abscisse  x  gehörigen 
Punkt  nimmt,  wenn  man  dann  in  diesen  Punkt  <JJc  Berfihrungslinie  zieht,  und  wenn 
man  hierauf  diese  von  zwei  io  festen  Pankleu  der  Abscissenaxe  senkrechten  Ebenen 
begränzt,  die  so  begränzte  ßerühningslinle  gröä^or  oder  kleiner  wird,  als  die  zu  der- 
selben Abseisse  x  gehörigen  und  von  denselben  festen  Ebenen  begr&nzten  Berühning$- 
linien  aller  andern  Gurven,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Gurve  stetsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 

ß)    der  oben  gestellten  Bedingung  genügen, 
gemacht  werden  können. 

Die  Normalebene  im  Allgemeinen  hat  die  Gleichung 

I)    (x-  ^x)  +  (y--y).p^  (z'--z).p  =  0 
Hier  sind  x",  y'%  z''  die  veränderlichen  Goordinaten  der  Normalebene,  dagegen  x,  y, 
z  sind  die  (gleichfalls  veränderlichen)  Goordinaten  des  Punktes  der  Gurve,  in  welchen 
man  grade  die  Normalebene  legt.    Da  die  Norroalebene  durch  den  festen  Punkt  (n,  m,  I) 
geht,  so  ist  Tür  diesen  Punkt 

11)    (n  —  x)  4-  (m  —  y)  .  p  4-  (1  —  z)  .  p  =  0 
Jede  räumliche  Garve,    durch  welche  diese  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung 
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idenlis^  wird»  kat  die  Eigenschaft,  d«M  alle  -Ihre  Normalebeiieo  dordi  den  PooIlC 
(a,  m,  1)  gehen;  and  wenn  man  diese  Gleiehnng,  welehe,  weil  y  ood  z  als  Fonetionen 
van  X  gedaeht  werden  müssen,  eine  (olale  DiffisrentialglddiQng  ist,  inlegrirt;   so  be- 


lli) (n  -  x)«  -h  (m  ->  y)2  -h  (1  -  »y  =  r» 
wo  r  ein  noch  willliarlicher  Coostanter  ist ,  so  dass  durch  Gleichnng  111  jede  beliebige 
Kagelfliche  Torgestelit  wird,  die  ihren  Ifitlelpnnkt  in  dem  festen  Punkte  (n,m,  1)  hat. 
Daraus  folgt:  „Jede  beliebige  Linie  auf  allen  den  Kugelflächen,  deren  Mittelpunkt  der 
Punkt  (n,  m,  I)  ist,  hat  in  allen  ihren  Pdtaklen  die  Eigenschaft,  dass  alle  ihre  Nor- 
naiebenen  durch  den  festen  Punkt  (n,  m,  1)  gehend*  Die  Durchführung  der  Aufgabe 
wird  Tereinfacht,  wenn  man  den  Punkt  (n,  m,  I)  als  Anfangspunkt  der  Goordinaten 
annimmt;  und  dabei  ist  m  =  0,  n  »  0,  1  =  0,  so  dass  Gleichung  III  sich  zorfick- 
zieht  auf 

IV)    X«  +  y«  -H  2«  =  r« 

Die  festen  Punkte  der  Abscissenaie,  in  welchen  man  die  (in  der  Aufgabe  Torgeschrie- 
benen)  senkrechten  Ebenen  errichtet,  sollen  gegeben  sein  durch  x  =  a  und  x  =  a; 
ond  somit  ist  die  Aufgabe  jetzt  folgende:    Es  soll 

V)  ü  =  (a  -  a)  .  iTTipn« 

ein  Maximum-etand  oder  Minimum-stand  werden,  während  die  für  y  und  z  zu  suchen- 
den Functionen  solche  zusammengeharige  sein  müssen,  dass  dabei  Gleichnng  IV  iden- 

liseii  wird.    Man  führe  die  Aufgabe  in  der  Weise  durch,   dass  z  und  somit  auch  -p 

als  mittelbar  mutabel  betrachtet  werden ,  und  eliminire  z  und  -j-  schon  vor  dem  Mutiren. 

dx 

Ana  IV  ibigt  z  =r  ifr«  —  x«  -  y«,  and  somit  ist  ^  —    T'  ^  ""  P'^rr.    Führt  nun 

^  dx        Ifr«  —  x2  —  y8 

nun  diesen  für  p  gefiindenen  Ausdruck  in  V  ein,  so  bekommt  man 

Mulirt  man,  so  gibt  sich 

Vin    ^ü  -  (^-  ^y    x.y-Hp.(rg->x«)    /ddy  z -H  py      ,  •  \ 

Erster  Fall.  Sucht  man  eine  solche  Gurve,  welche  bei  einer  nach  Belieben  ge- 
wählten  Abscisse  x  den  vorgelegten  Ausdruck  grüsser  oder  kleiner  macht,  als  er  bei 
der  nemlichen  Abscisse  x  von  allen  möglichen  Gurven,  deren  Normalebenen  durch  den 
IMen  Pnnkt  (n,  n,  I)  gehen,  und  der  gesuchten  Gnrve  Stetsfort  näehstanliegen,  ge- 
macht werden  kann;  so  sind  jetzt  dy  und  -r^  dem  Werthe  nach  ganz  unabhängig  von- 
einander.   Es  kann  also  nur  dann  dU  «•  0  werden,  wenn  die  identische  Gleichung 

1)    X  .  y  -h  p  •  (r«  —  X»)  =  0 

staICindet  Doraua  folgt  ^  »  j^  L  1^>  ^^  ^^^  ist  lg  nat  y  —  C  +  g  •  Ig  nat 
(rs  _  x^ ,  oder  mit  Aenderung  des  Constanten 


2)    y  =  A  .  iTr«  —  x» 
Diese  Gleichung  kann  man  auch  umformen  in 


Mi^')':^(^;  = 


Der  gesuchten  Gurve  Projection  in  der  Goordinatenebene  XY  ist  also  eine  Ellipse 
Ehminirt  man  x  ans  IV,  so  bekommt  man 

4).  =  !?IEÄ'., 
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Dieses  ist  aber  die  Gleiehimg  einer  Ebeoe^  welche  auf  der  Goordlnatenebene  YZ  seok- 
recht  steht,  und  in  der  Abscissenaxe  folglich  aach  im  Mittelpunkte  der  durch  Gleidioag 
IV  dargestellten  Kugel  liegt.  Die  gesuchte  Cnrve  ist  also  eine  ebene  Gurve,  und  iwar 
derjenige  grösste  Kreis,  welcher  in  der  durch  den  jedesmaligen  Berührungspunkt  und 
durch  die  Abseissenaxe  gehenden  Ebene  liegt.    Femer  ist 

jjs  ^  («  -  a)  -  r 

und 

(1  -  A2).r.(r2  -  x0-»^r3-x«    \       ^        ^^         ^     d«/ 
Da  (1  —  A^  positiv  ist,    weil  sonst  (nach  Gleichung  4)  das  z  imaginär  wäre;    so  ist 
auch  d^J  positiv,  und  es  findet  ein  Minimum-stand  statt. 

Man  hat  hier  die  zwei  Constanten  r  und  A  zu  bestimmen. 

a)    Soll  z.  B.  die  gesuchte  Curve  durch  den  bestimmten  Punkt  (g,  h,  k)  gehen, 
so  gehen  die  Gleichungen  lY  und  2  bezäglich  über  in 

g2  -h  h«  +  k«  =  r«,  und  h  =  A  .  Wt^  -  g« 
woraus  sich  A  und  r  bestimmen  lassen,   so  dass  jetzt  eine  einzige  Bedingung  zur  Be- 
stimmung der  beiden  Constanten  hinreicht. 

dy 
ß)    Es  ist  ^  die  goniometrische  Tangente  des  Winkels,   welcher  von  der  Ahscia- 

senaxe  X  und  der  in  der  Goordinatenebene  XY  liegenden  Projection  der  BerQhrenden 

dz 
eingeschlossen  wird;  ebenso  ist  -p  die  goniometrische  Tangente  des  Winkels,    welcher 

von  der  Abseissenaxe  X  und  der  in  der  Goordinatenebene  XZ  liegenden  Projection  der 
Berührenden  eingeschlossen  wird.  Sollen  nun  bei  der  Abscisse  x  =  g  diese  beiden 
goniometrischen  Tangenten  bezüglich  die  Werthe  e  und  f  haben ;   so  bekommt  man , 

da  ans  den  Gleichungen  2  und  4  jetzt  ^  —  ^  und  -^  =  ""*  '       ~l=r-  folgt , 

dx       iTr«  -  X«         dx  fff«  -  X»         * 

bezQglieh  die  Gleichungen 

-  A  >  g  .  -  g  >  yi  -  Ag     . 

^  ^  =  e,    und  — °  —  =  f 

Tfr^-g«  Wr^  -  g2 


woraus  A  =  _  und  r  =  g  •  iTl  -*-  e*  +  P  folgt.    Hier  waren  aber  zwei  He- 

lfe« +  P  -r  ö 

dingungen  nöthig. 
Und  so  fort 

Zweiter  Fall.  Macht  man  dieselbe  Yoruntersuchung,  wie  beim  zweiten  Falle 
der  vorigen  Aufgabe;  so  erkennt  man,  dass  folgende  Einschränkung  möglich  ist: 

Man  suche  aus  allen  den  Gurven,  deren  Normalebenen  durch  den  festen  Punkt 
(n,  m,  1)  gehen,  diejenige  heraus,  von  welcher  bei  irgend  einer  nach  Belieben  ge- 
wählten Abscisse  z  der  vorgelegte  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  gemacht  wird,  als 
er  von  allen  den  Gurven,  bei  denen  nicht  nur 

a)    die  Normalebenen  immer^durch  den  festen  Punkt  (n,  m,  I)  gehen,  sondern 

welche  auch 
ß}    der  gesuchten  Gurve  stetsfort  nächstanliegen,  und  zugleich 
y)    mit  ihr  den  zu  der  grade  gewählten  Abscisse  x  gehörigen  Bertthrungspankt 
gemeinschaftlich  haben, 
gemacht  werden  kann.    Hier  muss  bei  dem  grade  genommenen  Werthe  des  x  nicht 
nur  dy  =  0,  ^y  =  0  etc.  sein,    sondern  es  muss  auch  noch  gleichzeitig  dz  «^   0, 
d^z  =  0  etc.  sein;   und  dass  beide  Systeme  von  Gleichungen  gleichzeitig  miteinander 
bestehen  können,  wird  aus  der  oben  besagten  Voruntersuchung,  wenn  man  sie  anstellt, 
hervorgehen.    Gleichung  VU  reducirt  sich  jetzt  auf 

vuij    «u ü  •  (r»  -  X«  -  y«)  dx 
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Dm«  Mgen  vieder  die  GidchongeD  t.  3,  3,  4,  uod 

u.  _  («  —  «)•«• 


•  (?0' 


(1  —  A«)  .  r 
woraD  mao  erkennt,  daas  wieder  ein  Mioimani-stand  stattfindet. 

Dritter  Fall.    Die  Form  der  Aasdrücke  -j^,  -^  etc.  ist  ungleich  mit  der  Form 

der  Aosdracke  dy,  d'y  etc.  gegeben;    man  kann  sich  also  unter  ^y,  d^y  etc.  solche 
Fanctionen  denken,   wo  bei  dem  grade  für  x  genommenen  Werthe  einzeln  stattfindet 

— Z  n  0,  -J  =  0  etc.,   ohne  dass  zagleich  ^  =  0,^y  ==  0  etc.  stattfinden  moss. 
NoB  ist  -T-  »  ,  ond  daraas  folgt  anter  Berucksichtigong  der  Gleichangen 

*^  =  0,^  =  0elc,da98 
dx  dx 


d8z 
dl 

dÄ 
dx 

I«X  - 

_       x-y  +  p-r«— p. 
(r«  _  X«  -  yO' 
X  .  y  +  p.  1*  —  p  •] 

(I»  -  X»  -  yO' 

x3  +  2i .  y»  +  3py  .  I«  - 

-  3py  •  X« 

etc 

.  etc. 

(,.  _  x«  _  y»)l 

dy^ 


Daran  erkennt  man,  dass,  wenn  gleich  -p  =  0,  -^-^  =  0  etc.  sind,   die  mittelbaren 

Ausdrücke -r—,  —^ —  etc.  doch  nicht  noth wendig  za  Nall  werden  müssen,  sondern  daza 

wäre  erforderlich,  dass  man  anch  die  willkürlichen  Aasdrficke  dy,  ^y  etc.  sa  Nall 
macht ,  so  dass  Ton  keiner  Matatioo  die  Rede  sein  könnte. 

Somit  steht  es  nicht  in  unserer  Willkür,  die  gesachte  Garve  nor  aas  der  Zahl  dei^ 
jemgen  beraaszaw&hien,  deren  za  der  grade  genommenen  Absdsse  x  gehörigen  Be- 
rühroogslinien  alle  parallel  miteinander  laufen,    weil  dazu  nöthig  ist,   dass  gleichzeitig 

^  =  0,  -=-^  =  0,  "rr-^  =  0,  --|-^  =  0  etc.,  wie  in  früheren  Aufgaben  zur  Genüge 

naehgewiesen  ist.    Man  kann  jedoch  folgende  Einschränkung  machen : 

Man  suche  aus  allen  den  Ganren,  deren  Normalebenen  durch  den  festen  Punkt 
(n,  m,  1)  gehen,  diiqenige  heraus,  Ton  welcher  bei  irgend  einer  nach  Belieben  ge- 
wählten Abscisse  x  der  vorgelegte  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  gemacht  wird,  als  er 
Ton  allen  den  Gorven,  bei  denen  nicht  nur 

a)    die  Normalebenen  immer  durch  den  festen  Punkt  (n*  m,  1)  gehen,   sondern 

welche  auch 
0)    der  gesuchten  Garve  Stetsfort  nächstanliegen,  und 

y)  deren  zu  der  grade  gewählten  Abscisse  x  gehörigen  Berührungslinien  eine 
solche  Lage  haben,  dass  ihre  in  der  Goordinatenebene  XY  fallenden  Pro- 
jectionen  mit  der  Projection  der  zu  derselben  Abscisse  x  gehörigen  Beruh- 
rongslinie  der  gesuchten  Garve  parallel  laufen, 

gemacht  werden  kann ;  so  genügt ,  wenn  einzeln  stattfindet  -^  =  0 ,  --|-=^  =  0 ,   etc. , 

wie  aoa  dem  dritte^  Falle  der  ersten  Auflösong  in  voriger  Aufgabe  bekannt  ist    Glei- 
YD  redocirt  sich  jetzt  auf 
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Hier  kann  W  =  0  werden,   entweder  wenn  xy  4-  p  •  r*  —  p  •  x^  ■»  0  oder  wenn 
X  +  py  =  0  ist. 

Erstens.  Ist  xy  +  p  •  r^  —  p  w  x'  =  0,  so  bekommt  man  wieder  die  Gleichun- 
gen 2,  3,  4.    Ferner  ist 

U'  =  ^  ^        ^    -  nnd  ^ü  = 5^ ^ ^  •  <Jy* 

rr«  —  x2  (1  -  A«)  •  r  .  (r»  —  x^)  .  Kr«  -  x« 

Es  findet  also  ein  Minimam-stand  statt. 

Zweitens.  Ist  x  +  P  •  y  =  0,  so  ist  x^  -h  y^  =  B*;  nnd  wenn  man  x  und  y 
aus  lY  eiiminirt,  so  biskommt  man  z  =  ifr^  —  B^.  Diese  Gleichung  gehört  aber  zu  ei- 
ner auf  der  Axe  Z  senkrechten  und  mit  der  Coordinatenebene  XY  parallelen  Ebene, 
so  dass  die  jetzige*  Corvo  jeder  mit  der  Coordinatenebene  XY  parallele  Kreis  sein  kann. 
Sie  ist  ein  grOsater,  aber  auch  zugleich  in  der  Coordinatenebene  XY  selbst  liegender 
Kreis,  wenn  B^  =  r'.    Hierbei  ist 

¥Ti    •(«  —  *)•  B      j  Ä?¥T                 (a  —  a)  •  x2  ,  , 

U'  =  ^  ^        ^   —  und  OTJ  = ^^ ^   ^  —  •  ^y* 

rß2  ^  x2  B  -  (r«  -  B2)  .  YB^  -  x« 

Es  findet  also  abermals  ein  Minimnm-stand  statt. 

Darüber,  dags  es  In  diesem  dritten  Falle  zwei  Tergehiedene  Carven  gibt,  welche  ei- 
nen Minimam-fltand  liefern,  yergleiche  man  die  hinter  dem  dritten  Falle  der  ersten  Aof- 
lösung  in  Toriger  Aufgabe  gemaohte  Bemerkung. 


Aufgabe  116. 

Man  soll  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Goordinatensystem  bezogenen 
räumlichen  Curven,  deren  Berührungslinien  immer  durch  den  nemlichen  festen  Punkt 
hindurchgehen,  diejenige  heraussuchen,  welche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Eigen- 
schaft hat,  dass,  wenn  man  ihren  zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse 
X  gehörigen  Punkt  nimmt,  wenn  man  dann  in  diesen  Punkt  die  BerQhrongslinie  zieht, 
und  wenn*man  hierauf  von  zwei  im  Baume  irgendwo  festliegenden  Punkten  Perpendikel 
auf  diese  Berfihrungsltnle  fUU,  die  Summe  dieser  beiden  Perpendikel  ein  Maximun»- 
stand  oder  MInimum-stand  wird. 

Die  im  Ramne  iestliegenden  Punkte  (fig.  90)  smen  H  ond  K.  Der  Pankt,  durch 
welchen  alle  BerOhreoden  gehen  sollen,  sei  D.  Die  Darchrdhrnng  der  Aufgabe  wird 
vereiafaeht,  wenn  man  die  Abscissenaxe  in  die  Punkte  H  und  K  legt  Die  Coordina- 
tenebenen  XY  und  XZ  liegen  dabei  in  der  Linie  OX.  Hierauf  lege  man  in  den  Punkt 
D  eine  auf  OX  senkrechte  Ebene,  so  gibt  sich  der  Punkt  0;  nnd  diesen  nehme  man 
zum  Anfange  der  Coordinaten.  Die  in  Rede  stehenden  Perpendikel  HM  und  KN  hubeo 
Jetit  die  Projeetionen  Hm ,  Hm^  und  Kn ,  Kn^  Der  nunmehr  in  der  Coordinatenebene 
YZ  liegende  Punkt  D  hat  die  Projeetionen  d  und  d'.  Die  Gleichungen  der  berfthrenden 
Crraden  sind  y'  ■—  y  =  (x*  —  x)  •  p  und  z^  —  z  •-  (x*  —  x)  .  p.  För  den  Ponkl 
D  ist  x'  =  0;  also  ist  Od'  =  y'  «  y  ■—  p  •  x,  ond  Od  »  z'  s:  z  --  n  •  x.  -Ferner 
hi  (nach  der  107**"  Aufgabe) 


_lf^ 

-  «  p  +  yy 

+  ((a 

—  «  J)  H- 

'y, 

+  (2p- 

-yr>y 

-ff 

1  -»- 

pt  +  p4 

-  TlTC«  - 

-  X)  p  +  y)« 

+  ((« 

—  X)  p  + 

^y 

+(«p- 

-ypy 

HM  _  „  f-T^,-^^:,  -  „    ^-^p.^-^ 

und 


'ff- 


£]^  IJ/  V*»  —  *'  F  -T-  j^    -r  v»*  —  *;  v  -1-  V"  ~r  \*F  —  jfT IJ/   w' -+- tt>^ -H  ft>^ 


ff 


Erst  wenn  die  gesuchte  Curve  goAmden  ist,  kann  man  beurtheilen ,  eh  die  beiden  Ra- 
dicale  gleiche  oder  entgegengesetzte  Bedeutung  haben  miüssen.  Nun  verlangt  die  Auf- 
gabe, dass  die  S'umme  der  beiden  Linien  HM  nnd  KN,  diese  m^en  einerlei  oder^ 
entgegengesetzte  Richtung  im  Räume  haben,   ein  Maxinuai-stand  oder  Mnimom-eCand 


Digitized  by 


Google 


145 

verde.  Man  lege  also,  damit  auch  wirklich  die  Sorome  und  nicht  die  Differeoi  der 
beideo  Lioieo  HM  ond  KN  siattÖDde,  deo  beiden  Radicalen  einerlei  Bedeatong  bei; 
and  da  kein  Gmnd  yorhandeo  j«t,  warum  man  ihnen  vorzogsweise  ihre  liegative  Be* 
deotang  beilegen  sollte,  ao  lege  man  ihnen  ohneweiters  ihre  positive  Bedentang  hei, 
aad  stelle  die  Aufgabe  auf  folgende  Weise : 
Essoll 


0     U  =  HM  + 


'^'<={]fmi^)*{i/?m^} 


da  Maihnnm-stand  oder  Minimum-sland  werden,  während  noch  die  Bedingongsgleichongen 
II)    y  —  p  •  X  =  g,    und     ni)    z  —  p  •  x':=  h 
sind,  wo  g  und  h  bestimmte  constante  (positive  oder  negative)  Werfhe  haben. 


»TT3  |k« 


Ernte  A«fl5s«Bg. 

Man  mntire  Gleichung  1,   und  setze  dann  zur  AbkQrzung  $(,  6,  it  bezQglich  statt 
f  0*  -h  tt«  -h  »2 ,  Kw«  -4-10«  +  ««  and  rr+~pM^  *,  so  bekommt  man 

jgTjj  ||B  (a  —  «<>)  H-  a  (w  —  cöj))]  .  JP  .  <Jy  +  [®  (ti  +  ö>p)  -H  a  (to  +  ©p)]  .  Ä«  .  ^z 
+  (»  (u  fa  -  X)  +  «z)  .Ä«  -4-  a  (w  (a  -  X)  -h  cöz)    Ä«  -  (8  -+-  »)  «53  •  p]  v^ 

+  [«  («  (a  —  x>  -  «y) .  JP  -4-  5t  (»  (a  —  X)  -  «y) .  JP  -  (a  H-  ©)  a«  .  rt  .  ^1 

Aas  den  Bediogungsgleichungen  II  und  III  folgt  aber 

ay  »  X  •  -pi  ,    und  dz  =  x  -  -r- 
'^  dx  dx 

Eliminirt  man  ^y  und  dz,  so  bekommt  man 

dU  » 

(au  -4-  (»z  —  tt)j>i)  -h  a  (ctw  -f-  WZ  —  «ü»)x ) .  Ä«  —  (a  -h  «)  a«  •  p]  •  -^ 

+  [(»  (an  —  ©y  -+-  «opz)  -4-  a  (cjjp  ->  «y  +  «px))  •  Ä»  —  (a  -+-«)»»•  p]  •  -jpj 

Danos  folgen  nun  die  zwei  Gleichungen 
IV)    (»  (ao  -h  «z  —  i»)>z)  +  a  (ctw  -4-  <öz  —  ö)|>x))  -Ä«  —  (aH-95)aa3-p-»0 
V)    (»  (au  — .  «y  -h  »px)  -h  a  (o»  —  «y  -+-  «px))  •  Ä«,  —  (a  +  S)  aO  •  )>  —  0 
Schreibt  man  die  Ton  it  freien  TheHsätze  dieAr  Gleichungen  auf  die  rechte  Seite  des 
GWchhflitszeieiMiia,  und  diTidirt  man  dann  mit  der  zweiten  in  die  erste;  so  bleibt 
vn    ^  6k»  +  ft>z  —  ctf^x)  -t-  a  (aw  -4-  wz  —  ft>^?x)  _  p 
•^    ©  (an  —  «y  4-  ©px)  +  a  (ato  —  wy  H-wp?)  "^  ^ 
Molüplicirt  man  die  beiden  Nenner  hinweg,  und  führt  man  dann  fQr  u,  u,  w,  to,  ©  die 
Aosdrdcke  xuröck ;  so  bekommt  man 

VII)    (zp  -  ^)  .  [(a  +  «)  (yp  +  zp  -  X  .  p2  -  X  .  p^y  ~  aa  -  Ba]  =  0 
Setzt  man  nun  zp  —  yp  =  0,  so  bekommt  man  i 

Vni)    z  =  E.y  >> 

d.  h.  die  gesoeiile  Cvnre  liegt  in  der  durch  Gleichung  Vllf  gegebenenvBbene,  isi  also 
viB  einfticher  KrQmmung.  Diese  Ebene  liegt  aber  in  der  Ab8ei88enaYe,\ind  steht  auf 
der  Goordinatenebene  YZ  senkrecht.    Aus  Gleichung  VIII  folgt  noch 

IX)    »)  -  E  .  p 
nhrt  man  f&r  s  and  p  die  Aasdriicke  in  die  Gleichungen  IV  und  V  ein;   so  befcomml 
■Ol  bezüglich 

X)    [a  -H  a  -h  (2x  .  p2  -  2py)  •  (I  +  EQ]  .  [y  +  (a  -  x)  •  p]  • 
[y  H-  (a  ^  x)  .  p]  .  n  -h  E2   -.  Ü 
II.  19 
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XI)    [a  -h  a  +  («x    p»  -  2py).(l  +  E^)3  '  ly  -H  (a  -  i)  •  p]  . 
[y  ^  (a  -  x)  •  p]  .  B  .  Kl  -t-  E2  =  0 
Diese  beiden  Gleichongeo  liefern  nun  ganz  das  nemliche  Resoltat,  wie  sein  moas.    Zu- 
gleich erkennt  man,   dass  man  nur  den  ersten  Factor  dieser  Gleichungen  berücksichti- 
gen darf,    weil  nur  er  4ie  beiden  Elemente  a  and  a  zugleich  enthält.    Man  setze  also 

XIO    a  +  Ä  -H  (2x  .  p2  —  2py)  •  (1  -i-  E^*)  —  0 
Um  diese  Gleichung  zu  integriren,  differeotiire  man  sie  zuerst  noch  einmal;  und  wenn 
man  dabei  berücksichtigt,  dass  dy  =  p  •  dx,  so  bekommt  man  nur  - 

XIII)    2  (2px  -  y)  .  dp  =  0 
Es  ist  also  entweder  dp'  =  0,  oder  2px  —  y  =  0. 
Erstens.    Ist  dp  =  0,  so  bekommt  man 

XIV)    y  =  A  .  X  +  B 
und  in  Folge  von  Gleichung  VUI  ist 

XV)  z  =  AB  •  X  -h  B  •  E 
Dieses  sind  aber  die  Gleichungen  einer  graden  Linie,  welche  Insotane  die  Aufgabe 
Idst,  als  eine  grade  Linie  zugleich  ihre  eigene  Berührende  ist.  Gleichung  XIV  enthält 
aber  zwei  willkürliche  Gonstanten,  während  doch  die  vorgegebene  Diflerentialgleichung 
XII  nur  von  der  ersten  Ordnung  ist.  Allein  der  Umstand,  ,dass  XII  durch  XIV  iden- 
tisch werden  muss,  dient  dazu,  einen  der  Constanten  durch  den  andern  zu  bestimmea 
Man  setze  also  (Ax  +  B)  statt  y,  und  A  statt  p  in  XII  überall  ein,  und  reduciro  so- 
viel als  möglich ;  so  bleibt  nur  a  -f-  a  —  2AB  •  (1  +  B*)  =  0,  woraus  A  =  JoTTT^rK 
folgt.    Gleichung  XIV  und  XV  gehen  also  über  in 

Durch  diese  beiden  Gleichungen  müssen  aber  auch  die  Gleichungen  II  und  III  identisch 
werden;  man  führe  also  für  y,  p,  z,  p  die  Ausdrücke  in  II  und  III  ein,  und  redueire 
soviel  als  möglich,  so  bleibt  dann  bezüglich  B  =  g  und  B  •  E  =  h;  es  ist  also  B  =  g 

und  E  =  -.    Die  Gleichungen  XVI  und  XVII  geh^  also  über  in 

Sonach  smd  die  Gleichungen  der  gesuchten  Graden  vollkommen  bestimmt,   and  man 
kann  sie  keiner  Nebenbediagung  mehr  unterwerfen.    Führt  man  nun  die  für  y,  z,  p,  (^ 
sich  ergebenden  Ausdrücke  in  Gleichung  I  ein,  so  bekommt  man 
XX)    U'  =  r(a  -t-a)2  4-4.(g2'-hh2) 
Zweitens.    Ist  2px  —  y  =  0,  so  bekommt  man 

XXT)    y2  =  C  .  X 
und  in  Folge  von  Gleidiung  VIII  hat  man  z^  ss  E^  -  y^,  also  ist 

XXU)    z2  =  C  .  BS  .  X 
Die  jetzige  Gurve  ist  dep  Dnrchschnitt  zweier  auf  den  Goordinatenebenen  YX  and  ZX 
senkrecht  stehender  parabolischer  Cylinder.    Durtfh  Gleichung  XXI  muss  aber  Glei- 
chung XII  identisch  werden;  mma  führe  also  yTCx"  statt  y,  und  o  -  If   —"    ^^^^^   P    ^ 
Gleichung  XU^in,  so  ergibt, sich  G  =    ^^  ^2   »  ^^^  ^^  Gleichungen  XXI  and  XXII 


gehen  über  in 


xxn.)  y^  =  ?^^^> 
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XXIV)   .»  =  «_Ci^^'., 

Die  Gkichoog  XXIU  eDthait  keinen  GonstanCen  möhr,  weleher  nicht  schon  in  XII 
selbst  enthalten  ist.  Da  zugleich  Gleicbong  XXIII  kein  besonderer  Fall  Ton  XVI  ist, 
80  ist  XXIU  ein  singniftres  Integral.  Nun  ist  zu  untersuchen,  ob  dprch  XXIU  ond 
XXIV  auch  U  und  III  identisch  werden.  Zu  diesem  Zwecke  mache  man  die  entspre- 
chenden Substitutionen,  ond  II  und  III  gehc|i  bezüglich  über  in 

2  .  (1  -h  EO       ^  ff      2  .  (t-H  E«)     "■  " 

Da  aber  letztere  Gleichungen  keine  identischen  sind,  so,  müssen  die  Gleichnngan  %KU!L 
und  XXIV  als  unbrauchbar  nuberiicksichtigt  bleiben. 

Zweite  AvlSswqp. 

Da  die  gesuchten  Functionen  y  und  z  von  x  auch  den  Gleichungen  U  und  lU.ge* 
nögen  müssen;  so  werden  die  gesuchten  Functionen  Integrale  der  Gleichungen  II  und 
Ol  sein.    Man  integrire  also  diese  Gleichungen,  und  forme  sie  zu  diesem  Zwecke  um  In 

^      =:  —  und  in r-  =  — ;  so  bekommt  man 

y  —  g         X  z  —  h        X 

XXV)    y  =  c.]^  +  g,    und    XXVI)*  z  =  e  .  x -f- h 

Führt  man  nun  die  jetzt  für  y,  z,  p,  ^  sich  ergeh  Aden  Ausdrücke  In  Gleichung  I  ein, 

90  bekommt  man 

xxvii)  o,^y  ('*=  +  gy  +  («^+  y  +  (c"  ■^M\ 


(ac  4-  g)^  H-  (ae  4-  h)«  H-  (ch  —  eg)g\ 
I  4.  c2  +  e«  / 

Man  erkennt  nun  an  den  für  y  und  z  hergestellten  Functionen,  dass  zu  stetig  nek>en- 
einander  liegenden  Werthen  des  c  und  des  e  auch  stetig  nebeneinander  liegende  Werthe 
des  y  ond  des  z  gehören;  ebenso  erkennt  man  an  dem  für  U  hergestellten  Ausdrucke, 
dass  zu  stetig  nebeneinander  liegenden  Werlhen  des  c  und  des  e  auch  stetig  neben- 
einander liegende  Werthe  des  U  gehören.  Um  nun  zu  wissen,  wann  U  ein  Maximum- 
stand oder  Minimum-Stand  ist,  difTerentiire  man  U  nach  c  und  e.  Setzt  man  nach  aus- 
geführter Differentiation  noch  ® ,  ^  und  Tl  bezüglich  statt 

r(ac  -4-  g)«  -1-  (ae  -h  h)«  H-  (ch  —  eg)«,  statt  ^(ac  -H  g)«  -*-  (ae  -h  h)«  -*-  (ch  —  eg)« 

und  statt  n  h-  c?  -h  e« 


»gibt  ad 

1 

<i.u 

1 

de 

-® 

•«■ 

+ 

ODd 

d.ü 

1 

de 

~® 

.«. 

W 

[  [^  (a  (ac  -^  g)  -h  h  (ch  — .  eg))  -h  ®  (a  (ac  -+■  gi 


-f  h  (ch  -  eg))] .  aR2  -  (&  +  «)  ®«  .  c| 


I  [^  (a  (ae  -f  h)  —  g  (ch  —  eg))  +  &  {a  (ae  +  hj 


—  g  (ch  —  eg))]  -aR?  —  (®  -+-  «e)  ©«  •  e  1 
Damit  nun  -^  =0  iind  -^  n  0  werden,  müssen  die  beiden  Gleichungen 

XXVni)    [*  (a  (ac  -f  g)  -4-  h  (ch  —  eg))  -h  ®  (a  (oc  -t-  g)  +  h  (ch  —  eg))]  •  m 

-  (®  -H  *)  ®* .  c  =  0 
and               . 

XXIX)    [^  (a  (ae  -h  h)  —  g  (ch  --  eg))  -h  ®  (a  (ae  -h  h)  —  g  (ch  —  eg))]  •  St^ 

—  (®  +  -6)  ®«  •  e  =  0 
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stattfinden.    Bringt  man  \ur  beiden   Gleichungen  die  von  9t  freien  Theilsätze  auf  die 

rec|ite  Seite  des  Gleichheitszeichens,    nnd  dividirt  dann  die  zweite  in  die  erste;   so 

bleibt  nar 

(a  (ac  4-  g)  +  h  (ch  —  eg))  -  ^  +  (a  (ac  -H  g)  -H  h  (ch  —  ey))  » <B  ^  c 
(a  (ae  +  g)  —  g  (ch.  —  eg))  •  #  -*-  (a  (ac  -4-  g)  —  g  •  (cb  —  eg))  •  ®  ""  e 

Mnltiplicirt  man  nan  hier  aof  beiden  Seiten  die  Nenner  hinweg,  so  bekommt  man 
XXX)    (ch  —  eg)  .  [(—  a.-H  cg  +  eh)  . «  +  (—  a  -h  cg  -h  eh)  •  ®]  =  0 

Setzt  man  ch  —  eg  =  0,  so  wird  '' 

XXXI)     e  =  - 
F&faH  man  diesen  Aasdnick  fQr  ein  Gleichung  XXYIII  ein,  so  bekommt  man 

XXXn)      FCa  -4-  a)  .  (l  -f-  c2  4-  ^  .  c^)  -  c  (ac  +  oc  4-  2g)  .  ^-^t_^  x 

(ac  4-  g)  (ac  -h  g)  .  ^    ^        =0 

Es  ist  o£tenbar,  dass  mah  nur  den  in  dep  eckigen  Klammern  stehenden  Factor  tu  Null 
werden  lassen  kann,  weil  nur  dieser  die  beiden  Elemente  a  und  a  zugleich  enthält. 
Daraus  folgt 

YXYIIIV   r  —   (a  +  g)  -  g 

xxxiii)  c  -  gr^TTT^ 

Mit  Zuziehung  der  Gleichung  XXXI  bekommt  man  ferner 

xxxm   e  =  (^-^  <^)'^ 
Die  Gleichungen  XXV  und  XXVI  gehen  also  jetzt  über  in 

XXXV)     y=^+^^.x  +  g 

Dieses  sind  aber  genau  wieder  dieselben  Gleichungen,  wie  XVIII  und  XIX. 

Es  ist  bemerkenswerth ,  dass  diese  zweite  Auflösung  nur  auf  den  Fall  führt,  wel- 
cher mit  dem  in  der  ersten  Auflösung  enthaltenen  allgemeinen  Integral  öbereinstimmt. 
Der  Grund  davon  ist  aber  der,  dass  die  in  der  ersten  Auflösung  erhaltenen  singulären 
Integrale  XXIII  und  XXIV  gar  keine  Integrale  der  Gleichungen  II  und  III  sind »  und 
somit  die  zweite  Auflösung,  welche  ganz  allein  von  den  Integralen  der  Gleichnngen  II 
und  III  ausgeht,  auch  nicht  auf  besagte  singulare  Integrale  führen  kann.  Die  zweite 
Auflösung  ist  also  eben  so  vollständig,  wie  die  erste. 


Aufgabe    117. 

Man  hat  bei  einer  auf  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensyslem  bezogenen  rSumlichen 
Curve  in  den  zu  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  x  gehörigen  Punkt  die  Nor- 
malebene gelegt.  In  denselben  Punkt  hat  man  auch  eine  berührende  Grade  gelegt, 
deren  in  den  Coordihatenebenen  XY  und  XZ  liegenden  Projectionen  die  Abscissenaxe 
X  durchschneiden.  Wenn  man  nun  die  von  diesen  Ddrchscboittspunkten  bis  zum  Ende 
der  Abscisse  sich  erstreckenden  Entfernungen  mit  der  Abscisse  mnltiplicirt ,  von  diesen 
beiden  Producten  das  Quadrat  dar  Abscisse  subtrahirt,  und  diese  beiden  DilTercnzeD 
bestimmte  (positive  oder  negative)  Werthe'  haben  sollen;  welche  räumliche  Curve  ist 
es,  wenn  zugleich  die  von  der  Normalebene  und  den  drei  Goordinatenebenen  begränzfe 
Pyramide  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  ist? 

Die  gesuchte  Curve  RST  habe  (flg.  22)  die  Projectionen  rst  und  r's't'.  Die  in  S 
berührende  Grade  habe  die  Projectionen  sg  und  s'h.    Die  zum  Punkte  S  gehörige  Nor- 
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malcbeoe  sei  gegeben  durch  die  Spureo  P'Q  uad  PQ.  Wenn  ood  O  der  Anfangspunkt 
der  Coofdinaten  ist,  so  sind  die  Punkte  w,  0,  v,  Q  die  vier  Ecken  der  in  Frage  ste- 
henden Pyramide*  deren  Körperinbalt  gegeben  ist  durcb 

1)    JowOvOO 

Die  hier  in  Rede  stehenden  Differenzen  sind 

II)    bk  •  Ok  —  Ok» '  und  III)    gk  •  Ok  -  Ok^ 
ond  diese  Differenzen  sollen  bezfiglicb  die  constanten  Werthe  A  und  "6  hallen. 
Die  Gleichung  der  Normalebene  ist  im  Allgemeinen 

(z"  -  i)  -H  (y''  -  y)  •  P  +  (z''  -  z)  .  )>  -=  0 
Für   den  Punkt  w  verschwinden  x"  und  z",  Hir  den  Punkt  v  verschwinden  x''  und  y'% 
and  fir  den  Punkt  Q  verschwinden  y"  und  z''.    Es  ist  also 

y'*  =  Ow  =  J-(i  +  py  4-  Pz)»    *"  ==  Ov  =  ^.(1  4-  py  -H  n) 

und  x"  =  OQ  =  (x  -h  py  -h  pz) 
Mno  bekommt  also  nach  1  Mr  den  Kdrperinhalt  der  Pyramide 


Da  ferner  hk  =  ks'  •  eotg  s'hk  -»  y  .  ~  =  ^ ;    und   da   ebenso   gk   =    ks  •  ootg  sgk 
1        z 

dingungsgleichungen 


P       P 

i  Z  r  r  ^ 

z  .-  a  -;   80  gobou  dio  io  II  uud  UI  aufgestellten  Differenzen  noch  folgende  Be- 

P       P 


V)     ?  .  X  -  »2  =  A  ,    und  VI)    -  .  X  -  x2  =  B 

Knie  AaflSffwqp. 
Mstirt  man  Gleichung  IV,  so  bekommt  man 

V">    ^^=^.^."^2^'^'  [3p2.p.dyH-3p  ■pg.<3z 

-h  (2yp  -  X  -  pz)  .  p  .  ^  4-  (2zp  -  x  -^  py)  •  p  •  ^1 

Aus  den  Gleichungen  V  und  VI  aber  folgt 

d<Jy       p    .  ,  d<Jz       p     . 

-— i  =  ?: .  ay    und  -j-  =  -  .  ^z 
dz        y      -^  dx         z 

Ffthrt  man  diese  Ausdrücke  in  Gleichung  VII  ein,  so  reducirt  sie  sich  auf 


Bier  kann  dU  =  0  werden,  wenn  entweder  die  einzige  Gleichung  x  +  py  +  pi  =3  0, 
oder  wenn  gleichzeitig  die  beiden  Gleichungen  5py  —  x  —  pz  r:^  0  und  5pz  -  x  >-  py  =  0 
sUUfinden. 

Erstens.    Wenn  gleichzeitig  die  beiden  Gleichungen 

5py  —  X  —  pz  =  0,  und  5pz  •—  x  —  py  =  0 
slaltliiideo;  so  eliminire  man  pi,  ond  man  bekommt  4py  —  x  «»  0  Daraus  folgt 
4y^  —  x^  =  g.  Wenn  man  aber  aus  den  beiden  Differenlialgleicbnngen  py  eliminirt» 
60  bekommt  man  4pz  —  x  =  0,  und  daraus. folgt  hi?  —  x^  =  h.  Die  gesuchte  räum» 
liehe  Curve  ist  also  der  Durchschnitt  zweier  hyperbolischer  Gylinder,  die  bez&gUch  auf 
dee  Coefdiaatenebenen  XY  und  XZ  senkrecht  stehen.  Man  hat  aber  vor  Allem  zu 
latcrsachen,   ob  durch  die  geftindeoen  Functionen  auch  die  Gleiehungen  V  und  VI 

identisch  werden ;   man  führe  also    Mf  j  (»*  -*-  »)  »l«ll  y »    ^        *    -^^-"    statt  p , 


If  ♦  (x*  +  g) 
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r;  (x^  -h  h)  statt  z,  und  —    statt  b  io  die  Gleichaogen  V  ood  VI  ein  ; 

dadarch  ergiebt  sich  dano  g  =  A  und  h  =  B,  so  dass  die  Gleichangeo 

4y»  —  X«  =  A,  QDd  42»  —  x^  =  B 
der  gesuchten  räomlichen  Garve  vollkommen  bestimmt  sind,  ond  keiner  STebenbediDgiing 
mehr  unterworfen  werden  können.    Unter  BerQcksichtigang  alles  Vorhergehenden  be- 
kommt man  nun 

Der  in  die  eckigen  Klammem  gesetzte  Factor  ist  jedenfalls  positiv ,  weil  sowohl  (x^  +  A) 
als  auch  (x'  +  B)  positiv  sind ;  aber  der  ausserhalb  der  eckigen  Klammern  befindliche 

Q  

Factor  ist  zweideutig  wegen  des  Radicals.     Da  aber  U'  =  j  •  x  •  If  (A  +  x^)  •  (B  4-  x*) 

ist»  so  sieht  man,  dass  die  fQr  U'  und  d^J]  hergestellten  Ausdrücke  das  Radical  als 
gemeinschaftlichen  Factor  enthalten;  und  man  entscheidet  sich  (nachS*  1)4,  a.>  S.  170) 
auf  fblgende  Weise : 

a)  Wenn  das  Radical  die  Bedeutung  hat,  dass  x  .  !f (x^  -h  A)  •  (x»  +  B)  positiv 
wird;  so  sind  ^U  und  U'  zugleich  positiv,  und  es  findet  ein  Minimnm-stand  statt. 

0)  Wenn  das  Radical  die  Bedeutung  hat,  dass  x  •  lf{j.^  +  A)  •  (x'  +  B)  negativ 
wird;  so  sind  ^U  und  U'  zugleich  negativ,  und  es  findet  ein  Maximum-stand  statt,  je- 
doch in  dem  Sinne,  dass  in  der  Analysis  ein  negativer  Ausdruck  fQr  desto  grösser  gilt, 
je  näher  sein  Werth  bei  Null  liegt. 

Zweitens.  Wenn  nur  die  einzige  Gleichung  !k  +  P-y'^P'Z  =  0  stattfindet, 
so  bekommt  man 

x«-f-  y«  +  z2  =  E» 

Dieses  ist  aber  die  Gleichung  einer  Kugel,  deren  Coordinaten  im  Punkte  O  anfingen, 
so  dass  jede  auf  dieser  Kugelfläche  gelegene  Gnrve  för  die  Aufgabe  passen  kann.  Da- 
bei ist  unter  allen  Umständen  U^  =  0.  Es  ist  aber  auch  ^^U  —  0,  während  ^^U  nicht 
zu  Null  wird;   somit  findet  jetzt  weder  ein  Maximum-stand  noch  Minimum-stand  statt 

Zweite  Awflösuig. 

Da  die  gesuchten  Functionen  y  und  z  auch  den  Gleichungen  V  und  VI  genügen 
müssen;  so  werden  die  gesuchten  Functionen  Integrale  der  Gleichungen  V  und  VI  sein. 
Man  integrire  also  diese  Gleichungen ,  und  forme  sie  zu  di/ßsem  Zwecke  um  in 
dy  X  •  dx  -    dz         x  •  dx 

Durch  Integration  bekommt  man  bezüglich  y2  »  c  •  (x^  -h  A)  und  b^  =  e  •  (x^  +  B). 


ex 


Man  hat  also  y  =  ifc  .  (i«  -h  A),  z  =  iTe  •  (x«  -+-  B),  p  =--===^==  und  \>  = 

We  .  (x2  H-  A) 

6  •  X 

__  ■    Führt  man  diese  Ausdrücke  in  IV  ein,  so  ergibt  sich 

If  e  .  (x2  H-  B) 

IX)     U  =  g^  .  (1  -h  c  H-  ey  .  X  •  Ifc  (x»  -h  A).e  (x«  +  B) 

Man  erkennt  nun  an  den  für  y  und  z  hergestellten  Functionen,  dass  zu  stetig  neben- 
einander liegenden  Werthen  des  c  und  des  e  auch  stetig  nebeneinander  liegende  Werthc 
des  y  und  des  z  gehöre^;  ebenso  erkennt  man  an  der  für  U  hergestellten  Function, 
dass  zu  stetig  nebeneinander  liegenden  Werthen  des  c  und  des  e  auch  stetig  neben- 
einander liegende  Werthe  des  U  gehören.  Um  nun  zu  wissen,  wann  U  ein  Maximum- 
stand  öder  Minimum-Stand  ist,   differenlüre  man  U  nach  c  und  e;   und  man  bekommt 

^  =  läJ-TS  .  (1  +  c  -F  e)2  .  (5c  -  1  -  e)  .  X  .  ifc  (x2  -(-  A)  •  e  (x2  -h  B) 
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^  =  iirri5(*  +cH-e)*.(5e-l  -  c)  •  ,  •  iJ'c  (i«  +  A)  •  e  Ci«  +  B) 

Es  irerden  aber  ^  and-j-  gleichzeitig  zu  Noll,   entweder  wenn  die  beiden  Glei- 

chQngen  5c  -*  1  —  e  =  0  und  5e  —  1  —  c  =  0  zugleich  stattfinden;  oder  auch  wenn 
Dar  die  einzige  Gleichung  1  +  c  +  e  =  0  stattfindet. 

Erstens.    Wenn  die  beiden  Gleichungen  5c  —  1  —  e  =  0  und  5e  —  t  —  c  =0 

sogleich  stattfinden,  so  wird  c  =  j  und  e  =  ?>  ^^^  ^'^  gesuchten  Functionen  sind  jetzt 

y2  =  1  (x2  +  A)  un4  j»  -=i  (x2  +  B),  oder  4y«  r-  x«  =  A  und  4z2  —  x»  =  B , 
Ranz  wie  bei  der  ersten  Aufidsung.    Ebenso  ist  auch  jetzt  wieder 


9 


U'  =  j  .  X  .  If  (x2  •+-  A).  (x2  -h  B) 


Differentiirt  man  zum  zweiten  Maletiach  c  und  nach  e,  und  föhrt  man  dann  för  c  und  e 
die  Werthe  ein ;  so  bekommt  man 

^  =  15  .X  .ir(x«  +  A)  (1«  4-  B),  ^^  =  -  3x  .lf(x»  +  A)  (x»  +  B) 

und 
Es  ist  also 


und  j|j  =  15x  .  ir(i2  +  A)  (x2  +  B) 


d?ü        djü 
jedeDfallfl  positiv;  und  da   die  beiden   Ausdrucke  -^  ^"^^'^^   ^^^  ^'  ^^    Radical 

ir(x«  •+-  A)  •  (x'  +  B)  als  gemeinschaftlichen  Factor  enthalten  ^  so  ist  hier  die  Ent- 
scheidung ober  das  Vorhandensein  eines  Maximum-Standes  oder  Minimum-Standes  ganz 
die  nemliche,  wie  im  ersten  Falle  def  ersten  Auflösung. 

Zweitens.    Lässt  man  nur  die  einzige  Gleichung  1  +  e  +  c  =:  0  stattfinden, 
so  ist  Yon   den  Elementen  e   und   c  eines    willkfirlich;   da   aber   dabei   gleichzeitig 

<*!ü  ddü  <j!ü 

•^  =  0,  ^  '     =0,  -^  »  0  ist,  während  die  partiellen  Differentialquotienten  der 

dritten  Ordnung  nicht  verschwinden,  so  findet  weder  ein  Maximnm-stand  noch  Mini- 
mom-stand  statt. 

Alan  AOes  wie  bei  der  ersten  Auflösung. 


Aufgabe    118. 

Gibt  es  wohl  unter  den  rSumlicben  Gurven,  deren  Normalebenen  alle  durch  eine 
gegebene  Grade  gehen,  eine  solche,  bei  welcher,  wenn  man  sie  auf  ein  rechtwinkeli- 
ges Coordinatensystem  bezieht ,  das  Dreieck ,  das  die  Goordinatenaxen  Y  und  Z  und  die 
in  der  Coordinatenebene  YZ  von  der  Normalebene  erzeugte  Spur  einschUessen ,  ein 
Mazimoiii-stand  oder  Minimum-stanil  wird? 

Die  Gleichung  der  Normalebene  ist 

0    (x''  —  x)  4-  (y''  —  y)  •  p  +  (z''  -  z)  .  »>  =  0 

Fftr  den  Punkt,  wo  die  Normalebene  in  die  Aze  Y  einschneidet,  ist  x"  ■■  0  ond  t*^  ss 0; 
aho  ist  jetit 
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Fflr  den  Paukt ,  wo  die  NormalebeDe  in  die  Axe  Z  einschneidet,  ist  \**  =  0  und  y"  «  0 ; 
also  ist  jetil 

Ul)     z"  =  1 .  (x  -h  y  .  p  +  z  .  »>) 

V 

Des  in  der  Aufgabe  besagten  Dreiecks  Inhalt  ist  also  =  q'y'' '  ^'*  o<^^r 

Die  Grade,  durch  welche  alle  Normalebenen  gehen  sollen,  sei  gegeben  durch  die  Glei- 
chungen 

V)    y''  =  A  .  i''  4-  B,    VJ)    z''  =  9t .  X''  +  « 

Liegt  nun  die  Normalebene  ganz  in  dieser  Linie,  so  muss  Gleichung <I  durch  die  Glei- 
chungen y  und  VI  bei  jedem  Werlhe  des  x"  identisch  werden.  Fuhrt  man  daher  die 
Gleichungen  Y  und  VI  in  I  ein,  so  bekommt  man 

VII)    (1  4-  A  .  p  -+-  5J . »))  .  X"  +  (B  -  y)  -  p  -h  (93  -  z)  .  p  -  X    -  0 
Aber  eben  weil  diese  Gleichung  bei  jedem  Werthe  des  \*'  identisch  wird,   so  zerföUf 
sie  gradezu  in  folgende  zwei 

Vin)  1  -H  A  .  p  +  a  •  j»  =  0,  und  IX)  (y  —  B)  •  p  +  («  --  93)  .  u  -h  X  =  0 
Jede  Gurve,  durch  welche  diese  beiden  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung 
identisch  werden,  hat  die  Eigenschaft,  dass  alle  ihre  Noripalebenen  in  der  durch  V 
und  VI  gegebenen  Graden  liegen.  Wenn  man  nun  die  Gleichungen  VIII  und  IX, 
welche,  weil  y,  z,  p,  p  Functionen  von  x  sind,  totale  Differentialgleichungen  sind,  io- 
tegrirt;  so  bekommt  man 

X)    X  4-  A  .  y  -h  a .  2  =  n,  und  XI)    (y  -  B)2  -h  (z  —  93)2  +  x«  =  m^ 

Durch  Gleichung  X  ist  eine  Ebene  dargestellt,  welche  auf  der  durch  V  und  VI  gege- 
beoen  Graden  senkrecht  steht.  Dureh  Gleichung  XI  ist  eine  Kugel  dargestellt,  deren 
Mittelpunkt  in  der  Coordinatenebene  YZ  liegt  För  deu  Punkt ,  wo  die  gegebene  Grade 
durch  die  Coordinatenebene  YZ  geht,  reduciren  sich  die  Gleichungen  V  und  VI  auf 
x^'  =?0,  y''  B  B,  z"  =  93;  und  man  erkennt,  dass  der  Mittelpunkt  der  durch  XI 
dargestellten  Kugel  da  liegt,  wo  die  gegebene  Grade  durch  die  Coordinatenebene  YZ 
hindurchgeht  Nun  lassen  sich  aus  den  Gleichungen  X  und  XI  für  y  und  z  Functionen 
absondern,  welche  nichts  Unbestimmtes  mehr  enthalten,  als  die  willkürlichen  Con- 
stanten n  und  m;  und  somit  ist  die  Aufgabe  nur  noch  folgende:  „Man  soll  für  die 
Constanten  n  und  m  solche  Werthe  ermitteln,  dass  dabei 

ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird/*  Dazu  hat  man  bekanntlich  folgende 
drei  Methoden : 

Erste  Methode.  Man  nehme  die  Gleichungen  VIII,  IX,  X,  XI,  und  eliminire 
y,  z,  p,  )>  aus  XII.  Dabei  hat  man  zu  verfahren,  wie  bei  der  zweiten  Auflösung  der 
vorigen  Aufgabe. 

Zweite  Methode.    Man  mutire  die  Gleichungen  VIU,  IX«  XII,  und  eiiminire 

zwei  der  vier  Stücke  ^,  ^z,  -^,  :^  auf  directem  Wege.  Dabei  hat  man  zu  vereh- 
ren, wie  bei  der  ersten  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe. 

Dritte  Methode.  Man  mutire  wieder  die  Gleichungen  VIII,  IX,  XÜ,  und  eli- 
minire zwei  der  vier  StQcke  ^y,  dz,  -r-^,  -p  auf  indirectem  Wege  mittebt  zweier  Mul- 

tiplicatoren.  Auch  dazu  ist  in  den  frohem  Aufgaben  sowie  in  der  (im  ersten  Bande 
befindliehen)  Theorie  hinreichend  Anleitung  gegeben. 

Man  bemerke  noch :  Die  gesuchte  Curve  liegt  ganz  in  der  Ebene  z  -h  A  •  y 
+  9-z  =  n;  also  stehen  alle  Normalebenen  der  gesuchten  Curve  auf  der  £bene 
x  +  A-y-|-$l-zan  senkrecht.    I^ie  gesuchte  Curve  liegt  ganz  in  der^Kugelfliche 
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(jT  <-  B)'  +  (z  —  9)^  +.  i^  =  m^;  also  geheo  alle  NormalebeneD  der  geeochleo 
Goire  darGh  den  Mitlelpuokt  dieser  Kugel.  Somit  erk^ont  mao,  dass  alle  NormalebeDen 
der  «esoehteo  Curve  in  der  Graden  y''  =  A  •  x''  H-  ß,  z"  =  2C .  x"  +  »  liegen. 


Aufgabe    119. 

Bei  irgend  einer  räumlichen  Curve  wird  in  den  zu  einer  nach  Willkör  genommenen 
Absciase  x  gehörigen  Punkt  die  KrQmmongsebene  gelegt.  Zwei  in  festen  Punkten  der 
Axe  T  senkrechte  Ebenen  und  ebenso  zwei  in  festen  Punkten  der  Axe  Z  senkrechte 
Ebenen  schneiden  diese  KrQnimungsebene ,  wodurch  auf  dieser  ein  Parallelogramm  be- 
grinzt  wird.  Wekhe  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordidatensystem  bezo- 
genen räumlichen  Gurven  hat  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Eigenschaft«  dass  be- 
sagtes Parallelogramm  ein  11  azimum-stand  oder  Minimum-sland  wird ,  d.  h.  grösser  oder 
kleiner,  als  das  zu  derselben  Abscisse  %  gehörige  und  von  denselben  vier  festen  Ebenen 
begränzte  Parallelogramm  aller  andern  der  gesuchten  Curve  stetsfort  nächstanliegenden 
Naehbarcnrven  ? 

I>ie  Krdmnlungsebene  sei  (fig.  23)  durch  ihre  Spuren  P'Q  und  PQ  gegeben.  Die 
in  zwei  festen  Punkten  b  und  ß  d^r  Axe  Y  senkrechten  Ebenen  haben  die  Spureh  ßi' 
md  bw';  die  in  zwei  festen  Punkten  c  und  y  der  Axe  Z  senkrechten  Ebenen  flehen 
die  Sporen  ck  ond  ya.  Das  auf  der  Rrommungsebene  P'QP  begränzte  Parallelogramm 
DEFG  habe  die  Prqjectionen  d'e'Pg*  und  defg.  Die  Gleichung  einer  Rrommungsebene 
im  Allgemeinen  ist 


dv  '  d*v  dz  .  d^z 


dy  *  d'y  dz  d^z 

Wenn  man  noch  zur  AbkQrznng  p  statt  ;^,  q  statt  ;^,   p  statt. j^,  q  statt  -r^  setzt; 

10  folgt  «OS  leisterer  Gleichung 

n)  X'  =  («'  —  ')'  q  —  (y'  —  y)  -  g  +  » ■  fr  -  g  —  p-g) 

J)q  —  p.q 
Bier  sind  x',  y^  z'  die  veränderlichen  Goordinaten  der  krQmmnngsebene,  dagegen  x, 
y,  z  sind  die  (übrigens  gleichfalls  veränderlichen)  Goordinaten  des  zur  Gorve  gehörigen 
Punktes,  wo  man  grade  die  Berührung  wählt.  Es^kommt  also  jetzt  darauf  an,  den 
Inhalt  des  Parallelogramms  DEFG  zu  bestimmen^  was  am  bequemsten  mittelst  folgen- 
den Lehrsatzes  geschieht: 

„Das  Quadrat  irgend  einer  ebei^en  Figur  ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate 

„ihrer  auf  die  drei  Gordinatenebenen  projicirten  Figuren^*' 
Man  setze  zur  Abkürzung  Ob  =  b,  O^  =  /?,  Oc  =  c,  Oy  =>;  so  hat  man  jetzt 

Oj  —  (c  —  z)  '  q  —  (b  —  y)  '  q  +  X  ■  (»q  —  p  .  q) 

'       l>  •  q,  —  P  •  q 
O»  =  (<^  —  «)  '  q  —  Qg  -  y)  '  <?  H-  X  >  (pq  -  pq) 
^  pq-  pq 

^j^-_  (y  —  «)  '  q  —  (b  -  y)  -q  H-  X  >  (yq  —  pq) 

l>q  —  pq 
QU  _  (y  —  «)  *  q  -  (/?  —  y)    q  4-  X  .  (|Hi  —  pq) 
pq  —  pq 
Das  Parallelogranm  M%  hat  den  Inhalt  (Xg  —  ^e)  (O17  —  O^),  oder 

^    ^         ^      pq  -  pq 

\*  -  AgO  I 


d'e'Pff'  hU  dea  Inhalt  {^jtf  —  1%')  {OX  -  Oa),  od«r 

^   ^        ^      H-P9 
II.  90 
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Die  auf  die  CoördiDatenebene  YZ  bezogeoe  Projection  des  Parallelogramms  DEPG  ist 
aber  ein  Rechteck,  und  dieses  hat  den  Inhalt  (Oß  —  Ob)  •  (Oy  —  Oc),  oder 

V)    OJ-b).(y-c) 
Setzt  man  nun  U  statt  DEFG,  so  bekommt  man  nach  obigem  Lehrsatze 

Da  aber  (b  —  ßy  =s  (ß  —  b)^,  so  geht  vorig4  Gleichang  gradeza  Qber  ia 


VI)  v^(p_-byiy-c)^'f+'^;^-^j^-^y 

Weil  die  beiden  Ordinatendifferenzen  (ß  —  h)  und  (y  —  c)  positiv  sind,  so  ist  auch 
das  ganze  (bei  den  Ordinaten  b  und  c  anfangende  und  bis  zu  den  Ördiuäten  ß  und  y 
erstreckte)  Stück  DEFG  der  Krümmungsebene  positiv.  Man  hat  desshaib  das  Radical 
zweideutig  gelassen,  damit  man  ihm,  sobald  man  einmal  weiss,  ob  (pq  —  pq)  positiv 
oder  negativ  ist,  diejenige  Bedeutung  beilegen  kann,  bei  welcher  ü  positiv  wird.  Ma- 
tirt  man ,  und  setzt  man  dann  zur  Abkürzung  N  statt  (pq  —  pq)^  •  iTq'  +  q^  +  (P<l  —  P^)^ ; 
so  bekommt  man 

-HW  +  «.(..f:-,.^)]        ^ 

Erster  Fall.  Sucht  man  eine  solche  Gurve,  von  welcher  bei  einer  nach  Beliebeo 
gewShUen  Abscisse  x  das  besagte  Parallelogramm  grosser  oder  kleiner  gemacht  wird, 
als  es  bei  der  nemlichen  Abscisse  x  von  allen  möglichen,  der  gesuchten  Gorve  stets- 
fort  nAchslanliegenden  Nachbarcorven  gemacht  werden  kann ;  so'  müssen  folgende  vier 
identische  Gleichungen  staUfinden :  ^ 

0    (pq  +  Poi)  •  q  ===  0,        2)    (pq  4-  »)q)  .  q  =  0 
S)    (q2  H-  qO  .  q  -  0,  4)    (q2  +  qS)  .  q  ^  a 

Diese  vier  Gleichungen  werden  aber  gleichzeitig  erfüllt,  wenn  q  =  0  und  q  =  0,  und 

daraus  folgen  für  y  und  z  die  Functionen 

5)    y«A*x+3,  und    6)    z  =  E  •  x  4- F 

Man  hat  also  die  grade  Linie  im  Räume,  bei  welcher  man  noch  die  Gonstanten  zu  be- 
stimmen hat 

1)  Zwingt  man  diOse  Grade,  durch  zwei  feste  Punkte  (n,  m,  1)  und  (n^  m',  V} 
zu  gehen;  so. gehen  die  Gleichungen  5  und  6  über  in 

m  =  An  -h  B,  1  =  En  4-  F,  m'  —  An'  +  B,  V  —  En'  -h  F 
und  aus  diesen  Gleichungen  kann  man  die  Gonstanten  A,  B,  E,  F  bestimmen. 

3)  Zwingt  man  diese  Gradß,  durch  einen  festen  Punkt  (n,  m,  1)  zu  gehen,  und 
ausserdem  eine  solche  Lage  anzunehmen,  dass  ihre  in  XY  gelegene  Projection  mit 
der  Abscissenaxe  einen  Winkel  bildet;  dessen  goniometrische  Tangente  =  g,  und  dass 
ihre  in  XZ  gelegene  Projection  mit  der  Abscissenaxe  einen  Winkel  bildet,  dessen  go- 
niometrische Tangente  =s  h;  so  hat  man  folgende  Gleichungen: 

m  » .An  +  B,  1  =  En  +  F,  A  =  g,  E  =  h 
woraus  man  wieder  die  vier  Gonstanten  A,  B,  E,  F  bestimmen  kann. 

Und  so  fort. 

Mag  man  nun  die  Constanten  unbestimmt  lassen ,   oder  sie  auf  irgend  eine  Weise 

bestimmen;  es  ist  immer  U'  =^  ^,  d.  1i.  unbestimmt,  was  sich  durch  folgende  geome- 
trische Betrachtung  noch  näher  erörtern  lässt.  nDie  zu  irgend  einem  Punkte  der  ge- 
suchten Graden  gehörig^  Krümmungsebene  fällt  ganz  in   die  Grade  hinein.    In  jede 
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grade  Linie  kann  man  aber  eine  unendliche  Menge  sich  darch  ihre  Richtung  voneloander 
ooterscheidender  Ebenen  hineinlegen;  also  hat  auch  schon  jeder  einzelne  Punkt  einer 
Graden  eine  anendliche  Menge  sich  durch  ihre  Richtung  voneinander  unterscheidender 
Krümmungsebenen.  Sowie  nun  die  Krümmungsebene  eines  jeden  Punktes  einer  Graden 
keine  bestimmte  Richtung  hat,  ebenso  hat  auch  das  auf  die  in  der  Aufgabe  vorge- 
schriebene Weise  begränzte  Parallelogramm  selbst  keine  bestimmte  Grösse"  Somit 
kann  auch  von  einem  Maiimum-stande  oder  Minimum-Stande  keine  Rede  sein,  und 
dieser  erste  Fall  nicht  weiter  beachtet  werden. 

Zweiter  Fall.  Sucht  man  nur  diejenige  Curve,  von  welcher  bei  irgend  einek- 
nach  Belieben  g^tiommenen^  Abscisse  x  das  besagte  Parallelogramm  grösser^oder  kleine 
gemacht  wird,  als  es  von  allen  den  Curveif,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Curve  stetsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 
fi)    bei  der  grade  gewählten  Abscisse  x  alle  ihre  Beruhrungslinien  mit  der  äe- 
rührungslinie  der  gesuchten  Curve  parallel  haben, 

gemacht  werden  kann ;  so  ist  jetzt  ~  =  0 ,  —  =  0 ,  -^  =*  0 ,  -j-  ==  0  etc. ,  und 

Gleichong  Vll  zieht  sich  zurflck  auf 

Es  mGasen  also  jetzt  die  identischen  Gleichungen 

7),    (pq  H-  »)<?)•  q  =f  0        8)    (pq  -h  V<|)  •  q  =  0 

stattfinden.  Diese  Gleichungen  werden  erfüllt,  entweder  wenn  die  zwei  Gleichungen 
q  »  0  ond  q  =  0  zugleich  bestehen,  oder  wenn  auch  nur  die  einzige  Gleichung 
pq  -H  pq  ^  0  staltfindet. 

Erstens.  Lässt  man  q  =  0  und  q  =  0  zugleich  bestehen,  so  hat  man  wieder 
y  =r  Ax  +  B  und  z  =  Ex  H-  F,  wie  im  ersten  Falle.        ^ 

Zweitens.  Lässt  man  aber  nur  die  einzige  Gleichung-pq  +  )>q  =  0  stattfinden, 
so  bekommt  man  p'  +  ^  =  C,  weiche  Gleichung  man  aber  auch  noch  auf  folgende 
Weise  darstellen  kann 

9)    i-Hp«-hp2  =  l        . 


oder 


10)    ^,  =  e 

ri  4-  p«  4-  »>2 


Es  ist  aber  _  sowohl  der  Sinus  des  Winkels ,   welchen  die  jedesmalige 

Berührende  mit  der  Coordinatenebene  YZ  bildiet,  als  auch  der  Cosinus  des  Winkels, 
welchen  die  jedesmalige  Berührende  mit  der  Abscissenaxe  X  bildet  Der  Gleichung 
10  entsprechen  also  alle  jene  unendlichvielen  räumlichen  Curven,  bei  welchen  die  Be- 
rührenden aUer  Punkte  mit  der  Coordinatenebene  YZ  einerlei  Winkel  bilden.  Man 
bekommt  aber  alle  diese  Curven,  wenn  man  für  z  irgend  eine  beliebige  Function  von 
X  annimmt 9   sie  in  Gleichung  10  einsetzt,   und  das  zugehörige  y  mittelst  Integration 


hersleUL    Ana  9  folgt  p  =  -  -  ifl  —  e»  —  e»  •  )>>,  und  somit  ist 

'q  =  -  e.»,.q ^ 


If  t  «  ö«  -  e2  .  p2 

Wenn  man  nun  fikr  p  und  q  die  Ausdrücke  in  Gleichong  VI  substituirt ,  und  zugleich 
die  (hinter  Gleichung  VI  gemachte)  Bemerkung  hinsichtlich  der  Zweideutigkeit  des 
Radicala  beachtet;  so  bekommt  man 

X)    ü'=p=L==.OJ-b).Cy-c) 

d.  h.  U'  ist  coBstant  bei  jedem  beliebigen  Werthe  des  x  und. bei  jeder  willkürlichen 
Function  s  von  x.    Mutirt  man  Gleichung  VIII  noch  einmal,  so  gibt  sich 
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ifü 


(ß  -h)  (y  -  c)    /      d^y    .    ^     <Wt\     /       «Wi  d«»y\ 


Dieser  Aoedrack  kann  aber  nicht  nnler  allen  Umständen  einerlei  Zeichen  behalten; 
und  man  erkennt,  dass  weder  ein  Maximnm-stand  noch  Minimam-stand  stattfindet 


Aufgabe    ISO. 

Bei  irgend  einer  rfiamlichen  Gurve  wird  in  den  zu  der  nach  Willkür  genommenen 
Abscisse  V  gehörigen'  Punkt  die  KrQmmungsebene  gelegt.  -  Hierauf  ßUlt  man  von^  zwei 
Irgendwo  im  Räume  festliegenden  Punkten  Perpendikel  ^  auf  die  Krummungsebene. 
Welche  unter  allen  auf  das  nemlicbe  rechtwinkelige  Goordinatensystem  bezogenen 
räumlichen  Gurven  hat  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Eigenschaft,  dass  das  Prodact 
dieser  beiden  Perpendikel  ein  Maximum-stand  oder  Minimnm-stand  wird? 

We^n  iiberhaupt  A  •  x'  +  By'  +  Gz'  +  E  =  0  die  Gleichung  einer  Ebene  ist, 
und  a,  b,  c  die  Goordihaten  eines  Punktes  im  Räume,  und  ay  ß,  y  die  Goordinaten 
eines  andern  Punktes  im  Raum^  sind;  so  sind  die  Entfernungen  beider  Pänkte  von 
jener  Ebene  gegeben  durch  die  Ausdrücke 

Aa  +  Bb  -h  Gc  +  E  Aa  +  B/?  +  Gy  4-  E 

r  A2  -h  B2  +  C2       "  If  A«  -h  B«  -h  G» 

Wenn  nun,  wie  gewöhnlich  p  statt  ^ ,  q  statt  j^,  p  statt  j-,  q  statt  j-^  gesetzt  wird; 

so  ist  die  Gleichung  der  Rriimmungsebene 

—  (^)q  —  pq)  .  X'  —  q  .  y'  H-  q  .  z'  —  [zq  —  yq  —  X  (<Mi  —  pq)]  =  0 
Es  ist  also  A   =  —   (pq  —  pq),   B  =  —  q,    G  =  +  q,    und  E  =  —  [zq  -—  ya 
—  X  (pq  —  pq)].    Die  Entfernung  des  Punktes  (a,  b,  c)  bis  zur  Krömmungsebene 
ist  also 

—  <»q  —  pq)-'  a  —  q  «  b  H-  q  '  c  —  [zq  —  yq .—  X  (pq  —  pq)] 

irq2  H-  q2  -h  (pq  -  pq)«  ^ 

und  die  Entfernung  des  Punktes  (a,  ß,  y)  bis  zur  Krömmungsebene  ist 

—  (pq  —  pq)  ' «  —  <t  -  /?  -H  q  '  y  —  [zq  —  yq  —  X  (pq  —  pq)] 

)f  q«  +  q2  4-  (pq  -  pq)« 
Die  Durchführung  der  Aufgabe  wird  vereinfacht,  wenn  man  die  Abscissenaxe  durch  die 
beiden  Punkte  (a,  b,  c)  un^  (a,  ß,  y)  legt;    dabei  ist  dann  b  =  0,  c  =  0,  /9  =  0, 
y  =  0,  und  die  beiden  letzten  Ausdrücke  reduciren  sich  auf 

(«  -  a)  •  (»q  -  pq)  -  (gq  -  yq)  ^^  (^^  -  «)  -  (»q  -  pq)  -  (»q  -  yq) 

Wq^  +  q«  +  (pq  -  pq)«  if q«  -h  q«  4-  (pq  -  pq)« 

Das  hier  in  Rede  stehende  Product  ist  also 

r.     ü_  [(x  -r  a)  -  (pq  -  pq)  -  (2q  -  yq)]  .  [(x  —  a)  (pq  -  pq)  ^  (tq  -  yq)] 
^        ^  q2  -h  q2  -h  (pq  —  pq)« 

Lässt  man  dieselbe  Allgemeinheit  geltep,   wie  beim  ersten  Falle  der  vorigen  Aa(|gabe, 
so  müssen  folgende  sechs  identische  Gleichungen. zugleich  staltfinden: 

10    [(2x  -  a  -  a)  .  (pq  -  pq)  -  2  (zq  -  yq)]  •  q  =  0 

UI)     [-  (2x  -  a  -  a)  .  (pq  -  pq)  4-  2  (zq  -  yq)]  -q  «  0 

IV)    [-2  (x  -  a)  (x  -  a)  (pq  -  pq)  4-  (2x  -  a  -  a)  (zq  -  yq)J  •  [q«  4-  q« 
+  (P^  —  Pq)^  •  q  -4-  a .  (pq  -  pq)  [(x  -  a)  (pq  -  pq) 

-  («q  -  yq)]  •  [(»  -  «)  (m  t  pO  -  («q  -  y<i)]  <»  =  ^ 

V)    [2  (X  -  a)  (X  -  a)  (pq  -  pq)  -  (2x  -  a  -  a)  (zq  -  yq)]  •  [q«  4-  q« 
-H  (»)q  -  pq)«]  •  q  -  2  (pq  -  pq)  [(x  -  a)  (pq  -  pq) 
-  (zq  -  yq)]  •  [(x  —  a)  (pq  -  pq)  —  (iq  -  yq)]  •  q  —  0 
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VI)    [2  (x  -  a)  (x  ~  a)  (»>q  -  pq)  .  *)  -  (2x  -  a  -  a)  (zq  -  yq)    ^j 

-  (2x  —  a  -  a)  (»jq  -  pq)  .  z  +  2x  («q  -  yq)]  .  [q«  +  q»  +  (j>q  -  pq)«] 

-  2  •  [q  -h  (j)q  —  pq)  •  p]  •  [(x  -  a)  fyq  —  pq) 

-  («q  -  y<i)]  •  [(x  —  «)  (^q  -  pO  -t  («q  —  y<r)]  =  o 

VIT)    [—  2  (x  -  a)  (X  ^  a)  (^jq  -  pq)  •  p  -h  (2x  -  a  -  a)  (zq  -  yq)  •  p 
H-  (2x  -  a  -  a)  (Dq  ~  pq)  .  y  -  2y  (zq  -  yq)]  .  [q2  -t-  q2  +  (jm,  -  pq)2] 
-  2  .  [q  ~  (joq  —  pq)  .  pj,  [(x  —  a)  (pq  -  pq) 

-  (*q  —  yO]  [(»  -  «)  frq  -  w)  -  («q  -  y<i)]  •=  o 

Erstens.    Alle  diese  Gleichangen  werden  erfüllt,  wenn  q  =  0  and  q  =  0.    Die 
gesochte  Corve  hat  also  die  Gleichangen 

y  =  gx  4-  f       und    z  «=  kx  H-  h 
d.  h.  die  gesochte  Garve  ist  die  grade  Linie  im  Ranme.    Hier  wird  U'  =  ^,   d.  h.  an- 

bestimmt,  and  qian  hat  wieder  das  nemliche  Resultat,  wie  beim  ersten  Falle  der  vori- 
gen Angabe.    (Man  vergleiche  die  dort  befindliche  Anmerkung.) 

Zweitens.    Alle  diese  Gleichungen  werden  aber  auch  erfüllt,  wenn  gleichzeitig 
pq  _  pq  =  0       and    zq  —  yq  =  0 
alaltfiiidet.    Eliminirt  man  q  ans  diesen  Gleichungen,   so  HUlt  auch  q  Weg»   und  man 

bekommt  -  «»  ^,  woraus  z  =:  ky  folgt,    und  wo  y  eine  ganz  beliebige  Function  i^on  x 

ist.  Dieses  ist  aber  die  Gieichong  einer  Ebene,  welche  in  der  Abscisdenaxe  liegt  and 
«of  der  Cpordinatenebene  YZ  senkrecht  steht.  Jede  beliebige  Gurve ,  welche  In  dieser 
Ebene  liegt,  entspricht  also  der  Aofgabe;  und  jederzeit  ist  U'  »  0. .  Ob  aber  ein  IIa- 
ximam-stand  oder  ein  Minimam-stand  oder- keiner  von  beiden  stattfindet,  wird  sich  an 
dem  Motaüonscoefficient  der  zweiten  Ordnung  erweisen. 


Aufgabe  121. 

Man  soll  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Gbordinatensystem  bezogenen 
riumlichen  Curven,  deren  Krümmungsebenen  beständig  einer  festen  Graden  parallel 
bleiben,  diejenige  heraussuchen,  welche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  so  beschaffen  ist, 
dass,  wenn  man  ihren  zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  x  gehörigen 
Ponkt  nimmt,  wenn  man  dann  in  diesen  Punkt  die  RrümmuOgsebene  legt,  und  wenn 
man  hierauf  ans  zwei  festen  Punkten  der  Axe  Y  und  ebenso  aus  iswei  festen  Punkten 
der  Axe  Z  senkrechte  Ebenen  errichtet,  das  dadurch  auf  der  Krümmungsebene  be- 
gränzte  Parallelogramm  grösser  oder  kleiner  wird,  als  es  bei  derselben  Abscisse  x  von 
allen  andern  Carven,  welche  nicht  nur 

a)  '.der  gesuchten  Curve  Stetsfort  nSchstanliegen,  sondern  auch 
ß)    der  oben  gestellten  Bedingung  genügen, 
gemacht  werden  kann. 

Es  sei  di^  Gleichung  einer  Ebene 

I)    A  .  z*'  -h  B  .  y'  -h  C  .  x'  -+-  E  =  0 
ond  die  Gleichungen  einer  Graden  seien 

II)    z''  =  Sl .  X"  H-  6,         und      III)    y"  «  »  •  x"  -f^  ö 

Der  Winkel,    welchen  die  Ebene  mi(  der^Gradcfn  bildet,   hat  bekanntlich  einen  Sinus, 
welcher  gegeben  ist  durch 

A    g  H-  B    »  -h  C 

(r A2  +  B»  -h  c«) .  (r  1  4-  «2  4-  ©2) 

fo  dem  Falle,    dass  Linie  und  Ebene  miteinander  parallel  sind,   ist  dieser  Sinus  Null, 

d.  h.  es  ist 

IV)    A.»  +  B.e  +  C=:0 
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Die  Gleichoog  der  RrüminuDgsebene  im  AUgemeineo  ist 

V)    q  •  I'  —  q  •  y'  —  (>)q  -  p<j)  .  X'  —  [qz  —  q  .  y  -  (»)q  —  pq)  .  i]  '=  0 
Es  ist  also  A  =  +  q,  'B  =  ~  q,  G  =  —  (^q  —  pq);  und  Gleichoog  iV  geht  Aber  io 

VI)  a  .  q  -  «  •  q  -  (jjq  -  pq)  =  0 
Jede  r&omliche  Cörve,  dorch  irelche  diese  Differentialgleichoog  der  zweiteo  Ordnong 
identisch  wird^  hat  die  Eigenschaft,  dass  alle  ihre  Krümmongsebeoen  mit  der  dorch 
die  Gleichongen  II  ond  III  gegebenen  Graden  parallel  sind ;  ond  wenn  man  diese  Glei- 
chong,  weiche,  weil  y,  i,  p,  p,  q,  q  Fonctionen  von  t  sind,  eine  totale  Differeatial- 
gleiehong  ist,  integriren  will;  so  wird  maA  am  besten  verfahren,  zun&chst  p  als  Func- 
tion von  p  zo  behandeln.  Nun  ist  q  :^  -p  =  -p  •  -p  =  -p  •  q ;  ond  dabei  geht  Glei- 
chong  VI  fiber  in  , 

(«^».g^,H.p.|).q-0 

Daraus  folgt  a-».j2^pH.p.g=0,oder  ^-^  ^  ^^r»  •  «^«^  ist  (p  -  «0 

=  n  •  (p  —.8),  ond  p  =  n*p-h(ll--n*  IB).    Daraus  folgt  endlich 

Vn)  z  —  n-y+C«  —  n-»)-x  +  m 
Hier  sind  n  ond  m  noch  zwei  wiilkOrliche  Coostaaten,  aber  2C  ond  9  sind  aus  deo 
Gleichungen^  II  und  III  bekannt.  Jede  beliebige  auf  der  durch  Gleichung  VII  darge- 
stellten Eben^  befindliche  Curve  hat  also  die  Eigenschaft»  dass  ihre  KrfkmmungsebeneD 
mit  der  durch  II  und  III  darstellten  Graden  parallel  laufen.  Da  femer  zwischen  x, 
y,  z  nur  eine  einzige  Gleichung  stattfindet,  so  kann  man  ftkr  y  jede  beliebige  Function 
nehmen,  und  indem  man  sie  in  Gleichung  VII  einsetzt,  ergibt  sich  die  entsprechende 
Function  z  von  x.    Die  Aufgabe  Ist  also  jetzt  folgende :  Es  soll  (nach  der  119*'''  Aufgabe) 

VIII)  u^iß^^).(y^c).*^:±:^^^^^ 

^  ^        ^   ^^       ^  pq  —  pq 

ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  werden,  während  die  ftir  y  und  z  zu  suchenden 
Functionen  solche  zusammengehörige  sein  müssen,  dass  dabei  Gleichung  VI  identisch 
wird. 

Man  Ähre  die  Aufgabe  in  der  Weise  durch,  dass  z  als  mittelbar  mutabel  behandelt 
wird. 

Man  kommt  hier  am  leichtesten  ans  Ziel,  wenn  man  das  mittelbar  mutable  Elemeol 
schon  vor  dem  Motiren  eliminirt.  Aus  VII  folgt  p  ==  n  -  p  +  (^  —  di®)  i  ^^^  q  =  n  •  q  ; 
Gleichung  VIII  geht  also  über  in 

In  diesem  Ausdrucke  ist,  wie  man  sieht,  n  das  einzige  veränderliche  Element,  und 
zwar  ein  solches,  welches  nur  Werthänderungen  erleiden  kann.  Differentiirt  man  nun 
nach  n,  so  bekommt  man 

X)     ^=0,-.b)(y-c) y^-^^ 

^     dn         ^         ^   ^'^  (a  -  n^y  .  n  -f-  n«  -h  («  -  n»)« 

Aus   -=—  =  0  folgt  n  =  —  -=- ;  und  Gleichung  VII  geht  über  in 
dn  ^ 

XI)    «z  4-  «y  —  («» -4-  «2)  -^  =  m 
wo  m  ein  noch  ganz  willkfiriicher  Co^nstanter  ist.    Die  Richtung  der  durch  XI  darge- 
stellten Ebene  erkennt  man  aber  auf  folgende  Weise : 

Die  in  YZ  liegende  Spur  dieser  Ebene  hat  die  Gleichung 

XII)    z--^.y-h-, 

und  die  durch  II  und  III  dargestellte  Gr^ide  hat  eine  in  YZ  liegende  Projection  mit  der 
Gleichung 
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xHo  ,'-|.r4-?-^-«'® 


VerUbigerl  man  die  durch  XII  and  XIII  dargestellteo  Linien ,  bis  sie  sich  schneiden , 
so  sieben  sie  senkrechl  aafeinander.  Um  also  die  Richtung  der  durch  XI  gegebenen 
Ebene  zu  bestimmen,  lege  man  in  die  gegebene  Grade  eine  auf  der  Goordinatenebene 
YZ  seokrecbte  Ebene ;  dann  ist  die  durch  XI  dargestellte  Ebene  eine  solche ,  welche  sowohl 
auf  letzterer  senkrecht  steht,  als  auch  mit  der  gegebenen  Graden  parallel  läuft  Aber  eben 
weil  das  Element  m  willkürlich  ist,  so  kann  die  gesuchte  Ebene  in  jeder  beliebigen 
Weite  TOD  der  gegebenen  Graden  genommen  werden.  Alle  diese  Ebenen  sind  aber 
«ntereinander  parallel,  nnd  jede  liefert  für  das  auf  vorgeschriebene  Weise  begränzte 
Paralielogramm'  die  nemliche  Grösse.  Es  muss  sich  also  fQr  U  ein  conslanter  Werth 
ergeben,  wie  man  noch  auf  analytischem  Wege  nachweisen  kann.    Aus  ll  folgt  nemlich 

p  =  —-=••  p  H = — ,  nnd  q  =  —  ■=-  •  q ;  und  somit  geht  Gleichung  VIII  über  in 


XIV)  .  ü' -  (/?  -  b)  .  (y^c)  .  I^^IJ 


«2   -+-   »2 

and  wenn  man  Gleichung  X  noch  ejnmal  differentiirt,  und  hierauf  für  a  den  Werth 
einfahrt ;  so  bekommt  man 

Die  für  U'  und  -r-^^  hergestellten  Ausdrücke  habed  das  Radical  als  gemeinschafllfchen 

Factor.  Nnn  soll  (nach  der  hinter  Gleichung  VI  der  119*'*'  Aufgabe  gemachten  Be- 
merkung) der  Ausdruck  U  positiv  sein,  qnd  dieses  ist  hier  der  Fall,  wenn  man*  dem 
Radical  seine  positive  Bedeutung  beilegt.  Dabei  wird  auch  ^U  positiv,  und  es  findet 
ein  Minimam-stand  statt,  während  von  einer  secundären  Beiiehung  keine  Rede  sein  kann. 


Aufgabe   122. 

Man  soll  anter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinatensystem  bezogenen 
räumlichen  Carven^  deren  Krümmungsebenen  alle  durch  den  nemlichen  Punkt  (g,  h,  k) 
geben,  diejenige  heraussochen,  welche  in  ihrer  ganzen  Ausdehoung  so  beschaffen  ist, 
dass,  wenn  man  ihren  zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Absbisse  il  gehörigen 
Punkt  nimmt,  wenn  man  dann  in  diesen  Punkt  die  Krümmungsebene  legt,  und  wenn 
man  hierauf  aus  zwei  festen  Punklen  (a,  b,  c)  nnd  (a,  ß,  y)  auf  diese  Krümmungs- 
ebene Perpendikel  fällt,  das  Product  dieser  Perpendikel  grösser  oder  kleiner  ist,  als 
es  bei  derselben  Abscisse  x  von  allen  andern  Gurven ,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesachten  Corvo  stetsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 

0)    der  oben  gestellten'  Bedingung  genügen ,    . 
gemacht  werden  kann. 

Die  Gleichung  der  dorch  den  Punkt  (g,  h,  k)  gehenden  Krümmungsebene  ist 
I)  (k  —  z)  .  q  —  (h  -  y)  .  q  —  (g  —  x)  .  (pq  -  pq)  «  0 
Jede  räamliche  Curve,  durch  welche  diese  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung 
identisch  wird,  hat  die  Eigenschaft,  dass  aHe  ihre  Krümmungsebenen  durch  den  festen 
Punkt  (g,  h,  k)  gehen;  und  wenn  man  diese  Gleichung,  welche,  weil  y,  z,  p,  p,  q,  q 
Functionen  von  x  sind,  eirfe  totale  DiHerentialgleichung  ist,  integrirt;  so  bekommt  man 
als  vollständige  Integralgleichung 

II)    (z  —  k)  •  m  4-  Cy  —  h)  •  n  —  X  —  g 
wo  m  ond  n  zwei  ganz  willkürliche  Constanten  sind.    Jede  beliebige  auf  der  durch 
Gleiehong  II  dargestellten  Ebene  beQndliche    Curve  hat   also  die  Eigenschaft,   dass 
ihre  KrOmmongsebenen  durc^  den  festen  Punkt  (g,  h,  k)  gehen.    Da  ferner  zwischen 
I,  y,  z  nar  eine  einzige  Gleiehong  stattfindet«   so  kann  man  für  y  jede  beliebige 
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Function  nehmen;  and  indem  man  gie  in  II  einsetzt,  ergibt  sich  die  entspreebende 
Function  z  von  x.  Die  Durchführung  der  Aufgabe  wird  vereinfacht,  wenn  man  die 
Abscissenaxe  selbst  in  die  Punkte  (a,  b,  c)  und  (<¥,  /?,  y)  legt;  denn  dabei  ist  b  =  0, 
c  =  0,  /}  =  0,  y  =  0.  Die  Aufgabe  ist  also  jetzt  folgende:  Es  soll  (nach  der  120^*" 
Aufgabe) 

ein  Malimum-stand  oder  Minimum-stand  werden ,  während  die  för  y  und  z  zu  socheo- 
den  Functionen  solche  zusammengehörige  sein  mtissen,  dass  dabei  Gleichung  I  iden- 
tisch wird. 

Man  kommt  auch  hier  am  bequemsten  ans  Ziel,   wenn  das  mittelbar  mutable  Ele- 
ment schon  sot  dem  MuÜren  eliminirt  wird.    Aus  II  folgt  nach  und  nach 
rtrv  D  ,1  ,    mk  -h  nh  —  g 

rv)  z  = «yH — -xH ? 

mm  m 

— ^  n 

VI)    <.=  --. q 

Führt  man  diese  Ausdrücke  In  III  ein,   so  bekommt  man  nach  gehörigen  Rednctionen 

VH)     U  ==  ["'^  +  nh  ^  (g  ~  a)]  .  [mk  +  nh  -  (g  ~-  aj\ 
^  1  -h  m*  -t-  n« 

^In  diesem  Ausdrucke  sind,  wie  man  sieht,  m  und  n  die  einzigen  veränderlichen  Ele- 
mente, und  zwar  solche,  welche  nur  Werthänderungen,  erleiden  können.  Diflerentiirt 
man  nun  nach  m  and  nach  n,  so  bekommt  man  folgende  zwei  partiellen  Differential- 
qaotienten 

( (2mk  4-  2nh  —  2g  -+-  a  4-  a)  .  (I  -h  m^  -h  n«)  .  k) 
dmü  _  I  -p  2m  «  (mk  -h  nh  --  g  -I-  a)  »  (mk  -j-  rih  —  g  -4-  a) ) 
dm  "**  (1  4-  m2  -h  n^)« 

and 

((2mk  -f  2nh  -  «g  -f  a  H-  a)  .  0  -h  m»  -h  n^  .  h) 
dpü  ( —  2n  -  (mk  -h  nh  —  g  -t-  a)  »  (mk  +  nh  —  g  +  a) } 
dn  —  (1  +  m«  4-  n»)« 

Man  setze  --p-  =  0  and  -~  «  o,  so  bekommt  man  folgende  zwei  Gleichungen 

VIU)    (2mk  +  2nh  —  2g  +  a  +  o)  *  (1  -h  m^  4-  n')  •  h 
=  2m  (mk  4-  nh  —  g  4-  a)  (mk  4-  nh  —  g  4-  «) 
IX)    (2mk  +  2nh  —  2g  4-  a  +  a)  (1  4-  mS  +  nO  •  k 
=  2n  (mk  -h  nh  —  g  4-  a)  (mk  4-  nh  —  g  +  a) 

Dividirt  man  beide  Gleichungen  ineinander;  so  bekommt  man  r-  »  — ;  oad  daraus  folgt 

X)     n  =  j^  •  m 

Eliminirt  man  n  aus  VIO  oder  IX ,  so  bekommt  man 

XI)    m  =  

-     (g-a)(g-~a)-(hg4-kg)±r^g^a-a)':(hM-kg)4-r(hg4-kg)>~(g^a)(g-a)P 

(%-a-a).(h«  +  k2)  ^ 

und  Gleichung  X  geht  über  in 

XD)    n  = 

,,    (g-a)(g-a)-(hg4-kg>±r(2g-~a-a)g.(hg-Hkg)4-[(hg+kg)-(g-a)(g->a)P 

(2g-  a  -  a)..(h«  4-  kO 
Bei  den  Doppelzeichen  gehören  die  oberen  zusamiAen,  und  ebenso  die  unteren.   Indem 
man  diese  für  m  und  n  gefundenen  Werthe  id  II  einsetzt,  kekommt  man  eine  vollkommen 
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bestimmte  Gleichong  för  eine  dorcb  den  Punkt  (g,  h,  k)  gehende  Ebene;  and  jede  in 
dieser  Ebene  befindliche  Cnrve  hat  die  Eigenschaft,  dass  das  in  der  Aufgabe  vorge- 
sehriebeoe  Prodoct,  je  nachdem  man  bei  den  Doppelzeichen  entweder  nor  die  oberen 
oder  nur  die  nntern  gelten  lässt,  grösser  oder  kleiner  wird,  als  bei  allen  andern  durch 
den  Fonkt  (g,  h,  k)  gehenden  und  der  Richtung  der  gesuchten  Ebene  sich  zunächst 
annihemden  Nachbarebenen  der  Fall  sein  kann.  Auch  ist  besagtes  Product  constant 
bei  jeder  beliebigen .  Function  y  von  x  und  bei  jedem  Werthe  des  x,  so  dass  von  einer 
secnndaren  Beziehung  keine  Rede  sein  kann. 


A  ufgabe    123. 

Man  legt  in  den  zu  irgend  einer  nach  Belieben  genommenen  Abscisse  x  gehörigen 
Ponkl  einer  rSumlichen  Gurve  die  KrQmmungsebene.  Ihre  in  den  drei  Coordlnaten- 
ebenen  liegenden  Spuren  schliessen  mit  den  Goordinatenazen  Dreiecke  ein.  Welche 
unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Goordinatensystem  bezogenen  räumlichen  Gurven 
M  es  nun,  wenn  die  Summe  dieser  drei  Dreiecke  grösser  oder  kleiner  ist,  als  bei  den 
zo  der  nemlichen  Abscisse  z  gehörigen  Krfimmungsebenen  aller  andern  der  gesuchten 
Carve  in  jedem  Punkte  nächstanliegenden  Nachbarcurven  der  Fall  sein  kapn  ? 

Die  Gleichung  der  Rrfimmungsebene  ist  bekanntlich 

0  («'  -  0  •  q  -  (y'  -  y)  •  <i  -  (^'  -  «)  •  tw  -  p<»)  =  o 

wo  x',  y%  z'  die  Goordinaten  der  Krummungsebene,  und  x^  y,  z  die  Goordinaten  des 
Punktes  der  gesuchten  Gurve  sind,  wo  man  grade  die  KrQmmungsebene  hinlegt. 

Da,  wo  die  Axe  X  von  der  Kr&mmungsebene  geschnitten  wird,  ist  y'  "»  0  und 
z'  Ol  0 ;  und  somit  ist  fOr  diesen  Fall 

in    X-  =  -h  z  ■  (yq  -  pq)  -  z  ■  q  -(:  y  '  q 

/  pq  —  pq 

Da,  wo  die  Axe  Y  von  der  KrQmmungsebene  geschnitten  wird,  ist  x'  ■»  Ound  z'  =  0; 
und  somit  ist  f&r  diesen  Fall 

ui)  y'  =  +  » •  frq  -  pQ  -  "  q  +  y  ■  <i 

Da,  wo  die  Axe  Z  von  der  Krümmungsebene  geschnitten  wird,  ist  x'  =  0  und  y'  =0; 
und  somit  ist  für  diesen  Fall 

iy\     z'  =  —  X  .  (»q  —  pq)  —  z  »  q  4-  y  » q 

Die  Summe  der  drei  auf  vorgeschfiebene  Weise  begränzten  Dreiecke  ist  also 

ü  =  i.x-.y'   -f- J.;c'.z'  -+-  g-y'z' 

Wenn  man  nnn  lür  z',  y^  z*  die  AusdrQcke  einsetzt»   und  gehörig  vereinfacht,   so  be- 
kommt man 

V)    U  =:  1  .  ^  -  ^  "7/^  "  P^>  .  (X  .  (pq  -  pq)  ^  z  ■  q  -h  y  ■  qy 

Die  Aoli^be  ist  also,  für  y  und  z  solche  Functionen  von  x  zu  finden,  dass  U  ein  Ma- 
limom-^tand  oder  Minimum-stand  wird* 
Alles  Weitere  wie  gewöhnlich. 


Aufgabe   124. 

Man  hat  bei  emer  räumlichen  Gurve  in  den  zur  Abscisse  x  gehörigen  Punkt  die 
Krftmmungsebene  gelegt.  Hierauf  hat  man  in  zwei  festen  Punkten  der  Abscissenaxe 
senkrechte  Ebenen  errichtet,  von  welchen  die  KrQmmungsebene  geschnitten  wird.  Eine 
jede  der  dadurch  entstandenen  zwei  Durchschnittslinien  wird  von  den  Goordinatenebenen 

11.  21 
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XY  und  XZ  begränzt.  Bei  welcher  anler  alleo  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Ooordioa- 
lensystem  belogenen  räumlichen  Gnrven  wird  das  Prodnct  der  auf  besagte  Weise  be- 
gränzten  Längen  dieser  beiden  Durchschnittsiinien  ein  Maximum-stand  oder  Miniamm- 
stand  ? 

Die  Gleichung  der  Krummungsebene  ist 

I)    (2'  ~  z)  .  q  -  (y-  -  y)  .  d  -  (i'  ~  x)  •  (pq  -  pq)  =  0 
Der  in  der  Abscissenaxe  gelegene  Punkt,  wo  man  die  erste  senkrechte  Ebene  errichtet, 
habe  die  Abscisse  a;    der  in  der  Abscissenaxe  gelegene  Punkt,    wo  man  die  zweite 
senkrechte  Ebene  errichtet,  habe  die  Abscisse  a. 

Die  Projectionen  des  zur  Abscisse  a  gehörigen  Schnittes  sind 

II)  y;  =  -  -  .  [(a  —  x)  .  (pq  -  pq)  4-  zq  ~  yq] 

und 

III)  z;  =  -H  -  .  [(a  -  x)  .  ())q  -  pq)  H-  zq  -  y  .  q] 

Die  Länge  dieses  Schnittes  ist  also 


r 


yf  "^  ^f  =  ip-i  •  K*  "■  *^  ^^"^ ""  P^^  +  ^q  -  y<i]  •  ^^'  rh  <c 


q 

Die  Projectionen  des  zur  Abscisse  a  gehörigen  Schnittes  sind  aber 

IV)  y2  =  -  -  .  [(a  ~  x)  (pq  -  pq)  -f  zq  -  yq] 

V)  2,;,  =  +  -  .  [(a  —  x)  (pq  —  pq)  +  zq  -  yq] 
Die  Länge  dieses  Schnittes  ist  also 


r 


z^  +  y^^  «  -i-  .  [(«  -  x)  (pq  ~  pq)  -H  zq  -  yq]  •  if  q»  +  q? 


q.  q 
Sonach  ist  das  Product  dieser  beiden  Schnitte 

^'^    ^  =  V^  '  [(a-  »)  •  (W~P  •  O  +  zq-yq]  •  [(«  -x)  ..(pq-  pq)  -f-  zq  -  yq] 

Die  Aufgabe  ist  also  jetzt,  fikr  y  und  z  solche  Functionen  zu  suchen,  dass  dabei  U  ein 
Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird. 
Alles  Weitere  wie  gewöhnlich. 

A  n  f  g  a  b  e   125. 

Man  hat  bei  einer  räiumficben  Curve  in  den  zur  Abscisse  x  gehörigen  Punkt  die 
Rrftmmungsebene  gelegt  Hierauf  hat  man  in  zwei  festen  Punk'ten  der  Abscissenaxe 
senkrechte  Ebenen  errichtet,  von  welchen  die  Krummungsebene  geschnitten  wird.  Diese 
zwei  Durchschnittslinien  und  die  in  den  Goordinatenebenen  XY  und  XZ  liegenden  Spuren 
der  Krömmungsebene  schliessen  ein  Trapez  ein.  Welche  räumliche  Curve  ist  es  nun, 
wenn  dieses  Trapez  ein  Maximum-stand  oder  Minimum*stand  ist? 

Es  sei  (fig.  24)  die  Krümmungsebene  gegeben  durch  ihre  Spuren  P'QP.  Die  in 
festen  Punkten  r  und  t  senkrecht  gestellten  Ebenen  seien  gegeben  durch  die  Spuren 
Vr,  rR,  und  Wt,  tT.  Das  hier  in  Rede  stehende  Trapez  ist  aber  gegeben  durch  seine 
Projectionen  YrtW  und  RrtT.  Es  sei  die  Abscisse  Or  =  a  und  die  Abscisse  Ot  =  a; 
so  ist 

rV  =   -  -  .  [(a  -  i)  .  (pq  —  pq)  +  zq  -  yq] 


rR  =  -+-  -  •  [(a  —  i>  •  (pq  -  pq)  -h  zq  —  yq] 
IW  =  -  -  .  [(a  —  x)  .  (pq  —  pq)  4-  zq  ~'  yq] 
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tT   —   -H  -  .  [(a  —  x)  .  (pq  —  pq)  +  zq  —  yq] 


q 

Die  Projeetion  VrlW  hat  also  deo  Inhalt 

0     ?^:tJW.rt„«fLZli.l.[(a  +  a-2x)(pq-pq)+  . 

Die  ProjecUon  RrtT  aber  hat  den  Inhalt 

II)    ÜL^JJ.rt-  +  2LZJ?.1  .[(a  +  «  -  2i)<H  -  pq)  4-  2iq  ~2yq] 

Die  dritte,  d.  h.  in  der  Goordinatenebene  YZ  gelegene  Projeetion ,    wenn  sie  umgelegt 
wird,  ist  v''w*'l"r'',  and  hat  den  Inhalt  =  Dreieck  Ov^'r"  —  Dreieck  Ow''t'',   oder 
Of '' .  Or'-         Ow'' .  Ot''      ^      rV  .  rR        tW  .  tT        . 
g 2 '  """^  ~2 2~  '  '^'''^ 

g—  [—  ((a  —  1}  q>q  —  pq)  +  Bq  —  yqy  -h  (ia  —  i)  (pq  ir  pq)  +  iq  —  yq)»] 
oder 

UI)      ^^•nrr'-  t("  -h  a  -  2i)  (pq  -  pq)  4-  22q  -  2yq] 
Nach  dem  Satxe 

„Das  Qaadrat  jeder  ebenen  Flgar  ist  gleich  der  Samme  der  Quadrate- ihrer  auf 
„die  drei  Goordinalenebeneo  projicirten  Figuren '* 
bekommt  man  fOr  den  Inhalt  des  gesuchten  Trapezes: 

IV)     ü=?^.^.[(a-ha-2i).(pq-pq) 


H-  2zq  -  2yq]  .  Ifq*  +  q«  -h  (pq  -  pq)« 
ood  die  Aufgabe  ist  jetzt,  für  y  und  z  solche  Functionen  von  x  zu  suchen,  dass  dabei 
r  ein  Maximnm-sland  oder  Minimum-stand  wird. 

Alles  Weitere  wie  gewöhnlich.  Namentlich  ist  zu  bemerken,  dass  man,  sobald  die 
gesuchte  Curve^  gefunden  ist,  dem  Radical  diejenige  Bedeutung  beilegt,  wobei  U  posi- 
tiv wird. 


A  u  f  g  a  b  e    126. 

Man  sucht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  bezogene  rjlumliche 
Corvo.  Man  zieht  in  ihrem  zu  einer  nach  ffelieben  gewählten  Abscisse  x  gehörigen 
Paukte  eine  Beruhrungslinie,  und  errichtet  in  zwei  festen  Punkten  irgend  einer  gege» 
benen  Graden  senkrechte  Ebenen.  In  jeder  dieser  Ebenen  hat  sowohl  die  Curve  selbst 
als  auch  die  Beröhrungslinie  einen  Dorchgaugspunkl.  Man  nimmt  die  Entfernung  der 
beiden  in  der  ersten  Ebene  befindlichen  Durchgangspnokte,  und  ebenao  die  Entferaung 
der  beiden  in  der  zweiten  Ebene  befindlichen  Durchgangspunkte.  Welche  Curve  ist  es 
DOtt ,  wenn  sie  in  dem  zu  der  grade  genommenen  Abscisse  x  gehörigen  Punkte  (also 
in  jedem  ihrer  Punkte)  die  Eigenschaft  hat,  dass  das  Prodoct  dieser  beiden  Entfer- 
nungen grösser  oder  kleiner  ist«  als  bei  den  zu  der  nemlichen  Abscisse  x  gehörigen 
Punkten  aller  andern  der  gesuchten  Curve  Stetsfort  nächstanliegenden  Nachbarcurven 
der  Fall  sein  kann  ? 

Die  Durchluhrung  der  Aufgabe  wird  vereinfacht,  wenn  man  die  gegebene  Grade 
logleich  als  Abscissenaxe  annimmt  Derjenige  feste  Punkt,  wo  man  die  erste  senk- 
rechte Eigene  errichtet,  habe  die  Abscisse  a;  und  derjenige  feste  Punkt,  wo  man  die 
zweite  senkrechte  Ebene  errichtet,  habe  die  Abscisse  o.  Die  Coordinaten  der  gesuch- 
ten Curve  seien  x,  y,  z,  und  die  Coordinatem  der  Berührenden  seien  x^  y^  z^  Die 
Gleichungen  der  zu  einer  räumlichen  Curve  gehörenden  Berährenden  sind  bekanntlich 
y'  —  y  =  (x'  —  x)  .  p,    und     z'  —  z  «»^  (x'  —  i)  •  p 


•der 


y'  =  y  -^  (x*  —  x)  .  p,    und  z'  «•  z  4-  (x*  —  x)  •  ^> 
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Die  EntrerouDg  iweier  im  Raome  befindlicher  Punkte  (A,  B,  G)  and  (A',  B^,  CO  ist 
bekanntlich  gegeben  durch 

I)    if (A  -  Ay  +  (B  —  By  4-  (c  -  cy 

Da  derjenige  in  der  Abscissenaxe  liegende  feste  Punkt,  wo  man  die  erste  senkrechte 
Ebene  errichtet,  die  Abscisse  a  hat;  so  hat  der  in  dieser  Ebene  gelegene  Durchgangs- 
punkt  der  Gurve  die  Ordinalen  y.  und  z.,  und  der  in  dieser  Ebene  gelegene  Darch> 
gangspunkt  der  Berührenden  hat  die  Ordinalen  y^  oder  (y  +  (a  —  x)  *  p)i  and  z'^ 
oder  (z  +  (a  —  x)  •  p).  Schaut  man  auf  den  Ausdruck  I  zurQck,  und  vergleicht  man 
ihn  mit  den  Goordinaten  der  beiden  Dnrchgangspunkte ;  so  erkennt  man,  dass  A  =  A' 
=  a,  B'  =  ya,  B  =  (y  -+-  (a  —  X)  •  p) ,  G'  =  z»,  und  G  =  (z  +  (a  —  x)  • »));  und 
der  Ausdruck  1  geht  Ober  in 

II)  )^(y  —  y.  4-  (a  —  1)  •  p)2  +  (z  —  z,  -h  (a  —  X)  •  py 

Da  derjenige  in  der  Abscissenaxe  liegende  feste  Punkt,  wo  man  die  zweite  senkrechte 
Ebene  errichtet,  die  AJ>scisse  a  hat;  so  hat  der  in  dieser  Ebene  gelegene  Durchgangs- 
punkt der  Gurve  die  Ordinalen  y^  und  z^ ,  und  der  in  dieser  Ebene  gelegene  Durch- 
gangspunkt  der  Berührenden  hat  die  Ordinalen  y^  oder  (y  H-  (a  — x)  •  p),  und  z^  oder 
(z  -f-  (a  —  X)  •  p).  Schaut  man  wieder  auf  den  Ausdruck  I  zurück,  und  vergleicht  man 
ihn  mit  den  Goordinaten  der  beiden  Durchgangspunkle,  so  erkennt  man,  dass  A  =  A' 
«.  a,  B'  =  y«,  B  =  (y  -^  (a  -  x)  •  p),  G'  =  z«,  und  G  =«  (z  -f-  (a  —  x)  •» ;  und 
der  Ausdruck  I  gehl  über  in 

III)  t{y  -  y«  -+-  (a  —  X)  .  p)«  -|-  (z  —  z«  -h  (a  —  x)  •  p)« 

Erst  wenn  die  gesuchte  Gurve  gefunden  ist,  kann  man  beurtheilen,  ob  die  beiden  (in 
II  und  III  befindlichen)  Radicale  gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  d.h. 
ob  das  in  Rede  siehende  Product  selbst  positiv  oder  negativ  ist.  Es  ist  aber  bequem, 
wenn  man  vorerst  für  dieses  Product 

/ IV)    ü  = 

(yd)  •  »^[(y-y.H-fa-x)p)2-h(z-z.-Ka-x)p)2]  .  [(y-ya  +  (a-x)p)2  +  (z-ZaH-(a-.x)p)2] 

setzt,  und  die  Zweideutigkeit  des  Productes  durch  den  Factor  (iTT)  bemerkbar  macht 
Alles  Weitere  wie  gewöhnlich. 

Aufgabe  127. 

Man  sucht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  Goordinatensystem  bezogene  räumliche 
Gurve.  Man  legt  in  ihren  zu  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  x  gehörigen 
Punkt  die  Normalebene.  Von  zwei  zu  den  festen  Abscissen  a  und  a  gehörigen  Punklen 
der  gesuchten  Gurve  fällt  man  Perpendikel  auf  diese  Normalebene.  Welche  räumliche 
Gurve  hat  aber  -in  dem  zu  der  grade  genommenen  Abscisse  x  gehörigen  Punkte  die 
Eigenschaft,  dass  das  Product  beider  Perpendikel  grösser  oder  kleiner  wird,  als  bei 
den  zu  der  nemlichen  Abscisse  x  gehörigen  Punkten  aller  andern  auf  dasselbe  recht- 
winkelige Goordinatensystem  bezogen^  und  der  gesuchten  Gurve  stetsfort  nächstanlie- 
genden  Nachbarcurven  der  Fall  sein  kann? 

Die  Gleichung  irgend  einer  Ebene  sei 

0    A  .  X''  +  B  .  y''  4-  G  .  z''  -*-  E  =  0 
so  ist  die  senkrechte  Entfernung  irgend  eines  Punktes  (n,  m,  k)  von  dieser  Ebene  ge- 
geben durch  *^ 
-•        A-n-j-B'm-4-G»k-^E 

^  If  Ä2  H-  ß2  -h  G2 

Die  Gleichung  der  Normalebene  einer  räumlichen  Gurve  ist  bekanntlich  (x''  —  x)  + 
(y''  —  y)  •  P  +  0^'*  —  z)  •  »>  =  0,  oder 

nO    x''  -h  p  .  y''  -^  »)  .  z"  -  (x  +  py  -h  »)z)  =  0 
Der  Punkt  der  gesuchten  Gurve,    dessen  Abscisse  =  a,   hat  die  Ordinalen  y«  und  z«; 
dieses  Punktes  senkrechte  Entfernung  von  der  Normaiebene  ist  also 
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IV) 


«  -H  P  *  Ya  "h  »  -  g«  —  (»  .+  py  +  »z) 


r  I   -h  p2  -♦-  ^ 

Der  Punkt  der  gesochteo  Conre,  desseo  Abscisse  =^  a,  hat  die  Ordioaten  ^a    ^^^  ^a  ? 
dieses  Ponktes  senkredite  EotferoaDg  von  der  Normalebene  ist  also 

«  -»-  p  »yg  +  p  -  zg  —  (i  +  py  +  z») 

n  +  p2  -h  p« 

Das  hier  in  Rede  stehende  Prodoct  ist  also : 

_[a-l-p-y,H-»-z,-~(x-hpy-h^z)]  »[a  +  p»yg  -h  ^  -  z«  -  (x  +  py -h  »z)] 

Alles  Wdtere  wie  gewöhoUch. 


A  u  r  g  a  b  e  128. 

Man  sacht  eioe  auf  ein  rechtwinkeliges  Goordinatensystem  bezogene  räamliche 
Carre.  Man  legt  in  ihren  zur  Abscisse  a  gehörigen  Punkt  die  Normalebene ,  and  ebenso 
legt  man  in  ihren  zar  Abscisse  a  gehörigen  Paokt  die  Normalebene.  Von  ihrem  za 
einer  nach  Belieben  gewähltea  Abscisse  x  gehörigen  Pankte  lallt  man  Perpendikel  aaf 
diese  beiden  Normalebeoen.  Welche  räamliche  Carve  ist  es  aber,  wenn  das  Prodoct 
beider  Perpendikel  grösser  oder  kleiner  ist,  als  bei  allen  andern  der  gesachten  Curve 
slelsfort  nächslanliegenden  Nachbarcarven  der  Fall  sein  kann? 

Die  zar  Abscisse  a  gehörige  Normalebene  hat  die  Gleichang" 

1)    X"  H-p.y"  +  P.Z"-  (a  +  y.p,  +  z,.p,)  =  0 
Die  senkrechte  Entfernang  des  Punktes  (x,  y,  z)  bis  zo  dieser  Ebene  ist  also 
jl^     3t  H-  p.  >  y  -h  »a '  z  ~  (a  -h  y^ '  p^^  z, »  ».) 

Die  zar  Abscisse, a  gehörige  Normalebene  hat  die  Gleichung 

III)    X'-  H-  p«.  y'''  +  ^«  .  z"-  -  (a  +  y«  -Pa  +  *a  •  Po)  =0 
Die  senkrechte  Entfernung  des  Punktes  (x,  y,  z)  bis  zu  dieser  Ebene  ist  also 

j^.     »  -^  Pa  '  y  +  »g  '»-(«  +  yg  '  Pce  -^  gg  '  y«) 

^^-*-P^«+4 
Das  hier  in  Rede  stehende  Product  ist  also 

|[x  -t-  P«  •  y  +  !>.  •  z  ^  (a  H-  y.  •  p.  -H  z. . »).)]  .  ) 

v)  ü  =  ^^  +  p«'y "*" ^«'' "" (^ "*" y<»'P«"*" '«' >^«)3^ 

Alles  Weitere  wie  gewöhnlich. 


Aufgabe  129. 

Man  sucht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  Goordinatensystem  bezogene  räumliche 
Gonre-  Man  legt  in  ihren  zu  der  festen  Abscisse  a  gehörigen  Punkt  die  Normalebene; 
man  legt  ebenso  in  ihren  zu  der  festen  Abscisse  a  gehörigen  Punkt  die  Normalebene; 
ferner  legt  man  auch  in  den  zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  x  ge- 
hörigen Punkt  die  Normalebene.  Die  in  der  Goordinatenebene  YZ  liegenden  Sparen 
dieser  drei  Normalebenen  schli essen  ein  Dreieck  ein.  Wenn  nun  der  zu  der  grade  ge- 
wählten Abscisse  x  gehörige  Punkt  der  gesuchten  Cunre  die  Eigenschaft  hat,  dass  des 
besagten  Dreieckes  Flächeninhalt  grösser  oder  kleiner  ist,  als  bei  den  zu  der  nemlichen 
Absdsse  x  gehörigen  Paukten  aller  andern  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Goordinatensy- 


Digitized  by 


Google 


166 

stem  bezogenen  and  der  gesochteo  Corve  stetofort  Dichsltnliegeoden  Nachbarcarven  der 
Fall  sein  kann;  welche  raomliche  Garve  wird  gesacht? 

Za  der  festen  Abscisse  x  =  a  gehöre  (fig.  25)  der  Punkt  M,  mit  den  Projectionen 
m  and  m';  die  im  Punkte  M  liegende  Normalebene  ist  P'QP.  Zo  der  festen  Abscisse 
z  =  a  gehöre  der  Punkt  N,  mit  den  Projectionen  n  and  n';  die  in  dem  Punkte  N 
liegende  Normalebene  ist  SKS.  Zu  der  nach  Belieben  genommenen  Abscisse  x  gehöre 
der  Punkt  K,  mit  den  Projectionen  k  und  k';  die  im  Punkte  K  liegende  Normalebene 
ist  V'WV. 

Die  Gleichung  der  in  K  liegenden  Normalebene  ist 

I)    (x''  -  X)  -h  (y"  -.  y)  .  p  -H  (e"  -  z)  .  p  =  0 
Die  Gleichung  der  in  N  liegenden  Normalebene  isf 

10    (!"'  -  a)  +  (y'''  ~  y«)  •  Pa  -H  i^'"  r  ^cd  '  Pa  =  0 
Die  Gleichung  der  in  M  liegenden  Normalebene  ist 

III)    (x""  -  a)  +  (y''"  -  y.)  •  p.  -h  (z"''  -  z.)  •  ^  =  0 
Legt  man  nun  die  Goordinatenebene  YZ  um,  so  kommt  der  Punkt  Y  in  die  Lage  Sß , 
der  Punkt  S  kommt  in  die  Lage  ®,  und  der  Punkt  P  kommt  in  die  Lage  $;  und  man 
erkennt,  dass  das  Dreieck  fgh  das  hier  in  Rede  stehende  Dreieck  ist.    Dessen  Inhalt  ist 

U  =s  Trapez  ufhw  —  Trapez  nfgy  —  Trapez  vghw 
oder 

ü  =  g  .  (uf  -4-  hw)  •  (Ou  -  Ow)  —  I .  (uf  -4-  gv)  .  (Ou  -  Ov) 

-  ^  •  (gv  4-  hw)  .  (Ov  -  Ow) 
oder 

IV)    ü  =  g .  [uf .  (Ov  -  Ow)  -h  Wh  .  (Ou  -  Ov)  H-  vg  .  (Ow  —  Ou)] 

Es  kommt  also  noch  darauf  an,  die  Linien  nf,  wh,  vg,  Ov,  Ow,  Ou  zu  bestimmen, 
und  die  sich  ergebenden  Ausdrücke  in  Gleichung  lY  zu  substitairen. 

Fftr  die  in  der  Goordinatenebene  YZ  liegenden  Spuren  der  Normalebene  ist  x'' »  0, 
x'"  =  0,  t'"'  =  0;^nd  die  Gleichungen  I,  II,  III  gehen  der  Reihe  nach  über  in 
Y)    p  .  y^'H- ^)  .  z"  =  X  -+-  y  .  p  4-  z  . ») 
VI)    Pa  •  y'''  -4-  Pa  •  ^"'  =  «  -»-  ya  •  Pa  -*-  «a  •  ^^a 
YIO    p.  •  r'''  +  P. .  z""  =  a  +  y. .  p,  H-  z.  .  »>. 
Die  Gleichung  Y  gehört  der  Linie  Y'Y  an,  die  Gleichung  YI  gehört  der  Linie  S'S  an, 
und  die  Gleichung  YII  gehört  der  Linie  P'P  an.    F&r  den  Punkt  f  ist  i"  «>  z'"  und 
y44  ^  ym^  QQj  img  ^^Q  Gleichungen  Y  und  YI  folgt 

«»a  •(»  +  Py  +>>«)—*'•(«  +  y«  •  Pa  -»^  »a  •  Pa) 


Ou  =  z"  =  z'"  = 
uf  =  y"  =  y'"  =  - 


V  'Pa  —  P  'Pa 
p„  .  (x  +  py  +  ))z)  —  p  .  (a  H-  y«  .  Pa  +  Za  .  Pa) 


P  'Pa  —  P'Pa 

FOr  den  Punkt  g  ist  z"  =  t'"'  und  y"  =  y'''',   und  aus  den  Gleichungen  Y  and  YII 
folgt 

Ov  =  z"  -  z'"'  =  »« '  ('  -^  Py  +  »»)  -  P  -  (a  +  y.  -  P«  +  «4  ■  PQ 

V'P»  —  P  'P» 
viz  =  V"  =  V''"  =  -  p. '  (»  +  py  -4-  »z)  -  p  »  (a  H-  y.  -  p.  +  z,  ■  p^) 
>^       ' '       '  p  •  P.  —  P  •  p. 

F&r  den  Punkt  h  ist  z^"  «  z""  und  y'*'  »  y'''^  und  aus  den  Gleichungen  YI  und 
YU  folgt 

,P.  •  («  +  yd  •  Pa  +  Za  •  Pa)  -  Pa  •  (»  +  P.  '  y.  +  P.  '  2.) 


Ow  =  z'"  —  z"''  — 


Pa  •  P«  —  Pa  •  P* 
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P.  •  (a  •+-  ya  •  Pa  +  2«  •  P«)  -  Pa  '  (a  4-  p,  •  y,  +  p,  •  «,) 


Pa  •  P.  —  Po  •  P« 

Hat  man  nun  diese  för  af,  yg,  wh,  Oo,  Ov,  Ow  hergestellten  Aasdrücke  in  Gleichong 
IV  angesetzt ,  so  ^eht  alles  Weitere  wie  gewöhnlich. 


Aofgabe  130. 

Man  socht  eine  anf  ein  r^htwinkeliges  Coordinatensystem  bezogene  räamliche 
Gonre.  Man  lege  in  ihren  zu  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  x  gehörigen 
Punkt  die  Krömmungsebene.  Von  zwei  za  den  festen  Abscissen  a  und  a  gehörigen 
Punkten  der  gesa<:hten  Carve  fSlIt  man  Perpendikel  auf  diese  Krömmungsebene.  Welche 
riomliche  Corvo  hat  aber  in  dem  zu  der  grade  genommenen  Abscisse  x  gehörigen 
Punkte  die  Eigenschaft,  dass  das  Product  beider  Perpendikel  grösser  oder  kleiner  wird, 
als  bei  den  zn  der  nemlichen  Abscisse  x  gehörigen  Punkten  aller  andern  auf  dasselbe 
rechtwinkelige  Coordinatensystem  bezogenen  und  der  gesuchten  Curve  stelsfort  nachst- 
anliegeoden  Nachbarcurven  der  Fall  sein  kann? 

Die  Gleichung  irgend  einer  Ebene  sei 

I)    A-x'  +  B.y'-f-C.z'-l-E  =  0 
so  ist  die  senkrechte  Entfernung  irgend  eines  Punktes  (n,  m»  k)  von  dieser  Ebene 
gegeben  durch 

in     A>n-4-Bm-t-C-k  4-E 

^  iTa«  4-  B2  +  C2 

Die  Gleichung  der  Krümmungsebene  ein^r  räumlichen  Curve  ist  bekanntlich 

UO   —  (pq  —  pq)  •  X'  -  q  •  y'  +  q  •  2'  —  [»q  —  yq  --  »  (pq  —  p<»)]  «  o 

Der  Punkt  der  gesuchten  Curve,   dessen  Abscisse  =  a,    hat  die  Ordinalen  y.  und  e«; 
dieses  Punktes  ^senkrechte  Entfernung  von  der  Krämmungsebene  Ist  also 

,V)    —  (Pq  "  Pq)  '  a  -  <y  •  Ya  -H  q  '  z,  ^  [zq  -  yg  -  x  (yq  -  pq)] 
irq2  -H  c2  +  (pq  _  ^y 

Der  Punkt  der  gesuoblen  Curve,  dessen  Abscisse  =  a,  ,hat  die  Ordinalen  y^  und  z^; 
dieses  Punktes  senkrechte  Entfernung  von  der  Krämmungsebene  ist  also 

-  (pq  -  pq)  • «  -  q  •  y«  H-  q  •  Za  -  [zq  -  yq  ^  X  (»jq  -  pq)] 


V) 


*^q«  -4-  q«  +  (pq  -  pq)« 

Das  hier  in  Rede  stehende  Product  ist  also: 

}[(x  -  a)  (pq  -  pq)  4-  (y  -  y,)  •  q  -  (z  -  «J  •  q]  •  ) 

vn    tT  ^  ^  t<^^  "  ^)  '  ^^^  •"  P^)  "*"  ^y  "  y«)  •  ^   -  (z  -  z«)  '  q]) 
^  q«  -h  q«  +  (pq  -  pq)2 

Alles  Weitere  wie  gewöhnlich. 


Aufgabe    131. 

Man  sacht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  bezogene  räumliche 
Curve.  Man  legt  in  ihren  zur  Abscisse  a  gehörigen  Punkt  die  Krämmungsebene,  und 
ebenso  legt  man  in  ihren  zur  Abscisse  a  gehörigen  Punkt  die  Krömmungsebene.  Von 
ihrem  zu  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  x  gehörigen  Punkte  fällt  man  Per- 
pendikel auf  diese  beiden  Krummungsebenen.  Welche  raumliche  Curve  ist  es  aber, 
wenn  das  Product  beider  Perpendikel  grösser  oder  kleiner  ist,  als  bei  allen  andern  der 
gesuchten  Curve  stetsfort  nächslanliegenden  Nachbarcurven  der  Fall  sein  kann? 

Die  zur  Abscisse  a  gehörige  Krömmungsebene  hat  die  Gleichung 

I)    -  (P.  •  q.  -  p.  •  q«)  •  i'  -  q,  •  y'  +  q«  •  z' 
-  [z.  •  q«  -  y.  •  q.  -  a  •  (P.  •  q«  -  P*  •  qOl  =  0 
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Die  senkrechte  EnCferoong  des  Ponktes  (x ,  y,  z)  bis  zo  dieser  Ebene  ist  also 

^^-^  fü-^  fr.  •  q«  —  p.  •  <».)' 

oder 

Ifv     (a  -  x)  '  (p.  '  q«  -  p.  '  q»)  -h  (y,  -  y)  .  q,  -  (z,  -  z)  »  q. 

^qJ  +  ^2  -»-  fr.  •  *i  -  P.  •  <»0* 
Die  zar  Absdsse  a  gehörige  Kriimmungsebene  hat  die  Gleichaog 

HI)    -fra-qa-Paqa)-x"-qa-y"  +  qa-«" 
-  [««  •  qa  -  y«  •  <?a  —  a  •  fra  '  qa  —  Pa  "  ^Ta)]  =  0 
Die  senkrechte  Entfernaog  des  Punktes  (x,  y,  z)  bis  zu  dieser  Ebene  ist  also 

(«  -  x)  ■  (pa  '  qg  —  p«  '  qg)  H-  (y«  -  y)  >  q^  —  (z^  —  z)  -  q« 

^"^  "^^  ^a  "^  (**«  •  qa  -  Pa  •  ^a)* 
Und  so  fort. 


Aufgabe   132. 

Man  socht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  bezogene  ranmliche 
Corvo.  Man  legt  in  ihren  zo  der  festen  Abscisse  a  gehörigen  Punkt  die  Rrümmangs- 
ebene;  man  legt  ebenso  in  ihren  zu  der  festen  Abscisse  a  gehörigen  Punkt  die  KrQm- 
mongseb^ne;  ferner  legt  man  aoch  in  den  zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten 
Abscisse  X  gehörigen  Punkt  die  Kriimmungsebene.  Die  in  der  Goordinatenebene  YZ 
liegenden  Spuren  dieser  drei  Krümmnngsebenen  schliessen  ein  Dreieck  ein.  Wenn  nun 
der  zu  der  grade  genommenen  Abscisse  x  gehörige  Punkt  der  gesuchten  Gurre  die 
Eigenschaft  hat,  dass  des  besagten  Dreiecks  Flächeninhalt,  grösser  oder  kleiner  isl,  als 
bei  den  zu  der  nemlichen  Abscisse  x  gehörigen  Punkten  aller  andern  auf  dasselbe 
rechtwinkelige  Goordinatensystem  bezogenen  und  der  gesuchten  Gurve  sletsfort  nächst- 
anliegendeo  Nachbarcurven  der  Fall  sein  kann;  welche  räumliche  Gurve  wird  gesucht? 

Zu  der  festen  Abscisse  x  =  a  gehöre  (fig.  25)  der  Punkt  M,  mit  den  Projecüonen 
m  und  tn^  die  im  Punkte  M  liegende  RrQmmungsebene  ist  P'QP.  Zu  der  festen 
Abscisse'  X  =  a  gehöre  der  Punkt  N,  mit  den  Projectionen  n  und  n';  die  im  Punkte 
N  liegende  Krümhiungsebene  ist  S'RS.  Zu  der  nach  Belieben  genommenen  Abscisse  x 
gehöre  der 'Punkt  K,  mit  den  Projectionen  k  und  k';  die  im  Punkte  K  liegende 
Kriimmungsebene  ist  V'WV. 

Die  Gleichung  der  in  R  liegenden  Krümmungsebene  ist 

I)     -  (i)q  —  p  .  q)  .  x'  -  q  .  y'  4-  q  .  z'  -  [zq  -  yq  -  X  .  (»)q  -  pq)]  =  0 
Die  Gleichung  der  in  N  liegenden  Krflmmungsebene  ist 

II)   -  fr«  •  q«  -  Pa  •  qa)  •  X"  -  qa  •  y''  -»-  qa  •  z" 

-  [«a  •  qa   -  ya  •  qa  -  a  •  fra  ^^a  —  Pa  •  qa)]  =  ^ 
Die  Gleichung  der  in  M  liegenden  Rrümmungsebene  ist 

III)    -  fr.  •  q.  -  Pa  •  q.)  •  X"'  -  q,  •  y'''  +  q.  •  z'" 

—  [z.  •  q.  —  y.  •  q.  —  a  •  fr.  •  q.  —  p.  •  q.)]  =  o 

Legt  man  nun  die  Goordinatenebene  TZ  um ,  so  kommt  der  Punkt  V  in  die  Lage  IB , 
der  Punkt  S  kommt  in  die  Lage  @;,  und  der  Punkt  P  kommt  in  die  Lage  ^;  und  man 
erkennt ,  dass  das  Dreieck  fhg  das  in  Rede  stehende  Dreieck  ist    Dessen  Inhalt  ist 

ü  ■-  Trapez  ufhw  —  Trapez  ufgv  —  Trapez  vghw 
oder 

U  =  g  .  (uf  H-  hw)  .  (Ou  —  Ow)  -  i  .  (uf  -h  gv)  .  (Ou  -  Ov) 
-  |.(gv  +  hw).(0v-0w) 
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oder 

IV)  ü  =  g .  [of .  (Ov  -  Ow)  -+-  hw  .  (Oo  ~  Ov)  -h  vg  •  (Ow  -  Oa)] 

Es  kotnnit  also  noch  darauf  ao,  die  Lioieo  of,  wh,  vg,  Oo,  Ov,  Ow  cd  bestimmen, 
ond  die  sich  ergebeodeo  AosdrOcke  in  Gleichung  IV  za  sobslitaireo. 

Für  die  in  der  Goordinatenebeue  YZ  liegenden  Sparen  der  KrQmmongsebene  ist 
x'  a  0,  x^'  =  0,  x'"  =  0;  and  die  Gleichongen  I,  II,  III  gehen  der  Reihe  nach 
aber  in 

V)     —  q  .  y'  -+.  q  .  i'  —  [zq  —  yq  —  X  .  (pq  —  pq)]  =  0 

VI)    -  a«  •  y"  4-  q«  •  z"  —  [za  •  Qa  —  ya  •  <la  —  «  •  (Pa  *  q«  —  Pa  '  <la)]  =  0 
Vn)    -  q.  -  y'-'  +  q.  •  z'"  -  [z, .  q.  -  y.  .  q,  -  a  .    fr,  •  q,  -  p.  •  q.)]  -  0 
Die  Gleichang  V  gehört  der  Linie  V'V  an,  die  Gleichung  VI  gehört  der  Linie  S'S  an, 
and  die  Gleichang  VII  gehört  der  Linie  P'P  an.    Für  den  Punkt  f  ist  z'  =  z'*  und 
y'  =  y'^  ond  aus  den  Gleichungen  V  ond  VI  folgt 

Oo  *-  z'  =  z"  = 
qa .  [zq  -  yq  —  z  .  (pq  —  pq)]  —  q  .  [za  •  q«  —  y«  •  qa  -  «•  (Pa  •  qo  -  Pa  •  flo)] 


q 

•Oa- 

<»•  la 

• 

QDd 

ar  = 

=  y'- 

y"  - 

Oa' 

[zq- 

-  yq  - 

Z  ' 

(n 

-M)]- 

q-[«« 

•  q«  —  ya  • 

•<»a- 

-  a 

■iPa 

•Va- 

-Pa 

•q«)] 

q  •  <la  —  <\'^a 
Für  den  Ponkt  g  ist  z'  =  z"^  ond  y'  =  y^'S  ond  ans  den  Gleichongen  V  ond  VII  folgt 

Ov  =  z'  ==  z"'  — 
q.  -  [zq  -^  yq  —  X  '  (pq  —  pq)]  —  q  -  [z.  -  q,  —  y,  »  p,  —  a  «  (p.  >  q,  —  p.  »  q,)] 

q  •  q«  —  q  •  q« 

and 

vg  =  y'  =  y"'  r= 

q« '  Uq  —  y<<  —  * '  (pq  ~  pq)3  -  q  -  [z.  -  q«  -  y.  -  q«  -  *  •  (p.  -  q^  -  p.  -  q«)] 

q  •  q«  -  q  •  q« 

Für  den  Punkt  h  ist  z"  =  z'^*  ond  y''  =s  y''%  und  aas  den  Gleichungen  VI  und 
VU  folgt 


Ow  =  z 


«0 -««# 


q. 

•[«a 

•<la 

'Ya 

'(\a' 

-a 

■iPa 

•qo-Po 

•o«)] 

-1a 

•[I. 

q. 

-y. 

•<).- 

-a  • 

(«..• 

q.- 

1 

p.- 

q.)] 

«d 

vh  - 

■y"  = 

q»  •  <Jo 

=  y'"  - 

q.- 

[««• 

^a- 

Ja* 

<^a' 

a  • 

iVa 

•qa-Po 

•0«)] 

-<ia 

•[^. 

•q. 

-y. 

•q. 

-a 

•(». 

•q. 

-p. 

•q.)] 

qa  '  q«  —  Q«  •  ^a 
Hat  man  non  diese  fBr  uf,  vg,  wh,  Ou,  Ov,  Ow  hergestellten  Ausdrucke  in  Gleichang 
IV  eingesetzt,  so  geht  alles  Weitere  wie  gewöhnlich. 


C)    Aufgaben,  wo  eine  Function  mit  zwei  absolut  anabhängigen 
Veränderlichen  gesucht  wird. 


Aufgabe    133. 

soll  fBr  z  eine  solche  Function  der  beiden  nichtmotablen  Veränderlichen  x 
ond  y  Sachen,  dass  der  Ausdruck 

e»  Maiinam-ctaiid  oder  MinimoiiHtUHWl  wfa-d. 

II.  9S 
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Man  maUre  und  setze  dann  zur  Abkürzung  p  statt  -^^  und  q  statt  -j^,    so    be- 
kommt man 


II)    au  =  2  .  (z  —  X  .  p)  -  ^z  H-  2  .  (2xyq  —  xz  —  x«  •  p) 

.    .     /  2x  .  y2  _       \       d,(Jz 

+  *.(xyp~-/--hy2.q).  -^ 

III)    ^ü  «  2  .  (z  -  X  .  p)  -  <52j  ^  2  .  (2xyq  -  xz   -  x»  •  p) 

^-4.(xyp-??^'+y2.q)  .  ^'  ^.  2  •  iJz^  -  4i  .  ^z 


d,az 
dx 


-^.(^f^,.,.'^.'^+„,.^^f 


Erster  Fall.  Sucht  man  für  z  eine  solche  Function,  welche  bei  irgend  einem 
nach  Belieben  gewählten  Werthe  des  x  und  bei  irgend  einem  ebenfalls  nach  Belieben 
gewählten  Werthe  des  y  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht,  als  ihn 
bei  diesen  grade  gewählten  Werlhen  des  x  und  des  y  alle  möglichen,  der  gesuchten 
Function  stetsfort  nächstanliegenden ,   Nachbarfunctionen  machen  können ;   so  sind  d%  , 

-^ — ,  -^ —  dem  Werthe  nach  ganz  unabhängig  voneinander,  wenn  gleich  mit  der  Form 

des  dz  auch  die  Form  des  -~ —  und  -^ —  mitgegeben  ist ,  etc.  (man  sehe  $.  95).    Da- 
mit also  dV  =  0  werden  kann,  müssen  die  drei  identischen  Gleichungen 
IV)    z  -  X  .  p  =  0 
V)    2xy  .  q  —  X  •  z  —  x2  .  p  =  0 

VI)   »yp~^=^  +  y^q  =  o 

zugleich  stattfinden.  Die  Function  z  von  x  und  y,  welche  diese  drei  Gleichungen  zu- 
gleich identisch  macht ,  kann  aber  auf  dreierlei  Weise  gefunden  werden. 

Erstens.  Man  nehme  die  Gleichungen  IV  und  Vvor,  und  eliminire  zuerst  p  und 
dann  q,  so  bekommt  man  folgende  zwei  neue  Gleichungen 

VII)    z  =  p  .  X,        und      VIII)    z  =  y  .  q  . 
Inlegrirt  man   Gleichung  VII,    so  bekommt  man  z  =  x  ^^iy),    wo  £(y)  eine  ganz  will- 

kürliche  Function  von  y  bedeutet.  Aus  dieser  Gleichung  folgt  q  =  x  •  -j^ ;  und  wenn 
man  diese  für  z  und  q  gefundenen  Ausdrücke  in  Gleichung  VIII  einsetzt,  so  gibt  sich 
X  .  |(y)  =  xy  •  —^ ,  oder  -——  =  ~ ;  und  daraus  folgt  ^(yi  =  A  •  y,  wo  A  ein  will- 
kürlicher Constanter  ist.    Die  Gleichung  z  =  x  •  |(y)  geht  also  über  in 

IX)  z  =  A  .  xy 
und  durch  diese  für  z  gefundene  Function  werden  die  Gleichungen  IV  und  V  zugleich 
identisch.  Man  hat  noch  zu  untersuchen,  ob  auch  Gleichung  VI  identisch  wird  bei 
jedem  Werthe  des  A,  oder  ob  zu  diesem  Zwecke  dem  A  irgend  ein  specieller  Werth 
beigelegt  werden  muss,  oder  ob  die  Gleichung  IX  unter  allen  Umständen  unflihig  ist, 
der  Gleichung  VI  zu  genügen.  Aus  Gleichung  IX  ergibt  sich  p  =  A  •  y  und  q  =  A  •  x, 
und  dabei  geht  Gleichung  VI  gradezu  über  in 

2x  •  v^ 
A  .  X  .  y2  —  ^i-^  4-  A  .  X  .  y2  =  0 


woraus  A  =  —  folgt,  so  dass 
m       "^ 


X)  «-iiy 

'^  m 


die  gesuchte  Function  ist,    wodurch  den  Gleichungen  IV,  V,  VI  zugleich  genügt  wird. 
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Zweitens.    Man  eliminire  p  und  q  aas  IV,  V,  VI,  so  ergibt  sich  gradezu  z  =  — -  . 

Daraos  folgt  p  =  -^  and  q  = — ;    and  wenn  man  diese  fiir  z,  p  and  q  gefundenen 

Ausdrücke  in  lY,  V,  VI  substituirt,  so  erkennt  man,  dass  durch  die  gefundene  Function 
iD  der  That  allen  drei  Gleichungen  zugleich  genügt  toird. 

Drittens.     Man  nehme  eine  der  drei  Gleichungen  IV,  V,  VI  vor,    und  suche  von 
ihr  das  allgemeine  Integral.    Hier  mag  die  Gleichung  V  genommen  werden.    Daraus 

folgt  nach  bekannter  Methode  z  =  -  •  x«^) «  während  a>  »  x^  •  y  ist.  Das  allgemeine 
iDlegral  zu  Gleichung  V  ist  also 

XI)    z=J.x(i2y) 

wo  x{i^  •  y)  eine  ganz  willkürliche  Function  des  Prodnctes  (x^  •  y)  ist.  Allein  da  das 
10  suchende  integral  nicht  nur  der  Gleichung  V,  sondern  auch  noch  den  Gleichungen 
IV  und  VI  zu  genügen  hat;  so  ist  noch  zu  bestimmen,  was  x(k2  •  y)  für  eine  Function  von 
(x'-y)  sein  mnss.    Setzt  man  zur  Abkürzung  wieder  x(a»  statt  xO^^  *  y)»  so  bekommt 

maa  p  = g  -  xc«)  +  2y  •  -^  und  q  =  x  •  -4-^.    Setzt  man  diese  für  z,  p  und  q 

hergestellten  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  IV  und  VI  ein ,  so  bekommt  man  bezüglich 

-=—  r=  -3 .  Y(«ö)  und  -4—  =  — s^ — ^ — •    Aus  der  Verbmdung  dieser  zwei 

d«         x^  .  y     '^  dfi>  3m  •  x2  .  y 

x^  •  Y  X  •  y 

Gleichungen  gibt  sich  x(<^)  == ,  so  dass  Gleichung  XI  übergeht  in  z  =  — ~ ,   wie 

beim  ersten  und  zweiten  Verfahren. 

Unter  den  hier  obwaltenden  Umständen  reducirt  sich  Gleichung  III  auf 

a^ü  =  2  •  az«  —  4x  .  dz    ^'^^ 


^"■i^f^>'y'^'-0*'y{^f 


dx 

Qiid  wenn  man  diesen  Ausdruck  (nach  Anleitung  des  $.  12)  untersucht;  so  erkennt 
nuD,  dass  er  nicht  unter  allen  Umständen  einerlei  Zeichen  behalten  kann.  Somit  findet 
weder  ein  Maximum-stand  noch  Minimum-stand  statt. 

Zweiter  Fall.  Sucht  man  nur  diejenige  Function,  die  bei  irgend  einem  nach 
Belieben  gewählten  Werthe  des  x  und  bei  irgend  einem  ebenfalls  nach  ßelieben  ge- 
wählten Wertbe  des  y  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht,  als  ihn 
aDe  die  Functionen  machen  können,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Function  stetsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 
ß)    bei  den  grade  gewählten  Werthen  des  x  und  des  y  alle  mit  der  gesuchten 
Function  einerlei  Werth  bekommen ; 
so  findet  bei  den  grade  genommenen  Werthen  des  x  und  des  y  zwischen  der  gesuchten 
Function  and  zwischen  allen  in  Betracht  zu  ziehenden  Functionen  folgende  Gleichung 


X  =  z  4-  X  •  ^z  H •  d^z  H •  dh 

'      1.2  1.2.3 


slatL  Diese  Gleichung  ist  aber,  weil  x  im  Momente  des  Verschwindens  befindlich  ist, 
nur  möKüch,  wenn  (nach  Analogie  des  $.  181,  A)  bei  den  grade  für  x  und  y  genom- 
menen Werthen  einzeln  stattfindet  dz  =  0,  ^z  =  0,  d^z  =  0,  etc.;  und  Gleichung  II 
redocirt  sich  jetzt  auf 

aü  =  2  .  («xy  .  q  -  X  .  z  -  x2  .  p)  .  -ij-  +  4  .  (xy  .  p ^  h-  y2  .  q j  .  ^ 

Damit  also  dV  =  0  werden  kann,  müssen  die  beiden  identischen  Gleichungen 

XIO    2xy  .  q  —  X  •  z  —  x2  .  p  =  0,  und  XIII)   xy  •  p  —  ^^^  +  y2  .  q  =  0 

stattfinden.  Eliminirt  man  aus  beiden  Gleichungen  zuerst  p  und  dann  q;  so  bekommt 
man  folgende  zwei  neue  Gleichungen : 


Digitized  by 


Google 


172 

XIV)    mi  —  «ly  +  3mx  .  p  =  0,  aod  XV)   x  =  3y  .  q  —  ?^-2 

ID 

Mao  betrachte  Dan  id  GleichoDg  XIV  das  y  als  constaot ,  and  forme  sie'  um  in 
(mz  —  4xy)  •  dz  +  3mx  •  d«  =  0 
_  3 
Der  integrirende  Factor  dieser  Gleichung  ist  z    ^,  and  dabei  belcommt  man 

-1  *  1 

m  •  z  •  X     ^  •  dx  H-  3m  •  x®  •  dz  —  4  •  x^  •  y  •  dx  =  0 

Daraas  gibt  sich  darch  Integration 

i  4 

3m  •  z  •  x^  —  3  .  y  •  x^   =  3  •  x(y) 


oder 


^^*>  '  =  i^  •  *  •  y  "^  5"  •  *  '  •  *^y^ 


wo  x(y)  eine  ganz  willkürliche  Function  von  y  ist.    Aus  dieser  Gleichong  folgt 

q.l.x  +  l.x-lÄ^ 
^        m  m  dy 

ond  wenn  man  diese  fijr  z  und  q  gefundenen  Ausdrücke  in  XV  einsetzt,   so  bekommt 

man  nach  gehöriger  Reductioo  — —  =  ^,  woraus  durch  Integration  «(y)  =r  B  -  y' 
folgt.    Gleichung  XVI  geht  also  über  in 

XVII)     z  =  l.x.y-Hl   .    (l)^ 
^  m  "^        m       W' 

Durch  diese  für  z  gefundene  Function,  wo  B  ein  noch  willkürlicher  Constanter  ist, 
werden  die  beiden  Gleichungen  XII  und  XIII  in  der  That  zugleich  identisch.  In  Folge 
alles  Vorhergehenden  reducirt  sich  Gleichung  III  auf 


^2Ü 


_.....(iL-)'  +  ,..,.».2Ä^.^.(5^,' 


Untersucht  man  diesen  Ausdruck  (nach  $.11),  so  erkennt  man,  dass  er  nicht  unter 
allen  Umständen  einerlei  Zeichen  behalten  kann ;  es  findet  also  weder  ein  Maximum- 
stand noch  Minimum-Stand  statt. 

Dritter  Fall.  Sucht  man  nur  diejenige  Function,  die  bei  irgend  einem  nach 
Belieben  gewählten  Werthe  des  x  und  bei  irgend  einem  ebenfalls  nach  Belieben  ge- 
wählten Werthe  des  y  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht,  als  ihn 
alle  die  Functionen  machen  können,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Function  stetsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 
ß)    bei  den  grade  gewählten  Werthen  des  z  und  des  y  alle  ihrem  nach  x  her- 
gestellten   ersten    partiellen    Differentialquotient    denselben    Werth   liefern, 
welchen  der  entsprechende  Differentialquotient  der  gesuchten  Function  an- 
nimmt; 
so  findet  bei  den  grade  genommenen  Werthen  des  z  und  des  y  zwischen  der  gesuchten 
Function  und  zwischen  allen  in  Betracht  zu  ziehenden  Functionen  folgende  Gleichong 

d;cZ        d^  Ajfi%    ,    ^     d^^z    ,    jc^     d,d^z 

dx  ■"  dz  "*"  *"    dx    "*■  1.2  ■     dz     "^  1.2.3  •    dz     "*" 

statt.  Diese  Gleichung  ist  aber ,  weil  x  im  Momente  des  Verschwindens  befindlich  ist , 
nur  möglich,    wenn   bei  den  grade  genommenen  Werthen  des  z  und  des  y  einzeln 

stattfindet  ^  =  0,  if^  =  0,  4^  =  0  etc.;    und  Gleichung  II  reducirt  sich  auf 
dz  dx  dx 

au  =  2.(z-xp).to+4.(xy.p-?i^'  +  y».q)  •  ^ 
Damit  also  dU  =  0  werden  kann,  müssen  die  beiden  identischen  Gleichungen 
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XVIII)    i-x.p  =  0,     und  XIX)    xy  .  p  -??-_?[!  +  y2  .  q  =  o 

sUUfiodeD.  Elimioirt  man  aus  beiden  Gleichungen  zuerst  p  und  dann  q,  so  bekommt 
man  folgende  zwei  neue  Gleichungen 

XX)    z  =  X  •  p,    und  XXl)    mz  +  myq  »  2zy 
Au£  Gleichung  XX  folgt  gradezu  z  =  x  •  Tcy) ,  wo  f  (y)  eine  ganz  willkürliche  Function 
von  y  ist    Daraus  gibt  sich  weiter  q  =  x  •  -^ ;  und  wenn  man  f&r  z  und  q  die  Aus- 
drucke in  XXI  einsetzt,  so  gibt  sich  nach  gehöriger  Reduction  m  •  [dy  •  f(y)  -|-  y  •  df(y)] 
»  2y  •  dy;    und  daraus  folgt  durch   Integration   m  •  y  •  f(y)  =  y^  +  C,    so  dass  man 

fty)  =  —  .  (y2  -|.  G)  bekommt    Die  hier  gesuchte  Function  ist  also 

Durch  diese  Function,  wo  C  ein  noch  willkürlicher  Gonstanter  ist,  werden  die  beiden 
Gleichungen  XVIII  und  XIX  in  der  That  identisch.  In  Folge  alles  Vorhergehenden 
redocirt  sich  Gleichung  III  auf 


^ü  =  2.<J«^  +  4.y*.(^)' 


Dieser  Ausdruck  bleibt  unter  allen  Umständen  positiv,   somit  findet  hier  ein  Minimum- 
sfand  statt 

Vierter  FaU.  Sucht  man  nur  diejenige  Function,  die  bei  irgend  einem  nach 
Belieben  gewählten  Werthe  des  x  und  bei  irgend  einem  gleichfalls  nach  ßelieben  ge- 
wählten Werthe  des  y  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht,  als  ihn 
alle  die  Functionen  machen  können,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Function  stetsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 
ff)    bei  den  grade  gewählten  Werthen  des  x  und  des  y  alle  ihrem  nach  x  her- 
gestellten   ersten   partiellen   DiCTerenlialquotient   denselben    Werth   liefern, 
welchen  der  entsprechende   Differentialquotient  der  gesuchten  Function  an- 
nimmt, und  gleichzeitig  noch 
y)    bei  den  grade  gewählten  Werthen  des  x  und  des  y  alle  ihrem  nach  y  herge- 
stellten ersten  partiellen  Differentialquotient  denselben  Werth  liefern,    wel- 
chen der  entsprechende  Differentialqootient  der  gesuchten  Function  annimmt ; 
so    finden  bei   den   grade  für  x  und  y  genommenen  Werthen  folgende  einzelne  Glei- 

chaogeo  sutt:  ^  =  0,^  =  0,  ^^  =  0,  ^^  =  0,  etc.    Gleichung  II  re- 

ducirt  sich  also  auf 

dU  =  2  •  (z  —  X  •  p)  •  ^z 

Soll  oon  dU  =  0  werden ,  so  muss  folgende  identische  Gleichung  istattfinden 

XXHI)    z  —  X  .  p  =  0 
Daraus  folgt  gradezu 

XXIV)    z  =  x.f(y) 

wo  f  ry)  eine  noch  ganz  willkürliche  Function  von  y  ist.  Wie  dergleichen  willkürliche 
Fonctionen  bestimmt  werden,  wird  in  den  folgenden  Aufgaben  gezeigt.  Zugleich  ist 
jetzt  3*11  ""  2  •  dz^,  woran  man  erkennt,  dass  ein  Minimnm-staud  stattfindet. 

Fünfter  Fall.  Sucht  man  nur  diejenige  Function,  die  bei  irgend  einem  nach 
Belieben  gewählten  Werthe  des  x  und  bei  irgend  einem  gleichfalls  nach  Belieben  ge- 
wählten Werthe  des  y  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht,  als  ihn 
alle  die  Functionen  machen  können,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Function  stetsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 
ßf)    bei  den  grade  genommenen  Werthen  des  x  und  des  y  alle  mit  der  gesuchten 
Fonction  eineriei  Werth  bekommen,  ond  gleichzeitig  noch 
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y)    bei  den  grade  genommenen  Werüien  des  x  aod  des  y  alle  ihrem  nach  x 
hergestellten   ersten  partiellen  Diiferentialquotient  denselben  Werth  liefern, 
welchen  der  entsprechende  DilTerentialquotient  der  gesachten  Function  an- 
nimmt ; 
80  finden  bei  den  grade  für  x  and  y  genommenen  Werthen  folgende  einzelne  Gleichan- 

gen  statt:  ^z  =  0,  ^^  =  0,  a^z  =  0.  ^^  «  0  etc.;  and  Gleichang  II  redacirt 
sich  aaf 

Soll  nan  dU  *»  0  werden,  so  mass  folgende  identische  Gleichang 

XXV)     xyp-H5^*  +  y*.q-0 

stattfinden.  Diese  Gleichang  formt  sich  aber  gradezn  am  in  2xy  >=  mx  •  p  +  myq. 
Zom  Zwecke  des  Integrirens  bilde  man  sich  daraas  folgende  drei  einzelne  Gleichungen 

dz  &L^       dz   ^ly  .  dx dy 

2iy  "~  m  X '    2iy  ~"  m  y '  x   ~"  y" 

Aas  der   letzteren  dieser  Gleichangen  folgt  x   =  E  •  y ,    ond  somit  gehl  ^ —  =  —^ 

EP  I 

über  in  dz  = 2y  •  dy,  woraas  z  =  —   •  y2  h-  G  folgt.    Aas  x  =  E  •  y  folgt  E  =  - 

and  somit  bekommt  man 

XXVI)    z=^  +  %-{)) 

Diese  Gleichung,  wo  g  /-j  eine  ganz  willkfirliche  Function  des  Quotienten  -  vor- 
stellt ,  ist  das  allgemeine  Integral  der  Partialdiiferentialgleichung  XXV.  Wie  aber  der- 
gleichen willkörliche  Functionen  bestimmt  werden,  wird  in  den  folgenden  Aufgaben 

gezeigt.  Zugleich  ist  jetzt  ^U/=  2  •  y^  •  (~h~)  '  "^^^^  ^^^  erkennt,  dass  ein  Mini- 
mum-Stand stattfindet. 

Sechster  Fall.  Sucht  man  nur  diejenige  Function,  die  bei  irgend  einem  nach 
Belieben  genommenen  Werthe  des  x  und  bei  irgend  einem  gleichfalls  nach  Belieben 
genommenen  Werthe  des  y  den  vorgeleglen  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht,  als 
ihn  alle  die  Functionen  machen  können,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Function  slelsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 

ß)    bei  den  grade  genommenen  Werthen  des  x  und  des  y  alle  mit  der  gesuchten 

Function  einerlei  Werth  bekommen,  und  gleichzeitig  noch 
y)    bei  den  grade  genommenen  Werthen  des  x  und  des  y  alle  ihrem  nach  y 
hergestellten  ersten  partiellen  Difierentialqootient  denselben  Werth  liefern, 
welchen  der  entsprechende  Differentialquotient  der  gesuchten  Function  an- 
nimmt ; 
so  finden  bei  den  grade  für  x  und  y  genommenen  Werthen  folgende  einzelne  Gleichun- 
gen statt:  <Jz  =  0,  -~-  =  0,  a^z  =  0,  -— —  «=  0,  etc.;    und  Gleichung  II  redudrt 
sich  auf 

au  =  2  .  (2xyq  -  xz  -  x^  •  p)  •  5?^ 

Soll  nun  dU  =  0  werden,  so  muss  folgende  identische  Gleichung 

XXVII)    2xy  .  q  -  X  .  z  -  x2  .  p  =  0 
stattfinden.    Ffkr  das  allgemeine  Integral  dieser  Partialdifferentialgleichung  hat  man  aber 
bereits  im  ersten  Falle 

XXVIII)     z  =  1*  (x2.y) 
gefanden.    Hier  ist  F  (x^ .  y)  eine  ganz  willkfirliche  Function  des  Prodactes  (x^  •  y). 
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Wie  dergleicheo  willkörliche  FancUoDen  bestimmt  werden,  wird  in  den  folgenden  Aof- 
gabeo  gezeigt.  Zugleich  isl  jetzt  d^ü  =  —  2  •  x«  .  (^-^\  ,  woran  man  erkennt,  dass 
ein  Maximom-stand  stattfindet. 


A  Q  f  g  a  b  e    134. 

Man  soll  unter  allen  aof  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinalensystem  bezogenen 
Flächen  diejenige  heraassachen ,  welche  in  ihrer  ganzen  Aasdehnung  die  Eigenschaft 
hat,  dass,  wenn  man  in  den  zu  irgend  zwei  nach  belieben  gewählten  Abscissen  x  und 
y  gehörigen  Punkt  die  Beröhrungsebene  legt,  und  wenn  man  diese  mit  zwei  in  Testen 
Punkten  der  Axe  Y  senkrechten  Ebenen  und  ebenso  mit  zwei  in  festen  Punkten  der  Axe 
X  senkrechten  Ebenen  begränzt,  das  hierdurch  auf  der  Berührungsebene  begränzle 
Parallelogramm  ein  Maximum-sland  oder  Minimum-stand  wird,  d.  h.  grösser  oder 
kleiner,  als  bei  allen  andern  in  einem  zu  den  nemlichen  Abscissen  x  und  y  gehörigen 
Punkte  beröhrten  und  der  gesuchten  Fläche  stetsfort  nächstanliegenden  Nachbarfläcben 
der  Fall  sein  kann. 

Die  Beröhrungsebene  sei  (fig.  26)  durch  ihre  Spuren  P'Q  und  PQ  gegeben.  Die 
auf  der  Axe  T  in  den  festen  Punkten  b  und  ß  senkrechten  Ebenen  haben  die  Spuren 
ßi*  ond  bw';  die  auf  der  Axe  X  in  den  festen  Punkten  a  und  a  senkrechten  Ebenen 
haben  die  Sporen  ak  und  au.  Das  aof  der  Beröhrungsebene  P'QP  begränzte  Parallelo- 
gramm DEFG  habe  die  Projectionen  d'eTg'  und  defg.  Die  Gleichung  einer  Beröhrungs- 
ebene im  Allgemeinen  ist 


oder 


I)      ^'    _  z    -   (y.   _    y)  .^    +   (X'   _   ,)  .i^ 
II)     z-  =  X  +   (y  -  y).^    +  (X'  -  X).^ 


Hier  sind  x',  y',  z'  die  veränderlichen  Goordinaten  der  Beröhrungsebene,  dagegen  x,  y, 
z  sind  die  (übrigens  ebenfalls  veränderlichen)  Goordinaten  des  zur  Fläche  gehörigen 
Punktes,  in  welchem  man  gerade  die  Berührung  wählt.  Es  kommt  also  jetzt  darauf 
an,  den  Inhalt  des  Parallelogramms  DEFG  zu  bestimmen,  was  am  bequemsten  mittelst 
folgenden  Lehrsatzes  geschieht: 

„Das  Quadrat  irgend  einer  ebenen  Figur  ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate 
,4hrer  auf  die  drei  Goordinatenebenen  projicirten  Figuren.^* 
Man  setze  zur  Abkürzung  Oa  =  a,  Oa  =  a,  Ob  =  b,  0/?  =  ß;  so  hat  man  jetzt 


0«  —  z  +  (b  - 

-»•'V  +  c-    •)t' 

Ov  =  «  4-  (/S  - 

-,)t  +  (.-.).^ 

Oi  =  z  -f-  (b  - 

-„.^  +  ,._.).4ä 

Oi  =  z-h  (ß  - 

-»)-^-("-')-^ 

Das  Parallelogramm  defg  hat  den  Inhalt  (Xg  —  i^e)  •  de,  oder  (Xg  —  i^e)  -  (Oij  —  O^), 
oder 

lU)    (a-a)OJ-b).^ 

Du  Parallelogramm  d'e'fg'  bat  den  Inhalt  (ije'  —  AgO  •  d'g',  oder  (^e'  —  AgO  • 
(OX  —  OS),  oder 

IV)    Oj_b)(a-a).^ 
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Die  «af  die  Goordinateoebene  XY  bezogene  Projectioo  des  Parallelogramms  DEFG  ist 
eio  Rechleck,  und  hat  den  lohaU  (Oß  —  Ob)  •  (Oa  —  Oa),  oder 

V)    (^  -  b)  .  fa  -  a) 
Setzt  man  U  statt  DEFG,  so  bekommt  man  nach  obigem  Lehrsätze 


Weil  die  beiden  Abscissendiiferenzen  (a  —  a)  und  (ß  —  b)  positiv  sind,  so  ist  auch 
das  ganze  (bei  den  Abscissen  a  und  b  anfaugende  und  bis  zu  den  Abscissen  a  und  ß 
erstreckte)  Stück  DEFG  der  BerQhrungsebene  positiv.  Dazu  ist  aber  nölhig,  dass  man 
dem  Radical  seine  positive  Bedeutung  beilege ,  welche  ihm  durch  die  ganze  Untersuchung 

bleiben  muss.    Man  mutire  und  setze  dann  zur  Abkürzung  p  statt  ~  ,    und    q   statt 

-r-  ;  so  bekommt  man 
dy 

vin  au  —  (^  —  0  '(/^ ""  ^> .  r^  .  ^  .  i£    i^l 
^  Kl  -h  p2  +  q«    '  L^'^  '  ^^      <*y  '  ^y  J 

viin   a^ü  -  («-  a).(/?-  b)     rdjz     d^z      d^     dj^-j 

^  Kl  4-  p2  -h  q2      L  ^*     <*»       <*y     ^y  .1 

(g  ^  a)  (jg  ~  b)      r/dx^\^    .    /4t^\^  j.  /i^      1*^  _  äi^      i^\n 
,-  o  3  •  I  \  dz  ;    "^  \  dy  /    "*"  \dy    *    dz  dl    '    dy  /    I 

(1    -h  p2  -^-  q2)2       ■-  -^  ^  ^      -■ 

Es  leuchtet  von  selbst  ein,  dass  die  Grösse  des  so  begränzten  Parallelogramms  nicht 
abhängig  ist  von  seiner  Entfernung  von  der  Goordinatenebene  XT,  sondern  nur  von 
den  Winkeln,  welche  die  Berührungsebene  mit  den  Goordinatenebenen  bildet;  denn  auf 
allen  parallelen  Ebenen  werden  von  den  vier  Gränzebenen  gleich  grosse  Parallelo- 
gramme abgeschnitten.  Was  aber  hier  aus  einfacher  Betrachtung  folgt,  stimmt  ganz 
mit  Gleichung  YII  überein;  denn  da  sie  keinen  mit  dz  behaneten  Theilsatz  enthält,  so 
hat  die  Mutation  von  z  keinen  Einflnss  auf  U  (d.  h.  auf  die  Grösse  dieses  auf  der  Be- 

d  z 
rtthrungsebene  abgeschnittenen  Parallelogramms),  und  nur  die  Mutation  von  -p-   ond 

-p  hat  Einfluss  darauf  (man  vergleiche  Aufgabe  68). 

Erster  Fall.  Sucht  man  eine  solche  Fläche,  welche  bei  irgend  zwei  nach  Be- 
lieben gewählten  Abscissen  x  und  y  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner 
macht,  als  ihn  bei  den  nemlichen  Abscissen  x  und  y  alle  möglichen,  der  gesuchten 

Fläche  Stetsfort  nächstanliegenden ,  Nachbarflächen  machen  können ;  so  sind  -^ —  und 

ax 

-^ —  dem  Werthe  nach  ganz  unabhängig  voneinander,  wenn  gleich  mit  der  Form  des 

dz  auch  die  Formen  des  -^ —  und  des  -^ —  mitgegeben  sind,   etc.  (man  sehe  $.  95). 

Es  kann  also  nur  dU  »  0  werden,  wenn  gleichzeitig  staltfindet: 

IX)    ^=.0.  und  X)    ^=0 

hitegrirt  man  Gleichung  IX,  so  bekommt  man  im  Allgemeinen 

XI)    z  =  my) 

wo  xiy)  eine  ganz  willkürliche  Function  von  y  ist.    Daraus   folgt  -^  »  'a''^  und  weil 

dadurch  auch  Gleichung  X  erfüllt  werden  soll,  so  muss  --r-^  «*  0  sein.  Es  ist  also 
x(y)  =  A,  d.  h.  constant.    Gleichung  XI  geht  daher  über  in 

XII)    z  =  A 
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d.  h.  I  ist  eonstaat,  wodorch  die  in  irgeod  eioem  Punkte  der  Axe  Z  senkrechte  Ebene 
vorgestellt  ist,  welche  insofern  die  Aufgabe  löst,  als  sie  zugleich  ihre  eigene  Berührende 

isL   Es  ist  jetzt  ü'  —  (a  -  a)  .  (/8  -  b) ,  und  a«ü  =  (a  -  a)  •  {ß  -  b)  .  r(^f 
;  und  weil  ^U  unter  allen  Umstflnden  positiv  bleibt,  so  ist  U'  ein  Minimum- 


mi 


stand,  während,  eben  weil  U'  von  den  Werthen  des  x  und  des  y  ganz  unabhängig  ist, 
von  einer  secnndären  Becieliung  keine  Rede  sein  kann. 

Zweiter  Fall.  Die  Gleichung  O  der  Ber&hrungsebeoe  l&sst  sich  auch  auf  fol- 
gende Weise  schreiben: 

XIII)    z'--^.y'+    ^.X'+   (»--X-.y__.x) 

Daraus  ergibt  sich  bekanntlich  die  Gleichung  der  in  der  Coordinatenebeoe  XZ  liegenden 
Spar,  wenn  man  y'  »  0  setzt;  und  man  hat 

x,v,z.-ii.v+(.-fe.,-4i..) 

An  dieser  Gleichung  erkennt  man,  dass  -^  die  goniometrische  Tangente  des  Winkels 

ist,  welcher  von  der  in  der  Coordinatenebene  XZ  liegenden  Spur  der  Berährungsebene 
mit  der  Axe  X  eingeschlossen  wird. 

Es  ergibt  sich  aber  anoh  aus  Gleichung  Xlil  die  Gleichung  der  in  der  Coordinaten- 
ebene YZ  liegenden  Spur,  wenn  man  x'  =  0  setzt;  und  man  hat 

V17V        ä  ^y^         i     ,      I  <*t35  d-z        \ 

XV)     z'=^.y'+(.-^.y_^.,) 

d  z 
An  dieser  Gleichung  erkennt  man,  dass  ~  die  goniometrische  Tangente  des  Winkels 

ist,  weleher  voo  der  in  der  Coordinatenebene  YZ  liegenden  Spur  der  BerOhtungsebene 
mü  der  Axe  Y  eingeschlossen  wird. 

Sacht  man  also  nur  diejenige  Fläche,  die  bei  irgend  zwei  nach  Belieben  gewählten 
Abscisseo  x  und  y  den  vorgelegten  Ausdruck' grösser  oder  kleiner  macht,  als  ihn  alle 
Flächen  machen  können,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Fläche  stelsfqrt  nächstanliegen,  sondern  bei  denen  allen 
fij    die  zu  den  grade  gewählten  Abscissen  x  und  y  gehörigen  Ber&hrungsebenen 
so  gelegen  sind,    dass  ihre  in  der  Coordinatenebene  XZ  befindlichen  Spuren 
parallel  laufen  mit  der  betreffenden  Spur  der  zur  gesuchten  Fläche  gehörigen 
BerOhrungsebene ; 
so  schliessen  alle  dies^  Spuren  mit  der  Axe  X  einen  gleichgrossen  Winkel  ein.    Es 
moss  also  bei  den  grade  genommenen  Abscissen  x  und  y  zwischen  der  gesuchten  und 
allao  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Flächen  folgende  Gleichung 

dx         dx  dx         i.2r        dx  1.2.3  '     dx  • 

stattfinden  (man  vergleiche  Aufgabe  61,  Einleitung,  B).  Weil  aber  xlm  Momente  des 
Verschwindens  Itefindlich  ist,  so  ist  (nach  8^»  dritte  Abtheilung,  Seile  140—142  oder 
nach  Analogie  des  $  181 ,  B) .  letzter^  Gleichung  nur  möglich,  wenn  bei  den  grade  ge- 
nommenen Abscissen  x  und  y  einzeln  stattfindet  -^    =  0,     \        =r   0,    etc.;    und 

dx  '      dx 

hierbei  zieht  sich  Gleichung  VII  zurQck  auf 

XVn    W  =  («  —  a)  (/?  —  b)      d^      d,^z 
ri  -h  p2  +  q2     '    dy   '    dy 
Daraas  folgt  ai>er  nur  die  einzige  Gleichung 

XVII)    ^  =  0 

welche  die  Partialdiffierentiaigieichang  der  jetzt  gesuchten  Fläche  ist.    Durch  Integration 
ommt  man 

n,  23 


Digitized  by 


Google 


178 

XVUI)    z  =  Fcij 
wo  F(X)  kein  y  entbält ,  dagegen  jede  beliebige  FoacUon  von  x  oder  auch  eineo  constan- 
len  Aosdrack  vorstellt*  Die  gesachle  Fläche  «st  also  jetzt  jede  beliebige  aaf  der  Coordioateii- 
ebene  XZ  senkrechte  CyliDderfläche  oder  auch  eine  auf  der  Coordinatenehene  XZ  senk- 
rechte Ebene ,  welche  letztere  die  Au%abe  insoferoe  löst,  als  sie  zugleich  ihre  eigene 

Berührende  isL   Ans  Gleichong  XVUI  folgt  aoch  weiter ,  dass  -p-  =  -^ — ;    und     die 

ds  dx 

Gleichungen  VI  und  VIII  gehen  nun  über  in 


„..(._.,(,_.,.)/,. (-^)-,  „a  «,  =  <i^l^ .(Ml)' 

Unter  allen  Flächen  also ,  deren  Berührangsebenen  ihre  in  der  Coordinatenehene  KZ  lie- 
genden Spuren  miteinander  parallel  haben,  wird  das  auf  vorgesc)iriebene  Welse  begränzte 
Parallelogramm  ein  Minimum-stand ,  wenn  die  in  den  Coordinatenebenen  YZ  und  YX 
liegenden  Spuren  der  Beruhrungsebene  bezüglich  auf  den  Axen  Z  und  X  senkrecht  ste- 
hen, d.  h.  mit  der  Axe  Y  parallel  laufen. 

Zusatz.  Man  kann  die  willkürliche  Fubclion  F(x}  durch  folgende  Bedingung  be- 
stimnen :  „es  soll  .eine  durch  die  Gleichungen 

f(x,  y,  z)  =  0,    und    ('(x,  y,  z)  =  0 
gegebene  räumliche  Curve  ganz  und  mit  allen  ihren  Punkten  in  der  gesuchten  Fläcbe 
liegen."    Wenn  man   nun  aus  letzteren  Gleichnngeo  y  und  z  durch  x  ausdrfkckt,  und 
dann  den  für  z  gefundenen  Ausdruck  statt  F(x)  in  Gleichung  XVIII  eiosetit;  so  hat  man 
die  Cylinderfläche  bestimmt,  welche  der  hier  gemachtei»  Bedingung  genügt. 

Dritter  Fall.  Sucht  man  nur  diejenige  Fläche,  die  bei  irgend  zwei  nach  Belieben 
gewählten  Abseilen  x  und  y  den  vorgelegten  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  macht, 
als  Ihn  alle  die  Flächen  machen  können,  welche  nicht  nur 

a)    der  gesuchten  Fläche  setsfort  nächstaoliegen ,  sondern  bei  deeeo  allen 

ß')    die  zu  den  grade  gewählten  Abscissen  x  und  y  gehörigea  Berührongsebcnen 

so. gelegen  sind,  dass  ihre  in  der  Coordinaieiiebene  YZ  befindlichett  Spuren 

parallel  laufen  mit  der  betreffenden  Spur  der  zur  gesuchten  Fliehe  gehörigea 

Berührungsebene; 

80  8ch Hessen  jetzt  alle  diese  Spuren  mit  der  Axe  Y  elnea  gleichgrossen  Winkel  ein. 

Es  muss  also  bei  den  grade  genommenen  Werthen  des  x  und  des  y  einzeln  stattfinden 

-^ —  t=  0,  -^j—-  =  0,  etc.;  und  Gleichung  VII  zieht  sich  zurück  auf 

XIX)    ^ü  =  («-a)'0^-b)  .  ^  .  ^ 
^  Kl  H-  p«  4-  q2  dx         dl 

Daraus  folgt  die  einzige  Gleichung 

XX)    ^  =  0 

welche  die  Partialdifferentialgleichung  der  jetzt  gesuchten  Fläche  ist.  Durch  Integration 
bekommt  man 

XXI)    z  -  g(y) 

wo  9(y)  kein  x  enthält,  dagegen  jede  beliebige  Function  von  y  oder  auch  einen  constan- 
ten  Ausdruck  vorstellt. 

Alles  Weitere  nach  dem  Vorgange  des  vorigen  Falles. 


Aufgabe    135. 

Man  soll  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Goordinatensystem  bezogenen  Flä- 
chen diejenige  heraussuchen,  welche  in  ihrer  ganzet  AusdehnAng  die  Eigenschaft  hat, 
dass,  wenn  man  in  den  zu  irgend  zwei  nach  Belieben  gewAhtlee  Abscissen  x  aad  y 
gehörigen  Punkt  die  Berührungsebene  legt,  das  Dreieck,  welches  von  den  Goordieeten- 
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axen  X  and  T  ond  von  der  io  der  Coordioateoebene  XY  liegenden  Spar  der  besagten 
Berührongsebene  begränzl  wird,  ein  Maximam -stand  oder  Minimam-stand  ist,  d.  b. 
gröeser  eder  kleiner,  als  bei  allen  andern  in  einem  za  den  nemlichen  Abscissen  z  ond 
y  gehdrigen  Pankte  berührten  and  der  gesaehten  Fläche  stetsfort  nficbstanliegenden 
NachbarlUchen  der  Fall  sein  kann. 

Die  Gleichang  der  Berührongsebene  ist  bekanntlich 

Hier  sind  z\  y%  x'  die  veränderlichen  Goordinaten  der  BerOlirnngsebene ,  dagegen  i, 
y,  X  sind  die  (übrigens  gleichfalls  veränderlichen)  Goordinaten  des  Punktes  der  Fläche, 
in  welchem  man  grade  die  BerOhrnng  wählt.  Wenn  nun  (Gg.  27)  die  Berührongsebene 
gegeben  ist  darch  die  Sparen  PQ  ond  P'Q,  und  O  der  Anfangspunkt  der  Goordinaten 
ist;  so  sind  die  drei  Pankte  v,  0,  w  die  drei  Spitzen  des  in  Rede  stehenden  recht- 
winkeligen Dreieckes,  dessen  Flächeninhalt  gegeben  ist  durch 

II)     g  .  Ov  .  Ow 

Fdr  den  Punkt  v  verschwinden  z'  und  c^    dagegen  fttr  den  Punkt  w  verschwinden  y' 

d  z 
iomI  z'.    Setzt  man  nun  zar  Abkürzung  in  Gleichung  I  noch  p  statt  -.''- ,    ond  q  statt 

J^,  so  bekommt  man  Ov  =  y'  =  HLztjy.i:if,  „„d  Ow  =  x' =  I^^L+JI^LJ.  Es 
dy  '  ^  q  '  p 

ergibt  sieh  also  ans  II  für  den  Flächeninhalt  des  in  Rede  stehenden  Dreiecks 

DaiM»  bekommt  man  darch  Motiren 

J r^.  1  ««     .^    r     o  A-  -.1  p»  -  qy  H-  z   d,^z 


'^>     dü  =  g^^.(p«+qy-z).[-2.^z  + 

px  4-  z    dy^z"! 
q  '    dy  J 


^  dx 

qy  - 


q 

Erster  Fall.  Sucht  man  eine  solche  Fläche,  welche  bei  irgend  zwei  nach  Be- 
lieben gewählten  Abscissen  x  und  y  den  vorgelegten  Aosdrack  grösser  oder  kleiner 
macht,   als  ihn  bei  den  nemlichen  Abscissen  x  und.  y  alle  möglichen ,   der  gesuchten 

d  dz 
Fläche  stetsfort  nächstanliegenden,  Naehbarflächen  machen  können;   so  sind  dt,  -^ — , 

-^— -  dem  Werthe  nach  ganz  unabhängig  voneinander,    wenn  gleich  mit  der  Form  des 

dz  auch  die  Formen  von  -^   und  von  -^  mitgegeben  sind  etc.  (man  sehe  g.  95). 

Es  kann  also  hier  nur  dann  dU  =  0  werden,  wenn  die  Gleichung 

V)    px  -f-  qy  -  z  =  0 
stattfindet.    Daraus  folgt  nach  bekannter  Methode        ^ 

VI)    z  «  X  .  x(«),  während  VII)  <a  ^  ^  ist. 
Das  allgemeine  integral  ist  also 

vno    «  =  »x@ 

vo  x(-)  eine  ganx  willkürliehe  Fanetion  von  -  Vorstellt,  so  dass  es  eine  nnendKche 
Menge  von  Flächen  gibt,  welche  der  Aufgabe  genügen  können.  Alle  diese  Flächen 
haben  aber,  wie  auch  immer  x(-)  genommen  werden  mag ,  das  Gemeinschaftliche,  dass 
sie  doreh  Bewegung  einer  darch  O  hindurchgehenden  graden  Linie  erzeugt  sind,  was 
daraas  hervorgeht,  dass  für  alle  Punkte  der  Fläche,  fQr  welche  ~  den  constanten  Werth 
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a  behält,  auch  allemal  x(-)  den  cooslaoteo  Werth  xia^  behält,  so  dass  dabei  die  Glei- 

chnngen  VI  and  VII  übergehen  in 

z  a  1  .  xia) ,  and  y  =  a»«  x  '  ' 

Dieses  sind  aber  die  Gleichangen  einer  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ge- 
henden ond  sich  nach  dem  durch  x^<^)  ausgedrückten  Gesetze  bewegenden  Graden.  Die 
verschiedenen  Werfhe,  welche  man  nach  and  nach  dem  a  beilegt,  werden  dann  aach 
die  versciäedene  Lage  der  aber  immer  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ge- 
henden Graden  bedingen.  Eliminirt  man  a  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen,  so 
bekommt  man  wieder  Gleichung  VIII.  Mutirt  man  Gleichung  IV  noch  einmal,  und 
berücksichtig!  man  dann  Gleichung  V,  woraus  namentlich  px  =  z  —  qy  und  qy  =  z  —  px 
folgt;  so  bekommt  man  nach  gehörigen  Sobstitutionen  und  Reductionen 

^ri  ^         /      *     .         d.az  d-^z  \2 

p  •  q      \  dx         '      dy  / 

Der  eingeklammerte  Factor  ist  jederzeit  positiv;  somit  hangt  es  von  dem  Producte 
p  •  q  ab,  ob  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  stattfindet,  während  von  einer 
secundären  Beziehung  keine  Rede  sein  kann,  da  U'  =  0  ist,  anabhängig  von  dem 
Werthe  des  x  and  des  y. 

Wenn  man  für  x(^)  bestimmte  Fanctionen  nimmt,   so   behommt  man  aach  be- 
stimmte Flächen.    Dergleichen  mögen  sein 

1)    z  c»  X  -  |a  -f-  b  •  - j  oder  z  .=  ax  -h  by 

Dieses  ist  aber  die  Gleichung  einer  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gehenden 
Ebene,  welche  insofeme  die  Aufgabe  löst,  als  jede  Ebene  auch  zugleich  ihre  eigene 
Berührende  ist. 

2)    z  =  x.lya-hb.5^,    oder  z  =  If  a  •  x«  -h  b  •  )^ 

4)  E  »  X  •  lg  nat  - ,    oder,  y  =  x  .  e* 

5)  z  =  X  •  arc  tg  -  * 

Und  so  ohne  Ende  fort 

Zusatz.    Die  noch  willkürliche  Function  ^f-j  kann  aber  bestimmt  werden,   wenn 

man  die  dazu  geeigneten  Nebenbedingungen  aufstellt  Macht  man  z.  B.  die  Be- 
dingung, dass  die  gesuchte  Fläche  nicht  nur  die  in  Gleichung  V  ausgesprochene  Ei- 
genschaft habe ,  sondern  dass  sie  auch  noch  durch  die  mittelst  der  Gleichungen 

z  =  a»x2-hb«x-hc,    und    y  =  n  •  x^  4-  g  •  x 
gegebene  räomliche  Cnrve  hindurchgehe,  so  dass  diese  Curve  ganz  and  mit  allen  ihren 
Punkten  in  der  gesuchten-^läche  liegt;   so  mass  Gleichung  VIII  identisch  werden,  so- 
bald man  a  •  x^  -f-  b  -^x  +  c  statt  z ,   und  n  •  x^  -4-  g  •  x  statt  y  subatitairt.    Die  Glei- 
chungen VI  und  VII  gehen  aber  durch  diese  Substitutionen  bezüglich  über  in 

a-x2H-b-x-l-c  =  x-  x(ö»»    ond    «  =  n  •  x  -f-  g 

Aus  der  zweiten  dieser  Gleichangen  folgt  x  =  ~m^;  und  wenn  man  diesen  Aosdrack 

statt  X  in  die  erste  einsetzt,  so  bekommt  man 
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*»  -  KV» 


Daraas  folgi 

X(«)  =  a  .  C^^)  +  b  H- 


n  -c 


oder 


oder 


'{i}--(^^^)*<- 


n  '  c  '  X 

y  —  g-x 


^©-fx-(y-«^)  +  --^f^ 


ex 

Die  Glekbang  VIII  geht  also  jetzt  Ober  in 


-  •  (y  —  «»)  H-  bx 


n    -        -  -  y  -  gx 

Dieses  ist  aber  die  Gleichnng  einer  völlig  bestimmten  Fläche  der  zweiten  Ordnong; 

ODd  in  dieser  Fläche  liegt  die  vorgeschriebene  räumliche  Gurve  mit  allen  ihren  Punkten. 
Zweiter  Fall.    Sucht  man  nur  diejenige  Fläche,   von  welcher  bei  irgend  zwei 

Bach  Belieben   gewählten  Abscissen  x  und  y  der  vorgelegte  Ausdruck  grösser  oder 

Ueioer  gemacht  wird,  als  er  von  allen  den  Flächen,  welche  nicht  nur 
a)    der  gesuchten  Fläche  atetsfort  nächstanliegen ,  sondern  auch 
ß)    mit   ihr  den  zu   den   grade  gewählten  Abscissen  x  und  y  gehörigen  Punkt 
gemeinschaftlich  haben, 

^macbt  werden  kann;  so  ist  jetzt  d^  =:  0,  d^z  =s  0  etc.,  und  Gleichung  IV  zieht  sich 

zurück  auf 

m    au  =  P'  "♦"  <yy  -  ^  .  /ELzl3L±J  .  4«^  ^  gy  —  px  +  z   d,ai\ 
•^  2-p«q\  p  dx  q  *dy/ 

Da  aber  auch  jetzt  die  beiden  Ausdrucke  -^  und  ^ —  dem  Werthe  nach  ganz  unab- 

hiogig  voneinander  sind ;  so  kann  nur  dU  •»  0  werden ,  wenn  entweder  die  einzige 
Gleichung  pz  +  qy  —  z  «»  0  stattfindet,  oder  wenn  die  beiden  Gleichungen  px  —  qy 
+  z  =  0  nnd  qy  —  px  -f  z  =3  0  gleichzeitig  stattfinden. 

A)    Findet  nur  die  einzige  Gleichnng  px  +  qy  —  z  »  P  statt,  so  hat  man  wieder 

I  =  X  •  xi^f »  nnd  ü'  =  0  für  jeden  Werth  des  x  und  IBr  jeden  Werth  des  y.    Fer- 

oer  ist  dabei 


")   «'  =  p45(»-¥  +  '-^)' 


SO  dass  es  anch  jetzt  wieder  vom  Prodncte  pq  abhangt,  ob  ein  Maximum-stand  oder 
Minimum -stand  stattfindet,  während  von  einer  secundären  Beziehung  keine  Rede 
sein  kann 

B)  Finden  aber  die  beiden  Gleichungen  px  —  ^y  +  z  «  0  und  qy  —  px  +  z  =0 
zugleich  statt;  so  muss  es  auch  eine  Function  z  von  x  und  y  geben,  welche  diese  bei- 
den Gleichungen  zugleich  identisch  macht.  Eliminirt  man  q ,  so  bekommt  man  z  =  0; 
ond  eliminirt  man  p ,  so  bekommt  man  wieder  z  =  0.  Man  hat  also  die  in  die  Goor- 
dinateoebene  XT  fallende  Ebene  als  gesuchte  Fläche.    Dabei  ist  p  =  0  und  q  =  0, 

so  dass  U'  =  ^,  d.  h.  unbestimmt  ist,   was  sich  durch  folgende  geometrische  Betrach- 

(ong  noch  näher  erläutern  lässt.  Die  gesuchte  Fläche  ist  die  in  die  Goordinatenebene 
XT  fallende  Ebene;  die  Beril^hrungsebene  der  gesuchten  Fläche  fillt  also  auch  in  die 
Goordinatenebene  XY.  Somit  wird  die  Goordinatenebene  XY  von  der  Berührungsebene 
Dicht  geschnitten,  und  das  fn  der  Aufgabe  besagte  Dreieck  ist  jetzt  die  von  den  Abscis- 
senaxen  X  und  Y  eingeschlossene  unbestimmte  Winkelebene.  Es  kann  also  auch  von 
einem  Maximum-Stande  oder  Minimnm-stande  keine  Rede  sein. 

Dritter  Fall.     Sucht  man  nur  diejem'ge  Fläche,  von  welcher  bei  irgend  zwei 
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nach  Belieben  gewählten  Abscissen  x  and  y  der  vorgelegte  Aasdrack  grösser  oder  klei- 
ner gemacht  wird,  als  ihn  alle  die  Flächen  machen  können,  welche  nicht  nor 
a)    der  gesachten  Fläche  stetsrort  nächstanliegen,  sondern  auch 
ff)    mit  ihr  den  za  den  grade  gewählten  Abscissen  x  and  y  gehörigen  Punkt  ge- 
meinschaftlich haben,  and  bei  denen  allen 
y)    die  za  den  grade  gewählten  Abscissen  x  and  y  gehörigen  Beruhrangsebenen 
so  gelegen  sind,  dass  ihre  in  der  Coordinatenebene  YZ  be6ndlichen  Sparen 
parallel  laufen  mit  der  betreffenden  Spar  der  zar  gesuchten  Fläche  gehörigen 
BerQhrangsebene ; 
so  schliessen  jetzt  alle  diese  Sparen  nil  der  Axe  Y  einen  gleichgrossen  Winkel  ein 
(man  sehe  den  zweiten  Fall  der  13V'  Aufgabe).    Es  muss  also  jetzt  bei  den  grade 

genommenen  Werthen  des  x  und  des  y  einzeln  stattfinden  dz  =  0,  -^  «0,  <)^  =  0, 
-^ —  «  0.  etc.;  und  Gleichung  IV  zieht  sich  zurück  auf 

^^  '^  =  iTT^ •  0>»  +  «ly  -  0  •  (p«  ^  qy  +  0 -^ 

Es  ist  also  entweder  px  +  qy  —  z  =  0  oder  px  —  qy  -^  z  =  0: 

Erstens.    Ist  px  +  qy  —  z  -  0,  so  Ist  z  =  x  .  xß)  ,  d^ü  =  —  •  (x  •  ^)^, 

vX/  P  •  <I      *  dX  ' 

und  U'  =  0  unabhängig  vom  Werthe  des  x  und  des  y,  so  dass  von  einer  secundären 
Beziehung  keine  Rede  sein  kann ;  und  da  es  auch  jetzt  vom  Producte  p  •  q  abhangt , 
ob  ein  Maximum-Stand  oder  Minimuip-stand  stattfindet,  so  erkennt  man,  dass  man  anch 
jetzt  wieder  das  Resultat  des  ersten  Falles  hat 

Zweitens.    Ist  px  —  qy  +  z^^  =  0,  so  folgt  daraus  nach  bekannter  Methode : 

Xfl)    z  =  -  .  !t(7j),   und    XlII)    ^  =  X  •  y 

Das  allgemeine  Integral  ist  also 

XIV)  ,z  =  l.;r(x.y) 

wo  ^(x  •  y)  eine  ganz  willkürliche  Function  des  Productes  x  •  y  Ist,  so  dass  es  auch 
jetzt  eine  unendliche  Menge  von  Flächen  gibt,  welche  der  Aufgabe  genfigen  können. 
AUe  diese  Flächen  haben  aber,  wie  auch  ;r(x  •  y)  genommen  werden  mag,  das  Gemein- 
same, dass  sie  durch  Bewegung  einer  von  zwei  gleichseitigen  hyperbolischen  Gylindern 
gebildeten  Dorchschnittscurve  erzeugt  sind.  Davon  kann  man  sich  auf  folgende  Weise 
überzeugen:  So  oft  das  Product  x  •  y  den  eonstanten  Werth  a  hat,  hat  auch  die  Func- 
tion ;r(x  •  y)  den  eonstanten  Werth  x(a) ,  so  dass  dabei  die  Gleichungen  XII  und  XIII 
übergehen  in 

I  -  z  =  Tfia)   und    i  •  y  —  a 

Diese  Gylinder  stehen  auf  den  Goordinatenebeoen  XZ  und  XY  senkrecht,  und  ändern 
sich,  wenn  der  Werth  des  a  sich  ändert.  Die  Dorchschnittscurve  ändert  also  auch  so- 
wohl ihre  Lage  als  ihre  Gestalt,  wenn  der  Werth  des  a  sich  ändert;  das  Gesetz  dieser 
Aenderung  selbst  ist  willkürlich,  so  lange  noch  yua)  willkürlich  ist.  Mutirt  man  nun 
Gleichung  XI  noch  einmal,  und  berücksichtigt  man,  dass  qy  —  z  =  px  und  px  —  qy 
4-  z  =  0  ist;  so  bekommt  man 

p  •  q  \  dx  ' 

so  dass  es  auch  jetzt  von  dem  Producte  p  •  q  abhangt ,  ob  U'  :=  — ^  •  i^  ein    Maxi- 

mum-stand  oder  Minimum-stand  ist.  Wenn  man  für  x(x  •  y)  bestimmte  Functionen  an- 
nimmt, so  bekommt  man  auch  bestimmte  Flächen.    Dergleichen  mögen  sein 

-.  1      a -x  •  y -h  b  •  x« -y^      ,  a-y-f-b-x^y« 

1)    z  =  -  •  7 — ,  oder  z  =  — —^ -^ 

^  X  c  H-  g*  X  -y        '  cvH-  g-  X  -y 
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«)    z  =  — -  Ig  nat  5^,  oder  i .  y  =  c  •  g  •  «»-^ 

^  I      ®  c  •  g  ^  ° 

Uod  so  ohoe  Ende  fort. 

Zosatz.    Die  ooch  wilikQrliehe  Fanction   »(x  •  y)  kaoD  bestimmt  werden,   wenn 
man  die  gesochte  Fläche  z.  B.  zwingt,  durch  eine  mittelst  der  Gieichungen 

a3    ,    b»         ^  c2    . 

z  =  j2  +  Y'  ""**  y  =  T  "*"  ^ 

gegebene  räamliche  Garve  hindurch  zu  gehen,  so  dass  diese  Curve  ganz  und  mit  allen 

iteen  Psnkten   in  der  gesuchten  FUehe  liegt.    Dabei  muss  Gleichung  XIV  identisch 

a3        b^                     0^ 
werden,  so  oft  man  -j  H statt  z,  und hg  statt  y  substituirL    Die  Gleichungen 

XII  QDd  Xlli  gehen  aber  durch  diese  Substitution  Ikber  in 

a3    .    b«.      1 

5?^ 


«  j  .  «(ly),  und  7  =  X  •  (y  +  «) 


Ans  der  zweiten  dieser  Gleichungen  folgt  \  »  ^— — -  und  wenn  man  diesen  Ausdruck 
iar  X  in  die  erste  einsetzt,  so  bekommt  man 


a3 

oder 


'^^^  =  1—^.  ^  ^ 


;r(x  .  y)   «         ^^'^     .   +    b« 

^      •'-'        X  •  y  —  c2 
Die  Gleichung  XIV  geht  also  jetzt  Ober  in 

oder  '-  x.(x.y-  c2)  -^    X 

(xz  —  b«)  .  (x  .  y  —  c2)  =  a3  .  g 
Dieses  ist  aber  die  Gleichung  einer  völlig  bestimmten  Fläche  der  vierten  Ordnung;  und 
iD  dieser  Fläche  liegt  die  vorgeschriebene  räumliche  Curve  mit  allen  ihren  Punkten. 

Vierter  Fall.    Sucht  man   nur  diejenige  Fläche,   von  welcher  bei  irgend  zwei 
OKh  Belieben   gencunmenen  Abscissen  x  und  y  der  vorgelegte  Ausdruck  grösser  oder 
kleiner  gemacht  wird,  als  ihn  alle  die  Flächen  machen  können,  welche  nicht  nur 
a)    der  gesuchten  Fläche  stetsfort  nachstanliegen,  sondern  auch 
ß)    bei  den  grade  gewählten  Abscissen  x  und  y  alle  ihre  BerQhrungsebenen  mit 
der  BerQhmngsebene  der  gesuchten  Fläche  parallel  haben; 
so  ist  f&r diesen  Fall  zu  beachten,  dass,  wenn  Ebenen  miteinander  parallel  laufen,  auch 
alle  ihre  mit  irgend  einer  andern  Ebene  gemachten  Schnitte  unter  sich  parallel  sind. 
Daraus  folgt: 

1)  Bei  allen  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Flächen  sind  die  zu  den  grade  ge- 
wlhlten  Abscissen  x  und  y  gehörigen  Beriihrungsebeoen  so  gelegen,  dass  ihre  in  der 
Coordinatenebene  XZ  befindlichen  Spuren  parallel  laufen  mit  der  betreffenden  Spur 
der  lur  gesuchten  Fliehe  gehörigen  Beruhrungsebene.  £s  schKessen  also  alle  diese 
Sparen  mit  der  Axe  X  einen  gleichgrossen  Winkel  ein« 

2)  Femer  sind  auch  bei  allen  in  Betracht  zu  ziehenden  Fl|ichen  die  zu  den  grade 
gewählten  Abscissen  x  und  y  gehörigen  BerQhrungsebenen  so  gelegen,  dass  ihre  in  der 
Coordioatenebene  TZ  befindlichen  Spuren  parallel  laufen  mit  der  betreffenden  Spur  der 
zQr  gesuchten  Fläche  gehörigen  Berührungsebene.  Es  sehliessen  also  alle  diese  Spuren 
mit  der  Axe  Y  einen  gleichgrossen  V^inkel  ein. 

d  z 
Nun  ist  (siehe  den  zweiten  Fall  der  134'**"  Aufgabe)  durch  -p  die  goniometrische 

Tangeote  des  Winkels  dargestellt,   welcher  von  der  in  der  Coordinatenebene  XZ  lie- 
geaden  Spur  der  Berährungsebene  mit  der  Axe  X  eingeschlossen  wird.    Ebenso  ist 

^^^  -^  die  goniometrische  Tangente  des  Winkels  dergeslellt,    welcher  von  der  io 
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dyöH 
dy 
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der  GoordiDatenebene  YZ  liegenden  Spor  der  Berührangsebene  mit  der  Axe  Y  einge- 
schlossen wird.  Bei  den  grade  genommenen  Abscissen  x  und  y  müssen  also  zwischen 
der  gesachten  und  allen  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Flächen  gleichzeitig  folgende 
zwei  Gleichungen 

dx  dx    ^  '^ 

d.z        d,z    , 
dy       .  dy 

stattfinden  (man  vergleiche  Aufgabe  61,  Einleitung,  B).  Weil  aber  x  fm  Momente  des 
Verschwindens  befindlich  ist,  so  sind  letztere  Gleichungen  (nach  g.  88,  dritte* Abthei- 
lung, Seite  140—142,  oder  nach  Analogie  des  $.  181,  B)  nur  möglich,  wenn  bei  den 
grade  genommenen  Abscissen  x  und  y  einzeln  stattfindet 

^-0,^=0,i?i=0.^=0  eCc. 
dx  '    dy  '     dx  dy 

und  Gleichung  IV  zieht  sich  zurück  auf 

XV)    ^ü  = ^  .  (px  ^  qy  —  2)  .  dz 

Daraus  folgt  die  Gleichung  px  +  qy  —  z  =  0,  welche  das  schon  im  ersten  Falle  be- 
findliche Integral  z  =  x  •  x(')  liefert.    Ferner  ist  jetzt 

p.q 

so  dass  es  abermals  vom  Producte  p-q  abhangt,  ob  ein  Maximum-stand  oder  Mioi- 
mum-stand  stattfindet. 


Aufgabe    136. 

Bei  welcher  Fläche  ist  die  von  der  Berührungsebene  und  den  drei  Coordinatenebe- 
nen  begrftnzte  dreiseitige  Pyramide  ejn  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  ? 
Die  Gleichung  der  Berührungsebene  ist  bekanntlich 

I)     ,'_.  =  (y'-,).^  +  (i'_x).if 

Wenn  nun  (fig.  27)  die  Berührungsebene  gegeben  ist  durch  ihre  Spuren  P'Q  und  PQ, 
und  0  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ist;  so  sind  die  vier  Punkte  v,  w,  0,  Q  die 
vier  Ecken  der  in  Rede  stehenden  Pyramide,  deren  Körperinhalt  gegeben  ist  durch 

II)     g  .  Ow  .  Ov  .  OQ 

Für  den  Punkt  v  verschwinden  x'  und  z',  fi!kr  den  Punkt  w  verschwinden  y'  ond  z* 
für  den  Punkt  Q  verschwinden  x'  und  y^    M^n  bekommt  also 

Ov  «  y  -  -  -  .  (z  -  px  -  qy) 

Owä  x'  ==  -  p  .  (z  —  px  -  qy) 

OQ  =  z'  :^  (z  -  px  -  qy) 
£s  ergibt  sich  also  aus  II  für  den  Körperinhalt  der  in  Rede  stehenden  Pyamide 

™>  »^  -  ötJt^  '  <^*  -  p*  -  "y)" 

Daraus  bekommt  man  durch  Mutiren 
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JV)    »  =  f^("  -  „-•p.^[^.*.-fe^=Jti-■■  i? 

_^  2qy  —  px  H-  z      dy^z"! 

"  q  '   dy  J 

Erster  Fall.  Soll  dieselbe  AUgemeioheU  geUeD,  wie  beim  ersten  Falle  der  vo- 
rigen Aufgabe;  so  sind  dz,  -j-  ,    ~ —  dem  Werthe  pach  gitoz  unabbüngig  voneinander, 

and  es  irird  du  =  0,  wenn  die  identische  Gleicbung 

V)    z  —  px  —  qy  =  0 

sUltfindet.  Daraus  folgt  z  =  x  •  x(-) .  und  U'  =  0  für  jeden  Werth  des  x  und  für  je- 
den Werth  des  y.  Ferner  ijst  auch  d^U  =  0,  während  d^U  nicht  zu  Null  wir<);  es  fin- 
det also  w«der  ein  Ataximum-stand  noch  Minimum-stand  statt. 

Zweiter  Fall,  -tfacht  man  dieselbe  Einschränkung,  wie  beim  zweiten  Falle  der 
vorigen  Aufgabe;  so  reducirt' sich  Gleichung  IV  auf 

Da  auch  jetzt  die  beiden  Ausdrücke  -^ —  und  -^  dem  Werthe  nach  ganz  unabhängig 

voneinander  sind,   so  kann  nur  du  =  0  werden»  entweder  wenn  die  einzige  Gleichung" 

1  —  pi  —  qy  =  0  staft6ndet,  oder  wenn  die  beladen  Gleichungen  2px  —  qy  +  z  =  0 
oad  Sqy  -^  px  +  z  =  0  gleichzeitig  stattfinden. 

A)  Findet  nur  die  einzige  Gleichung  z  ~  px  —  qy  =  t)  statt,   so  ist  wieder 

2  =  X  •  x(-) ,  U'  =1  0  und  <PU  =  0^  während  d3U  nicht  zu  Null-  wird.  Es  besteht  also 

jetzt  weder  ein  Maximum-stand  noch  Minimum-stand. 

B)  Finden  aber  die  beiden  Gleichungen  2px  —  qy  +  z  ==  0  und  2qy  —  px  +  z 
=  0  zugleich  statt;  so  eliminire  man  zuerst  q  und  dann  p,  und  'man  bekoipmt  die 
zwei  neuen  Gleichungen: 

VII)    z  -h  px  =  0,  und  VHl)    z  H-  qy  =  0 

Abs  Vn  folgt  gradezu 

IX)    z  .  X  e=  ;rcy) 

Daraoa  ttekonunt  man  z  ■»  -  •  .T(y)^  und  q  ='-  •  — -^ ,  und  wenn  man  diese  beiden  Aus- 

X       ^  ^         ^       X      dy  ' 

drücke  in  VIII  einsetzt,  so  gibt  sich  (»(y)  4-  y  •  ";i-^)  •  -  =  0,  oder  vielmehr  ;r(y)  -h 
y  •  -^  =  0.    Daraus  folgt  weiter  y  •  3r(y)  »  B ,  oder  ;r(y)  »  _ ,  wobei  Gleichung  IX 

fibergeht  in 

X)    xyz  ==  ß 

wo  B  ein  willkürlicher  Gonstan(er  ist,  so  dass  die  Gleicbung  der  jetzt  gefundenen  Fläche 
keine  willkürliche  Function  enthält.  Aus  Gleichuqg  X  folgt  nun  px  =  —  z  und  qy  =s  ~  z, 
wodurch  den  hiesigen  Gleicfiungep  2pi  -^  qy  +  z  =  0  und  2qy  —  px  -^  z  «»  0  zu- 
gleich genügt  wird.    Hierbei  ist 

XV  9 

so  dass  es  von  dem  Ausdrucke  -^  abhängt,   ob  U'  =  5  •  xyz  ein  Maximum-stand  oder 

Z  28 

Minimom-stand  ist 

Dritter  Fall.    Macht  man^ dieselbe  Einschränkung,   wie  beim  dritten  Falle  der 
vorigen  Aufgabe,  so  reducirt  sich  Gleichung  tS  auf 

^^  '"  =  -  67^  •  (« -  p«  -  iy)'  •  (2p«  -  qy  t-  ^y,-  ^ 


II.  24 
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Damit  du  •*  0  werden  kaoD,  muss  entwedef  z  —  px  —  qy  =  0  oder  9px  —  qy  +  x 
=  0  sein. 

A)    Selzl  mao  «  —  px  —  qy  =  0-,  so  gibt  sich  z  =  x  •  x(^),  Ü' « 0  and  a«ü  =  0, 

während  d^ü  nicht  zu  Null  wird.    Es  6ndet  also  weder  ein  Maximam-stand  noch  Mi- 
nimam-stand  statt. 

ß)    Setzt  man  3px  —  qy  -t-  z  »  0,  so  folgt  daraus  nach  k>akannter  Methode 

XII)      z  =  4=  •  F(»),  ööd  XIU)    «  =  y  .  iTx 

fr  X 

Das  allgemeine  lotegral  ist  also 

XIV)     z  =  -l:.F(y    lf£) 

wo  F(y  •  )fx)  eine  ganz  willkürliche  Function  des  Prodaotfes  (y  •.  If x)  ist.    Hierbei,  ist 

fiV  ^ —  •  1-4-^  I  I  so  dass  es  von  ^  abbangt,  ob  ein  Maximum-stand  oder  Mi- 

q        \  dx  /  '  q 

nimam-stand  stattfindet. 


Aufgabe   137. 

Welche  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinatensystem  bezogenen  FUtchen 
hat  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Eigenschaft,  dass  sie  folgenden  von  den  GoordioaleB 
abhängigen  Ausdruck 

^  .  p  .  q 

bei   irgend  nach  Belieben  gewählten  Abscissen  x  und  y  grösser  oder  kleiner  ipacht, 
als  ihn  bei  den  nem|icheo  Abscissen  alle  andern  der  gesuchten  Fläche  in  jedem  Punkte 
nächsiaoliegenden  Nachbarflächen  machen  können? 
Durch  Mntiren  bekommt  man 

(2  .  (1  —  p  -  q)  •  qy  -H  fz  —  px  —  qy)  •  (1  — p))  •  -^  H-2«(l  — p  -  q)«dz| 

Speci eller  Fall.    Soll  dieselbe  Allgemeinheit  gelten,  wie  behn  ersten  Falle  der 

135"*"' Aufgabe;  so  sind  dz,  -4—,  -^  dem  Werthe  nach  gant  unabhängig  voneiaan- 

der,  und  es  wird  W  =  0,  entweder  wenn  die  einzige  Gleichung  z  •—  px  —  qy  *■  0, 
oder  wenn  gleichzeitig  die  beiden  Gleichungen  1  —  p  —  q  >»  0  und  z  — •  px —  qy  ssO 
stattfinden. 

A)  Findet  nur  die  einzige  Gleichung  z  —  px  —  qy  =  0  statt,  so  ist  z  =  x  •  x(-j» 

und  U'  =  0  für  jeden  Werth  des  x  und  für  jeden  Werth  des  y. 

B)  Finden  aber  die  beMen  Gleichungen  1  —  p  —  q  »=  0  und  z  —  px  —  qy  ■»  0 
gleichzeitig  statt,  so  eliminire  man  zuerst  q  und  dann  p,  und  man  bekommt  die  zwei 
neuen  Gleichungen: 

nt)    z  —  y  -  p  •  (x  —  y)  =  0 ,    und  IV)'    z  —  x  —  q  •  (y  —  x)  «=  0 

Aus  III  folgt  gradezu 

V)    z  =  y  H-  (x  -  y)-*(y) 

Daraus,  folgt  q  ■»  1  '-  ir  •  (y)  +  (x  —  y)  •  -^  ;   und  wenn  man  diese  Ar  z  und  q 

g<^ndenen  Aosdrficke  in  IV  einsetzt,  so  gibt  sich  -^  =  0;  es  ist  also  .T(y)  =  A ,  d.  h. 
constant.    Gleichung  V  geht  nun  ikber  In 
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VI)  2  =  A  .  1  +  (1  -  A)  .  y 

Dabei  ist  aber  aoch  d'V  =  0,  während  d^\]  nicht  zu  Noll  wird ;  und  somif  findel  jetzt 
weder  ein  Ifaximoin-sladd  noch  Minimum-stand  statt 

Die  Gleichung  VI ,  welche  den  beiden  Partialdifferentialgleichungen  f  —  p  —  q  =s  0 
«Mi  X  --  px  —  qy  »  0  zugleich  genügt,  ist  kein  allgemeines  Integral,  weil  sie  keine 
willkOrlicbe  FaiictioD  enthält  Man  sehe  aber  zu ,  ob  man  an  die  Stelle  des  willkOrli- 
chen  Constanten  A  eine  willkQrliche  Function  aufsuchen  kann,  die  so  geeignet  ist,  dass 
dAel  Docb  immer  den  beiden  Partialdifferentialgleichungen  zugleich  genQgt  wird.  Ist 
aber  dieses  der  Fall,  so  ist  Gleichung  VI  ein  ausreichendes  besonderes  Integral;  sie  ist 
ein  besonderes  Integral,  weil  sie  aus  dem « allgemeinen  hervorgeht,  sobald  man  den 
Constanteo  A  an  die  Stelle  der  willktkrlichen  Function  setzt;  sie  ist  ein  ausreichendes 
Integral,  weil  man  auch  aus  dem  Gonstanten  A  die  willkfirliche  Function  wieder  her- 
slelleo  kann. 

Setxt  man  non  £(^)  stati  A  in  Gleichung  VI,  so  bekommt  man 

VII)  z  =  y  -h  (x  ~  y)  .  5(0»  - 

wo  |(«»>  eine  ganz  willkürliche  Function  von  a>,  aber  a>  eine  bestimmte  (bis  jetzt  noch 
anbekannte)  Function  von  x,  y,  z  ist    Aus  VII  folgt  nun 

^  -  ^«)  H.  (x-y)  .-^  . -jj  +  (X  -  y)  .-^  .-j^  . -^ 

4:5-  =  1  -  ^ra))-4-  fx  -  v^.^^    if?  ^.  rx-  v^  .  ^\  iü? .  i^ 
_  =  I  -  f(«,  H-  (X        y)  .  ^^    .  _  -H  (X  -  y)  .   ^^    .  ^^   .-j^ 

Man  setze  wieder  p  und  q  statt  -j-  und  -j-,  und  eliminire  |(a»,  was  mittelst  Gleichung 
VII  geschieht;  so  bekommt  man  ans  den  zwei  letzteren  Gleichungen 

(X  -  y)  -  (I  -  y)2  . 4-  .  -^ 


IX)        q  = 


(,  -0-.<.-yy.JI^-.^- 


da>    *  dz 


(X  -  y)  -  (X  -  y> 
Die  GMchnDg  1  —  p  —  q  =  0  g«ht  also  jetzt  Ober  in 

woraos  aber,  wenn  man  nicht  wieder  £«k»  =  A  haben  will,  nur 

-^      dx     •'    dy         dz 
folgt    Die  Gleichung  z  —  px  —  qy  =  d  geht  über  in 

woraos,  wenn  man  nicht  wieder  ^«0)  =  A  haben  will,  gleichfalls  nur 

folgt  Man  hat  also  diejenige  bestimmte  Function  c^  von  x,  y,  z  zu  suchen,  wodurch 
die  beiden  Gleichungen  X  und  XI  zugleich  identisch  werden.  Man  findet  aber  ohne- 
veiters,  dass  . 

xn)     «  =  "^—^ 

^  y  —  z 

eine  Function  ist,  welche  diese  Eigenschaft  hat    Gleichung  VlI  gehl  nun  über  in 


XIII)    zs=y  +  (x  -  y).^i— i^ 
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Es  gibt  also  in  der  Tbat  eio  allgemeines  integral,  welches  den  beiden  Partialdiffe- 
rentialgleichnngen  1  —  p  —  q  =  0  und  z  —  px  —  qy  -=  0  zogleich  genügt. 

Andere  specielle  Fälle  können  nun  nach  dem  Vorgänge  der  früheren  Aufgaben 
gebildet  werden. 

Die  einfacbfte  Form,  welche  man  der  Gleichung  Xlil  geben  kann,  ergibt  sich,  wenn 

man  gradezn  i( — ^^^ — ]  =  — "^ —  setzt.    Dabei  gehl  Gleichung  XUI  über  in 

\y  -  z/       y  -  « 

XIV)      x2   4-y2    ^-^2=:x.y^_x.Z^-y•Z 

Daraus  folgt 

2x  —  y  —  z       ,  2y--x-»-z 

■^  2z  —  X  —  y        /"  2z  —  X  —  y 

Man  führe  diese  beiden  Ausdrücke  in  Gleichung  i  -  p  -  q  ■»  0  ein,  so  wird  ihr  gradeza 
identisch  genügt.  Man  führe  diese  Ausdrücke  auch  in  Gleichung  t  —  p-x  -  q-y  =  0 
ein ,  so  geht  sie  zunächst  über  in 

2  .  (x2  -h  y2  +  z2)  —  2 .  (ty  -h  xz  ;+  yz)  =  0 
und  daraus  folgt 

z2  -4-  y»  -h  z2  =  xy  -H  xz  +  yz 

was  wieder  Gleichung  XIV  ist- 

Ebenso  kann  man,   wenn  man  statt  |i  — — — i  noch  andei^e  Functionen  des  Ausdruckes 

\y  -  z/ 

X   —    z 

: —  setzt,  jedesmal  die  Probe  machen,   dass  den  beiden  hiesigen  Part&aldifferentialglei- 

chungen  zugleich  genügt  wird. 


Aufg;abe   138. 

Man  hat  bei  einer  Fläche  in  den  za  den  nach  Willkür  genommenen  Absciasen  x 
und  y  gehörigen  Punkt  die  Berahningsebene  gelegt.  Hierauf  hat  man  von  zwei  im 
Räume  irgendwo  festliegenden  Punkten  (a,  b,  c)  nnd  (a,  ß,  y)  Perpendikel  auf  diese 
BerObrungaebene  gefällt.  Welche  Fläche  ist  ea  nun,  wenn  die  Summe  beider  Perpen- 
dikel ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-staqd  ist? 

Die  Gleichung  der  Berührungsebene  ist  bekanntlich 

I)    z'-z  =  (x'-x).p  +  (r-^y).q 
oder 

II)    z'*  —  q  •  y'  —  p  •  X*  —  (z .—  px  —  qy)  =  0 

Wenn  nun  eine  Ebekie  durch  folgende  Gleichung: 

HO    C-z'  -h  B    y' -f- A -x' +  E  =  0 
gegeben  ist,  so  sind  die  Entfernungen  der  Punkte  (a,  b,  c)  dnd  {ciy  ß^y)  bis  zn  dieser 
Ebene  bezüglich  ) 

C.c-l-B-b-fA.a^    .C.y4-B-iff4-A-a 
— _  —  tind  — '  — 

.     irC2  H-  B2  -h  A2  If  C2  -H  B»  +  A« 

Also  sind  die  Entfernungen  der  Punkte  (a,  b,  c)  omd  (a,  /9,  ^)  bis  zur  Berühmngs- 
ebene  bezüglich 

IV)    c-b-q  —  a>p  —  (z  —  px—  qy) 

^  r  1   +  p2  H-  q2 

und 

y  -  g  '  q  -  g  -p  —  (z  —  px  -  qy> 

^-  #1  H-  p2  -I-  q«  '       . 

Die  hier  in  Rede  stehende  Summe  ist  also 

Vn    u  ^c  -H  y  -  2z  -  (b  4-  /?)  '  q  -  (a  -I-  g)    p  H-  2px  H-  2qy 

n  -h  P*  +  q^ 
Es  schadet  det  Allgemeinheit  der  Aufgabe  nicht  ^  aber  ihre  Durchführung  wird  verein- 
facht, wenn  man  die  Ordinatenaxe  Z  in  die, Punkte  (a,  b,  c)  und  (g>i?,y)  legt;  denn 
dabei  wird  a-aO,  b  =  0,g==0,i9aO,  und  Gleichung  VI  reducirt  sich  auf 
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vin    ü  «^  c-*-y-2g-^gp»-^-^ 

Durch  Molfreii  bekommt  man 

VIII)    au  « ^ 1 .  r(2x  .  (1  4-  q2)  ~  p  .  (c  -f-  y  -  9z  4-  2q  •  y))  .  ^ 

a  -H  p«  +  q«)«     ■- 
(2 .  y  .  (1  H-  p2)  —  q  .  (c  -+-  y  —  2«  -h  2p  .  X))  .  ^^  —  2  .  (i  4-  p«  -h  q«)  •  ^zl 

Speci^eller  Fall.    Sucht  maa  cor  diejenige  Fläche ^  von  welcher  bei  irge9d  zwei 
nach  Belieben   gewählten  Absciasen  x^ond  y  der  vorgelegte  Aoadnick  grösser  oder 
kleiner  gemacht  wird,  als  ihn  alle  die  Flächen  machen  können,  welche  nicht  mir 
a)    der  gesuchten  Fläche  sletsfort  nächstanliegen,  sondern  auch 
ß)    mit  ihr  den  zu  den  grade  gewählten  Abscissen  gehörigen  Berahrungspnnkt 

gemeinschaftlich  haben,  und  bei  denen  allen 

y)    die  zu  den  grade  gewählten  Abscissen  x  und  y  gehörigen  BerQhrungseben^n 

so  gelegen  sind,   dass  ihre  in  der  Goordioatenebene  XZ  befindlichen  Spuren 

parallel  laufen  mit  der  betreffenden  Spar  der  zur  gesuchten  Fläche  gehörigen 

BerQhrungsebene ; 

80  schlieseen  jetzt  alle  diese  Sparen  mit  der  Axe  X  einen  gleichgrossen  Winkel  ein. 

(Man  sehe  den  zweiten  Fall  der  134'**''  Aufgabe.)    Es  muss  also  jetzt  bei  den  grade 

genommenen  Werthen  dea  x  und  des  y  einzeln  stattfinden  dz  =  0,  -^  =  0,  ^z  =  0, 
-^ —  =  0,  etc.;  und  Gleichoiig  VIII  redocirt  sich  auf 
IX)     aü  = ^^ Sl2y(l-hp2)~-q-(c  +  y-2z4:  2px)].^ 

Soll  nun  dU  =  0  werden ,  so  muss  die  identische  Gleichung . 

X)    2y  .  (1  4-  p2)  —  q  .  (c  +  y  ~  2z  4-  2px)  =  0 
stattfinden.    Diese  Gleichung  wird  aber  einfocher,  wenn  man  v  anstatt  Iz ^~^) 

setzt;  sie  geht  nemlich  fkber  ip 

.  XI)    y  •  (i  -+-  p2)  —  q  (—  V  -h  px)  —  0 
Um  diese  nichtlineäre  Parti^ldifferentialjgleichung  des  zweiten  Grades  der  ersten  Ord- 
nung zu  integriren,  entwickle  man  q,  und  es  ergibt  sich 

xn)    q  =  IiiL+^ 

Es  ist  als»  q  eine  Function  von-  x,  y,  v,  p,  während  p.nur  eine  Function  voin  x,  y,  v 
sein  kann  ,  und  v  nur  eine  Function  von  x  und  y  ist.    Die  Bedingungsgleichong  'der 

Integrabilität  ist  bekanntlich^  ==  ^y  welche  sich  aber  bei  den  hier  obwaltenden  Um- 
ständen zerlegt  in 

d^d^    d^djq    d^dj^q    d^    ^^^.^rP    ^v 
dx         dv  '  dx         dp  '  dx  "*"  dp  *  dv  '  di         dy         dv  '  dy 

SeUt  man  noch  p  und  q  bezfiglicb  anstatt -^  ^^^-r-y^^  ^^  ^°^  letzterer  Gleichung 

dx   ^P     dv  dp     dx  ^  dy  ^\'*       P    dp^    dv 

welche  Gleichung  zam  Zwecke  des  IntegHrens  in  folgende  drei  zerlegt  werden  mag 

Xni)      /q  -  p  .  i3\  .  dy  -  dv  =  0 
XiV)      (q-p.^).dx4-^.dv-0 


Digitized  by 


Google 


190 

i»  Gl«*.,,  xn  Mg.  äfl  =  -  i^i^iyi^,  ...i  *d  =  +  y^a±^,  „,„ 

man  diese  beiden  Aasdrücke  io  Gleichnog  XV  eio,  so  erkenot  man,  dass  -r^  +  p  •  -r^ 

'  dx        "^     dv 

=:  0  ist,  10  dass  Gleiehon^  XV  sich  auf  f  q  —  p  •  -4^\  .  dp  »  0  reducirt,  woraus  aber 
Qor  dp  .=  0  gefolgert  werden  kann^  Es  ist  also  p  =  g,  d.  h.  cohstant  Dabei  geht 
Gleichong  XII  über  in  q  =  - — ^^ — ^  ^.,  so  dass  die  nanmehr  noch  za  iniegrirende 
Gleichung  dv  =  p  •  di  +  q  •  dy  fibergeht  in  '  . 

dv  =  g  .  d»  4-  ^'(^  -^  ^^).  .  dy 

gx  —  V  ^ 

oder  in 

(g  ..dx  -  dr) .  (gx  -  v)  +  y  .  (I  Hh  g2)  .  dy  =  0 
Daraos  folgt  darch  Integration 

(gx  —  v)«  +  0  H-  g^>-  y^  ■=  h 


oder 


XVI)         (gx   ~   2    +   5-±J:y    4.   (t    H-   g2)  .  y2  =   h 


Diese  Gleichung  ist  ein  besonderes  vollständiges  *lnlegral  der  Gleichung  X;  sie  ist  ein 
besonderes  Integral,  weil  sie  keine  willkürliche  Function  enthält;  sie  ist  ein  vollständi- 
ges Integral,  weil  sie  zwei  wiUkfirliche  Constanten  enthält.  Denkt  man  sich  nun  anter 
a>  eine  bestimmte  (vorerst  aber  noch  unbekannte)  Function  von  x,'y,  z,  und  unter  xJi^> 
eine  ganz  willkürliche  Function  von  fi>;  so  repräsentirt  das  folgende  System  zweier 
Glieichnngen 


and 


XVII)  Lx  -  z.  -i.  ^-J-^y  +  (i  +  <^  '  y«  =  xm 

XVIII)  2.Lx  -  z4-^?:).i4-2a>.y2-^ 


das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  IX,  d.  h.  je  nachdem  man  für  xM  eine  immer 
andere  und  andere  Function  von  a>  setzt,  und  hierauf  ßua  XVII  und  XVIII  das  <o  eii- 
minirt,  bekommt  man  eine  immer  andere  und  andere  Gleichung  zwischen  x,  y,  z, 
welche  jedesmal  der  Gleichung  X  genügt. 

Die  hier  gesuchte  Fläche  ist  also  so  lange  unbestimmt,  bis  man  für  x(<*»  oin<)  be- 
istimmte Function  angenommen,  und  <»  aus  den  beiden  Gleichungen  XVIl  nnd  XVlfi 
.eliminirt  hat.  Die  Fläche  wird  aber  eine  bestimmte,  wenn  man  sie  zwingt,  dorcb  ir- 
gß^d  eine  räumliclie  Gurve  zu  gehen«  Macht  man  z.  B.  die  Bedingung,  dass  die  ge- 
suchte Fläche  nicht  nur  der  Gleichung  X  genüge,  sondern  dass  sie  auch  noch  durch 
.die  mittelst  der  Gleichungen 

z  =  — ö^-i  "^  ■*»  **n^  y  =r  mx 

gegebene  Grade  hindarchgehe,  so  'das^  diese  Grade  ganz  und  mit  alleo  ihren  Punkten 
in  der  gesachten  Fläche  liegt;  so  müssen  die  beiden  Gleichungen  XVII  und  XVIII  iden- 
tisch werden,  sobald  man /^-q-^  -+-  nxj  statt  z,    und  mx  statt  y  s^tzt.    Durch  diese 

Substitutionen  bekommt  man  aber 

XfX)    (a>  -  n)2  .  X»  -h  (1  -+•  «*)  •  m2  •  X«  =  x«*» 


und 


XX)    «  .  (»'-T  n)  .  x2  -f  2«  .  m»  •  x»  =s:  ^^ 
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Man  elimiiiire  i  aas  beideo  Glejchaogen,  was  am  bequemsten  geschieht,  wenn  man  JLIX 
io  XX  dj?idjrt     Dadurch  bekommt  man 

2  »  (ft>  -^  n)  +  2<i> «  m^        .    _  dxC») 
(w  ~  n)2  -h  (I  -h  ö>8)  .  m«  '   *^  ""   x(aij 
oDd  weon  man  integrirt,  so  gibt  sich 

XXI)    x(«)  «  E  .  [(o)  —  n)«  +  (1  +  Ä)2)  •  «T 
Führt  mao  dieeeo  fdr  xfa»  gefoDdeneo  Aaadnick  in  die  Gleichungen  XVII  und  XVIll 
ein,  so  bekommt  man 

XXH)    (*»*   —   2  4-  ^-^y  -^  (t  H-  »2)  .  y2  =  E  .  [(«  -  0)2  -+-  (1  +  a>2)  .  m^ 

and 

XXiU)   /«x  —  z  -H  ^-s-^)  •xH-®.y«=:E-[w  —  n4-<ö.m2] 

Ans  der  lefsteo  Gleichung  folgt 

(.  -^^)-x^E.n 
**"""    x«.H-  y2-.  E.(l  H-  m») 
ladem  ni«D  nuo  diesen  fGr  a>  geftiodenen  Ausdruck  in  XXII  einsetzt,   bekommt  man 
eine  ganz  bestimmte  Gleichubg  zwischen  x,  y,  z  und  dem  willkürlichen  Gonstanten  E. 
Diese  Gleichung,  welche  der  Gleichung  X  genfigt,   gehört  einer^ Fläche  an,  in  welcher 
die  Yorgeschriebeoe  Grade  mit  allen  ihren  Punkten  liegt. 


Aufgabe  139. 

Man  leg^  In  irgend  einen  Punkt  eraer  Fläche  die  Berührungsebene.  Daun  stellt 
man  in  zwei  festen  Punkten  der  Ordinatenaxe  Z  senkrechte  Ebenen  auf,  von  denen 
die  Berührangsebene  geschnitten  wird.  Diese  zwei  Durchschnittslinien  und  die  zwei 
io  den  Goordinatenebenen.  XZ  und  YZ  liegenden  Spuren  der  Berührungsebene  schliessen 
ein  Trapez  ein.  Welche  Fläche  ist  es  nun,  wenn  dieses  Trapez  ein  Maximum-stand 
oder  Minimum-Stand  ist? 

Es  sei  (üg.  28)  die  Berührangsebene  gegeben  durch  ihre  Spuren  PQ  und  P'Q, 
und  0  sei  Antangspunkt  der  Coordinaten.  Die  io  die  festen  Punkte  r  und  t  senkrecht 
geteilten  Ebenen  seien  gegeben  durch  ihre  Spuren  Vr,  rR,  und  Wt,  tT.  Das  hier  in 
Rede  stehende  Trapez  ist  gegeben  durch  seine  Projectionea  YrtW  und  RrtT.  Die  Glei- 
ehong  der  Berfihrungsebene  i^t  bekanntlich 

I)    z'  -  z  =  (y-  -  y)  .  q  +  (x'  --  x)  .  p 
Daraus  folgt 

II)  x''=  - .  (z'  -*  z.  -4-  p?  +  y  •  q  —  y'  •  q) 

III)  y^  =  - .  (z'  —  z  H-  yq  -I-  X  .  p  —  X*  •  p) 

Bei  rV  und  fW  ist  z'  =:=  0;   bei  rR  und  tT  ist  y  =  0.    Es  sei  Cr  =:  z'  —  c,   und 

Ot  =  z*  =  y;  so  ist 

IV)  rV  =  y'-i.(c--^z-^qy  +  px) 

V)  rR  »  x'  •»  -  •  (c  -^  z  +  px  -h  qy) 

VI)  tW-y'  =  i.(y  -  i  +  px-Hqy) 


VII)    tT=x'=:J.(y  ^  z+j)XH-qy) 
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Die  Projeclioo  VrlW  hat  den  FIlicheoinhalt  ==  g .  (rV  +  tW)  •  rl,  oder 

VIII)     ^--^ .  i  (c  H-  y  -  22  -h  2px  H-  2qy) 
Die  Projection  RrtT  hat  den  Flächeninhalt  =  ^  •  (rR  +  tX)  •  rt,  oder 

^>   ^^^-Jt^-^y  2z  4- 2p.x  -h  2qy) 
Die  dritte  Projeetion,  angelegt,   ist  v''r'^l"w'',  nnd  hat  den  FläcJ^eninhalt  =  Dreieck 
Ot^'w''  —  Dreieck  Or''v'',  oder  | .  (Ow''  •  0^'  —  Ov"  .  Or'O»  oder  g  •  (tW  -  IT  — 

rV.rR).  oder|.((>-  "  '  "^  P^-^^^  ^  (c  -  z  -^  px  ^  gy^X    ^^^ 
^  2    \  p-q  pq  /' 

^>     S-^T^(«^-y--2z+2px-i-29y) 

Nach  dem  bekannten  Lehrsatze 

,>Das  Quadrat  jeder  ebenen  Figur  ist  gleich  der  Samme  der  Qsadrate  ihrer  aar 

„^die  drei  Coordinatenebenen  projicirten  Figaren'^ 
bekommt  man  Jetzt  fttr  des  in  Rede  stehenden  Irapezes  Flächeninhalt  'folgenden  Aus- 
druck. 

XI)    ü  =  ?^^  .  _L  .  (c  +  y  _  2z  4- V  +  2qy)  .  iri  +  i^  -h  q« 
^        p  .  q 

Erst  wenn  die  gesuchte  Fläche  gefunden  ist/  lässt  sich  ausrnkteluv  ob  das  Radical 
iT  1  -t-  p2  -f-  q«  seine  positive  oder  aegative  Bedeutung  re[)räseatirt.  Durch  Mutiren 
bekommt  man 

,  XII)    ÖV  =^'  •(-  ^  •  W^i  H-  P^  -hq«).  az 

^  y  --  c    2p3  >  X  —  (c  4-  y  —  2z  -h  2qy)  >  (i  ■+■  g»)    d^<5z 
'  ,  ^      '  p2  •  q  •  )f  1  -+-  p2  -h  q«  '    <*3t 

y  —  c    2  >  q3  .  y  —  *(c  -h  y  —  2z  4-  2px)  >  (1  +  p«)    d^dz 

2     * '  p .  q2  .  ifTT  p2  4-  q«  '  <Jy 

Speciell|Br  Fall.    Macht  man  dieselbe  Einschränkung,   wie  beim  dritten  Falle 
der  135*^"  Aufgabe;   so  muss  bei  den  grade  gewählten  Werthen  des  x  und  des  y  6in- 

2eln  stattflnden  dz  »  0,  ^^  =  0,  ^z  ?=  0,  ^^  =0,  etc.  Gleichung  XII  redo- 
cirt  sich  also  auf 

xim  iu  ^y-  "^  ^*i^"'-i^  +  y-^^^y)'(^  -^  q^  .M» 

2  p2.q  .|f|  4.  p2  4-q2  dx 

Soll  nun  au  =  0  werden,  so  muss  die  identische  Gleichung 

XIV)    2  .  p3  .  X  -  (c  4-  y  -  2z  4-  2qy)  .  (i  +  q«)  =J0 

stattfinden.  Diese  Gleichpng  wird  einfacher,  wenn  man  v  anstatt  (z  —  ^  ^  ^\  setzt; 
sie  gebt  nemlich  fiber  in 

XV)    p^.x-.  (qy  —  v)-(l  4- q«)  =0 
Um  diese  nichtlineäre  Partialdifferentialgleichbng  des  dritten  Grades  der  ersten  Ord- 
nung zu  integriren^  entwickle  man  p,  und  es  ergibt  sich 

»  ,'/!- 

XVI)    p  =  (in)  .  l/i  .  (qy  -  V)  •  (1  +  q«) 

Es  ist  «Im  p  eine  Fonetion  yon  x,  y,  v,  q,  während  q  nur  eine  Fnoction  von  x,  y,  y 
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aeüi  kaim,  und  ▼  nor  eine  Fonetioo  ron  x  und  y  ist  Die  BedingangsgleichoDg  der 
lotegrabilität  ist  bekaontlich  -^  =  -^ ,  welche  sich  aber  bei  den  hier  obwaltendeD 
UiMBliiideii  lerlegt  in 

dy  "^  dv    *   dy         öq       dy         dq       dv   '    dy         dx  dv    '    dx 

Seilt  man  noch  p^aiid  q  bet&glich  statt  -^  and   -^  ,  so  folgt  aus  letzterer  Gleichung 

^  4.  fl ,  i£  —  is  -  i^p .  ia  ^  /n  -  n  .  ^\  .^ 

dy  ^  ^      dv  ■"  dl         dq       dy  ^  \*^       ^     dq  /       dv 
velche  Gleicbang  zom  Zwecke  des  lutegrirens  in  folgende  drei  zerlegt  werden  mag: 

XVn)    (p  -  q  .  iP)  .  dx  -.  dv  =  0 

XVIII)    (p-q.^).dy4-^.dv  =  0 

X«,    (p_,.*«).*,_(^  +  ,.ü).^_. 

Ais  Glekhong  XVI  folgt  aber 

^»(^.        ^         ^'-^^'^ 

3  .  Kx  .  (qy  -  V)»  .  (1  +  ify 

^  =  _(Jd._, i±<L 


3  •  Kx  •  (qy  -  vy  .  (1   +  q^ 
FtUiiC  nan  die  letxten  zwei  Aosdrücke  in  Gleicbang  XIX  ein,  so  erkennt  man,  dass 


^  ^-  q  •  ^  =  0  ist,  so  dass  Gleicbang  XIX  sich  aqf  (p  -  q  •  ^^  •  dq  =  0  re- 
dadrt,  wroraos  aber  nur  dq  =:  0  gefolgert  werden  kann;  es  ist  also  q  ■»  gy  d.  h.  con- 

stant.    Dabei  gebt  Gleichong  XVI  ober  in  p  »-  (ifl)  •  l/^"^^  •  (gy  --  v),  so  dass 
zu  intfljgrirende  <zleichang  dv  =  p  •  dx  4-  q  •  dy 

3 

dv  -  dx  .  (ffl)  .  l/i^  .  rgy-  V  +  g  .  dy 


die  nnnmehr  noeb  zu  intesgrirende  <zleichang  dv  =  p  •  dx  4-  q  •  dy  ftbergebt  in 

3 


oder  in 


dx.}/i 


4-  g»  g  >  dy  —  dv 

X         ^      8  3 

Darais  folgt  dorch  Integratioii 

n 

I 


BriMbt  man  beiderseits  aaf  die  dritte  Potenz ,  so  ist 

(gy  -  y  )2  ^    (h  -  r«».(t   +g«))« 
3  J 

Daraus  folgt  ▼  =  gy  —  (b  —  Kx»  •  (I  +  g«))»  oder 

3  3 

XX)  «  -  2^  +  gy  -  (h  _  Kk2 .  (4  +  g«>)? 
II.  25 

Digitized  by 


Google 


194 

Diese  Gleichuog  ist  ein  besonderes  vollständiges  Integral  der  Gleichung  XIV ;  sie  ist  ein 
besonderes  Integral,  weil  sie  keine  wiilkQrliche  Fanclion  enthält;  sie  ist  ein  vollständi- 
ges integral,  weil  sie  zwei  willkürliche  Gonstanten  enthält.  Denkt  man  sich  nun  anter 
6)  eine  bestimmte  (vorerst  aber  noch  anbekannte)  Function  von  x,  y,  z,  und  unter  .T(a» 
eine  ganz  willkürliche  Function  von  or;  so  repräsentirt  das  System  der  folgenden  zwei 
Gleichungen 

.  Q  O 

XXI)    z  =  ?^-±-^  +  o) .  y  -  [xm  -  ri2  .  (1  4-  ö>2))^ 
und 

XX.I,  ,-?.(,«-  feT(nnP)J  •  [^  - 1^  •  (t^)'] 

das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  XIV,  d.h.  je  nachdem  man  für  7r(w)  eine  immer 
andere  und  andere  Function  von  a>  setzt,  und  hierauf  aus  XXI  und  XXII  das  fi>  elimi- 
nirt,  bekommt  man  eine  immer  andere  und  andere  Gleichung  zwischen  x,  y,  z,  welche 
jedesmal  der  Gleichung  XIV  genügt. 

Die  hier  gefundene  Fläche  ist  also  so  lange  unbestimmt,  bis  man  fiir  x(a»  eine 
bestimmte  Function  von  w  angenommen,  und  fi>  aus  den  beiden  Gleichungen  XXI  und 
XXII  eliminirt  hat.  Die  Fläche  wird  aber  eine  bestimmte,  wenn  man  sie  zwingt, 
durch  irgend  eine  räumliche  Curve  zu  gehen.  Macht  man  z.  B.  die  Bedingung,  dass 
die  gesuchte  Fläche  nicht  nur  der  Gleichung  XIV  genüge,  sondern  dass  sie  auch  noch 
durch  die  mittelst  der  Gleichungen 

x2        ^  n2 

z  =  —    und    y  «» — 

m  "^        X 

gegebene  räumliche  Curve  hindurchgehe,  so  dass  diese  Curve  ganz  und  mit  allen  ihren 
Punkten  in  der  gesuchten   Fläche  liegt;   so  müssen  die  beiden  Gleichungen  XXI  und 


i2 


n'^ 


XXII  identisch  werden,  sobald  man  —  statt  z,  und  —  statt  y  setzt.    Durch  diese  Sab- 

m  t 

stitutionen  bekommt  man  aber 
und 

L' _»,(,„,_  ;?T(rw))J . (ig!  _!■.  (,^)f)  =  . 

Ans  diesen  Gleichungen  eliminire  man  z,  so  bekommt  man  eine  neue  Gleichung  zwi- 
schen CD,  M<o),   '-^  .     Durch  Integration  ergibt  sich  für  tKo»  eine  bestimmte  Fanclion 

von  fi>  mit  einem  willkürlichen  Constanten.  Diese  für  xM  gefundene  Function  führe 
man  in  die  Gleichungen  XXI  and  XXII  ein,  und  eliminire  o),  so  bekommt  man  eine 
ganz  bestimmte  Gleichung  zwischen  x,  y,  z  und  einem  willkürlichen  Constanten.  Die 
durch  diese  bestimmte  Gleichung  dargestellte  Fläche  hat  dann  die  Eigenschaft ,  dass  sie 
der  Gleichung  XIV  genügt,  und  dass  in  ihr  die  vorgeschriebene  Curve  mit  allen  ihren 
Punkten  liegt  (man  sehe  den  Schluss  der  vorigen  Aufgabe). 


Aufgabe    140. 

Man  hat  bei  einer  krummen  Fläche  in  den   zu   den  naoli  Willkür  genommeneu 

Abscissen  x  und  y  gehörigen  Punkt  die  JBerührungsebene  gelegt.    Hierauf  hat  nian  von 

zwei  im  Räume  irgendwo  festliegenden  Punkten   (a,  b,  c)  and  (a,  ß,  y)  Perpendikel 

.  aaf  diese  Berührongsebene  gefallt    Welche  Fläche  ist  e%  nun,  wenn  das  Product  beider 

Perpendikel  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  wird? 

Nach  der  Einleitung  zur  vorigen  Aufgabe  ist  des  Punktes  (a,  b»  c)  und  der  Be- 
rübrungsebene  Entfernung  gegeben  durch 
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—  bq  —  ap  —  (z  --  pi  -"  qy> 
n  +  p2  -f-  q2 
Des  Ponktes  (a,  /?,  y)  und  der  BerOhrangsebeoe  EnlfemuDg  ist  ebenso  gegeben  durcl^ 

y  —  ßq  —  ap  —  (t  —  pTi  —  qy) 
?ri   -h  p2  -H  q2 
Das  in  Rede  siebende  Prodact  ist  also 
im   IT  —  (c  —  bq  —  ap  ■-  z  +  p^  -H  qy) '  (y  —  ^q  —  «P  —  z  -H  pi  +  qy) 

Es  scbadet  der  Allgemeinbeit  der  Aufgabe  nicbt,  aber  ibre  DorcbfQbrang  wird  verein- 
Cicht,  wenn  man  die  Ordinatenaze  Z  durch  die  beiden  Punkte  (a,  b,  c)  und  (a,  ß,  y) 
legt;  denn  dabei  wird  a  =  0,  b  =  0,  a  »  0,  ^  »  0,  nnd  Gleichung  III  reducirt 
sich  auf 

,vi   IT _  (c  —  g  -f-  P»  +  qy)  '(y  —  g  +  P»  +  qy) 

^  1  +  P«  +  q« 

Alles  Weitere  wie  gewöhnlich. 


Aufgabe    141. 

Man  hat  bei  einer  krununen  Fläche  in  den  zu  den  nach  Willkür  genommenen 
Abscisaen  x  and  y  gehörigen  Punkt  die  BerQhrungsebene  gelegt.  Man  nimmt  in  der 
Ordinatenaxe  Z  zwei  feste  Punkte,  und  legt  senkrechte  Ebenen  in  diese  Punkte.  Da- 
darch  wird  die  BerQhrungsebene  nach  zwei  graden  Linien  geschnitten ,  welche  von  den 
Coordinatenebenen  YZ  und  XZ  begränzt  werden.  Welche  Fläche  mag  es  sein,  wenn 
das  Prodact  der  so  begränzten  graden  Linien  ein  Maximum-stand  oder  Minimum- 
stand  ist? 

Es  sei  (fig.  28)  die  Ebelne  P'QP  die  Beruhrangsebene,  und  die  auf  der  Aze  Z 
io  den  festen  Punkten  r  und  t  senkrechten  Ebenen  seien  gegeben  durch  die  Spuren 
rV,  rRy  and  Wt,  tT,  ^obei  Or  =  c  und  Ot  —  y  gesetzt  werden  mag.  Die  zu  Or  =  c 
gebdrige  Darchschnittslinie  triflfi  die  Goordinateäebene  YZ  und  XZ  bezüglich  in  den 
Punkten  V  and  R  ,*  R  und  Y  sind  also  die  Gränzpunkte  dieser  Linie,  und  somit  ist 


I)    RV  -  iTrR«  -H  rV» 
Ebense  Terhili  es  sich  bei  der  zn  Oi  =  y  gehörigen  Durchschniltsllnle ;  und  as  ist 

II)  TW  =  if rw«"+~rT2 

Das  hier  in  Rede  stehende  Product  ist  also 

III)    ü  =  RV  .  TW 
Die  Gleichang  der  Berfthrungsebene  ist  bekanntlich 

z'  -  »  =  (x'  -  x)  .  p  +  (y-  -  y)  .  q 
Für  die  Spor  P'Q  ist  x'  =  0,  und  somit  ist  die  Gleichung  dieser  Spur 

y'  =-(«'-  z  H-  X  .  p  +  y  •  q) 

Demnach  ist  rV  «  -  (c  —  z  -h  x  •  p  +  y  •  q),  und  tW  =  -  (y  —  z  -t-  xp  -h  yq). 
Fär  die  Spor  PQ  ist  y'  =  0,  und  somit  ist  die  Gleichung  dieser  Spur 
x'  =  -  .  (z'  —  z  -H  px  -H  qy) 

Demnach  ist  rR  —  -  (c  —  z  -f-  px  4-  qy) ,  und  tT  =  -  (y  --  z   +  px  +  qy).    Glei- 
choog  1  geht  also  Ober  in 

IV)    RV  -  j^  .  (c  -  z  H-  px  +  qy)  •  lfpM-~q- 
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und  Gleichong  11  geht  Ober  in 

^>    TW  =  ^  .  (y  -  «  4-  pi  -h  qy)  .  W'^'V^^ 

Somit  geht  Gleichong  III  jetzt  über  in 

^*)  ^  =^^%f  •  (c  -  2  ->-  p»  +  <iy)  •  (y  -  *  -+-  p*  -^-  fly) 

Pas  Weitere  wie  gewöhnlich. 


A  afgabe   142. 

Mau  soll  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Goordinatensystem  bezogeoeo 
Flächen  diejenige  heraussuchen,  welche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Eigenschafl 
hat,  dass,  wenn  man  ihren  zu  den  nach  Belieben  gewählten  Abscissen  x  und  y  gehö- 
rigen Punkt  nimmt,  wenn  man  dann  in, diesen  Punkt  die  Normallinie  legt,  und  wenn 
man  diese  hierauf  von  zwei  in  bestimmten  Punkten  einer  gegebenen  Graden  errichteten 
Perpendikeln  begränzi,  (|as  Product  dieser  Perpendikel  grösser  oder  kleiner  ist,  als  bei 
den  zti  den  nemlichen  Abscissen  x  und  y  gehörigen  Punkten  aller  andern  der  gesochlen 
Fläche  Stetsfort  nächstaniiegenden  Nachbarflächen  der  Fall  sein  kanq. 

Die  gegebene  Grade  (fig.  29)  sei  OZ.  Man  lege  die  beiden  sich  rechtwinkelig  schneiden- 
den Coordinatenebeaen  YZ  und  XZ  in  die  Lidie  OZ,  so  wird  OZ  die  Ordinatenaze.  Nun  nehme 
man  einen  beliebigen  Punkt  O  in  derselben  an,  und  lege  hierein  die  aaf  OZ  senkrechte  Coer- 
dinatenebene  X Y.  Der  beliebig  gewählte  nnd  in  der  gesuchten  Flache  liegende  Punkt  S,  wo 
man  grade  die  Normallinie  hineinlegt,  habe  die  Projectioneo  s  ood  s'.  Die  NornaalUnie  selbel 
habe  die  Projectionen  r's't'  und  rst.  Diejenigen  auf  der  Ordinatenaxe  stehenden  Perpendi- 
kel, von  Welchen  die  in  S  hineingelegte  Normallinie  begräazt  wird,  seien  HR  nnd  KT,  deren 
projectionen  bezfiglich  hr,  h'r',  und  kt»  k'l'  sind,  so  dass  HR  =  ^hr»  -f  hV»  and 
KT  =  )f kt2  +  k't'8  ist.  Es  soll  also  U  —  HR  •  KT  =  (if hr«  -j-  h'r«)  •  (ifkl«  -+-  k't*«) 
ein  Maximum-Stand  pder  Minimum-stand  werden.  Erst  wenn  die  gesochte  Fliehe  ge> 
funden  ist,  kann  man  beurtheilen,  ob  die  beiden  Radicale  gleiche  oder  entgegengesetzte 
Vorzeichen  haben  mfissen,  d.  h.  ob  das  in  Rede  stehende  Prodnct  |M>Bitiv  oder  negaCiT 
ist    Es  ist  aber  bequem,  wenn  man  vorerst 

1)    ü  =  (ifT)  •  r(hr»  -h  h'r'»)  .  (kl«  +  k't'«) 

setzt,  und  die  Zweidentigkeit  des  Productes  durch  den  Factor  (iff )  bemeri&har  ttaeht. 
Die  Gleichungen  für  die  Projectionen  einer  Normallinie  sind  im  Allgemeinen 

(x"  -  i)  +  (z"  -  z)  .  p  =  0,  und  (y"  —  y)  +•  (z'<  -  z)  •  q  =  0 
oder 

x"  =  X  H-  (z  —  i'')  .  p,  nnd  y"  äs  y  -h  (z  —  z")  •  q 

Hier  sind  x",  y'',  z''  die  veränderlichen  Coordinaten  der  Normellinie;  dagegen  x,  y.  x 
sind  die  (übrigens  gleichfalls  veränderlichen)  Coordinaten  des  Punktes  S  der  Fläche, 
fn  welchen  man  grade  die  Normallinie  legt.    Ist  nun  Oh  =  c  und  Ok  ■*  y^  so  ist 

hr  =  X  4-  (z  —  c)  •  p ,    hV  =  y  -f  (z  —  c)  •  q 
kt  =-  X  4-  (z  -  y)  .  p,    kr  =  y  4-  (z  -  y)  .  q 
Gleichung  I  geht  also  über  in 

11)    U  ^ _^ 

(ifT)  •  r[(x4-(z  — O  .  p)«-f.  (y  +(z  -c)  .  q)2]  •  [(x  h-  (z  —  y)  •  p)^  +  (y  -h  (z  —  y)  •  q)«] 
Alles  Weitere  wie  gewöhnlich. 


Aufgabe   f43i 

Eine  krumme  Oberfläche  wird  in  dem  zu  den  willkikrlich  genommenen  Abecisaen 
X  und  y  gehörigen  Punkte  von  einer  Ebene  berOhN.    Die  Goordinatenaxen  X  nnd  T 
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■od  dM  io  der  CoordiiMl«Beb«ae  XY  too  der  BerOhrungsebeDe  ersengle  Spur  achiieeeett 
ein  Dreieck  eio.  Die  in  der  Goordinatenebene  XZ  liegende  Pr<ijeotion  der  Normallinie 
schneidet  in  der  Absciaaenaxe  X  ein,  ond  die  Entferaang  dieaea  DorchachDiKspanletea 
bia  som  AnfaDgapuokle  der  Goordinatea  hat  mit  der  Abeciase  x  daa  conataute  Verhält- 
nisa  a;  femer  die  in  der  Goordinatenebene  TZ  liegende  ProjecUon  der  Normallinie 
schneidet  in  die  Abaciaaenaxe  Y  ein,  ond  die  Entfemang  c^iesea  Darchachnittspanktea 
bis  znm  Anfangapookte  der  Coordinalen  hat  mit  der  Abaciase  y  daa  conatante  Verhält- 
niaa  b-  Welche  onter  allen  anf  daaaelbe  rechtwinkelige  Goordinalenaystem  bezogenen 
krommen  Flächen  iat  ea  non,  wenn  das  oben  besagte  Dreieck  ein  Maximom-stand  oder 
Minimam-aland  ist. 

DauB  hier  in  Rede  stehende  Dreieck  (flg.  97)  ist  vOw,  and  dessen  Inhalt  ist  (nach 
Aalgabe  135) 

'>      ü  =  gijj.(z-px-  qy)2 

Die  Projectionen  mn  und  m^'  der  Normallinie  haben  die  Gieichnngen 

11)  i%''  —  a)  .  p  •+  (x'-  —  x)  =  0.  ond  III)  (z'-  —  a)  .  q  +  (y"  .  y)  »  0 
Um  On  zu  bekommen,  aetze  man  z'^  si  0;  ond  aoa  II  folgt  On  =  x''  =s  p  •  z  +  x. 
Um  On'  zu  bekommen ,  setze  man  wieder  z''  =  0;  ond  aoa  III  folgt  On'  ss  y''  sb  qs 
-f  y.  Die  Aufgabe  iat  also :  Es  soll  daa  in  I  aufgestellte  U  ein  Maximom-stand  oder 
Minimom-atand  werden,  während  die  flkr  z  gesuchte  Function  von  x  ond  y  aoch  noch 
die  beiden  Gleichungen 

IV)    pa  -H  X  =  ax.       tind  V)    qz  +  y  —  by 
identieeh  machen  maaa. 


Man  mntire  zoerat,   and  eliminire  hieraof  die  mittelbaren  Motationacoeffleienten. 
Aoa  I  folgt 

vir.D=4^.(.-p,-,y).[2.a.-'  +  p;-^.g^ 

^  *     dy    I 

Ans  IV  and  V  folgt 

VI!)    p  .  ^z  -f-  2  .  ^  ==  0.   and  VUI)    q  .  da  -h  z  •  ^  =  • 
Eliminirt  man  jetzt  -j^  und  -^,  ao  geht  Gleichong  VI  über  in 

'^>     ^ü  =  jjA.(,  ^px-qy).^z 

Soll  aoa  dU  s:  0  werden,  ao  moaa  die  identiache  Oteichong 

X)    z  —  px  —  qy  =  0 
atatlfinden;   and  man  hat  eine  solche  Faoclioo  z  von  x  und  y  aofsasachen,  daaa  dabei 
die  drei  Gleichungen  IV,  V  und  X  gleichzeilig  identiach  werden.    Gleichung  IV  geht 
non  tiber  in  pz  =  (a  —  1)  •  x,  ond  daraus  folgt  durch  Integration 

XI)    z«  =  (a  -  i) .  X«  +  xty) 
Differentiirt  man  dieae  Gleichung  nach  y,  so  bekommt  man  2z  •  q  =  "^  *   ®^®'  '  *  4 

=  s  •  -^^    Sobatitoirt  man* diesen  Ausdruck   in   Gleichung   V,   so  bekommt  man 
a       oy 

1     d^  =  (b  -  1)  .  y,  oder  ^  =  2  •  (b  —  i)  .  y;   und  daraua  folgt  durch  Inte- 
gration x<y)  ■■  (b  —  1)  •  y^  +  €>  M  dass  Gleichung  Xt  fibergeht  in 
XIT)    z^  Ä  (a  -  I)  .\«  -h  (b  -  i)  .  y«  +  c 
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I  bat  Dan  noch  za  antersochen ,  ob  darch  diese  Gleicbong  auch  Gleichung  X  identisch 
wird.    Aas  XII  folgt  aber  nach  and  nach 

Z   =   (ifT)  .    r(a   -   l).x2   4.(b-.    1).y2  4-c 

(a-1)>x 


P=(ri). 


r(a  —  1)  •  x2  H-  (b  —  I)  .  y2  -H  c 


r(a  —   1)  .  x2  4.   (b  —  1)  .  y2  -H  c 

Sobstitairt  man  diese  drei  Aosdrucke  in  Gleicbong  X,  so  bekommt  man  c  =  0;    und 
die  Gleichung  der  jetzt  gesuchten  Fläche  ist 

XIII)    z2  =  (a  -  1)  .  X»  4-  (b  -  1)  .  y2 
Unter  Beröcksichtigang  alles  Vorhergehenden  bekommt  man 

<52ü  =  —  .  az2  =  p .,     *''^  ., dz2    ond  U'  -  0 

p  .  q  (a  —  1)  .  (b  -  I)  .  X  .  y 

Swclte  AaMsaBg. 

Das  den  beiden  Gleichungen  IV  und  V  gleichzeitig  entsprechende  Integral  ist,  wie 
bereits  gefunden  wurde ,  die  Gleichung 

XIV)    z2  =  (a  -  1)  .  x2  -+-  (b  —  1)  .  y2  +  c 
Führt  man  die  daraus  für  z,  p,  q  sich  ergebenden  Ausdrücke  in  I  ein,  so  bekommt  man 

C2 

^^^     ^  "^  2  .  (a  —  1)  .  (b  -  1)  .  xy 
Man  hat  also  nur  noch  den  Werth  des  willkürlichen  Gonstanten  c  zu  bestimmen.    Aus 
XV  folgt 

^   *^     de         (a  -  l).(b-l).xy 
Aus  -j-  s  0  folgt  c  =  0;  Gleichung  XIV  geht  also  über  in 

XVII)    z2  =  (a  _  1)  .  x2  +0  -  1)  .  y2 

d2U  1  d2U 

ferner  ist  ü'  =  0,  und  -r-^  =  7 tn — tt — -:rv ;    und  da  -j-x  dasselbe  Vorzei- 

dc2       (a  —  1)  •  (b  —  1)  •  X  •  y  de* 

chen  hat,  wie  der  in  der  ersten  Auflösung  für  ^U  hergestellte  Ausdruck,  so  sieht  man» 

dass  die  zweite  Auflösung  genau  zu  demselben  Resultate  geführt  hat,  wie  die  erste. 

Zusatz.    In  der  ersten  Auflösung  gab  sich 

4  •  z2 

(a  —  1)  .  (b  —  0  '  *  •  y 
ond  in  der  zweiten  Auflösung  gab  sich  , 

d2ü  I 


dc2  ~"  (a  —  1)  •  (b  —  1)  .  X  .  y 
Der  Anßnger  könnte  fragen :  worin  besteht  die  Uebereinstimmung  dieser  beiden  Ausdrücke  ? 
Die  Antwort  hierauf  ist  folgende :  Das  den  beiden  Gleichungen  IV  und  V  gemeinsame  In- 
tegral ist  z  =  [yfl)  •  K(a  —  1)  •  x2  +  (b  —  1)  •  y2  -h  c.  Die  MuUtlon ,  welche  z  erlei- 
den kann,  besteht  sonach  nur  in  einer  Werthänderung  des  willkürlichen  Constanten  c, 
indem  man  (o  +  De),  oder  yielmehr 

x2  X^ 

C  4-  X  •  t?C  H i92c   -I i?3c  4- 

1.2  '      1.2.3 

an  die  Stelle  des  c  setzt.    Dadurch  bekommt  man 

Sz  =  (r D  .  ^  .  t^c  =  ^  •  T?c 

2  r(a  —  1)  •  x2  +  (b  -  1)  .  y2  -f-  c  2z 

und  wenn  man  diesen  für  dz  gefundenen  Ausdruck  substitoirt,  bekommt  man 

(a  -  1)  .  (b  -  1)  .  X  .  y 

d2U 
Somit   ist  der  Znsammenhang  zwischen  d2U    und    -j-x  nachgewiesen. 
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Attfga  be  144. 

Mao  soll  unter  allen  auf  dasselbe  rechlwinkelige  Goordinatensystem  bezogenen 
Flächen,  deren  Berührnngsebenen  immer  darch  den  nemlichen  festen  Ponkt  hindurch- 
gehen, diejenige  heraassuchen ,  welche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Eigenschaft 
hat,  dass,  wenn  man  ihren  zu  irgend  zwei  nach  Belieben  gewählten  Abscissen  x  und 
y  gehörigen  Pankt  nimmt,  wenn  man  dann  in  diesen  Punkt  die  Berührungsebene  legt, 
ood  wenn  man  hierauf  von  zwei  im  Räume  irgendwo  festliegenden  Punkten  (a,  b,  c) 
Qod  (a,  ß^  y)  Perpendikel  auf  diese  Ber&hrungsebene  fallt,  die  Summe  dieser  Perpen^ 
dikel  eio  Maximum-stand  oder  Minixnum-stand  wird. 

Die  im  Räume  festliegenden  Punkte  (Gg.  30)  seien  H  und  R.  Der  Punkt,  durch 
welcheo  alle  Berührungsebenen  gehen  sollen,  sei  D.  Die  Durchführung  der  Aufgabe 
vird  vereinfacht,  wenn  man  die  Ordinatenaxe  Z  in  die  Punkte  H  und  K  legt  Die 
Coordinatenebenen  XZ  und  YZ  liegen  dabei  in  der  Linie  OZ.  Hierauf  lege  man  in  den 
Ponkt  D  eine  auf  OZ  senkrechte  Ebene,  so  gibt  sich  der  Punkt  O,  welchen  man  zum 
Anfange  der  Coordinalen  nehmen  muss.  Die  in  Rede  stehenden  Perpendikel  HM  und 
KN  haben  jetzt  die  Projeclionen  Hm,  Hm',  und  Kn,  Kn'.  Der  nunmehr  in  der  Goor- 
dinatenebene  !XY  liegende  Punkt  D  hat  die  Projeclionen  d  und  d^  Nun  ist  die  Glei- 
chong  der  Berührungsebene  z'  —  z  =  (x'  —  x)  •  p  +  (y'  —  y)  •  qj  für  den  Punkt 
D  ist  z'  =:  0,  i'  »  Od  und  y'  =  Od'.  Man  setze  Od  »  g  und  Od'  =  h ,  so  ist  die 
Parüaldifrerentialgleichang  dfirjenigen  Flächen,  deren  Berührnngsebenen  alle  durch  den 
Ponkt  D  gehen,  folgende: 

0    z  =  (»  —  g)  •  P  4-  (y  -  h)^  q 
Die  Summe  der  beiden  in  Rede  stehenden  Perpendikel  ist  (nach  der  138''*'*  Aufgabe) 

in  ü  =  c  -»"  y  -"  ^  +  2p^  +  2qy 

iri  -t-  p2  -h  q2 
ood  dieser  Aosdrack  soll  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  werden ,   während 
die  für  z  gesuchte  Function  von  x  und  y  nur  aus  der  Zahl  derer  herausgewählt  wer- 
den darf,  wodurch  auch  noch  Gleichung  1  identisch  wird. 

Brate  AaMsvag. 
Man  mulire  Gleichung  I,  so  bekommt  man 


ood 


UI)    az=(x-g).^4-(y-b).^ 
,V)    ^.  =  (,^g).i^4.(y-.h).^-|? 


Han  mntire  Gleichung  \\,  so  bekommt  man 

V)    aü  =  ^- ^  .  r(5x  .  (!  H-  q2)  -  p  .  (c  4-  y  -  2z  -h  2q  .  y))  .  ^ 

(i+p«  +  q2)l     ■- 

+  (Sy  .  (i  -h  p2)  --  q  .  (c  H-  y  —  2z  +  2p  .  x))-^  —  2  .  (i  -f-  p»  -H  q^)  .  ^zl 

Man  erkennt  gradezo,   dass  es  am  bequemsten  ist,    dz  zu  eliminiren;    und  thut  man 
dieses,  so  geht  Gleichung  V  über  in 

VI)  aü  = ? j  r(2.(i4-p24.q2,.g_p.(cH-y-2z-i-2px-h2qy)).^ 

(1  +  p2  +  q2)«   ■- 

-h  (2  .  (t  -H  p2  +  q2) .  h  -  q  .  (c  +  y  —  ?z  -h  %)x  -h  2qy))  •  ^"j 

Man  bat  nun  die  beiden  identischen  .  Gleichungen 

VH)    2 .  (t  -+-  p2  -H  q2)  .  g  —  p  .  (c  -H  y  —  2z  -f-  2px  -h  2qy)  «  0 
VIII)    2 .  (!  -+-  p2  +  q2)  .  h  —  q  .  (c  +  y  —  2z  -H  2px  -t-  2qy)  =  0 
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Dmdirt  man  Gleichung  VIII  io  VII,  so  bekommt  man  c  =  ^;  ond  wenn  mao  aas  VII 


VIII  zoerst  q  ond  dann  p  eliminirt,  so  geben  sich  folgende  zwei  neue  Gleichaogeii: 

IX)    2  .  g2  -  (e  +  y  -  2z)  .  g  .  p  -+-  2  .  (g«  +  tf  -^  gx  -  hy)  •  p2  =s  0 

X)    a.h«  -  (c  +  y  —  2»).h.q  +  2.(g2 -h  h2  -  gx-~hy).q2  =  a 

Diese  GleicboDgeD  sind  noch  immer  identisch,   d.  h.  gelten  noch  immer  bei  jedem 

Werthe  des  x  ond  des  y.    DüTerenüirt  man  Gleichung  IX  nach  x,   so  bekommt  man 

ag-^-p-(c  +  y-2z).g.g-l2g.p2-h4.(g2+h2--gi-hy).p.^«0 


and  weil  p  es  <--- ,  so  redacirt  sich  diese  Gleichaag  aof 


dz 


XI) 


[(c  -h  y  -  2,)  .  g  -^  4  .  (g2  ^  h»  _  gx  -  hy) .  p] .  i^  =  0 


dx 


2, 


d,p  _  ^"^ 


Erstens.     Setzt  man  -/^  =  0,  d.  h.  -/^  =  0,  so^  bekommt  man 
ax  Oft' 

XII)  z  SS  X  .  ;r(y)  -|-  x(y) 
IMese  Glekhang  enthalt  aber  zwei  wilik&rliche  Functionen ,  wibrend  doch  die  vorge- 
gebene Ditferentialgleichang  IX  nur  von  der  ersten  Ordnung  ist.  Aber  eben  der  Um- 
stand, dass  IX  dnreh  XII  identisch  werden  muss,  dient  dazu,  om  eine  der  beiden 
Functionen  x(y)  und  x(y)  durch  die  andere  zu  bestimmen.  Man  (lihre  also  (x  •  my)  +  xcy)) 
statt  z,  und  x(y)  statt  p  in  IX  ein,  ao  bekommt  man 

9g»  _  (c  -H  y)  .  g  .  jrry)  -h  ^  .  jTfy) .  X(y)  -K  2  .  (g«  -h  h^  —  hy)  .  («(y))»  «  0 
woraus 

X(y)  =  ^gT^)  •  [(c  -h  y)  .  g  .  *(y)  ^  2g3  -  2  .  (g«  -h  h«  -  hy)  •  (xty))«] 

folgt,  so  dass  jetzt  Gleichung  XII  abergeht  in 

^  '  "  2g  \(y)  •  [2  •  (g»  +  hy  -  g«  -  h«)  •  (*ty))»  +  (c  H-  y)  -g -^fy)  -%^ 

wo  also  nur  noch  die  einzige  wiUküiüche  Fonetion  x(j)  vorkommt.  Durch  diese  Glei- 
chong  muss  aber  auch  noch  Gleichung  X  identisch  werden,  so  dass  man  bestimmeii 
kann,  was  x(y)  ffir  eine  Function  sein  muss.    Aus  XIII  folgt 

XIV)    q  =_^.£h.(*(y))3  +  (gH-hy-g«-h«)-(«(y))»-^'  +  g».^'] 

und  wenn  man  diese  tOr  z  and  q  gefundenen  Aasdrtkcke  in  X  einsetzt,  so  bekommt  mao 
.^  mm  0,  woraus  xty)  =  A  folgt,  d.  h.  x{y)  ist  constant.  Gleichang  XIII  geht  also 
jetzt  Aber  in 

XV)      «  =  g^^.[2.A«.(gx  +  hy-g«-h«)H.A.g.(c  +  y).-2g«l 

Dieses  ist  die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  insofeme  die  Aufgabe  IM,  als  jede 
Ebene  auch  zugleich  ihre  eigene  Berührende  ist.    Durch  Gleichung  XV   moss   aber 

auch  noch  Gleichang  I  identisch  werden.    Aus  XV  folgt  p  s  A  and  q  >-i   — —;   and 

wenn  man  diese  xuletit  ftkr  p,  q,  x  hergestellten  Ausdrucke  in  I  einsetzt,   so  gibt  sich 

2ff 
A  =  — -^— ,  und  dadurch  geht  Gleichang  XV  Aber  in 

c  -h  y' 

XVI)     z  =  j-|;-^.(g.x  +  h.y-  g»- h«) 

so  dass  die  gesachte  Ebene  vollkommen  bestimmt  ist,  and  keiner  "^ebenbedlngang  mehr 
onterworfen  werden  kann.  Wenn  man  noch  einmal  matirt,  and  dann  soviel  als  möglich 
redocirt,  so  bekommt  man 


Digiflzed  by 


Google 


w  =  — 


201 


[(-^)-((W 


[(c  +  y)»  +*(g»-»-  h2)]  .  Wie  +  y)«  +  4  (g«  -h  h») 

Ferner  ist  U'  =:  ir(c  +  y)^  +  4  •  (g^  -h  h^.  Dieser  Aasdrack  stellt  die  Summe  zweier 
Lioieo  dar.  Da  die  ftlr  U'  and  ^U  hergestellten  Aosdr&cke  das  Radical  als  gemein- 
schaAUchen  Factor  enthalten,  so  entscheidet  man  sich  (nach  $.  tl4,  a,  S.  170)  aaf 
folgende  Weise: 

d)  Hat  das  Radical  seine  positive  Bedeutung,  so  ist  U'  positiv,  dagegen  d^  nega- 
lif ;  and  dabei  ist  diese  Summe  zweier  Linien  ein  Maximum-stand. 

ß)  Hat  das  Radical  seine  negative  Bedeutung,  so  ist  U'  negativ,  dagegen  ^U  po- 
sitiv; und  dabei  ist  diese  Summe  zweier  Linien  ein  Minimum-stand ,  jedoch  in  dem 
Sinne,  dass  in  der  Analysis  ein  negativer  Ausdruck  fQr  desto  kleiner  gilt,  je  weiter 
sein  Werth  von  Null  absieht 

Zweitens.    Schaut  man  wieder  «uf  Gleichung  XI  zurück,  und  setzt  man 

(c  4-  y  —  2z)  •  g  —  4 .  (g2  +  h«  —  gl  —  h  .  y)  .  p  =  0 

so  bekommt  man  durch  Integriren  zunächst  

XVU)    2z  -  c  -  y  =  (F(y))  •  iTgx  h-  hy  -  g»  -  h« 

Dadurch  moss  aber  vor  allem  die  Gleichung  IX  identisch  werden;    und  da  aus  XVII 

K  •  f  PtvA 
sich  p  = r>    \    j  j  —  ergibt,    so  geht  durch  die  gehörige  Substitution 

^       4  .  If  gx  +  by  ~  g«  -  h« 
Gleichung  IX  Ober  in 

2g2  -H  J-g'-(Pfy))'-g-g'-(P^y)?  =  o 

Es  ist  also  F(y)  =  4  •  W—  1;  und  somit  geht  Gleichung  XYII  fiber  in 


X^TIl)    2i  —  c  —  y  =  4 .  If  ga  4-  h2  —  gx  —  hy 
Nun  dntefsuche  man,  ob  dabei  auch  Gleichung  X  identisch  wird ;  und  da  jetzt 

^ h 

^"'        Ifg«  +  h«  -  gx  -  hy 
ist,  so  gehl  Gleichung  X  durch  die  gehörigen  Substitutionen  tkber  in 

2h2  -  4h2  +  2h2  =  0 
d.  h.  ist  wirklich  identisch.    Die  Gleichung  XYIII  ist  also  ein  den'  beiden  Gleichungen 
VI!  und  VIII  gemeinsames  besonderes  Integral.    Man  muss  nun  noch  untersuchen,  ob 
aoch  die  Gleichung  I  durch  Gleichung  XVIII  identisch  wird.    Da  aber  dieses  nicht  der 
Fall  ist,  so  braucht  Gleichung  XVIII  nicht  weiter  beachtet  zu  werden. 


SwcIte 

Man  inlegrire  Gleichung  I,  so  bekommt  man  . 

XIX)  2  =  (x-g).|(i5-S) 

wo|| — ~~^k)  ^>"®  g^B2  willkfkrliche  Function  des  Quotienten  — -— ^  ist.  Setzt  man  nun 

X  —  ff 

zur  Abk&rzDDg  «>  anstatt  — — ~  ,  so  bekommt  man 

z  =  (x  -  g)  .  |(a» 

"^       '  y  —  h       da> 


_  _  /x  —  g\2      d|M 
"•        \y  —  h/    '     da» 


Diese  drei  AosdrOcke  ffihre  man  statt  z,  p,  q  in  Gleichung  II  ein,   so  wird  13  eine 

*  dc(A>) 

Function  von  x,  y,  £(a»  und  -^ —  ,  d.  h.  man  bekommt  -  /  : . 
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XX)    V  =  ¥(x,y,im,^'j 
Mutirt  man,  so  bekommt  man 

XXI)    .U  =  F'(x.  y,  I,»..  '^)  .  »I...  -H  F"(x.  y.  ^<.,,  '-^)  •  ^ 
Man  hat  also  Jetzt  die  zwei  Gleichungen 

aus  welchen  man  -f—  eliminireu  kann,  so  dass  sich 'dann  für  {(o»  eine  ganz  bestimmte 

Fancliod  von  z  und  y  ergibt,  welche,  wenn  man  sie  in  Gleichung  XIX  einsetzt,  diese 
Gleichung  wieder  auf  die  Form  XVI  bringt. 

Und  so  fort. 

Diese  zweite  Auflösung  fOhrt  aber'  nicht  auf  Gleichung  XVIII.  Der  Grund  daTon 
ist  der,  dass  man  in  der  zweiten  AufldsoDg  vom  Integrale  der  Gleichung  I  ausging, 
und  Gleichung  XVIII  weder  ein  besonderes  noch  ein  singuläres  integral  zu  Gleichung 
1  ist  (man  vergleiche  die  Schlussbemerkqng  zu  den  Aufgaben  77,  8f ,  f16). 


Aufgabe    145. 

Man  hat  zwei  feste  miteinander  parallele  Ebenen ,  und  sucht  eine  auf  ein  recht- 
winkeliges Goordinatensystem  bezogene  Fläche.  Man  nimmt  den  zu  irgend  zwei  nach 
Belieben  gewählten  Abscissen  x  und  y  gehörigen  Punkt  dieser  Fläche,  und  bestimmt 
die  diesem  Punkte  entsprechenden  zwei  Krümmungsmiltelpunkte.  Nun  nimmt  man  die 
Entfernungen  dieser  beiden  Krümmungsmiltelpunkte  bis  zu  der  einen  der  gegebenen 
Ebenen,  und  addirt  sie;  sodann  nimmt  man  ebenso  die  Entfernoogen  dieser  beiden 
Rr&mmongsmittelpunkte  bis  zur  andern  der  gegebenen  Ebenen,  und  addirt  sie  eben- 
falls; zuletzt  nimmt  man  das  Prodoct  dieser  beiden  Summen.  Wenn  nun  die  gesuchte 
Fläche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Eigenschaft  hat,  dass  bei  dem  zu  den  grade 
gewählten  Abscissen  i  und  y  gehörigen  Punkte  das  besagte  Product  grösser  oder  kleiner 
ist,  als  bei  den  zu  denselben  Abscissen  x  und  y  gehörigen  Punkten  aller  andern  der 
gesuchten  Fläche  Stetsfort  nächstanliegenden  Nachbarflächen  der  Fall  sein  kann;  welche 
Fläche,  wird  gesucht? 

Die  beiden  parallelen  Ebenen  (fig.  31)  seien  gegeben  durch  ihre  Spuren  P'Q,  PQ, 
und  R'S,  RS.  Die  Durchführung  der  Aufgabe  wird  einfacher,  wenn  man  die  Coordi- 
natenebene  XY  mit  den  zwei  gegebenen  Ebenen  parallel,  also  die  Ordinatenaxe  Z  auf 
die  beiden  gegebenen  Ebenen  senkrecht  nimmt.  Der  zu  den  grade  gewählten  Abscissen 
X  und  y  gehörige  Punkt  der  Fläche  habe  die  beiden  Krummungsmiftelpunkte  A  und  B. 
gegeben  durch  die  Projeclionen  a,  a'  und  b,  b'.  Die  Entfernung  des  KrQmmungsmit- 
telpunktes  A  bis  zur  Ebene  PH)P  ist  also  a'm'  oder  am  oder  fQ ,  die  Entfernung  des 
Krümmungsmittelpunktes  B  bis  zur  Ebene  P'QP  ist  b'n'  oder  bn  oder  gQ;  femer  die 
Entfernung  des  Punktes  A  bis  zur  Ebene  R'SR  ist  a'h'  oder  ah  oder  fS,  die  Entfer- 
nung des  Punktes  B  bis  zur  Ebene  R'SR  ist  h'k'  oder  bk  oder  gS.  Das  hier  in  Rede 
stehende  Product  ist  sonach 

1)    ü«(gQ  +  fQ).(gSH-fS) 

dz  dz  ^x' 

Setzt  man  nun  zur  Abkürzung  p  anstatt  ~y  q  aostatt  --p,  r  anstatt  -r-^,    s    anstatt 

d   d  Z  ^  Y^  r 

.  '^^   ,  t  anstatt  j-^\  setzt  man  ferner  H  anstatt  (r  •  t  —  s^,  M  anstatt  [(1  -h  p^  •  t 

-   Spqs   +   (I    +   q*)- r],    P   anstatt  (I  +  p'^  +  q«);    und  setzt  man  K    anstatt 

M  +  fW  -  4Ü  .  P         .  .        ,^,,  M  ~  rM2  -  4H  .  P         .  .  ^       .      ^  ^ 

— '    — 2Th '  ^         anstatt WTH '  ^  **"*  Krimmungs- 

Ih«r1h.i|^esser 


Digitized  by 


Google 


203 


R'  «  K  .  if  1  +  p*  +  q^ 

und  die  GoordinateD  des  zagehörigen  Krümmongsmittelpanktes  sind 

r'  =  X  -  p  .  K 

1?'  «  y  -  q  .  K 

i'  =  z  -H  K 
Dagegen  der  andere  Krömmongshalbmesser  ist 

R"  =  k  .  W'r~+~^~T~q^ 
ond  die  Coordinaten  des  zogehörigen  Krümmongsmittelpanktes  sind 

r''  «  X  -  p  .  k  f 

^"  =  y  -  q  •  k 

a*'  =  «  +  k 

Man  nehme  an,  r^%  19**,  ^**  seien  die  Goordinaten  des  Pookies  B,  und  i',  t^',  j'  seien 
die  Geordinalen  des  Punktes  A;  und  man  bezeichne  die  Linien  OQ  ond  OS  bezaglich 
mit  G  ond  £;  so  ist 

gQ  «  OQ  -  Og  =  C  -  j''  =  C  -  z  -  k 

fQ«OQ-Of=C-g'=:C-z-K 

gS  =  OS  -  Og  =  E  -  5"  =  E  -  z  —  k 

fS  =  OS  —  Of=E  —  g'  =  E  —  2-K 
Gieichong  I  geht  also  jetzt  Ober  in 

11)    U  =  (2C  -  2z  -  k  -  K)  .  (2E  -  2z  -  k  -  K) 
und  weoo  man  für  k  nnd  K  die  Ausdrücke  setzt,  so  bekommt  man 

HO    ü=  (2C  -  2z  -  I)  .  (2fi  -  2z  «  ^) 

Molirl  man  jetzt«  so  bel^ommt  man 

IV)    du  =  2  .  (C  H-  E  -  2z  -  g^)  •  /^~  2  .  az  -  d(^)\ 

Soll  nan  die  gesuchte  Fläche  aas  allen  möglichen  in  jedem  Punkte  einander  oächstan- 
liegenden  heransgesacht  werden,  so  muss  folgende  identische  Gleichung  stattfinden: 

V)      C  -h  E  -  2z  -  ^  =  0 

und  wenn  man  für  H  und  M  die  Ausdrücke  zurückföhrt,  so  bekommt  man  folgende 
nichllineäre  Partialdifferenlia (gieichong  des  zweiten  Grades  der  zweiten  Ordnung: 

VI)    (C  4-  E  -  22)  .  (r  .  t  -  s2)  =  (1  4-  p2)  .  t  -  2pq  .  s  4-  (f  4-  q2)  •  r 
Motirl  man  Gieichong  IV  noch  einmal,  so  bekommt  man 

Vll)    ^\]  =  2  .  fü'dz  -h  ^(g^) Y 

und  daran  erkennt  man,  dass  ein  Minimum-stand  stattfindet. 

Die  Gleichung  VI«  welche,  wie  gesagt,  eine  nichllineäre  Partialdifferentialgleichdng 
des  zweiten  Grades  der  zweiten  Ordnung  ist,  hat  zum  allgemeinen  Integral  einen  Aus- 
druck, welcher  zwei  willkürliche  Functionen  enthält.  Ohne  aber  das  allgemeine  In- 
tegral herzustellen,  kann  map  schon  aus  Gleichung  VI  Eigenschaften  ableiten,  die  allen 
dieser  Gleichung  entsprechenden  unendlichvielen  Flächen  gemeinsam  sind.  Setzt  man 
z.  B.  in  Gleichung  VI  die  Abkürzungszeichen  wieder  ein,  so  bekommt  man 

(C  H-  E  -  2z)  .  H  =  M 
und  daraus  folgt 

C-f  E-2i  =  ^ 

oder  

C  4-  E  -  2z  =  -gfi ^  2H 

oder 
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C-f.E-2z  =  K-l-k 
2  .  (^^-±-^  -  z)   .  »f  1  -h  p2  -h  q2  =  K  .  »f  I  +  p2  -h  q«  -H  k  •  »f  t  +  p«  +  q» 


oder 

£ 


oder 


viii)  2 .  {^-±^  -  z) .  )fr 


q2 


Nun  ist  —  —  der  Sinas  des  Winkels,   welcher  von  der  Normallinie  ond  von 

»Tl  +  P^  +  q2 
der  Goordioatenebene  XY  gebildet  wird,  also  auch  der  Sinns  aller  der  Winkel,  welche 
von  der  Normallinie  und  jeder  auf  der  Ordinatenaze  Z  senkrechten  Ebene  gebildet 
werden.    Daraus  folgt  

1)  dass  der  Ausdruck  z  •  Yf  1  +  p^  +  q^  die  Länge  des  von  der  Goordinateoebene 
XT  bis  zuin  Berührungspunkte  erstreckten  Stückes  der  Normallinie  vorstellt;  und  wenn 

G  -h  E        00  4-  OS 

2)  der  Punkt  W  mitten  zwischen  Q  und  S  liegt,  so  ist      "^       =     ^  ^ —  OW, 

woraus  man  ferner  erkennt,  dass  der  Ausdruck  -^-^ —  •  Wi  -\-  p^  -^  q*   die    Lauge 

des  Stückes  der  Normallinie  vorstellt,  welches  von  der  Goordioatenebene  XT  bis  zu 
einer  mitten  zwischen  den  beiden  gegebenen  Ebenen  parallelen  Ebene  erstreckt  ist. 

Aus  Gleichung  VIII  folgt  also :  „  alle  jene  u'nendlichvielen  Flächen ,  die  der  Glei- 
„chung  VI  genügen,  haben  in  jedem  ihrer  Punkte  die  Eigenschaft,  dass  die  Summe 
„der  beiden  Krümmungshalbmesser  gleich  fst  dem  doppellen  Stücke  der  Normallinie, 
„welches  vom  Berührungspunkt»  bis  zu  einer  mitten  zwischen  den  beiden  gegebenen 
„Ebenen  parallelen  Ebene  erstreckt  isl.*' 

M 

Aus  Gleichung  V  folgl  2z  +  |j-  ==  G  +  E,  und  somit  geht  Gleichung  III  Ober  in 

U  =^  —  (E  —  G)^  d.  h.  ,,a]le  jene  unendlichvielen  Flächen,  welche  der  Gleichung 
„VI  genügen,  liefern  für  das  verlangte  Product  einen  constanlen  Ausdruck,  so  dass 
„niemals  von  einer  secundären  Beziehung  eine  Rede  sein  kann/' 

Andere  Unlersnchungen  führen  von  dem  hiesigen  Zwecke  zu  weit  ab. 


Aufgabe    146. 

Man  hat  eine  fesl^  Ebene,  und  sucht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  Goordinatensy- 
slem  bezogene  Fläche.  Man  nimmt  den  zu  irgend  zwei  nach  Belieben  gewählten  Abscis- 
sen  I  und  y  gehörigen  Punkt  dieser  Fläche,  und  bestimmt  die  diesem  Punkte  der 
Fläche  entsprechenden  zwei  Krümmungsroittelponkte.  Von  diesen  beiden  Krümmungs- 
mittelpunkten fällt  man  Perpendikel  auf  besagte  feste  Ebene,  und  nimmt  das  Product 
beider  Perpendikel.  Wenn  nun  die  gesuchte  Fläche  in  ihrer  ganzen  Ausd^ehnunf?  die 
Eigenschaft  hat,  dass  bei  dem  zi|  den  grade  gewählten  Abscissen  z  und  y  gehörigen 
Punkte  dieses  Prodoct  grösser  oder  kleiner  ist,  als  bei  den  zu  denselben  Abscissen  x 
und  y  gehörigen  Punkten  aller  andern  der  gesuchten  Fläche  stelsfort  nächstanliegeodeo 
Nachbarflächen  der  Fall  sein  kann;  welche  Fläche  wird  gesucht? 

Die  feste  Ebene  (fig.  31)  sei  gegeben  durch  ihre  Spuren  P'Q,  PQ.  Die  Durchfüh- 
rung der  Aufgabe  wird  einfacher,  wenn  man  die  Coordinalenebene  XY  mit  der  gege- 
benen Ebene  parallel,  also  die  Ordinatenaze  Z  auf  diese  Ebene  senkrecht  nimmt» 
Der  zu  den  grade  gewählten  Abscissen  \  und  y  gehörige  Punkt  der  Fläche  habe  die 
beiden  Krümmuiigsmiltelpunkle  A  und  B,  gegeben  durch  die  Projectionen  a,  a'  and 
b,  b^  Die  Entfernung  des  Krümmungsmittelpunktes  A  bis  zur  Ebene  P'QP  ist  also 
a'm'  oder  am  oder  fQ;  die  Entfernung  des  Krümmungsmittelpunktes  B  bis  zur  Ebene 
P'QP  ist  b'n'  oder  bn  oder  gQ.    Das  hier  in  Rede  stehende  Product  ist  sonach 

0    ü  =  gQ«} 
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Nach  der  Yorigen  Aufgabe  ist  aber  gQ  =  G  —  z  —  k,  ond  fQ  »>  G  —  z  —  K;  and 
GleichoDg  I  gehl  Ober  in 

11)    ü  =  (C  -  2  -  k)  .  (C  -  z  —  K) 

Malirt  man  jetzt,  so  bekommt  man  zanächst 

III)  au  =  -  (2C  -^  2i  -  k  -  K)  .  iJz  -  (C  —  z  -  K)  .  dk  -  (G  -  z  -k)  •  iJK 
Hier  hat  man  vorerst  filr  dk  ond  öK  noch  die  Ausdrucke  einzusetzen ,  und  dann  zu 
verfahren ,  wie  gewöhnlich. 


Aufgabe  147. 

Man  bat  einen  im  Räume  irgendwo  festliegenden  Punkt,  und  sucht  eine  auf  ein 
rechtwinkeliges  Goordinalensystem  bezogene  Fläche.  Man  nimmt  den  zu  irgend  zwei 
nach  Belieben  gewählten  Abscissen  z  und  y  gehörigen  Punkt  dieser  Fläche',  und  be* 
stimmt  die  diesem  Punkte  entsprechenden  zwei  Krümmungsmittelponkte.  Nun  verbin- 
det man  diese  beiden  Krumm ungsmittelpunkte  mit  dem  gegebenen  im  Räume  irgendwo 
festliegenden  Punkte.  Wenn  aber  die  Summe  der  Quadrate  beider  Verbindungslinien 
ein  Mazioinro-stand  oder  Minimnm-stand  ist;  welche  Fläche  wird  gesucht? 

Der  gegebene  und  im  Räume  festliegende  Punkt  (fig.  32)  sei  O.  Die  Durchführung 
der  Aofgabe  wird  vereinfacht,  wenn  man  den  Anfang  der  Goordinaten  in  den  Punkt  O 
verlegt  Der  zu  den  grade  gewählten  Abscissen  z  und  y  gehörige  Punkt  der  Fläche 
habe  die  beiden  Krümmungsmillelpunkfe  A  und  B ,  gegeben  durch  die  Projectionen 
a,  a'  ond  b,  b'.  Die  beiden  hier  in  Rede  stehenden  Verbindungslinien  sind  also  OA 
and  OB,  gegeben  durch  die  Projectionen  Oa^  Oa  und  Ob',  Ob.  Die  hier  in  Rede  ste- 
hende Qoadratsomme  ist  also 

I)    ü  =  0A2  +  0B2 
Nun  ist  OA»  =  Om«  +  ma'^  H-  ma»,  und  OB»  =  On»  H-  nb'»  +  nb»;  und  Gleichung 
1  geht  Ober  in 

II)  ü  =  Om»  -h  On»  -H  ma*»  -t-  nb'»  4-  ma»  -h  nb» 
Da  aber  Om,  ma^'ma  die  Goordinaten  des  Krömmungsmiflelponktes  A,  und'On,  nb^ 
ob  die  Goordinaten  des  KrOmmungsmittelpunktes  B  sind ;  so  setze  man  On  -*  §'S 
Db'  «■  19",  nb  =  r",  Om  =  g',  ma'  =  VS  ma  =  ^' i  "od  wenn  man  für  r',  y,  §',  r", 
»",  1''  die  (bereits  in  der  145'^*'*  Aufgabe  stehenden)  Ausdrücke  einsetzt,  so  geht  Glei- 
chung 11  ober  in 

III)    U  =  (z  -H  M)2  -+-  (z  +  k)2  -h  (y  -  K  •  q)2  -H  (y  -  k  .  q)» 
+  (x  -  K  .  p)»  4-  (X  -  k  .  p)2 
Das  Weitere  wie  gewöhnlich. 


Aufgabe    118. 

Man  hat  einen  im  Räume  irgendwo  festliegenden  Punkt,  und  sucht  eine  auf  ein 
rechtwinkeliges  Goordinalensystem  bezogene  Fläche.  Man  nimmt  #en  zu  irgend  zwei 
nach  Belieben  gewählten  Abscissen  x  und  y  gehörigen  |^unkt  dieser  Fläche,  und  be- 
stimmt die  diesem  Punkte  entsprechenden  zwei  Rrömmungsroittelpunkte.  Nun  verbindet 
man  den  gegebenen  im  Räume  irgendwo  festliegenden  Punkt  mit  diesen  beiden  KrQmr 
mongsmiltelpunklen,  sowie  auch  diese  beiden  unter  sich.  Dadurch  entsteht  ein  Dreieck. 
Wenn  aber  dieses  Dreiecks  Inhalt  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  ist,  welche 
Fläche  wird  gesucht  ? 

Der  gegebene  und  im  Baume  festliegende  Punkt  (fig.  32)  sei  O.  Die  Durchßlhrung 
der  Aufgabe  wird  vereinfacht,  wenn  man  den  Anfang  der  Goordinaten  in  den  Punkt  O 
verlegt.  Der  zu  den  grade  gewählten  Abscissen  x  und  y  gehörige  Punkt  der  Fläche 
habe  die  beiden  Krömmungsmiltelpunkte  A  und  B,  gegeben  durch  die  Projectionen 
a,  a'  ond  b,  b'.    Das  hier  in  Rede  stehende  Dreieck  ist  also  OAB,  gegeben  durch  die 
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Projedionen  Oa'b'  und  Gab)  oad  weon  man  die  in  der  Goordinatenebene  XY  Uegeode 
Projection  des  Dreiecks  OAB  umlegt,  so  bekommt  man  Oa''b'^  Man  bestimme  naD 
den  Inhalt  eines  jeden  der  drei  Dreiecke  Oab,  Oa'h'  und  Oa^'b''  auf  folgende  Weise: 
Es  ist 

Dreieck  Oab  »  Dreieck  Dam  4-  Trapez  mabn  —  Dreieck  Obn 

=  5  •  (Om  •  ma  -h  (ma  -4-  ob)  •  (Ob  —  Ora)  —  On  •  dI^ 
=  5  •  [On  •  ma  —  Om  •  nb] 


Daraus  folgt 


=  1 .  [(2  +  k)  .  (X  -  Kp)  -  (I  +  K)  .  (X  -  k  .  p)l 
i)     Dreieck  Oab  —  ^  •  (k  ~  E)  *  (x  +  pz) 


Ferner  ist 

Dreieck  Oa'b'  =  Dreieck  Oa'm  -h  Trapez  ma'b'n  —  Dreieck  Ob'n 

=  g  .  [Om  .  ma'  -+-  (ma'  +  nb')  •  (On  —  Om)  —  On  •  nb'] 
Ä  g  .  [Oa  •  ma'  —  Om  •  nb'] 

=  5  •  [(^  -H  k)  •  (y  -  K  .  q)  -  (z  +  K)  .  (y  --  k  .  q)] 


Daraus  folgt 


n)      Dreieck  Oa'b'  —  ^  •  (k  -  K)  •  (y  -+-   z  •  q) 


Endlich  ist 
Dreieck  Qa"b"  =  Dreieck  On"b"  -4-  Trapez  n"b"a"m"  —  Dreieck  Om"  •  m"a" 

=  s  •  C^o*'  •  n''*>"  -+-  (n"b'\H-  m'VO  .(Om"  —  On")  —  Om"  •  m"a"] 
=  1  •  [Om'^  •  n^b*^  —  On"  •  tn"a"] 
=  5  •  [ma  •  nb'  —  nb  •  ma'] 
=-  5    ^'  •  ^"  -  r"  .9'] 


2 
i 
2 


-  1  .  [(r  -  K  .  p)  .  (y  -  k  .  q)  -  (X  -  k  .  p)  .  (y  -  K  .  q)] 


Daraus  fotgt 


III)     Dreieck  Oa"b"  =  5  •  (k  -  K)  •  (yp  —  xq) 

indem  man  sich  nun  des  Satzes 

«Das  Quadral  jeder  ebenen  Figur  ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate  ihrer  auf 

„die  drei  Coordtnatenebenen  projicjrten  Figuren" 
bedient,  bekommt  juan  fiir  den  lohalt  des  gesuchten  Dreiecks  OAB  folgenden  Ausdruck 

IV)    ü=  j/j.(k  -  K)2.[(y  +  2q)«  +  (1  -H  zpy  4-  (yp  -  xq)^ 

und  wenn  man  Vür  R  und  k  die  Ausdröcke  einsetzt,  so  bekommt  man 

V)    ü  =  2^  .  r(M«  -  4PH)  .  [(y  4-  zqy  4-  (x  +  zp)^  -h  (yp  ^  xq)«] 

Man  hat  hier  daa  Radical  zweideutig  genommen ,  und  wird  ihm,  sobald  man  die  gesachte 
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ntehe  gefimdeD,  und  dadurch  aacb  H  =  r  •  t  —  s^  kennen  gelernt  hat,  diejenige  Be- 
deatong  beilegen,  bei  welcher  U  positiv  wird. 
Alles  Weitere  wie  gewöhnlicb. 


Aufgabe  149. 

Man  sucht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  Goordinatensystem  bezogene  Flache.  Man 
legt  1q  ihren  zu  den  nach  Belieben  gewählten  Abscissen  i  und  y  gehörigen  Punkt  die 
Beröhrongsebene.  Von  einem  zu  den  festen  Abscissen  x  =  a  und  y  =  b  gehörigen 
Punkte  der  gesuchten  Fläche  fallt  man  ein  Perpendikel  auf  diese  Berührungsebene ; 
ebenso  fallt  man  von  einem  zu  den  festen  Abscissen  x  =s  a  und  y  '^  ß  gehörigen 
Punkte  der  gesuchten  Fläche  ein  Perpendikel  auf  die  Berührungsebene..  Welche  Fläche 
hat  aber  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Eigenschaft,  dass  bei  dem  zu  den  grade  ge- 
nommenea  Abscissen  x  und  y  gehörigen  Punkte  das  Prodoct  dieser  beiden  Perpendikel 
grösser  oder  kleiner  wird,  als  bei  den  zu  den  nemlichen  Abscissen  x  und  y  gelidrigen 
Punkten  aller  andern  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinalensystem  bezogenen  und 
der  gesuchten  Fläche  stetsfort  nächslanliegenden  Nachbarflächen  der  Fall  sein  kann? 

Die  Gleichung  irgend  einer  Ebene  sei 

I)    A  •  X'  -4-  B  .  y'  -+-  C  •  z'  -+-  E  =  0 
so  Ist  die  senkrechte  Entfernung  irgend  eines  Punktes  (n,  m,  k)  von  dieser  Ebene 
gegeben  dnrch 

in     A>n  +  B-m4-C»k+E 

Die   Gleichung  der   BerQhrungsebene   irgend   einer   krummen   Fläche   ist   bekanntlich 

z'  -  z  =  p  .  (x'  -  x)  +  q  .  (y'  —  y),  oder 

111)    p  .  X'  -f-  q  .  y'  —  z'  H-  (z  —  px    -  qy)  «  0 

Der  Punkt  der  gesuchten  Fläche,    dessen  Abscissen  a  und  b  sind,    hat  die  Oirdinate 

z^;  ood  dieses  Punktes  senkrechte  Entfernung  bis  zur  Berührungsebene  ist  also 

jyx    a  '  p  +  b  '  q  —  z,,b  +  (i  ^  px  —  qy) 

n  -H  p2  H-  q« 

Der  Punkt  der  gesuchten  Fläche ,   dessen  Abscissen  a  und  ß  sind ,    hat  die  Ordinate 

z    ^;  und  dieses  Punktes  senkrechte  Entfernung  bis  zur  Berührungsebene  ist  also 

op  -H  /?q  —  z    ^  4-  (z  —  px  -  qy) 

V)     ,.     '^  

If  1  -t-  p2  -H  q» 

Das  hier  in  Rede  stehende  Prodoct  ist  daher 

[a  .  p  -t-  b  .  q  -  z.,h  +  (z  -  pz  —  qy)]  .  [ap  +  /?q  -  z    ^  +  (z  -  px  -  qy)] 

^  ^  = r+w 

Alles  Weitere  wie  gewöhnlich. 


q^ 


Aufgabe   150. 

Man  sucht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  Goordinatensystem  bezogene  Fläche.  Man 
legi  in  ihren  zu  den  festen  Abscissen  x  =  a  und  y  =  b  gehörigen  Punkt  die  BerJih- 
mngsebene ;  ond  ebenso  legt  man  in  ihren  zu  den  teten  Abscissen  x  «•  a  und  y  ^  ß 
gehörigen  Punkt  die  Berührungsebene.  Von  ihrem  zu  den  nach  Belieben  gewählten 
Abscissen  x  und  y  gehörigen  Punkte  fällt  man  Perpendikel  auf  diese  beiden  Berülik- 
rongsebenen.  Welche  Fläche  ist  es  aber,  wenn  das  Prodoct  beider  Perpendikel  grösser 
oder  kleiner  ist,  als  bei  allen  andern  der  gesuchten  Fläche  stetsfort  nächstanliegenden 
Nachbarflächen  der  Fall  sein  kann? 

SchaoC  man  auf  Gleichung  III  der  vorigen  Aufgabe  zurück,  so  erkennt  man,  dass 
die  zn  den  Abscissen  a  und  b  gehörige  Berührongsebene  folgende  Gleichung  hat 
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0    Pa.b  •  x'  +  q'aib  •  y'  —  z'  4-  (z.,h  —  p.,h  •  a  -  q..b  .  b)  =  0 
Die  senkrechte  EatferoQDg  des  Punktes  (z,  y,  z)  bis  zo  dieser  Ebene  ist  also 
II)     Pub  •  ^  +  <l«»b  -  y  —  z  H-  (z„h  —  p„b  »  a  —  q„h  »  b) 

Ebenso  erkennt  man,    dass  die  zo  den  Abscissen  a  and  ß  gehörige  BerQhrangsebene 
folgende  Gleichnng  hat 

«0  p«./j'»"  ^  'ia.ß'r  - «"  +  (^a,ß  -  Po,/?;«  -  V/j-^)  -  0 

Die  senkrechte  Entfernong  des  Punktes  (x,  y,  z)  bis  zu  dieser  Ebene  ist  also 

p«,/*  •  ^  +  V/?  •  y  -  '  +  Cy^  -  Va,ß  • «  -  q«,^  •  /O 


IV) 


'"^  -  p^/» -^  ^2;^ 


Die  hier  befindlichen  AnsdrQcke  II  und  IV  geben  das  in  Rede  stehende  Prodact. 
Alles  Weitere  wie  gewöhnlich. 


Aufgabe    151 . 

Man  sucht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  Goordinatensystem  bezogene  Fläche.  Maq 
legt  in  ihren  zu  den  festen  Abscissen  x  =  a  und  y  =  b  gehörigen  Punkt  die  Berüh- 
rungsebene; man  legt  ebenso  in  ihren  zu  den  festen  Abscissen  x  =  a  und  y  =:/?  ge- 
hörigen Punkt  die  Beröhrungsebene ;  femer  legt  man  auch  in  den  zu  Irgend  zwei  nach 
Belieben  genommenen  Abscissen  x  und  y  gehörigen  Punkt  die  Becfihrungsebene.  Die 
in  der  Goordinatenebene  XY  liegenden  Spuren  dieser  drei  BerUhrungsebenen  schliesseo 
ein  Dreieck  ein.  Wenn  nun  die  gesuchte  Fläche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Ei- 
genschaft hat,  dass  bei  dem  zu  den  grade  genommenen  Abscissen  x  und  y  gehörigen 
Punkte  des  besagten  Dreiecks  Flächeninhalt  grösser  oder  kleiner  ist,  als  bei  den  zo  den 
nemlicben  Abscissen  x  und  y  gehörigen  Punkten  aller  andern  auf  dasselbe  rechtwinke- 
lige Goordinatensystem  bezogenen  und  der  gesuchten  ^Fläche  stetsfort  nächstanliegendea 
Nachbarfläcben  der  Fall  sein  kann;  welche  Fläche  wird  gesucht? 

Zu  den  festen  Abscissen  x  =  a  und  y  «»  b- gehöre  (fig.  33)  der  Punkt  M,  mit 
den  Projectionen  m  und  m';  die  In  dem  Punkte  M  liegende  Berührungsebene  ist  P'QP. 
Zu  den  festen  Abscissen  x  =  a  und  y  '^  ß  gehöre  der  Punkt  N,  mit  den  Projectk>nen 
n  und  n';  die  in  dem  Punkte  N  liegende  Berührungsebene  ist  S'RS.  Zu  den  nach 
.  Belieben  genommenen  Abscissen  x  und  y  gehöre  der  Punkt  K ,  mit  den  Projectioneo 
k  und  k';  die  in  dem  Punkte  K  liegende  Berührongsebene  ist  V'WV. 

Die  Gleichung  der  in  R  liegenden  Berührungsebene  ist 

I)    z'-z  =  (x'-x).pH-(y'  -  y).q 
Die  Gleichung  der  in  N  liegenden  Bernhrungsebene  ist 

Die  Gleichung  der  in  M  liegenden  Berührnngsebene  ist 

ni)    Z-'  -  z.,H  =  (x-'  -  a)  .  p.,H  +  (y'-  -  b)  .  q.,b 
Legt  man  nun  die  Goordinatenebene  XY  um,  so  kommt  der  Punkt  V  in  die  Lage  9^, 
der  Punkt  S  in  die  Lage  @,   und  der  Punkt  P  in  die  Lage  $;   und  man  erkennt, 
'dass  das  Dreieck  fgh  das  hier  in  Rede  stehende  Dreieck  ist.    Dessen  Inhalt  Ist 
ü  =  Trapez  ufhw  —  Trapez  ufgv  —  Trapez  vghw 


oder 


oder 


ü  =  g  (of  -f-  Wh)  •  (Ou  -  Ow)  -  g  (uf  -f-  vg)  .  (Ou  -  Ov) 
—  2  •  (vg  -^-  wh)  .  (Ov  —  Ow) 
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IV)    ü  =  I .  [of .  (Ov  -  Ow)  +  Wh  .  (Ou  —  Ov)  +  vg  •  (Ow  -  Oo)] 


E»  kommt  also  noch  daraaf  ao,   die  Linien  af,  wh,  yg,  Ov,  Ow,  Oo  za  bestimmen, 
and  die  sich  ergebenden  Aasdrücke  in  Gleichung  IV  zn  subslituiren. 

FQr  die  in  der  GoordinaCenebene  XY  liegenden  Sparen  der  BerQhrungsebenen  ist 
X*  «0,  z''  7:  0,  t'"  =  0;  und  die  Gleichungen  I,  II,  III  gehen  der  Reihe  dach 
über  in 

V)    p  •  X'  -h  q  .  y'  +  (z  -  px  -  qy)  =  0 

VII)    p.,b  .  X'"  +  q.,b  •  r"  +  (z.,b  ~-  P.,b  •  a  -  q,,b  •  b)  -  0 
Die  Gleichung  V  gehOrt  der  Linie  V'V  an,  die  Gleichung  VI  gehört  der  Linie  S'S  an, 
die  Gleiehong  VII  gehört  der  Linie  P'P  an.    F&r  den  Punkt  f  ist  iJ  =  x''  und  y  =  y''; 
und  aus  den  Gleichungen  V  und  VI  folgt: 


Ou  =  X' 


p^V/?  -  Pä,/?-«  -  Vig'^)"Pa,/?'('  -  p^  -  ^y^ 


Of  rs  y'  =  y''  =  - 

F8r  den  Punkt  g  ist  x'  =  x'''  und  y'  =  y''^;   und  aus  den  Gleichungen  V  and  VII 
iolgt: 

Ov  =  X-  «  x"'  =  <y  •  ('«^b  •"  P"h  '  ^  —  ^«*''  •  ^^  ^  ^'^b  '  Cg  —  PX  —  qy) 

P  •  qa»b   —  q  •  Paib 

VK  =  y'  =  y'^'  =  -  P  ■  ('«^b  —  Paib  '  a  —  q..b  '  b)  —  p,,h  .  (z  —  p»  —  qy) 
^        ^         ^  p .  q„b  —  q .  p^b 

Fdr  den  Punkt  h  ist  x''  ■-  \'**  und  y''  =  y''^;    und  aus  den  Gleichangen  VII  und 

VUl  folgt 

Ow  =  x"  =  \'*'  = 

%L,ß  '  ('«>''  "  P'^»»  •  ^  "^  ^*>'>  •  *^^  ""  ^'y'*  •  ('«,/?  ""  Pa,g  •  "  ""  ^ff  •  ^)        ^ 

Pa,i5*^^»'-P*i'»-V/? 
Wh  «  y''  =Ä  y'-'  - 

_  Pg,/?  '  fafb  -  Pa,b  '  a  -  qa,b  '  b)  -  p.,b  -  (j^^ß  -  P^ß  ■  «  —  q^ß  '  ß) 

Pa,^-9-»»'-P-»''  •  V/? 
Hat  man  nun  diese  f&r  of,  vg,  wh,  Ou,  Ov,  Ow  hergestellten  AusdrAcke  in  Gleichung 
IV  eingesetzt ,  so  geht  alles  Weiteire,  ^ie  gewöhnlich. 


Aufgabe    152. 

sucht  eine  iiuf  ein  rechtwinkeliges  Goordinateosystem  bezogene  Flache,  Man 
nimmt  den  zu  den  zwei  festen  Abscissen  a  unU  ß  gehörigen  Pnokt  der  Fläche,  be- 
stimmt die  zwei  zu  diesem  Punkte  gehörigen  Krüipmungsmittelpunkte,  und  legt  in 
diese  eodann  zwei  auf  die  Ordinatenaxe  Z  senkrechte  Ebenen.  Man  nimmt  jetzt  den 
zu  zwei  nach  Willkür  gewählten  Abscissen  x  ond  y  gehörigen  Punkt  der  Fläche,  und 
bestimmt  die  zwei  zo  diesem  Punkte  gehörigen  KrUttimottgsmittelpunkle.  Nun  nimmt 
man  die  Entfernungen  dieser  «beiden  KrOmmongsmittelpunkte  bis  zur  einen  der  vorhin 
besagten  Ebenen,  und  addirt  sie.  Hierauf  nimmt  man  ebenso  die  Entfernungen  dieser 
beiden  KrOmmungsroittelpunkte  bis  zur  andern  der  vorhin  besagten  Ebenen ,  und  addirt 
auch  sie.  Zuletzt  nimmt  man  das  Prodoct  beider  Sopimen.  Wenn  nun  die  gesuchte 
Fläche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Eigenschaft  hat,  dass  bei  dem  zu  den  grade 
gewählten  Abscissen  x  und  y  gehörigen  Punkte  besagtes-  Product  grösser  oder  kleiner 
II.  37 
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ist,  als  bei  den  zu  denselben  Abscisaen  x  and  y  gehörigen  Punkten  aller  andern,  der 
gesuchten  Fläche  stetsfort  nächstanliegenden ,  Nachbarflächen  der  Fall  sein  kann ;  welche 
FIMie  wird  gesucht? 

Die  beiden  auf  der  Ordinatenaxe  Z  senkrechten  Ebenen ,  welche  dnrch  die  KrÜnn 
mungsmittelpunkte ,  die  dem  xu  den  festen  Abscissen  a  and  ß  gehörigen  Punkte  der 
Fläche  entsprechet,  gelegt  sind,  seien  (fig.  31)  gegeben  durch  ihre  Spuren  PQ,  P'Q 
und  RS,  R'S.  Der  zu  den  grade  gewählten  Abscissen  x  und  y  gehörige  Punkt  der 
Fläche  habe  tlie  beiden  Krümmaagsmittelpunkte  A  tind  B,  gegeben  durch  die  Projee- 
tioqen  a^  a'  und  b,  b^  Die  Entfernung  des  Krfimmungsmittelpuoktes  A  bis  zur  Ebene 
P'QP  ist  also  a'm'  oder  am  oder  fQ,  dfd  EntfernÜDg  des  RrQmmungsmittelpunktes  B 
bis  zur  Ebene  P'QP  ist  b'n'  oder  bn  oder  gQ ;  ferner  die  Entfernung  des  Punktes  A 
bia  zur  Ebene  R^SR  ist  a'h'  oder  ah  oder  fS,  die  Entfernung  des  Punktes  B  bis  zar 
Ebene  R'SR  ist  b'k'  oder  bk  oder  gS.    Das  hier  in  Rede  stehende  ProducI  ist  sonach 

I)    ü  =  (gO-hfQ).(jS-h<S) 
Nun  ist  (nach  der  Einleitung  zur  145'^'''  Aufgabe)  Og  =  z  +  k  ond  Of  =  z  +  K.    Da 
ferner  OQ  und  OS  die  Ordinalen  der  KrUmmungsmittelpunkte  sind,    welche  dem   zu 
den   festen  Abscissen  a  und  ß  gehörigen  Punkte  der  Fläche  entsprechen;   so  ist  OQ 
-  \ß  +  \ß  «»nd  OS  =  ^a.ß  +  ^a,ß-    ^aa  hal  alsa 

gO  =  OQ  -  Og  =  «^^  +  k^^  -  .  -  k 

fQ  =  00-Of=z^^  +  k„^-z-K 

gS  =  OS  -  Og  ^  z„^^ +K^^  -  E  -  k 

f S  =  OS  -  Of  =  t^ß  +  K^^  -  z  -  K 

M 

Da  ferner  k  +  K  =  r^,  so  geht  Gleichung  1  Qber  in^ 

II)     ü  =  (2.z^ß  H-  2  .k^^  _  8,  -I)  .  (2;z„,^  +2.«^^  "  ^^  "ff) 

Alles  Weitere,  wie  gewöhnlich.  Die  Bedeutung  von  R,  k,  M,  H  ist  aus  der  145'**" 
Aufgabe  bekannt. 


Aufgabe  153. 

Man  hat  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  bezogene  Fläche.  Man 
nimmt  in  derselben  zwei  Punkte ,  deren  erster  zu  den  festen  Abscissen  a  und  b ,  und 
deren  zweiter  zu  den  festen  Abscissen  a  und  ß  gehdrt.  Hierauf  nimmt  man  aoek  den 
zu  den  nach  Belieben  gewählten  Abscissen  x  und  y  gehörigen  Punkt  der  Fläche.  Nun 
bestimmt  man  zu  jedem  dieser  drei  Punkte  die  zugehörigen  zwei  Kriimmungsmittel- 
punkte.  Jetzt  verbindet  man  den  einen  zu  den  Abscissen  x  und  y  gehörigen  RrQm- 
mungsmittelpankt  mit  den  entsprechenden  Rrömmuugsmiltelpunkten ,  deren  einer  zu 
den  Abscissen  a  und  b,  tind  deren  anderer  zu  den  Abscissen  a  and  ß  gehört;  so  be- 
kommt man  zwei  Verbindungslinien.  Hierauf  verbindet  man  den  andern  za  den  Abecis- 
sen  X  und  y  gehörigen  RrOmmungsmittelpunkt  mit  den  entsprechenden  Rrimmungs- 
nlittelpunkten,  deren  einer  zu  den  Abscissen  a  nnd  b,  und  deren  anderer  lu  den 
Abscissen  a  und  ß  gehört ;  so  bekommt  man  abermals  zwei  Verbindangslinien.  Wenn 
nun  die  Summe  der  Quadrate  dieser  vier  Verbindangslinien > ein  Mazimam-etand  oder 
Minimum-Stand  ist;  von  welcher  Fläche  ist  hier  die  Rede? 

Der  zu  den  nach  Willkör  f  ewählten  Abscissen  x  und  y  j^ehörige  Pankt  der  ge- 
suchten Fläche  habe  (flg.  34)  die  beiden  Rr&mmungsmitlelpnnkte  C  und  E,  gegeben 
durch  die  Projectionen  c,  c^  ufi^  e,  e^  Die  GoiH'dinaten  des  Rrttmmangsmittelponktee 
C  seien  Ov  =  z  4-  K ,  vc  =  x  —  p  •  R,  vc'  =  y  —  q  .  R;  und  somit  sind  Ow  =  z 
^k.wessx  —  p-k,  we'a>y  —  p-k  Aie  Coordinnten  des  Rrimmnngamiltelpmklee  B. 
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Der  IQ  den  festen  AiMcIsaen  a  ond  b  gehörige  Punkt  der  gesachten  FlSche  habe 
die  beiden  Krfimmongsmittelpankte  G  ond  H,  gegeben  dorch  die  Projectionen  g,  g^ 
ond  h,  h'.  Die  Goordinaten  des  KrQmmangsmitlelpanktes  G  seien  Od  =  z.,),  +  Ka,b9 
dg  =  a  —  p^b  .  K„b,  dg'  =  b  —  q.,fc  •  K.,b;  «nd  somit  sind  Of  =  z„b  4-  k„i,,  fh  = 
a  —  Paib  *  kaibi  fh'  =  b  —  qa,b  *  ka*b  die  CoordiDafen  des  KrQmmangsmittelponktes  H. 

Der  ZQ  den  festen  Abscissen  a  ond  ß  gehörige  Ponkt  der  gesuchten  Fläche  habe 
die  beiden  KrQmmongsmittelpqnkte  M  ond  N,  gegeben  durch  die  Projectionen  m,  m^ 
und  0,  n'.  Die  Goordinaten  des  ErfimmongsmittelpootLles  M  seien  Oi  »z^  o  -^  ^a,/3» 
im  =  a  —  p^ß .  K^ß,  im'  =  ^  —  q^ß  •  K^^;  und  somit  sind  Oj  =  z^^^  4-  k^^^ , 
jo  =  a  *  p„ß  *  k^  ij,  Jn'  ^s  /9'—  q^^^  •  k^  o  die  Goordinaten  des  KrAmmungsmit- 

ielponktes  N. 

Man  sieht  also,   dass  die  drei  ersten  einander  entsprechenden  KrQmmtingsmlttei- 

ponkle  dorch  G,  C,  M,  ond  dass  die  drei  andern  einander  entsprechenden  KrQmmongs- 

miüelponkle  dorch  H,  E»  N  bezeichnet  sind.    Es  sind  also  GG,  GM,  EE,  £N  die  vier 

in  der  Aufgabe  besagten  Verbindungslinien ;  und  die  Aufgabe  selbst  ist :  Es  soll 
1)    ü  -»  GG«  -H  GM«  -H  EH»  4-  EN« 

OD  Mazimmn-stand  oder  Minimum-stand  werden.    Nun  ist 

GG«  =  (Ov  —  Ody  +  (vc  —  dg)«  4-  (VC'  ^  dgO« 
GM«  =  (Ov  -  Oi)«  4-  (vc  —  im)«  +  (ve'  —  imQ« 
£fl<  »  (Ow  —  00«  •+•  (we  —  fh)»  +  (we'  —  fhO« 
EN«  =  (Ow  —  Oj)«  4-  (we  -  jn)2  4-  (we'  -  jn^ 

Kt  ffilfe  dieser  AusdrQcke  hat  man  in  Gleichung  I  die  gehörigen  Substitutionen  zu 

machen,  und  dann  zu  verfahren,  wie  gewöhnlich. 


Hiermit  mag  nun  die  Reihe  dieser  Aufgaben,  welche  man  beliebig 
vermehren  könnte,  geschlossen  werden.  Die  bereits  gegebenen  haben 
f8r  alle  Fille  hinllnglich  vorbereitet 
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DRITTE  ABTHEHIING. 

Aufgaben  f  welche  auf  Ausdrücke  fuhren,  wo  Iniegrak  vorkommen. 


A)    AoffabeOf  wo  Fonctionen  mit  einein  eimigiBii  absolut  analitiängifl;eD 
Veränderlichen  geiocht  werden. 


Aufgabe  t54. 

Man  sacht  ftkr  y  eine  solche  Fonction  von  x,  dasa  das  zwischen  den  nach  Belieben 
genommenen  Gränzen  a  ond  a  erstreckte  Integral 


I)    ü  -  plsy  -♦-  3  .  (lfr:^V  .  dx 


grösser  oder  kleiner  wird,   als  es  von  jeder  andern,  der  gesachten  Fanction  bei  Jedem 
Werthe  des  x  nächstanliegenden,  Nachbarfanction  gemacht  werden  kann. 

In  wieferne  hier  von  einem  Maximom-stande  oder  Minimam-stande  die  Rede  ist, 
ist  schon  (in  §.  223)  aaseinandergeseizt  Alle,  der  gesachten  Fanction  y  bei  jedem 
Werthe  des  x  nächstanliegenden,  Nachbarfanctionen  werden  (nach  §.  60)  dargestellt 
durch 

y  4-  X  .  ^y  -H  j?^  .  «2y  4-  j^  .  a^y  + . 

wo  X  der  Null  nächstanliegend,   y  die  gesuchte  Fanction  von  x,  und  dy,  ^y,  d^^  etc. 
ganz  beliebige  reelle  Functionen  von  x  sind. 

3 • 

Der  hier  vorgelegte  Ausdruck  I  ist  wegen  des  Radicals  (iTx  —  y]^    ein   drei(5rmi- 

S  8 

ger.    Um  bequem  calculiren  zu  können,  setze  man  [ifl)^  •  (x  —  y)^,  und  betpachte  nur 

8 

den  Factor  (ffl]^  als  dreiförmig,  alles  Andere  aber  als  einförmig  und  reell.    Slatt  Glei- 
chung I  bekommt  man  also  jetzt 


11) 


ü=  r  (2y  -♦-3.(?n).(x  -  y)V.dx 


Um  nun  die  Aufgabe  weiter  dnrchf&hren  zu  können ,  lege  man  dem  Factor  (ifl)'  zuerst 
seine  reelle  und  dann  seine  zwei  imaginären  Formen  bei,  und  bringe  die  Aufgabe  in 
zwei  Abtbeilangen. 

Ernte  AMbellwig. 

Wenn  man  dem  Factor  (lf  l)^  seine  reelle  Form  beilegt,  so  geht  Gleichung  O  über  io 

lU)     ü  =  p(2y  +  3  .  (x  -  y)»)  .  dx 


Daraus  folgt 


IV)     dV  =  p(2  -  2  .  (x  -  y)    «)  .  ay  .  dx 


Erstens.    Lässt  man  den  bei  ^y  beGndlichen  Factor  lu  Null  werden,  so  bekommt 
man  die  identische  Gleichung  2  —  2*(x  —  y)    ^-«0;  und  die  gesuchte  Fanction  ist 
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V)    y^x-l 
worin  man  erkennt ,    dass  die  GrSnzen  a  ond  a,  welche  sie  auch  inuner  sein  mögen, 
dorcbaos  keinen   Einfloss  auf  die   gesachte   Ponction  Sassern  können.    Hierbei   wird 
D'  =r  a  •  (a  +  i)  —  a  •  (a  +  i) ;   und  da  kein  MuUÜonscoefficient  einen  andere  Fac- 
tor als  (x  —  y)  in  den  Nenner  bekommen  kann ,  ond  y  =  x  —  1  ist ;   so  kann  aach 

kein  MatationacoefBcient  die  im  Calcol  anzolässige  Form  -^  annehniien,  ond  die  för  JU 

herzostellend»  Reihe  IfiafI  nur  nach  ganzen  Potenzen  des  x  fort.    Nun  ist  ^U  =  •— 

. .  I    dy'  •  dx,  und  dieser  Ansdrack  bleibt  (man  sehe  $.  9)  negativ  bei  jedem  Werthe 

des  a  ond  des  a,  so  lange  man,  wie  nach  der  Yoraossetzang  geschehen  muss,  a  >  a 
niinmt  Es  findet  also  ein  Maximannstand  statt.  Aber^eben  weil  die  gesachte  Funo- 
tioB  y  =  X  —  1  von  den  Gränzen  a  und  a  unabhängig  ist,  so  liefert  sie  auch  noch 
zwischen  allen  andern  beliebigen  Gränzen  x  =  a'  bis  x  =  a',  wenn  nur  a'  >  a'  ist, 
einen  Maximam-stand ;  denn  auch  dabei  ist  ^U  immer  negativ. 

-  3% 
Zweitens.    Legt  man  dem.  bei  ^y  befindlichen  Factor  die  JPorm  -^  bei,   so  be- 
kommt man  die  identische  Gleichung  x  —  y  =  0^  woraas 

VI)    y«x 
folgt,  und  woran  man  erkennt,  dass  die  Gränzen  a  und  a,  welche  sie  aoch  immer  sein 
mfigen,  dorcbaus  keinen  Einfluss  auf  die  gesuchte  Function  äussern  können.    Hierbei 

wird  D'  =5  I    2x  •  dx  rs  (a  -h  a)  •  (a  —  a).    Das  Prüftmgsmittel  wird  durch  directe 


Reihenentwickelung  hergestellt,  indem  man 

[(a  4.  a)  •  (a  —  a)  +  ^U]  an  die  Stelle  des  U 
ond 

(x  +  X  •  ay  H d»y  -4- I  oder  kurzweg  (x  +  x  •  $)  statt  y  ^ 

in  Gleichang  III  einsetzt    Dadurch  bekommt  man 

(a  -<-  a)  •  (a  —  a)  -f-  ü/ü  =  I    (2x  -h  3  •  (x  •  $)'^  -H  2  •  x  •  $)  .  dx 

Weil  aber  nor  nach  x  integrirt  w^den  soll,  ond  die  Elemente  a  tmd  a  vonx  ganz 
ooabhängig  sind;  so  kann  man«  x  auch  ausserhalb  des  Integralzeichens  setzen.  Dann 
gibt  sich  V. 

i      Ca  1    '  /»a 

^  =  3  •  x^  .  I    $8  .  dx  -h  2  .  X  .  I    |J .  dx 
w/a  Ja 

Bei  dem  im  Momente  des  Verschwindens  gedachten  x  ist  das  Zeichen  der  ganzen  Reihe 
das  nemliche,  wie  das  des  ersten  Gliedes.  Das  erste  Glied  bleibt  aber  (man  sehe  g.  9) 
positiv  bei  jedem  Werthe  des  a  ond  des  a,  wenn  man  nur,  wie  auch  nach  der  Vor- 
aassetxoDg  geschehen  muss,  a  >  a  nimmt.  Also  existirt  ein  Minimam-stand.  Aber 
eben  weil  die  gesuchte  Function  y  •»  x  von  den  Gränzen  a  und  a  ganz  unabhängig  ist, 
80  liefert  sie  aoch  noch  zwischen  jeden  andern  belictbigen  Gränzen  x  =  a"bis  x  «■  a', 
wenn  nar  a'  >  a'  ist,  einen  Ifinimom-stand ;  denn  aoch  dabei  ist  das  erste  Glied  obiger 
Reihe  positiv. 

Kweito  AJkUieUug. 

Man  kehre  non  wieder  zo  Gleichong  II  zorüdc,  ond  lege  dem  (ifT)^  seine    beiden 
imaginären  Formen  bei.    Man  bekommt  dann 


dV 


=  P(2-2.(irT)«.<x-y)    «j.dyvdx 
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Erstens.    LAsst  man  den  bei  ^  befindliehen  Factor  zn  NoU  werden,  so  beiiomml 


8  _  1 

VII)   2  -  2 .  iWl)*  •  (i  -  y)    '  ==  0 

Ans  dieser  Gleichnng  folgt  gradezo  (ifTJs  ■■  (x  —  y)<;  nnd  wenn  man  beiderseits  aaf 
die  dritte  Potenz  erhebt,  so  gibt  sich  t  =  x  —  y,   woraus  y  =  z  —  1  folgt    Dabei 

3  3 

geht  Gleichnng  VII  &ber  in  ^  —  2  •  (ifl]^  :s  0;  weil  aber  {Wi)^  nnr  seine  beiden  ima- 
ginären  Formen  repräsentirt ,  so  enthält  letztere  Gleichung  einen  Widerspruch  in  sich 
selbst,  so  dass  dieser  Fall  nicht  weiter  beachtet  werden  kann. 

8k 

Zweitens.    Legt  man  dem  bei  dy  befindlichen  Faotor  die  Form  -jt-  bei,    so    be- 
kommt man  die  identische  Gleichung  x  —  y  =  0,  woraus 

'  VIII)  y  =  X 
folgt,  und  woran  man  erkennt,  dass  die  Gränzen  a  und  a,  welche  sie  auch  immer  sdo 
mögen,  durchaus  keinen  Einflnss  auf  die  gesuchte  Function  äussern  können.  Hierbei 
ist  wieder  U'  -»  (a  -|-  a)  (a  —  a).  Das  PrQfangsmittel  gewinnt  man,  indem  man 
wieder  [(a  +  a)  (a  —  a)  +  J\J]  an  die  Stelle  des  U,  und  (x  4-  x  •  $)  an  die  Stelle 
des  y  in  Gleichung  II  fiberall  einsetzt;  und  dann  ist 

(a  +  a)  (a  -  a)  -+•  ^ü  -  C\2i  4-  3  •  (ffl)«  •  (x  .  f )»  -+-  2  .  x  •  ?)  •  dx 

^  =  3  .  (iT?)«  .  X«  I    $«  .  dx  4-  2x  .  I    $  -  dx 

8 
Aber  weil  (iTl)'  nur  seine  imaginSren  Formen  reprftsenürt,  so  ist  JU  unter  allen  Um- 
ständen imaginär;  und  der  aus   den  imaginären  Formen  der  Gleichung  I  hergestellte 
reelle^  Ausdruck  U'  t=  (a  -4-  a)  •  (a  «^  a)  ist  ein  Einzelstand. 


Daraus  folgt 


'>"=/> 


Aufgabe  155.. 

Man  sucht  (Ür  y  eine  solche  Function  von  x,  dass  das  zwischen  den  nach  Belieben 
Grfibzen  a  und  a  erstreckte  Integral 

(g  4-  I  .  (r2xy  -  y^Y)  .  dx 

grösser  oder  kleiner  wird,  als  es  von  Jeder  andern,  der  gesuchten  Function  bei  jedem 
Werthe  des  x  nächstanliegenden,  Nachbarfunction  gemacht  werden  kann. 

In  wieferne  hier  von  einem  Maximum-stande  oder  Minimunhetande  die  Rede  ist,  ist 
sehen  (in  $•  ^^  auseinandergesetzt    Der  hier  vorgelegte  Ausdruck  ist  wegen  des  Radi- 

8  1 

eais  ein  dreifömiiger.   Um  bequ^kn  caleafiren  zu  können,  setze  man  (ift)^  •  (2xy  —  y')', 

3 
nnd  betrachte  nnr  den  Factor  (ifi)^  als  drdförmig,  alles  Andere  dagegen  als  einföimig 
nnd  reelL    Statt  Gleichnng  I  bekommt  man  also  jetzt  ^ 


10 


ü  ^£(g  +  I  .  W  -(axy  -  y4).dx 


% 

Um  nun  die  Angabe  weiter  dnrchfiihren  zu  können,  lege  man  dem  (iTT)^  zuerst  seine 
reelle  und  dann  seine  zwei  imaginären  Formen  bei,  und  bringe  die  Aufgabe  in  zwei 
Abtheilungen. 
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WeDB  maa  dem  (iTl)^  Mine  reelle  Form  beilegt^  so  geht  Gleichung  II  über  in 
HO    ü  =P{e  +  I  •<2xy  -  y2)«)  .  dt 

IV)    dU  =  4  .  I    (x  —  y)  .  y«  .  (2x  -  y)8  .  ^y  .  dx 

Der  za  dy  gehdrige  Factor  wird  Nall,  wenn  x  —  y  =  0,  oder  wean  y  =  0,  oder 
wenn  Ä  —  y  =  0^ 

A)  Aas  der  identischen  Gleichung  x  —  y  «  0  folgt  y  a  x,  woran  man  erkennt, 
dass  die  Gränzen  a  und  a,  welche  sie  auch  immer  sein  mögen,  durchaus  keinen  EiiH 
fluss  auf  die  gesuchte  Function  äussern  kdnnen.    Hierbei  wird 

ü'  =  g  .  (a  -  a)  -♦-  ^ .  (r^  -  K5Ü),  und  a^ü  =  -  4  .  C%y .  Ki)«  .  dz 

Dieser  Ausdruck  bleibt  (man  sehe  S*  9)  negativ  bef  jedem  Werthe  des  a  und  des  a, 
so  laoge  man,  wie  nach  der  Voraussetzung  geschehen  muss,  a  >'  a  nimmt  Es  findet 
also  eio  Mazimum-stand  statt.  Aber  eben  weil  die  gesuchte  Function  y  »  z  von  den 
Gränzen  a  und  a  ganz  unabhängig  ist,  so  liefert  sie  auch  noch  zwischen  allen  andern 
beliebigen  Gränzen  z  «  a^  bis  x  =  a^,  wenn  nur  a'  >  a'  ist,  einen  Mazimum-stand; 
denn  auch  dabei  ist  9^V  immer  negativ. 

B)  Aus  der  identischen  Gleichung  y  =  0  folgt  U'  =  g  •  (a  —  a).  Weil  aber 
dabei  ^U  Null  in  den  Nenner  bekommt,  so  muss  man  das  Prüfbngsmlttel  auf  directem 
Wege  herstellen.    Verfahrt  man  dabei  wie  gewöhnlich,  so  bekommt  man 

^  =  g  .  X«  .  I    (2x  .  $)«  .  dz  -  2  .  X«  .  j     (2i)«  .  $«  .  dz 

Bei  dem  im  Momente'  des  Verschwindens  gedachten  x  ist  das  Zeichen  der  ganzen  Reihe 
das  nemliche,  wie  das  des  ersten  Gliedes«  Das  erste  Glied  bleibt  aber  (mansche  §.9) 
positiv  bei  jedem  Werthe  des  i  ond  des  a,  wenn  man  nur,  wie  auch  nach  der  Vor- 
aussetzung geschehen  muss,  a  >  a  nimmt.  Aber  eben,  weil  die  gesuchte  Function 
y  =  0  von  den  Gränzen  a  und  a  ganz  unabhängig  ist ,  so  liefert  sie  auch  noch  zwischen 
jeder  andern  beliebigen  Gränze  x  »  a'  und  x  =s  a\  wenn  nur  a*  >  a'  ist,  einen  Mi- 
nimam-stand ;  denn  auch  dabei  bleibt  das  erste  Glied  obiger  Reihe  positiv. 

C)  Aus  der  Identischen  Gleichung  3x  —  y  =  0  folgt  y  =:  2x,  woran  man  er- 
kennt, dass  die  Gränzen  a  und  a,  welche  sie  auch  immer  sein  mögen,  durchaus  keinen 
Einflnss  auf  die  gesuchte  Function  äussern  können.  Hierbei  wird  ü'  =  g  •  (a  —  a). 
Weil  aber  dabei  das  ^U  wieder  Null  in  den  Nenner  bekommt,  so  muss  man  das 
PrAlDngaBiitel  aoch  wieder  anf  directem  Wege  herstellen;  und  dadurch  bekommt  man 

^  =  ^  .  x»  .  I    (2x  .  $)»  .  dx  -h  2  •  X«  .  j     (2x)«  .  $«  .  dx 

Ans  dieser  Reihe  folgt  aber  genau  dasselbe ,  was  -aus  der  (m  vorigen  Falle  aufgestellten 
Reihe  folgt. 

Swelto  Abttella^. 

3 

Man  kehre  nun  wieder  zu  Gleichung  II  zurQck,  und  lege  dem  (vTl)^  seine  beiden 
imaginären  Formen  bei.    Man  bekommt  dann 

V)    aü  =  4 .  (ifT)*  .1    (x  -  y)  •  y«  •  (2x  -  y)«  •  dy  .  dz 

Daraas  gibt  sich  wieder  entweder  x  -  y  =  0  oder  y  =  0  oder  2x  -  y  =i  0. 
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Q  3  S  S 

A)  Isti  — y  =  0,al8oy  — x;ßoi8tü'=:g(a  — a)4-|j-(lfT)*.(l^  —  Ka"), 

welcher  Aosdrack,  weil  er  imagiDär  isty  nicht  berOcksichtigt  werden  kann. 

B)  Ist  y  =  0,  so  ist  U'  2=  g  •  (a  —  a)  ein  Einzel-stand ,  wie  man  aas  der  Reihe 


^ü  -» I .  (»flj*  .  X»  .  P  (2i .  $)«  .  dz 


erkennt. 

C)    Ist  2x  •*-  y  =  0,   also  y  =  2x ;  so  ist  wieder  ü'  =  g  •  (a  —  a)  ein  Einzel- 
stand, wie  man  ans  der  Reihe 

3  4       ^a  1 


erkennt. 


^  =  I .  (ifl)*  .  X«  .  p(2x  .  ?)«  .  ^x 


Aufgabe    156. 

Man  sacht  für  y  eine  solche  Function  von  x,   und  zugleich  für  a  und  a  solche 
Werthe,  dass  das  zwischen  den  Gränzen  a  und  a  erstreckte  Integral 

1)    U  =  C%  .  dx  «  P(3x  .  y?  -  y3  -  na«  •  X«  -»"  ^*  •  x)  -dz 

ein  Maximum-werth  eines  Maximum-Standes  oder  ein  Minimunnwerlh  eines  Minimum- 
Standes  wird* 

Durch  gemischtes  Mntiren  bekommt  man 

II)     (<J,Ü  =  C^y-  dx  +  V«  .  t?a  —  V, .  ^a 
und 

III)    A2Ü  =  f  "^«V  .  dx  +  2  .  ^Va  •  i?a  —  2 .  ay,  .  ,9a 

Es  ist  aber  aV  =  3y  •  (2x  -  y)  .  <Jy ,  und  a^V  =  3y  •  (x  -  y)  •  ^«y  -h  6  •  (x  —  y)  .  ay«, 
welche  Ausdrücke  man  in  II  und  III  einzuführen  hat.    Gleichung  II  geht  dabei  über  in 

IV)    ((J)ü  —  j  "sy  •  (2x  —  y)  .  (Jy  -f.  V«  .  t9a  ^  V.  i  t9a 

Man  bekommt  nun  zunächst  die  identische  Gleichung 

V)    3y.(2x-y)=:0 
und  weil  hier  zwischen  a  und  a  keine  Abhfingigkeit  besteht,   so  bekommt  man  gleich- 
zeitig noch  die  beiden  nichtidentischen  Gleichungen 

VI)    V«  =  0,    und  Vli)    V,  =  0 
Erstens.    Gleichung  V  wird  identisch,    wenn  2x  —  y  =^  0,   d.  h.  wenn  y  =:  2x 
ist.    Die  Gleichung  VI  geht  dabei  über  in 

VIII)     (4a2  -  m«  .  a  -f-  ^^)  .  a  -  0 

2m^  4*  m^ 
Daraus  folgt  entweder  a  »  0  oder  a  = ^ — .    Die  Gleichung  VII  geht  ebenfaUs 

über  in 

IX)     (♦a«  -  m«  .  a  4-  ^)  •  a  =  0 

Daraus  folgt  entweder  a  =  0  oder  a  =   "  ^^  "  .    Mm  soll  a  >  a  sein ;    man  kann 
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»\so,   da  m'  positiv  ist,    die  Wertbe  des  a  and  des  a  aaf  dreierlei  Weise  verlheilen, 
d.  h.  man  kann 

Il|2 

1)  entweder  a  =  0  mit  a  =  -jg- 

2)  oder  a  =  0  mit  a  =  -jg 

3)  odera-  ^  mit  a  = -j^ 

Terbinden.    In  allen  diesen  drei  Fällen  zieht  sich  Gleichung  III  zurück  auf 

X)    <^W  =  --  6  •  C\  .  dy2  .  dx  +  (^)^  •  t^a«  --  (^)^  •  ^^a^ 

Unter  der  Voraussetzung,    dass  a  >   a  und   dass  a  nicht  negativ,    wie  es  auch  bei 
den  für  a  bereits  ermittelten  Werthen  cTer  Fall  ist ,  bleibt  x  •  ^y^  bei  allen  vdn  a  bis  a 

stetig  nebeneinander  liegenden  Werthen  positiv,    also  auch  I    x  •  ^y^  »dx;  somit  ist 


der  mit  denf  üntationseoefficienten  versehene  Theilsatz  immer  negativ,   und  es  findet 
in  primärer  Beziehung  ein  Maximum-stand  statt.    Im  Allgemeinen  ist 

vi\    IT/       /  9        ™*         I    3  •  ro*\      5        /  5        m^  3 .  m*\      5 


A)    Verbindet  man  a  «  0  mit  «  -  j^,    »o  ist  ü''  =  +  g .  (j^)  , 


und 


Die  beiden  mit  DifferenzcoefBcienten  versebenen  Theilsätze  sind  zusammen  immer  ne- 
gativ; also  ist  fi?\]  anter  allen  Umständen  negativ ,  and  es  findet  ein  Maximam^werlh 
eines  Maximum-Standes  statt 

B)  Verbindet  man  a  =  0  mit  a  =  -^  ,  so  ist  ü''  =■  —  9  .  1^^]  ,  und 

^aj»ü  -=  -  6  .  r^x  .  ay2 .  dx  -H  2i  .  {^f .  ^a\  -  12  .  (5^)^  .  i^a« 

Das  Aggregat  der  beiden  mit  Differenzcoefficienten  behafteten  Theilsätze  kann  nidit 
immer  einerlei  Vorzeichen  behalten;  und  somit  findet  jetzt  in  secundärer  Beziehung 
weder  ein  Mazimom-werth  noch  Minimom-werth  statt. 

C)  Verbmdet  man  a  =  t^  mit  a  =  -^,   so  ist  "    "^  ""  "T  *  (fß)  »  °"^ 

tai2ü  =  -  6.  f'^.^y^.dx  -h  2i  .  (~)^  ,9a2  +  8  .  (J!^)^  tJ^a« 

Hier  findet  also  ein  Minimum- werth  eines  Maximnm-standes  statt ,  Welcher  Zustand  je- 
doch in  der  Aufgabe  nicht  verlangt  wird. 

Zweitens.    Gleichung  V  wird  auch  identisch,  wenn  y  =  0,  d.  h^  wenn  y  selbst 
eine  identische  Function  von  z  ist    Gleichung  VI  seht  dabei  Ober  in 

XIO     (-  a-H^).ro»a=0 
oBd  daraas  foigl  entweder  a  ■■  0  oder  a  s  -gr-.    Gleichung  VII  aber  gebt  Aber  in 

XIH)    (_a.+  ^).m»a  =  0 
ond  daraos  folgt  entweder  a  ^  0  oder  a  »  -g^- .    Da  nan  a  >  a  sein  soN ,   so  kann 

1fn2  ^ 

man  nor  a  =?  0  und  a  »  -g^  setzen.    Gleichung  III  zieht  sich  jetzt  zorikck  auf 
II.  28 
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fi?l]  =  +  6  .  r%  .  dy^  .  dx  -  3  .  (!^y  .  i?««  '-  3  .  (^f  .  t^a» 

Der  mit  dem  Matadonscoefflcieoten  versehene  Theilsalz  ist  bei  jeder  fQr  dy  zo  setzen- 
den Function  positiv,  dagegen  das  Aggregat  der  mit  den  Differenzcoeflicienten  verseheoeD 

Theilsätze  bleibt  immer  negativ,    und  somit  erkennt  man,   dass  C  =  288  •  l^j    ein 

Maximumwerth   eines  Minimum-Standes  ist,    welcher   Zustand  jedoclr  in  der  Aufgabe 
nicht  verlangt  wird. 

Aufgabe   157. 
Man  sucht  filr  y  eine  solche  Function  von  x  und  zugleich  für  a  und  a  solche  Werthe, 
dass  das  «zwischen  den  Gränzen  a  und  a  erstreckte  Iqtegral 

ein  Maximura-werth  eines  Maximum-Standes  öder  ein  Minitnum-werth  eines  Minimom- 
standes  wird. 

Das  Bemerkenswerthe  dieser  Aufgabe  ist,  dass  die  Elemente  a  und  a  schon  in 
dem  ursprunglichen  Ausdrucke  vorkommen  (man  vergleiche  noch  Aufgabe  195  und  197). 
Durch  gemischtes  Mutiren  (man  sehe  §.  264)  bekommt  man 

II)    (^jü  =  r"(2 .  r^  -  ^JVr)  •  ^y  •  ^"  +  ha  +  pdx)  .  ^a 

Man  bekommt  nun  zunächst  die  identische  Gleichung 

IH)    2.K2-  ?!!^:J;«o 

a  •  X 

und  weil  hier  zwischen  a  und  a  keine  Abhängigkeit  stattfindet,  so  bekommt  man  gleich- 
zeitig noch  die  beiden  nichlidenljschen  Gleichungen 


IV) 


V«  +r<i^  -  0.     ""^  V)    -  V.  -H  J^f^*  +  l) .  dx  =  0 


Aus  III  folgt  y  e=»  — — - —  als  die  für  y  gesuchte  Function ;    und  dadurch  gehen  die 

Gleichungen  IV  und  V  bezüglich  über  in 

VI)    4- .  (2aa  -  3  .  a2  -H  2m  .  a)  =  0,     und  VII)    i- .  (a*  —  2aro)  =  0 

«...  3m  A  m       .  «2 

Es  ist  also  o  =  -z —  und  a  =  -r— . 

•  2  2im 

A)  Setzt  man  o  =  ^ — ^ =  2m,  so  ist  auch  a  =  2m;   da  aber  a  >  a  sein 

muss,   so  können  diese  zwei  zusammengehörigen  Werthe  des  a  und  a  nicht  beachtet 
werden. 

B)  Setzt  man  a  = =  m,  so  ist  a  ■«  5..    Nun  soll  a  >  a,    d.  h.  es 

soll  die  Differenz  (<c  --  a),  oder  vielmehr  es  soll  die  Differen^  /m  —  ^\   positiv  sein; 

und  dieses  ist  nur  möglich,    wenn  m  selbst  positiv  ist    Es  kann  also  a  »  -^  und 

a  »  m  nur  berücksichtigt  werden,  wenn  m  positiv  ist 
Unter  Beachtung  alles  Vorhergehenden  bleibt  nur 


(a,2ü  ^  4  —.  f  "1  .  dy^  .  dx  -  (2  .  (^a  -  t?a)2  + 
a     Ja  * 


^«^)j 
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oder 

fifV  =  —  4  .  f  "1  .  dy^  .  dx  —  (2  .  (^a  —  ^a)«  -f  tJ'a«)  ' 
Ja  * 
Da  DQO  a  and  a  nur  positiv  sind,  so  kann  der  mit  dem  MatationscoefGcieuten  versehene 
Theilsalz  nor  negativ  sein;  aucli  ist  das  Aggregat  der  mit  Differenzcoeflicienten  verse- 
henen Theilsitze  negativ.     Es  flndet  also  ein  Maxima«i-wertb   eines   Maximom-etan- 
des  sUlt 


Aufgabe   158. 

Man  saeht  diejenige  ebene  Curve,  welche  zwischen  den  (zu  den  Abscissen  a^und 
a  gehörigen)  rechtwinkeligen  Gränzordinatcn  die  kürzeste  ist. 

Die  hiesige  Aufgabe  verlangt,  dass  der  Bogen  der  gesuchten  Curve  durch  eine 
Fonclion  der  Abscisse  ausgedrückt,  und  hierauf  von  x  =  a  bis  x  =  a  erstreckt  werde. 
Da  die  Differenz  (a  —  a)  positiv  ist,  so  muss  (wie  aus  der  Theoriß  der  Rectifica- 
tion  bekannt)  die  erste  Ableitung  des  Bogens  bei  jedem  zwischen  a  und  a  liegenden 
Werthe  des  x  positiv  sein.  Man  darf  also  für  des  Bogens  erste  Ableitung  nur  den  eindeuti- 
gen positiven  Ausdruck  ^i  H-  (-pj    und  nicht  den  zweideutigen  l|    *  +  \^]     setzen. 

Die  Aufgabe  ist  also: 

Man  sucht  y  als  solche  Function  von  z,  dass  das  zwischen  den  Gränzen  a  und  a 
erstreckte  Integral 

kleiner  wird,  als  es  von  jeder  andern  der  gesuchten  Function  bei  jedem  Werthe  des 

X  nachstanliegenden  NachbarfuncUon  gemacht  werden  kann.    Zur  Bequemlichkeit  setze 

dv  *^ 

man  noch  p  anstatt  -p ;  und  es  gibt  sich 


o»=x;^(S)- 


und 

Mao  fahre  die  gehörige  Umformung  aus,  so  bekommt  man 

«« » = («^).  • ''« -  ir^i  ■  "■  -  x:a  •  i7^)>  ■  -' 

and 

Untersnchong   der   ersten   (in  I  aufgestellten)  Form  des  dU.    Hier  wird 

dv 
^U  =  0,  wenn  die  Identische  Gleichung  p  =  0,  d.  h.  j^  =  0  stattfindet,    und  daraus 

folgt  dorch  Integration 

V)   y  =  B 

wo  B  ein  willkürlicher  Gonstanter  IsL  Durch  diese  Gleichung  Ist  aber  die  mit  der 
Abscissenaxe  parallele  Grade  dargestellt.  Die  Gränzen  a  und  a,  welche  sie  auch  immer 
sein  mögen,   haben  durchaus  keinen  £influss  auf  die  hier  gefundene  Function  y  =  B; 
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QDd  bei  ihr  wird  Dicht  alleio  die  erste  sondern  auch  die  zweite  (in  111  aufgestellte)  Form 
des  ^U  zu  Noil,  und  die  beiden  (in  II  und  IV  aufgestellten)  Formen  des  d^U  reduciren 
sich  auf 


«>-/:(©'•'• 


Dieser  Ausdruck  bleibt  unter  allen  Umsländen  positiv,  und  es  ist  nidit  nöthig,  ihn 
noch  umzuformen,  ein  Geschäft,  welches  im  dritten  Falle  dieser  Aufgabe  aasgeführt 
werden  soll.  Da  die  Gränzen  a  und  a  durchaus  keinen  Einfluss  auf  die  Function 
y  =  B  haben,  so  macht  sie  nicht  allein  das  zwischen  den  Granzen  von  a  bis  a  er- 
streckte, sondern  auch  das  zwischen  allen  beliebigen  Gränzen  erstreckte  Integral  U  zo 
einem  Minimum-stande.    (lieber  das  Wort  „Minimum-stand"  sdie  man  %,  223.) 

Untersuchung  der  zweiten  (in  III  aufgestellten)  Form  des  dU.    Hier  hat 
man  die  fiauptgleichung. 

")  i-(pf^)=»  ■ 

und  die  Gränzengleichung 

™'(rn7).''"-(sT^).''-=° 

Aus  VI  foJgt  durch  Integration  zunächst  ^  ^        »  g,  und  daraus  gibt  sich  p  =  ^^  = 

r  i  4-  p2  a» 

und   wenn  man  zur  AbkQrzung  A  statt  setzt,    so   bekommt   man 


ifi-g«  .  rt-g« 

^  =  A,  woraus  durch  abermalige  Integration 

VIII)  y  =  A  .  1  -H  B 
folgt.  Die  grade  Linie  in  der  Ebene  genügt  also  der  Aufgabe,  aber  nicht  jede  grade 
Linie,  sondern  nur  diejenigen,  welche  solchen  Gränzbedingungen  unterworfen  sind, 
dass  die  Gr^zengleichung  VII  hinwegfallt;  und  diese  graden  Linien  machen  nur  das 
zwischen  den  Gränzen  a  und  a  erstreckte  Integral  U'  ^  (a  -^  a)  •  Kl  +  A^  and  kein 
zwischen  andern  Gränzen  erstrecktes  zu  einem  Minimum-stande.  In  Folge  alles  Vorher- 
gehenden reducirt  sich  Gleichung  IV  auf 


IX)    im  =  ;?=4==^  •  (-"F«  -  ^y.)'+  ;7==^==  •  J"  (^)'  •  dx 


Man  beachte,  dass  das  Radical  Kl  4-  A*  positiv  ist;  und  somit  ist  (nach  $.  231)  auch 
^U  positiv,   was  aber  noch  näher  nachgewiesen  werden  soll.    Man  nehme  zn  diesem 

Zwecke  das  von  a  bis  x  erstreckte  Integral  1     (-p)   *  ^x,  und  setze 

WO  $tx)  und  ;r(x)  zwei  no^h  zn  bestimmende  Functionen  von  x  sind.  Differentilrt  man 
auf  beiden  Seiten,  and  bringt  man  dann  .41les  auf  die  linke  Seite  des  Gleichheitszei- 
chens; so  bekommt^  man 

(^  +  («(«)«)  •  «yj  +  2  .  (Sr«  +  «!))  .  iy.  .^  =  0 

Diese  Gleichung  gilt  bei  jeder  beliebigen  Function  dy  von  x,  und  bei  jedem  beliebigen 
Werthe  des  x ;  sie  muss  also  in  folgende  zwei  identische  Gleichongen  zerfallen : 

^  -h  (;r(x))«  -  0,  und  jrx)  +  ^rcx)  =  0 

Aas  der  zweiten  dieser  Gleichungen  folgt  jr(i)  =  —  $(x) ;  ond  somit  gebt  die  erste  über 

in  *|^  -+•  (J(x))3  =r  0,  woraus  r—  =  x  4-  c,   oder  S(x)  =  -— -—    folgt,   wo   c  ein 
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witlköriicher  Constaoter  ist    Non  ist  x(x)  =  --r.  $tx)  » ; — ;    and  somit  bekommt 


Man  beachte  nan  sorgfältig  folgende  drei  Punkte : 

1)  Es  existirt  durchaas  keine  Bedingung»  von  welcher  der  Werth  des  Constanlen 
c  abhangt; 

2)  Man  mag  dem  Gonstanten  c  was  immer  ffir  einen  Werth  beilegen ,  dieser  Werth 

hat  niemals  Einfluss  weder  auf  dy  noch  aaf  -^ ; 

3)  Die  Gleichung  X  ist  und  bleibt  eine  identische,  man  piag  dem  Gonstanten  c 
was  immer  für  einen  beliebigen  Werlh  beilegen,  und  sich  unter  dy  was  immer  für  eine 
beliebige  Function  von  x  denken.  Davon  kann  man  si^  namentlich  dadurch  überzeu- 
gen ,  dass  man  auf  beiden  Seiten  wieder  difierentiirt. 

Da  nun  Gleichung  X  für  das  zwischen  den  Gränzen  a  bis  zu  dem  noch  allgemeinen 
X  erstreckte  Integral  gilt,  so  gilt  sie  nothwendig  auch  für  das  zwischen  den  Gränzen  a 
l»s  xo  dem  bestimmten  a  erstreckte  Integral,  d.  h.  es  ist  nothwendig  auch  noch 

bei  jedem  beliebigen  Wertbe  des  Gonstanten  c    Gleichung  IX  geht  nun  über  in 

/(l  -h  A2)3  Ja   \dx         X  -f-c      ^/ 

Was  man  auch  immer  dem  Gonstanten  c  für  einen  beliebigen  Werlh  beilegen  mag, 
so  bat  doch  jedesmal  der  in  XII  für  ^^U  aufgestellte  Ausdruck  genau  denselben  Werlh, 
wie  der  in  IX  aufgestellte;  und  man  hat  das  in  der  That  höchst  beachtenswerthe  £i^ 
gebaiss,  dass  der  Werth  des  in  Gleichung  XII  für  ^U  hergestellten  Ausdruckes  ganz 
nnabhängig  ist  von  dem  willküdicben  Wertbe  des  Gonstanten  c  Man  hat  dabei  weiter 
nichts  zu  beachten  •  als  dass  man  dem  unter  dem  Integralzeichen  befindlichen  c  jedes- 
mal den  nemlicben  Werth  beilegt,  den  man  dem  ausserhalb  des  Integralzeichens  be- 
findlichen c  beilegt. 

Vielleicht  ist- es  für  Manchen  nicht  überflüssig,  wenn  man  ihn  hoch  auf  folgendem 
Wege  zu  der  Erkenntniss  führt,  dass  der  Werth  des  in  XII  für  ^U  hergestellten  Aus- 
dmckea  von  dem  willkürlichen  Wertbe  des.  Gonstanten  c  ganz  unabhängig  ist.  Glei^ 
choDg  XII  lasst  sich  zunächst  umformen  in 

Nun  ist  2  .  -1—  .  ay  .  ^  -  ^ — L-^.  .  ^y2  «  ^  .  d(-i—  *  ^) »    "««^    Gleichung 

X  -t-  c      ^     dx         (x  +^)*      '        dx       \x  -h  c       '  / '  ^ 

XIO  geht  über  in 
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XIV)  ^ü - p=4=  [(a .^« -H ^^^,;^,^^^.K) 

Der  zweite  unter  dem  Integralzeichen  beflndliche  Tbeilsatz,  welcher  ein  voJIsländiges 
Difierential  ist,  lässt  sich  ohneweiteres  integriren;  and  thal  man  dieses,  so  redacirt 
sich  Gleichung  XIV  gradezu  auf  Gleichung  IX,  wo  der  Gonstante  c  nichi  weiter  vor- 
kommt. Da  nun  Gleichung  XIV  und  XII  ganz  die  nemlichen  sind,  so  ist  vollkommen 
erwiesen.,  dass  der  willkürliche  Werth  des  Constanten  c  keiqen  Einfluss  hat  auf  den 
Werth  des  dm 

Nun  mögen  einige  durch  Gränzhedingungen  specialisirte  Fälle  nachfölgeo. 

Erster  Fall.  Sind  zwei  feste  Punkte  (a,  J))  und  (a,  ß)  gegeben,  durch  welche 
die  gesuchte  Grade  begränzt  werden  soll ;  so  müssen  auch  alle  andern  in  Betracht  zu 
ziehenden  nächstanliegenden  Nachbarcurven  durch  diese  zwei  festen  Punkte  begränzt 
werden.  Alle  in  Betracht  zu  ziehenden  Gurven  haben  also  bei  der  Abscisse  a  eine 
Ordinate ,  deren  Werth  es  y,  »  b,  und  bei  der  Abscisse  a  eine  Ordinate,  deren  Werth 
=  y^  =  /?.  Desshalb  bestehen  zwischen  den  Gränzordinaten  der  gesuchten  und  aller 
in  Betracht  zu  ziehenden  Gurven  folgende  zwei  Gleichungen : 

y,  =  y,  -4-  X  .  ay.  +  ^  •  ^y.  H-  j^  •  <Py,  ■+- 


y«  «=»  y«  +  X  .  Jy«  +  —  .  ^y«  4-  j:^  .  öhf^  -h 


Es  mnss  also  (nach  $.  87)  sein  dy,  =  0,  ^y«  =  0,  ^y,  ■»  0,  ^y«  =  0,  etc.  Die 
Gränzengleichung  VII  wird  also  jetzt  von  selbst  erfüllt,  und  an  den  Gränzen  geht  die 
gefundene  Gleichung  VIII  bezüglich  in  folgende  zwei  über:  ~ 

b  ='  A  .  a  -h  B,  und  /S  =  A  •  a  -+-  B 
woraus  sich  A  und  B  bestimmen  lassen,  so  dass 

■^        a  —  a  a  —  a 

die  vollständig  bestimmte  Gleichung  der  für  diesen  ersten  Fall  gesuchten  grad«D  Linie 
ist.    Dabei  reduciren  sich  die  Gleichungen  IV  und  Xll  bezüglich  auf 


und 


^  1^(1  -h  A«)3  Ja  \d*        *-^-c     7 


Beide  Ausdrücke  sind  unter  all^n  Umständen  positiv,  weil  bekanntlich  das  einfache  Ra- 
dical  Kl  -h  A2  nur  eine  positive  Bedeutung  hat  Es  findet  also  ein  Minimum-stand 
statt.  Ueber  das  Wort  „  Mipimum-sland ''  sehe  man  g.  223.  Was  man' auch  immer 
dem  Gonstanten  c  für  einen  beliebigen  Werth  beilegen  mag,  so  haben  doch  die  beiden 
Ausdrucke  XV  und  XVI  ganz  genau  einerlei  Werlli;  denn  Gleichung  XVI  geht,  wie 
schon  im  Allgemeinen  an  XIV  gezeigt  ist,  gradezu  über  in 

oder,  wenn  man  das  vollständige  Differential  integrirt,  in 
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welcher  Aosdnick  sich,  weil  dy,  =  0  ond  dy^  =  0  ist,   ohoeweiters  aaf  XV  zurück- 

zieht 

Zweiter  Fall.    Soll  die  gesuchte  Grade  von  eioeni  festen  Punkte  bis  zu  einem 

auf  der  Abscissenaxe  stehenden  Perpendikel  genommen  werden ;  und  ist  der  feste  Punkt 

gegeben   durch  x  =  a  und  y.  =  b,   das  auf  der  Abscissenaxe  stehende  Perpendikel 

aber  durch  x  =  a;  so  ist  auch  hier  ^y.  «  0,  ^y«  =  0,  etc.    Dagegen  ^y^,  ^y^»  etc. 

könoeo  jeden  beliebigen  Werlh  annehmen.  Die  Gränzengleichung  VII  reducirt  sich  jetzt 

A  i 

auf  ■  •  ^y    =0.    Wegen  der  Willkürlichkeit  des  Werthes  von  dVa.  moss  A  =  0 

n  H-A2      'a  .  ^        ^      •  ^^ 

sein.  Die  Gleichung  VIII  reducirt  sich  also  jetzt  alif  y  =r  B;  und  da  die  gesuchte 
Grade  durch  den  festen  Punkt  (a,  b)  geht,  so  ist  y  =  b  die  vollständig  bestimmte 
Gleichung  derselben.  Sie  geht  also  durch  den  Punkt  (a,  b)  parallel  mit  der  Abscis- 
senaxe, und  ist  auf  dem  in  x  =  a  errichteten  Perpendikel  fenkr^cht.  Ferner  ist  jetzt 
U'  =  a  -—  a,  und  die  Ausdrucke  IX  und  XII  reduciren  sich  auf 

xv,o  ™=/;(S)'- 

und 

Diese  beiden  Ausdrücke  haben ,  was  man  auch  immer  für  einen  beliebigen,  Werth  dem 
Constanten  c  beilegen  mag,  doch  jedesmal  genau  den  gleichen  Werth;  denn  Gleichung 
XVIII  geht,  wie  schon  im  Allgemeinen  an  Gleichung  XiV  gezeigt  ist,  gradezu  über  in 

oder,  wenn  man  das  voUstahdige  Differential  integrirt,  in 

welcher  Ausdruck  sich,  weil  ^y.  =  0  ist,  ohneweiters  auf  XVII  zurückzieht,  und  wo- 
durch bestätigt  ist,  dass  der  Werth  des  in  XVIII  aufgestellten  Ausdruckes  ganz  unab- 
bingig  ist  von  dem  willkürlichep  Werthe,  welchen  man  dem  Constanten  c  beilegt 
Man  bekommt  also  auch  den  wahren  Werth  des  ^U,  wenn  man  dem  c  einen  solchen 
Werth  beilegt ,  dass  der  in  Gleichung  XVIII  ausserhalb  des  Integralzeichens  befindliche 
Theilsatz  zu  Null  wird.  Dieses  trifft  aber  nur  ein,  wenn  man  c  unendlichgross  nimmt; 
denn  dann  geht  Gleichung  XVIII  über  in 

a-f-oo      ^«        Ja   \^^         X  4- CO      -'J 

Da  aber  — i =  Ound  — ; =  0;  so  reducirt  sich  letztere  Gleichung  ohneweiters 

a  +  CO  X  -h  CO  '  ^ 

auf  XVII.    Es  findet  also  ein  Minimum-stand  statt. 

Dritter  Fall.  Wenn  kein  fester  Punkt  gegeben  ist,  und  man  überhaupt  die 
kürzeste  Entfernung  zwischen  zwei  auf  der  Abscissenaxe  stehenden  Perpendikeln  sucht; 
so  sind  jetzt  die  Elemente  ^y,  und  dy^^  dem  Werthe  nach  ganz  unabhängig  voneinander, 
wenn  sie  gleich  einerlei  Form  haben.  (Der  Beweis  dazu  steht  in  $.  92.)  Ebenso  ver- 
hält es  sich  zwischen  ^y.  und  ^y^)  zwischen  d^y^  und  ^y«»  etc.  Gleichung  VII  zer- 
lalU  also  in  folgende  zwei: 


Vi  +  pv«  \rrn^/. 


woraus  aber  nichts  weiter  folgt ,  als  A  =x  0.  Die  Gleichung  der  gesuchten  Linie  ist 
daher  y  a  B;  und  da  zur  Bestimmung  des  B  keine  weitere  Bedingung  gegeben  ist,  so 
i$t  die  gesachte  Linie  eine  in  beliebiger  Entfernung  mit  der  Abscissenaxe  oberhalb  oder 
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unterhalb  parallel  gezogene  Grade.  Hier  ist  wieder  U'  =  a  —  a,  and  die  AindrQcke 
IX  and  XII  redaciren  sich  aaf 

X.X)  «!=/;(?)'... 

and 

■  «) « = ^.  •  «»i  -  .-i^  ■  'ri + /;(s  -  x-v.  •  "j  ■  ^ 

Diese  beiden  Aasdriicke  haben,  was  man  auch  ifnmer  dem  Constanlen  c  rer  einen  be- 
liebigen Werlh  beilegen  mag,  doch  jedesmal  genau  einerlei  Werth;  denn  Gleichung 
XX  geht,  wie  schon  im  Allgemeinen  an  XIV  gezeigt  ist,  gradezu  ober  in 

oder,  wenn  man  das  vollständige  Differential  integrirt,  in 

welcher  Ausdruck  sich  ohneweiters  auf  Gleichung  XIX  zurückzieht,  und  wodurch  aber- 
mals bestätigt  ist,  dass  der  Werth  des  in  XX  fQr  d^V  aufgestellten  Ausdruckes  ganz 
unabhängig  ist  von  dem  willkürlichen  Werthe ,  welchen  man  dem'  Constanten  c  beilegt 
Man  bekommt  also  auch  den  wahren  Werth  des  (5^U,  wenn  man  dem  c  einen  solchen 
Werth  beilegt,  dass  die  in  Gleichung  XX  ausserhalb  des  Integralzeichens  beflndlichen 
Theilsätze  zusammen  wegfallen,  d.  h.  dass  die  Gleichung 

*         df L—  .  dyj  =  0    . 


a  -H  c      "a         a  +  c 
stattflndet.    Daraus  folgt 

a.^yj-a.^y^ 

Durch  diese  Gleichung  ist  aber  ausgesprochen,  was  c  jedesmal  führ  einen  Werth  an- 
nimmt ,  wenn  man  sich  unter  ^y  bald  diese  bald  jene  Function  von  x  denkt  Gleichung 
X^X  geht  jetzt  ober  in 

XXI)  a.ü  =  rfe , y°-^^'' -.J.dx 

Dieser  für  d^]  hergestellte  Ausdmrk  hat  g^nap  denselben  Werlh,  wie  der  In  XIX,  also 
auch  wie  der  in  XX.  Man  kann  auch  dte  in  X\l  atifgestüllle  rorm  auf  die  in  XIX 
zuröckffihren ;  denn  XXI  geht,  wie  schon  im  Allgemeinen  an  XIV  gezeigt  ist,  gradezo 
ober  in 


Ja  Ll<«»/        •'»     U  .  (Jy^  _  fly^)  -,.  «  .  dyj  _  a  .  Jy'„      ^  / J 


dx 


oder,  wenn  mau  das  vollständige  riiTercntial  inlegrirt,  in 


L       «-fay«   -   ,!y')+«.ay2-a-d,»       '« 


••eya-»y')  +  «-»y*-«-V„ 


.i^£m'q 
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Die  beideD  aiuserlialb  des  lotegralaeicheDS  befindliehen  Theilsitze  heben  sich ,  wie  man 
sieht,  eiaander  aof;  aod  somit  redacirt  sich  letzterer  Aosdrack  aaf  XIX,  wie  za  er« 
weiseo  war.    Es  findet  also  aach  hier  ein  Minimam-sland  statt 

Vierter  Fall.  Ist  zwar  in  den  Gränzordinaten  wieder  kein  fester  Punkt  gegeben, 
dagegen  die  Bedingung  gestellt,  dass  der  Unterschied  derselben  constant  sein  soll,  so 
dass  die  Gleichang  y^  —  y,  «  R  stattfindet;  so  folgt  aus  dieser  Bedingung  cty.  =:  dy^y 

a^y,  =  ^y^,   etc.     Gleichung   VII   geht   also   ober  in    ^  •  (^y,  —  öy^)  =  0 , 

Kl  +A2 
d.  h.  die  Grinzengleichong  fällt  von  selbst  weg.    Die  Gleichung  der  gesuchten  Graden 
ist  aber  jetzt : 

y  =  -^.z+  B 
^        a  —  a 

wo  B  ganz  beliebig  ist.  Alle  Graden,  welche  mit  der  Abscissenaxe  einen  Winkel  bil- 
den,  dessen  goniometrische  Tangente  =  — --—  ist,  genügen  jetzt  der  Aufgabe.  Hier 
ist  U'  =  Y(a  —  ay  +  E?j  und  Gleichung  IX  und  XII  rednciren  sich  auf 

and 

Diese  beiden  Ausdröcke  haben,  was  man  auch  immer  dem  c  für  einen  beliebigen  Werth 
beilegen  mag,  doch  jedesmal  genau  einerlei  Werth;  denn  Gleichung  XXIII  gehl,  wie 
schon  Im  Allgemeinen  an  XIV  gezeigt  ist,  gradezu  Ober  in 

^ ja-^y       r/_i i    \,^ 

oder,  wenn  man  das  Tollständige  Differential  integrirt,  in 

Mj  = («-»y        r/_i t-V  ay'  -  -L_  .,y2 

i    I  \a  +  0        a  +  cl    ^»       a  +  c      'a. 
[(a  -  »y  +  R«]«    '•^  ' 

Eliminirt  man  noch  das  dy^  dadurch,  dass  man  dy^  anstatt  dy^  setzt;  so  fallen  alle 
aosserhalb  des  Integralzeichens  stehenden  Theilsätze  weg,  und  es  bleibt  bloss  Gleichung 
IXII,  wodurch  abermals  bestätigt  ist,  dass  der  Werth  des  in  XXII  für  d^V  aufgestell- 
ten Ausdruckes  ganz  unabhängig  ist  von  dem  willkürlichen  Werthe,  welchen  man  dem 
Constanten  c  beilegt.  Man  bekommt  also  auch  den  wahren  Werth  des  ^U,  wenn  man 
dem  c  einen  solchen  Werth  beilegt,   dass  der  in  Gleichung  XXII  aosserhalb  des  Inle- 

gralzeiehena  befindliche  Theilsats  wegFällt,  d.  h.  dass  die  Gleichung  — — — - 

=  0  stattfindet  Diese  Gleichung  enthält  jedoch  einen  Widersprach  in  sich  selbst ,  den 
Fall  aasgenommen,    wo  c  unendtichgross  ist.    Nimmt  man  aber  c  unendlicbgross ,    so 

II                             1 
wird  gleichzeitig  — ; =  0,  — -. =  0  und  =  0;   und  Gleichung  XXIII 

geht  ohneweiters  in  XXI  über.    Es  findet  also  auch  hier  ein  Minimum-stand  statt. 
U.  29 
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FQnfter  Fall.    Soll  die  Smnme  der  Grinzordinateo  bestandig  dieaelbe  btöben, 

90  dass  man  die  Gleichung  y^  -4-  y,  «  K  hat;  so  folgt  daraus  dy^  =  —  ^Ya«  ^Ya  = 

2A 

^  ^y«  1   etc.    Die   Gränzeogleichong   VII   geht   also  aber  in   -  .  dy,  =  Q,  d.  h. 

r  1    -f-  A' 

es  mass  A  =  0  sein.    Die  Gleichung  der  gesuchten  Graden  ist  also  jetzt  y  =  -~ ,  d*  h. 

die  gesuchte  Grade  läuft  in  der  Entfernung  -^  mit  der  Abscissenaxe  parallel.    Hier  ist 
wieder  U'  »  a  — -  a,  und  die  Gleichungen  IX  oder  XII  rednciren  sich  auf 

XXIV)  a«ü-£"(^y-di 

und 

-V)  « = [(^  -  ^) . .,; + j-;(^  -  Hf,  • '^r -] 

Man  hat  nun  mit  dem  Ausdrucke  XXV   zu  Terfahren,   wie  im  vierten  Falle  mit  dem 
Ausdrucke  XXIII  geschehen  isL    Es  Gndet  also  ein  Minimum-stand  statt. 

Sechster  Fall.    Soll  das  Product  der  Gränzordinaten  beständig  dasselbe  bleiben, 
so  dass  man  die  Gleichnog  y,  •  y^^  =  dL  K^  hat;  so  folgt  daraus  y,  •  «Jy«  H-  y«  •  ^y,  =  0, 
'  :i  \,  y*  '  ^ya  +  2  •  ay, .  (Jy«  +  y«  .  a^y,  ==  0,  etc.    Es  ist  daher 


y«  yi  yi  yl 

etc.    Gleichung  VII  geht  also  jetzt  über  in 

A  V^    +    K* 

XXVI)   ^     ^         .  -^—^—  •  ay,  =  0 
Kl  -H  A3  yj 

d.  h.  entweder  ist  A  =  0  oder  yj  i  K«  =  0. 

$t)    Setzt  man  A  =  0,    so  ist  y  =  B,   d.  h.  y  ist  constant.    Es  ist  also  auch 
y,  =»  ya  =  B»  ^^<^  somit  ist  y,  .  y^t  =  y2  =  yo  "  ^  *^*'  woraus  y,  =  y«  =  l^dL  K- 

folgt,  uod  woran  man  erkennt,  dass  jetzt  nur  das  positive  Zeichen  vor  K^  stehen  darf. 
Sonach  ist  y  =  ifK^  die  Gleichung  der  gesuchten  Graden;  und  diese  ist  eine  in  der 
Entfernung  ITK^  entweder  oberhalb  oder  unterhalb  mit  der  Abscissenaxe  parallele  Grade, 
je  nachdem  man  dem  ITR^  seine  positive  oder  negative  Bedeutung  beilegt  Femer  ist 
U'  =  a  —  a.    Da  aber  hier  nur  das  +   Zeichen  vor  K^  stehen  darf,  so  muss  man, 


wenn  man 

chungen  IX  und  XII  reduciren  sich  auf 


und 


dya  eliminiren  will,  1 ^*  dyaj  an  die  Stelle  des  dy«  setzen.    Die  Glei- 

ren  sich  auf 

XXVII)  ^u = ^^(^y  •  ^* 

Diese  beiden  Ausdrficke  haben,  was  man  auch  immer  dem  c  für  einen  beliebigen  Werth 
beilegen  mag,  doch  jedesmal  genau  einerlei  Werth;  denn  Gleichung  XXVIII  geht,  wie 
im  Allgemeinen  schon  an  XIV  gezeigt  ist,  gradezu  ober  in 

oder,  wenn  man  das  vollständige  Differential  integrirt,  in 
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Wenn  man  ^^  eliminirl,  so  fallen  die  aosserhalb  des  Integralzeichens  stehenden  Theil- 

sälze  alle  weg»  und  es  bleibt  bloss  Gleichung  XXVII,   so   dass  abermals  bestätigt  ist, 

dass  der  Werth  des  in  XXVIII  für  ^U  aufgestellten  Ausdruckes  ganz  anabhängig  ist 

von  dem  willkürlichen  Werthe,  welchen  man  dem  Conslanten  c  beilegt    Man  bekommt 

also  auch  den  wahren  Werth  des  ^U ,  wenn  man  dem  c  einen  solchen  Werth  beilegt, 

dass  die  in  Gleichung  XXVIII  ausserhalb  des  Integralzeichens  befindlichen  Theilsälze 

1  K^  1 

zusammen  wegfallen,  d.  h.  dass  die  Gleichung  — ; —  .  -7 ; —   =  0  stattfindet. 

''a  +  Cy«a-+-c 

a  .  yf  -  a  .  K^ 

Daraus  folgt  c  = r —  ,  und  Gleichung  XXVIII  geht  über  in 

K*  -  yj 


XXIX)  «i=r/? /^'^\ — ;.^yy 


dx 


Diesen  Ansdraek  kann  man  wieder  auf  die  Form  in  XXVll  zurückfuhren,   indem  mau 
ilm  zunächst  in 

«^  -rrffy  -t-^ ^^-^ •  ^y^n  •-« 

.       Ja  L\^»/        31      \  x(K*  -yj)  +  a-yj  -  aK«  /J 


omformt,  hierauf  das  vollständige  Differential  integrirt,  und  sodann  dy^  elimlnirt.  Es 
findet  also  hier  ein  Minimum-stand  statt. 

9)    Will  man  der  Gleichung  XXVI  dadurch  genfigen,    dass  man  y^  ii  R^  =  0 
seCzt;  80  ist  dieses  nw  rafiglich,  wenn  das  untere  Zeichen  gilt.    Daraus  folgt  y«  =  ifK^ 

OBd  weil  jeUt  y. .  y«  ä  —  K«  ist,  so  ist  y«  —  —  -^  =  -  1^^  d.  b.  y,  und  y« 

haben  entgegengesetze  Vorzeichen.    Die  Gleichung  der  hierher  gehörigen  Graden  ist 

also 

2  .  ifP  (a  +  a)  .  lfK2 

y  = X  —  ^ 

^        a  —  a  a  —  a 

Diese  Grade  darchsehneidet  die  Abscissenaxe  da,  woxss  ^-y^,  d.  h.  mitIeD  zwischen 

den  Gränzordinaten.  Sie  geht  Ton  oben  nach  unten,  wenn  y^  positiv  und  ya  negativ 
ist ;  sie  geht  von  unten  nach  oben ,  wenn  y^  negativ  und  y^  positiv  ist.  Die  Gleichun- 
geo  IX  und  XII  gehen,  weil  bei  (ii  K')  nur  das  untere  Vorzeichen  gelten  darf,  jetzt 
über  in 

oni 

XXXI)    <5»U« 

i  /      2A-K«    .    K* 1  \     ,^2 

»^nnPA     yj       (n-AO(a-Hc).y;    (i  +  A«).(a  +  c);*  y* 
ro  +  Ao^  Ja  W     ^  +  «    ; 

Diese  beiden  für  ^U  hergestellten  Ausdrücke  haben ,  was  man  auch  immer  dem  Con- 
Staaten  c  für  einen  beliebigen  Werth  beilegen  mag,  doch  jedesmal  genau  einerlei  Werth; 
denn  Gletchung  XXXI  geht,  wie  schon  im  Allgemeinen  an  Gleichung  XIV  gezeigt  ist, 
gradeza  über  in 
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"  ~  rfTT»'r  "yf"        0  +  AOC«  +  c).y*       (l+A2)(a  +  c)^*''^ 

Indem  man  hier  das  vollständige  Differential  integrirt»  and  hierauf  ^y^  eliminirt;  reda- 
cirt  sich  dieser  Ausdruck  auf  XXX,  wodurch  noch  besonders  nachgewiesen  ist, 
wie  der  Werth  des  ^U  in  XXXI  ganz  unabhängig  ist  vom  Werthe  des  c.  Man  lege 
nun  dem  c  einen  solchen  Werth  bei ,  dass  in  XXXI  der  ausserhalb  des  Integralzeichens 
befindliche  Theilsatz  wegfällt,  d.  h.  dass  die  Gleichung  stattfindet 

xxxm    —  ^^  '  ^^  ^ ^ - —  0 

yl  (1  -HA^.(a  +  c).yJ        U  +  A^)  .(a -h  c)  -  " 

Daraus  lassen  sich  zwei  verschiedene  Werthe  für  c  bestimmen,  und  jeder  derselben 
macht,  dass  XXXI  sich  auf 

XXXIII)    ^ü  =  ^ f"/^^ rr—  •  ^y]  •  d» 

r(T^rA2)3  Ja  \^^     *  "^  ^    / 

zurückzieht,  wo  man  aber  dem  c  einen  aus  XXXII  sich  ergebenden  Werth  beigelegt 
denken  muss.  An  dem  Ausdrucke  XXXIII  erkennt  man  gradezu,  dass  er  positiv  ist; 
es  ist  also  auch  der  mit  ihm  gleichbedeutende  Ausdruck  XXX  positiv.  Somit  findet  ein 
Minimum-Stand  statt. 

Schlassbemerkang.  Diese  Aufgabe ,  als  solche ,  kommt  schon  vor  in  Enler*«  Werke 
(Methodus  inveniendi  lineas  curvas,  maximi  minimive  proprietate  gaudentes.  Lausanne  et 
Genevs.  1744.  Seite  48  und  49).  Sie  wurde  später  von  vielen  Schriflstellern ,  welche 
über  den  (von  Ruier  sogenannten)  Variationscalcol  schrieben,  aufgenommen,  aber  immer 
nur  sebr  mangelhaft  behandelt. 

Unter  den  von  mir  gemachten  Beiträgen  beachte  man: 

1)  Die  Untersuchung  der  ersten  Form  des  ^U. 

2)  Die  verschiedenen  GränzfäUe,  welche  sich  bei  der  Untersuchung  der  zweiten  Form 
des  dV  befinden. 

3)  Die  zu  jedem  Gränzfalle  gehörige  Umformung  des  für  ^U  sich  ergebenden  Aus- 
druckes; Umformungen,  welche,  so  nöthig  sie  auch  sind,  doch  noch  Niemand  ausgeführt  hat. 


Aufgabe   159. 

Man  sucht  bei  einem  polaren  Goordinatensysteme  diejenige  ebene  Curve,  welche 
die  kürzeste  ist  zwischen  zwei  Leitstralen,  die  zu  den  durch  a  und  a  gegebenen 
Goordinatenwinkeln  gehören. 

Es  sei  u  der  Leitslral;  die  Goordinatenwinkel  sollen  zwischen  der  Ordinatenaxe 
und  den  jedesmaligen  Leitstralen  genommen,  und  durch  die  auf  den  Halbmesser  =  1 
bezogenen  Kreisbögen  w  gemessen  werden.  Die  hiesige  Aufgabe  verlangt  also,  dass 
der  Bogen  der  gesuchten  Gurve  durch  eine  Function  von  w  dargestellt ,  und  hierauf  von 
w  =  a  bis  w  =  a  erstreckt  werde.  Da  nun  die  Difiierenz  a  —  a  positiv  ist,  so  muss 
(wie  aus  der  Theorie  der  Reclification  bekannt)  die  erste  Ableitung  des  Bogens  bei 
jedem  zwischen  a  und  a  liegenden  Werthe  des  w  positiv  sein.    Man  darf  also  für  des 

Bogens  erste  Ableitung  nur  den  eindeutigen  Ausdruck  |/u^  +  (^-)    und  durchaus  nicht 


den  zweideutigen  llr   u'  +  (—-]    setzen.    Die  Aufgabe  ist  also :    Man  sucht  für  n  eine 

solche  Function  von  w,   dass  das  zwischen  den  nach  Belieben  genommenen  Gränzen  a 
und  a  erstreckte  Integral 


«~/>-=f(F"^^ln- 
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kteiner  wird,  als  es  von  jeder  andern,  der  gesnchten  Fonclioo  bei  jedem  Werthe  des  w 
oächslaoljegeoden ,  Nachbarfooctioo  gemacht  werden  kann.    Mnlirt  man  nun,  and  seUt 

dann  zor  Bequemlichkeit  noch  p  statt  ^ — *  ^^  bekommt  man 

Ja  Vu2  4-p2       ru2  +  p2    dw; 
Qod  wenn  man  umformt,  so  bekommt  man 

\ru2  +  p2/a  "*  \Ku2   +  p2/. 

^  rv    «_^_.  *  .d/_£==\Va„.dw 

Ja  Vru2  4-p2        dw      \ru2  +  p2/7 

Untersuchung  der  ersten  Form  des  4^11.  Hier  mtkssen  die  beiden  identischen 

Gleichungen  -  =  0  und        *^  =  0  zugleich  stattßnden.    Diese  aber  wi- 

Tu«  -h  p«  Ku«  +  p« 

dersprechen  sich,   ausser  es  mtksste  schon  u  =  0,   d.  h.  es  müsste  u  eine  identische 

Fonction  von  w  sein.    Eine  solche  entspricht  aber  nicht  der  hiesigen  Aufgabe. 

Untersuchung  der  zweiten  Form  des  dM.    Damit  dM  =  0  werden  kann, 

moss  stattfinden  die  Hauptgleichung 

Qod  die  Grinsengleichong 

Malliplidrt  man  GleicfioDg  I  mit  p  =  j— ,  so  ergibt  sich 

n-du  ./         p       \        ^ 

Ku«  +  P^  \Ku2-hpV 

dKu«  -h  p»  -   ^      P        .  dp  -  p  .  ä^      P       \  =  0 

AY^~^^  —  d/p  .  ^      P       \  «  0 
V     ru2  +  p2/ 

Diese  Glekhang  läset  sich  gradezu  integriren,  und  man  bekommt 

ru«  4-  p« 
oder 

III)     ^      °  =  E 

rus^  +  p» 

Abo  ist  dw  =  — -^:^==: ;  und  daraus  folgt  w  4-  m  ■*■  arc  sec  -5- »  oder 

IV)    sec  (w  4-  m)  =  ^ 

oder 

V)  u  s=  E  •  sec  (w  +  m) 
oder 

VI)  u  •  cos  (w  +  m)  =:  E 
oder 

VII)  u ;r-5- — = 

^  cos  (w  -h  m) 

Mao  erkennt  also,  dass  die  grade  Linie  der  Aufgabe  genOgt,  aber  nicht  jede  grade 
Linie,  sondern  nur  diejenigen,  die  solchen  Gränzbedingungen  unterworfen  sind,  dass 
die  Giinzeogleichung  U ,   welebe  im  Allgemeinen  auch  dargestellt  werden  kann  durch 


oder 
oder 
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VIII)    (flio  (a  -h  nw)  •  du«  —  (sid  (a  -h  nw)  •  ^o«  «=•  0 
hiiiwegfällt 

Man  kann  Gleichung  VI  leichl  in  eine  fOr  rechtwinkelige  Coordinaten  amwandeln. 
Entwickelt  man  cos  (w  4-  m),  8o  geht  VI  über  in 

u  •  cos  w  •  cos  m  —  a  •  sin  w  •  sin  m  =  E 

Daraas  folgt 

sin  Dl  .  E 

u  •  cos  w  = •  u  •  sin  w  H 

cos  m  cos  m 

Nan  ist  nach  <fbr  hier  gemachten  Voraussetzung  u  •  cos  w  :=  y,  o  »sin  w  =  x;    und 

setzt  man  noch  A  statt   ,  und  B  statt ,  so  hat  man  y  =  A  •  x  +  B ,  wie 

cosro  cos  m  ^  ' 

in  voriger  Aufgabe. 

In  Folge  alles  Vorhergehenden  ist  jetzt  nur 

IX)    ^ü  =  (sin  (a  +  m))  •  ^u^  -  (sin  (a  +  m))  •  ^^u, 

4-  ^=  .  I     cos  (w  -h  m)2  •  l-—  •  cos  (w  4-  >n)  —  du  •  sin  (w  -+-  m))    •  dw 

Um  nun  den  ZeichensCand  des  9^\i  beartheilen  zu  können ,  betrachte  man  (nach  $.  230 
und  231)  den  zu  (-j— )    gehörigen  Factor.    Dieser  ist  aber         ^^ ^  ,  d.  h.  er  ist 

positiv y  und  sonach  liefern  alle  diejenigen  graden  Linien,  welche  der  Gränzengleichung 
II  oder  VIII  genügen,  einen  Mioimunv-stand.  Ueber  das  Wort  „ Minimum-«land "  sehe 
man  §.  223. 

Schaut  man  wieder  nach  Gleichung  IX  zurück ,  so  erkennt  man  gradezu ,  dass  ^U 
positiv  ist,  wenn  die  ausserhalb  des  Integralzeichens  befindlichen  Tbeilsätze  wegfallen,' 
fallen  sie  aber  nicht  weg,  so  muss  die  Untersuchung  nach  $.  230  und  231  vorgenommen 
werden,   wie  hier  geschehen  soll.    Man  nehme  das  von  a  bis  w  erstreckte  lotegrai 

I     cos  (w  +  m)2  .  /-- —  cos  (w  +  m)  —  du  •  sin  (w  +  m)j    •  dw,  und  setze 

X)    r  cos  (w  +  m)2  .  i~  •  cos  (w  +  m)  —  du  •  sin  (w  -h  m)|   .  dw  « 

cos  (w  4-  m)*  •  S(w)  •  <5u^  —  cos  (a  4-  m)*  •  Jra)  •  3uJ 

+  I      cos  (w  H-  m)^  .  y-^  +  3r(W)  •  <Jn  I    •  dw 

wo  $(w)  und  ;r(w)  zwei  noch  zu  bestimmende  Functionen  von  w  sind.  Differentiirt  man 
auf  beiden  Seiten,  und  reducirt  man  soviel  als  möglich;  so  geht  aus  Gleichung  X  jetzt 
hervor 

XI)  [cos  (w  H-  m)2  •  sin  (w  -H  m)2 1^  .  cos  (w  4-  m)* 

+  4  •  Jiw)  •  cos  (w  4-  m)3 .  sin  (w  4-  m)  —  (;r(w))*  •  cos  (w  4-  m)*]  •  dv? 
— 2.[cos(w4-m)3.sin(w  4-  m)  4-S(Wj.cos  (w  4-  m)*  + *fw).cos(w4-m)*].du.-j— =0 

Diese  Gleichung  gilt  für  jede  beliebige  Function  dn  von  w,  und  bei  jedem  beliebigen 
Werihe  des  w;  sie  muss  also  in  folgende  zwei  identische  Gleichungen  zerfallen 

XII)  cos  (w  4-  m)«  .  sin  (w  4-  m)^  -  ^^  .  cos  (w  4-  m)* 

+  4  •  5(w) .  cos  (w  4-  m)3  .  sin  (w  4-  m)  —  (;rfw))2  •  cos  (w  4-  m)*  =  0 

XIII)    cos  (w  +  ^y  •  8>ö  (w  4-  m)  4-  Jtw)  •  cos  (w  4-  m)*  4-  ä(w)  •  cos  (w  4-  m)*  =  0 

Aus  der  letzten  dieser  Gieichungen  folgt 

XlV^    ^rw)  c=       Sin  (w  4-  m)  +  ^w)  >  cos  (w  +  m) 
xiv;    nm coÄ  (w  +  m) 
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GMdMog  Xn  gehl  also  Jelit  ttber  in 

XV)    ^  =  2  .  {rw) .  lg  (w  -f-  m)  -  (öw))« 

Man  gebe  dieser  Gleichung  eine  algebraische  Form,  and  setze  z  =  lg  (w  +  m);    so 

dz 
bekommt  man  w  +  m  »  arc  tgs,  and  dw  =  .        g.   Gleichong  XV  geht  also  iiberio 

d^rw)  =  S  •  ftw)  •  '  *    \  —  (Stw))'  • .     '  ^ ;    and  diese  Gleichang  formt  sich  gradesu 

mn  in 

dj;(w)        2  *  Stw) '  1 '  dz  —  z»  >  dpw)        , 

1  z^ 

Diese  Gleichang  ISsst  sich  ohneweiters  int^griren.  and  man  bekommt  - — h  —  =  z  +  n. 


Daraas  folgt 


&VIJ     siw)       n  +  z       n  +•  »g  (w  +  m) 


Der  m  XIV  fttr  xrw)  hiogestellte  Ansdrock  Ussl  sich  aoch  amformen  in  «(w)  ^  —  £lW) 
—  Ig  (w  +  m);  ODd  somit  ist 

XVII)    «,w)  =  -  «  +  '8(7+'»)'  _  tg  (w  +  m) 
-^  n  4-  lg  (w  H-  m)        ^  ^  -^ 

wo  n  ein  noch  ganz  willkürlicher  Constanter  ist,  za  dessen  Bestimmang  darchaas  keine 
Bedingang  existirl.    Gleichang  X  gehl  also  jetzt  Ober  in 

XVIII)    r    cos  (w  -h  m)s  •  [-5^  •  eos  (w  -h  m)  —  <Ja  .  sin  (w  -+•  m)  J    •  dw 

Diese  Gleichang  ist  and  bleibt  eine  identische,  man  mag  dem  Gonstanten  n  was  immer 
för  einen  beliebigen  Werth  beilegen,  wovon  man  sich  rückwärts  äberseagen  kann,  da- 
durch, dass  man  aaf  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens  differentiirl.  Da  nan  Glei- 
choQg  XVIII  IQr  das  zwischen  den  Grunzen  a  bis  za  dem  noch  allgemeinen  w  erstreckte 
Integral  gilt,  so  gilt  sie  noihwendig  aoch  noch  fikr  das  von  der  Gränze  a  bis  za  dem 
bestimmten  a  erstreckte  Integral,  d.  h.  es  ist  noihwendig  aach  noch 

/•«  /d3a  \* 

XIX)    I    cos  (m  -+-  w)«  .  I -j^  •  cos  (m  h-  w)  —  da  •  sin  (m  4-  w)  I   •  dw 

t  •+-  lg  (a  -H  ra)«  .      .       s.     .  «i        t  ■+•  lg  (a  -H  m)2  .     ^      %.    .  2 

**  -  ^  T\ — : — ^  '  cos  (a  +  m)*  •  du* r-r-h — : — ^  *  cos  (a  -h  m)-»  •  Suz 

n+tg(a-hni)  ^  '         «       n-t-tg(a-hm)  ^  -^        * 

bei  jedem  l^liebigen  Werthe  des  Gonstanten  n.    Gleichong  IX  geht  non  ober  in 

\\)   W-  (sin  (a  +  m)).^ua  +  ;4=^ .  ^  t  ^,^  S"  "^  "^K '  CO«  («  +  in)*-<5ui 
^^rpn  +  tgCa-Hm)  ^  ^         a 

-  (sin  (a  +  m))  .  ^«0.  -  -L  •  ^  "!"  \^  ^^  't^'"^  •  cos  (a  +  m)*  •  <5o? 
^  -^  |rE2    n  -h  lg  (a  +  m)  "^     '      ^        • 

^as  man  aach  immer  dem  Constanten  n  für  einen  beliebigen  Werth  beilegen  «ag,  so 
hat  doch  jedesmal  der  in  XX  /üf  ^U  hergestellte  Aqsdrock  den  gleiehen  Werth ,    wie 
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der  iD  IX  fOr  ^^  hergestelUe;  Qod  mao  hat  das  höchst  bemerkenswerthe  ErgeboiaB, 
dass  der  Werth  des  in  XX  ßr  ^U  hergestellteo  Ausdruckes  ganz  anabhäogig  ist  yod 
dem  willkOrlicheo  Werlhe  des  GonslaoteD  n.  Man  hat  dabei  weiter  nichts  za  beachten, 
als  dass  man  dem  anler  dem  Integralzeichen  befindlichen  n  jedesmal  den  nemlichen 
willkQrlichen  Werth  beilegt,  welchen  man  dem  ausserhalb  des  Integralzeichens  beGnd- 
lichen  n  beilegt 

Vielleicht  ist  es  für  manchen  nicht  Qberflössig,  wenn  man  ihn  noch  auf  folgendem 
Wege  zu  der  Erkenntniss  führt,  dass  der  Werth  des  in  XX  för  ^ü  hergestellten  Aus- 
druckes Ton  dem  willkürlichen  Werthe  des  Gonslanten  n  unabhängig  ist.  Gleichung 
XX  lässt  sich  zunächst  umformen  in 

XXI)'  a3ü  =  (sin  (a-4-  m))  •  d^u«  +  ;j=  -  ^  "t  ll  ^r  ^^K '  «o«  («  +  mY-dul 

'  ^  y         «        Y^2    n  4-  lg  (a  +  m)  "^  *         a 

-  (sin  (a  4-  m))  •  d^a.  -  -L  .  *  t_  \^  ^r  "^  '°^^  •  cos  (a  4-  mV  .  dul 

^  ■'  irSi     n  -4-   fir    f a  -U  ml  \       '        j  « 


Ke«    n  +  tg  (a  4-  m) 


-^•a+tg(mH-wV   co8(m+w)*.aa.^ 
\      n  4-  tg  (m  +  w)    ^  "^  -^      \n  -H  tg  (m  -+-  w)^  ^        v    t^    /         j 


Nun  ist 


\^      D  +  lg  (m  +  w)     °  '■  '        \n  -»-  lg  (m  H-  w)/  /  ''     ^     ' 

-    1  +  tg  (m  -h  w)«  -      .      .4    .      daa 

dw      \         n  -H  tg  (m  +  w)  ^  -^  / 

and  somit  geht  Gleichung  XXI  über  in 

XXII)    dH}  -  (sin  ia  +  m))  •  d^u«  4-  ;^  •  ^  "t  !^  ^/^  tj^^  •  cos  (a  -H  m)*  •  AiJ^ 
-^  ^  I        y  a        ^qp    n4-tg(aH-m)  ^  -^  a 

-  (sin  (a  4-  m)).d«u.  -  J=  .  liiS-i^-^^!  •  cos  (a  4-  m)*.dn? 
KE2    n  +  tg  (a  -+-  m)  ^  ^         • 

-h  ^=  .1      I  cos  (m  +  w)2  •  I  ^  •  cos  (m  4*  w)  —  du  •  sin  (m  -H  w)  | 

_^    .d/a„«  .t-f-lg(m+w)»     ^^^  w)Al.  dw 

dw      y         n  H-  tg  (m  -4-  w)  ^  ^  ^  J 

Derjenige  unter  dem  Integralzeichen  befindliche  Theiisatz,  welcher  ein  Yollstäodiges 
Diflierential  ist,  lässt  sich  ohneweiters  integriren;  und  thut  man  dieses,  so  reducirt  sich 
Gleichung  XXII  gradezu  auf  IX,  wo  der  Gonstante  n  nicht  weiter  vorkommt.  Da  nun 
Gleichung  XXII  und  XX  ganz  die  nemlichen  sind,  so  ist  vollkommen  erwiesen,  dass 
der  willkürliche  Werth  des  Constanten  n  keinen  Einfluss  hat  auf  den  Werth  des  dm]. 

Was  nun  auch  für  Umstände  eintreten  mögen,  so  kann  man  doch  immer  dem  n 
einen  solchen  Werth  beilegen,  dass  in  XX  die  ausserhalb  des  Integralzeichens  befind- 
lichen Theilsätze  alle  wegfallen;  und  somit  ist  erwiesen,  dass  d^U  unter  allen  Umstän- 
den positiv  bleibt. 

Erster  Fall  Sind  zwei  feste  Punkte ,  der  eine  durch  w  =  a  und  u«  =  b ,  und 
der  andere  durch  w  =  a  und  u^  =  /?  gegeben;  so  ist  du.  =  0,  du^  =  0,  d<u«  =  O9 
d^n^  =  0,  etc.  Die  Gränzengleichung  fällt  also  von  selbst  weg,  und  die  Gonstanten 
bestimnen  sich  durch 

1)    E  •  See  (a  -H  m)  =  b ,       and  3)    E  •  sec  (a  -h  m)  »  /} 
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oder  durch 

3)    b  •  oos  («  +  m)  =  E ,        and  4)    ^9  •  oos  (a  +  m)  «  E 

Zweiter  Fall.  Ist  Dar  ein  fester  Punkt  gegeben  durch  w  =  a  und  u,  =  b»  und 
hat  man  für  den  andern  Punkt  wohl  w  =  a,  aber  fikr  u^  keinen  beslimmfen  Werth; 
so  ist  von  dem  Leitstrale  der  zweiten  GrSnce  nur  dessen  Richtung,  nicht  aber  dessen 
UMige  gegeben.  Es  ist  also  wohl  du.  =  0,  ^u«  =  0»  elc. ,  dagegen  Sua>  ^Uq.  elc 
sind  alle  willkOrJich.  Die  Gräaiengleichong  VIII  redacirt  sich  also  auf  sin  (a  -f-  m)  =  0. 
Daraus  folgt  a  +  m  =  «  •  jt,  oder  m  =s  a  •  x  —  a^  wo  a  entweder  Null  oder  irgend 
eine  positive  ganze  Zahl  bedeuleL  Diesen  für  m  gefundenen  Werth  fOhre  man  in  die 
Gleichongen  3  und  4  ein,  und  man  bekommt  bezOglich 

(  5)    b  «  ces  (a  '  ;r  +  a  —  a)  —  E        ) 

J  oder  [  ,  und  7)    ß  •  cos  (a  •  «)  =  E 

(  6)    b  •  cos  (a  •  ä)  •  cos  (a  —  a)  =  E  1 

DiTidirt  man  die  beiden  letzten  Gleichungen  ineinander»  so  gibt  sich 

ß  'COS  (a-x)  E       ,  ß  4      A     ^  i  X 

V 7 c-^» ^ ;.  -•  &  ,  oder  r r — ^  =  ^ »  ^^^  r  =.  cos  ( a  —  a) : 

b  -  cos  (a  •  ;r)  •  cos  (a  —  a)        E  *  b  •  cos  (a  —  a)  b  ^  ^' 

«ad  daraus  folgt,    dass  die  gesuchte  Gtfade  auf  dem  Leltslrale    der    zweiten  GrSuara 
senkrecht  sieht. 

Dritter  Fall  Sind  zwar  w  »>  a  und  w  =  a  gegeben,  aber  weder  der  Werth 
des  Ua  «■  b  noch  des  u^  =  /?;  so  sind  (man  sehe  %  92)  die  Elemente  du,  und  du^x 
dem  Werthe  nach  ganz  unabhi&ngig  voneinander.  Ebenso  verhält  es  sich  zwischen  d^u. 
und  ^^a-i  ^^^'    '^ic  Grinzengleichung  VIII  zerHlllt  also  in  folgende  zwei: 

8)  sin  (a  +  m)  -=  0,  und  9)  sin  (a  -4-  m)  =s  0 
Daraus  folgt  a  +  m  =  a  •  ,^,  und  a-f-m>«*b>;r,  woa  und  b  nach  Belieben  entwe- 
der Null  oder  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  bedeuten.  Snbtrahirt  man  aber  die  beiden 
letzten  Gleichungen,  so  gibt  sich  a  —  a  >»  (a  —  ()  •  ar;  und  diese  Gleichung  zeigt  an» 
dass  die  zo  den  beiden  GrSozen  gehörigen  Leitstralen  entweder  ineinander  fallen,  oder 
dass  der  eine  die  Verlängerung  des  andern  ist  Beides  ist  der  Voraussetzung  entgegen, 
weil  a  und  a  nach  Beliehen  sollen  gewählt  werden  können,  mit  der  Berücksichtigung 
aber,  dass  a  >  a.    Also  kann  dieser  dritte  Fall  nicht  weiter  beachtet  werden. 

SchluBsbemerkunf.  Diese  Aufgabe,  als  solche,  kommt  schon  vor  io  Euler*« 
Werke  (Methodos  inTeniendi  etc.  Seite  134  und  135).  Sie  ist  aber  daselbst  nur  ausgeführt 
bii  zu  der  hier  mit  III  bezeichneten  Gleichung.  Alles  Weitere  Ist  von  mir  hinzugefügt, 
wobei  namentlich  die  Umformung  des  für  d^D  sich  ergebenden  Ausdruckes  zu  beachten 
ist;    Umformungen,  welche,  so  nöthig  sie  auch  sind,   doch  noch  Niemand  ausgerdhrt  bat. 


A  u  f  g  a  b  e    160. 

Man  sucht  in  einer  Ebene  die  kürzeste  Entfernung  von  der  zu  x  =  a  gehörigen 
Ordinale  bis  zu  der  durch  die  Gleichung  f(a,  /?)  =  0  gegebenen  Curv& 

Allgemeine  Einleitung. 

Zur  Bequemlichkeit  nehme  man  überall  das  rechtwinkelige  Coordlnatensystem.  Auch 
bedarf  es  nicht  der  Erinnerung,  dass  sowohl  die  zur  Abseisse  x  =  a  gehörige  Ordinate 
als  auch  die  durch  f(a,  /9)  =s  0  gegebene  Gränzcurve,  sowie  die  noch  zu  suchende 
Linie  selbst  auf  ein  und  dasselbe  rechtwinkelige  Goordinatensystem  bezogen  werden 
müssen. 

Die  hier  vorgelegte  Aufgabe  sucht  eine  in  einem  noch  zu  ermittelnden  Punkte  der 
Gränzcurve  f(a,  ß)  =.-  0  sich  endigende  Linie,  deren  Länge  kleiner  ist,  als  bei  jeder 
andern  9  der  gesuchten  Linie  stetsfort  nächstanliegenden  (entweder  in  dem  noch  zu  er- 
mittelnden Punkte,  oder  in  den  ihm  nächstgelegenen  übrigens  nur  in  der  Gränacurve 
befindlichen  Nachbarpunkten ,  sich  endigenden)  Nachbarlinie  der  Fall  sein  kann.  Man 
verlangt  also  Ar  y  eine  solche  Function,  und  für  a  einen  solchen  Werth,  dass  der 
Ausdruck 

n.  30 
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ein  Minimumwerlli  eines  Minimum-Standes  wird. 

Durch  gemischtes  Muliren,  wobei  diesmal  a  als  constant  behandelt  werden  rouss, 
bekommt  mau 

II)  AU  =  irr—p)^ .  ,a  ^£^--L=^ .  ^ .  d. 

Wenn  man  die  gewöhnliche  Umformung  ausführt,  so  bekommt  man  f&r  die  zweite  Form 
Die  dieser  zweiten  Form  des  (d,U  entsprechende  Form  des  (^^^U  ist  nun  folgende  : 

Untersuchung  der  ersten  (in  II  aofges teilten)  Form  des  (J)U.  In  dieser 
Form  kommt  die  Mutation  der  zur  gesuchten  Linie  gehörigen  Gränzordtnale  nicht  vor. 
Da  aber  die  Aufgabe  vorschreibt,  dass  die  gesuchte  Linie  sich  in  der  gegebenen  GrSnz- 
curve  endigen  soll,  also  die  Gränzordinate  der  gesuchten  Linie  auch  zugleich  eine  Or- 
dinale der  Gränzcurve  sein  muss;  so  müssen  durchaus  die  Mutationen  der  zur  gesuch- 
ten Linie  gehörigen  Gränzordinaten  verglichen  werden  mit  den  WerIhSndemngen  der 
zur  gegebenen  Grfluzciirve  gehörigen  Ordinalen.  Dazu  bietet  aber  die  erste  Form  des 
(d)U  nicht  die  Mittel,  sie  kaim  also  nicht  weiter  beachtet  werden. 

Untersuchung  der  zweiten  (in  III  aufgestellten)  Form  des  fif}.  Diese  Form 
zerlegt  sich  in  die  Hauptgleichung 

und  in  die  GrSnzengleichung 

Aus  V  folgt  durch  Integralion 

VII)    y  -  A  .  X  +  B 
d.  h.  die  Gleichung  einer  graden  Linie,  wie  zu  erwarten  war.    Nun  ist 


dKl  -t-pg  ^  _     p d2y 

dx  ""  fi  4.  p2  '  dx2 

(]2y 

und  weil  aus  Gleichung  VII  folgt,  dass  -p^  =  0  ist,  so  ist  auch 


VIH)    ^.t  =  0 

Setzt  man  nun  A  statt  p,  und  bertücksichtigt  man  die  Gleichungen  V  und  VIII,  so  geht 
VI  Ober  in 

IX)    j^-=  •  [A  .  ^ya  -  A  .  dy.  -+-  (I  H-  A«)  .  ^a]  =  0 
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wo  man  den  gemeioschafllichen  Factor  -  auch  hätte  weglassen  können.  Gleichung 

IV  geht  Ober  in 

-h  pj^^.^A  .a2y«  -  A  .a^y.  +  (I  +  A^)  •  ^?a  H- 2A  •  (^)^  .   ,?a] 

Nan   iai   man  so   weit   gekommen,    dass    verschiedene    Gränzfälle   aufgestellt    werden 
können. 

Erster    Fall. 
Sucht  man  die  absolut  kürzeste  Entfernung  von  einem  festen  Punkte  (a,  b)  bis 
la  einer  durch  die  Gleichung  f(a,  ^)  =  0  gegebenen  Curve ;  so  ist  dy,  =  0,  ^y«  =0, 

etc.    Die  Gränzengieichong  IX,  wenn  man  den  gemeinschaftlichen  Factor  -:==i=^  weg* 

lasst,  redacirl  sich  also  auf 

XI)    A  .  ^y«  -f-  (I  +  A2)  .  t7a  =  0 
Da  die  gegel>ene  Gränicurve  von  der  gesuchten  Graden  geschnitten  wird,   so  muss  bei 
diesem  Dorchschnittspunkte 

sein ',  und  man  kann  diesen  ersten  Fall  von  hier  an  auf  zweierlei  Wdse  durchführen , 
je  nachdem  man  bpi  der  GrAnzcurve  f(a,  ß)  =s  0  entweder  die  Absoisse  a  oder  die 
Ordinate  ß  als  das  dem  Werthe  nach  unabhängige  Element  behandelt. 

Erste  Auflösung.  Nimmt  man  die  zur  Grftnzcurve  gehörige  Abacisse  a  als  das 
dem  Werthe  nach  willkfirliche,  und  die  Ordinate  ß  als  das  dem  Werthe  nach  abhängige 
Element;  so  muss  man  ß  aus  der  Gleichung  f(a,  ß)  =  0  absondern,  so  dass  man 
ß  «■  xCa)  bekommt.    Statt  der  Gleichung  y^  =  /}  muss  man  also  setzen 

2)    Ya  =  X(a) 
oder  vielmehr 

3)  A  •  a  -h  B  =  x(a> 
Man  erkennt  aber,  dass  sich  aus  dieser  Gleichung  nur  eine  bestimmte  Anzahl  von  Wer- 
then  des  a  ergeben,  dass  also  letztere  Gleichung  keine  identische  ist.  Will  man  daher 
dem  a  einen  Werth  (a  +  Da)  beilegen,  welcher  der  Gleichung  3  nicht  entspricht; 
so  mnsa  man  an  die  Stelle  des  y  auch  eine  andere  Function  y  +  ^y  =  A*x4'B  +  ^y 
in  Gleichung  ü  einsetzen,  d.  h.  man  muss  Gleichung  2  einer  gemischten  Mutation  un- 
terwerfen, wie  bereits  (man  sehe  Bd.  I.  S.  332  bis  338,  besonders  aber  336  und  337) 
hinlänglich  erläutert  ist. 

Unterwirft  man  Gleichung  2  wirklich  einer  gemischten  Mutation,   so  bekommt  man 

da 

dy  d^y 

Weil  aber  y  =  A  •  i  -+-  B,  so  ist  schon  im  Allgemeinen  -ji  =  A,   t4  ~  ^»  ®^^'  *''* 

^Ya  *'*ya  dyf«)     d^xta) 

ist  also  aach  im  Besondern -^  =  A,   -r-^    =  0,  etc.     Ferner  ist  -j-  ,    ^\,   ,    etc. 

besfiglich  gleich  zu  achten  mit  ^,  ^,  etc.    Die  Gleichungen   4  und  5  gehen    also 


.^    .    .  ^y«  «     <iz^«) 

.^u+*^''.^^a^'^J^.^a^ 

etc.  etc. 

aber 


6)    ay«  +  A  .  i9a  «  j^  •  da 
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7)     d^Ja  -h  2  .  -/?  .  Sa  -{-A'^a  :=^  '^a  4-  -/4  '  «^ 
'         •'^  da  da  da^ 

elc  etc. 

»)   »'.  =  (ai  ~  *)  •  *" 

etc.  etc. 
Durch  Gleichung  8  ist  bestimmt,  wie  der  Werth  des  dy^  von  dem  willkürlichen  Werlhe 
des  Sa  abhangt.    Und  so  fort.    (AusHihrliche  Erläuterung  findet  man  Bd.  I,  S.  161 ,  etc.) 
Eliminirt  mau  dy^  aus  XI,  so  bekommt  man 


XII) 

(« 

+  A 

da/ 

WeRen  der  WillkDrlichkeil  des  <7a 

folgt  aas 

dieser  Gleichung 

xiio 

da 

Jetzt  eliminire  man  d^y^  aus  X,  und  berücksichtige  Gleichung  XIII,  sowie  die  Glei- 
chungen dy^  =  0.  d^y.  =  0,  etc.    Dadurch  reducirt  sich  Gleichung  X  auf 

Der  TbeilsatB  mit  dem  MotationscoefßcieoteD  zeigt  an,  dass  jedepfalls  ein  Minimum» 
stand  stattfindet;  dagegen  der  Theilsatz  mit  dem  Differenzcoeflicienteo  wird  anzeigeo, 
was  in  secondirer  Beziehung  stattfindet. 

Nun  sind  a  und  b  gegeben.    Die  vier  Stücke  A,  B,  a,  /?  können  also  dareh  die 

vier  Gleichungen  b-»A-a-f-  B,  ß  =  X  -  a  -i-  B,  f(a,  /S)  =  0,  und  1  +  A  ~  =  0 

bestimmt  werden. 

Was  Gleichung  XIII  anbelangt,  so  bemerke  man,  dass  (-p )     =  A  die  gooiometrische 

Tangente  des  Winkels  ist,   welcher  von   der  gesuchten  Graden  und  der  Abscissenaxe 

eingeschlossen  wird.    Ebenso  ist  -r-  die  goniometrische  Tangenlc)  des  Winkels .  welcher 

von  der  die  Gränzcurve  f(a,  /S)  =  0  im  gesuchten  Punkte  (a,  ß)  beröhrenden  Graden 
und  der  Abscissenaxe  eingeschlossen  wird.  Diese  beiden  Graden  selbst  durchschneiden 
sich  unter  einem  Winkel,  dessen  Cosinus 

da 


(rr+-A.).()^T4:"(|f) 


Da  nun  nach  Gleichung  XIII  der  Zähler  dieses  Bruches  Null  ist»  so  schneiden  sich 
diese  beiden  Graden  unter  einem  rechten  Winkel ,  d.  h.  die  absolut  kürzeste  Entfernung 
steht  auf  der  gegebenen  Gränzcurve  senkrecht,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  absolut  kür- 
zeste Entfernung  und  die  betreffende  Normale  der  Gränzcurve  liegen  in  einer  und  der- 
selben graden  Linie.  Man  hat  also  ein  bequemes  Mittel,  diese  kürzeste  Entfernung 
geometrisch  zu  constrniren. 

Zusatz  1.     Die   theoretische   Durchführunf  dieser  ersten  Auflösung  hat  nur  Gebrauch 

#1/?  A2/i 

gemacht  von  den  totalen  Differentialqootienten  -p  und  j^.    fis  ist  also  ganz  einerlei,  ob 

die  Gränzcurve  durch  die  Gleichung  f(a,  /?)  =r  0  oder  durch  ß  <»  x(a)  gegeben  ist;  denn 
die  Differentialquotienten  lassen  sich  herstellen,  ohne  dass  man  zuvor  ß  absondert.  (Man 
vergleiche  Zusatz  3  dieser  Aufgabe.) 

I)    Sucht  man  die  absolut  kürzeste  Entfernung  von  einem  festen  Punkte  (a,  b) 
bis  zu  der  durch  die  Gleichung 


Digitized  by 


Google 


237 


jya  #12/9 

gegebenen  Graden;  «o  isl  jeizt  --  z=  £,  ^  =  0,  etc.    Gleichung  XIV  reduciri  sich 


10)    i5  =  E  .  a  -♦-  F 

ideii;  «0  isl  jeizt  • 
also  jetzt  auf 


Zusatz  S.  Dasfl  dieser  fär  (^)^CJ  hergeslelUe  Ausdnick  keinen  Oifferenzeoeffioientea 
enthält,  ist  eine  bemerkenswertbe  £richeiniuig ,  welche  aber  mit  dem  Umstände,  dass  die 
GränzGurfe  diesmal  eine  grade  Linie  ist,  zusammenhangt.    Aus  Gleichung  10  folgt  nemlich 

y^  ^  0;   QBd  eo  fällt  der  mii  ^a^  veraehekie  TheilaaU  aas  XIY  hinweg.    Der  in  XV  für 

da*  % 

fdfV  hergestellte  Ausdruck  tieferf  aber  dennoch  ein  ganz  yollständiges  Pn&fungsroittel ,  wie 
sun  sich  durch  nachstehende  geometrieche  Betrachtimf  noch  näher  überzengen  kann.  Von 
der  gesuchten  Graden  kann  nemlich  die  gegebene  Grade  nur  in  einem  einzigen  Punkte  ge- 
sclinitten  werden;  und  sonach  gibt  ea  auf  der  geauchten  Graden  auch  nur  ein  einziges 
Stück,  welches  im  festen  Punkte  (a,  b)  anfangt,  und  iu  der  gegebenen  Graden  aufhört. 
Sowie  nun  von  unserer  Figur  nur  ein  einziges  Stück  der  gesuchten  Graden  zur  Beachtung 
dargeboten  wird,  d.  h.  sowie  bei  der  Figur  keine  Verschiedenheiten  in  secundarer  Bezie- 
hung aufgefunden  werden  können:  eben  so  wenig  braucht  das  Prüfungsmittel  mit  einem 
DifferenzcoefBcienten  Yersehen  zu  sein.    (Man  yergleiche  noch  Znsatz  8.) 

2)  Sucht  man  die  absolut  kQrzeste  Entfernung  von  einem  festen  Punkte  (a,  b)  bis 
10  einer  durch  die  Gleichung 

11)    (E  ~  a)2  -h  (F  -  ßy  =  R2 
gegebenen  Kreislinie;  so  gibt  sich  durch  Differentiatieo 

12)  (E  -  «)  .  da  -H  (F  —  />)  .  d/J  =  0 

13)  —  d«2  -  dß^  -H  (F  -  />)  -  d»/?  =r  0 

Da  nun  -p  =  —  iTZ"^  '^^»  ®®  ^^^^  Gleichung  XIII  über  in 

14)    F  ~  /?  =  A 
Gleichong  11  geht  also  ober  in  (E  —  ay  •  (1 

15)     a  =  E  T    , 

ri  -4-  A2 

Es  gibt  also  zwei  Paukte  der  Kreislinie,  welche  zugleich  der  gesuchten  Graden  ange- 
hören, so  dass  es  zwei  verschiedene  Stücke,  der  gesuchten  Graden  gibt,  welche  noch 
einer  nähern  Betrachtung  unterworfen  werden  müssen. 

Zieht  man  vom  festen  Punkte  (a,  b)  eine  Grade  durch  den  Mitlelpaukt  des  Krei- 
ses, so  ist  diese  die  gesuchte  Linie,  und  sie  steht  in  ihren  beiden  Durchschnittsponkten 
senkrecht  auf  der  Kreislinie. 

.\us  XIU  folgt  d/3  =  —  •^;  und  so  geht  Gleichong  13  über  in 

-  da«  —  !^  -h  A  .  (E  —  a)  .  <52/J  «  0 
Daraus  folgt 

1«^  ^-  __L-tjM_ 

^     da«  ""  A3  .  (E  —  a) 


.(E- 

«) 

+  A») 

-R»; 

und  daraus 

folgf 

R 

und  Gleichung  XIV  geht  über  in 

A«  .  (E  -  a) 


Kl  -h  A«  ^  T"  /ddv\2      . 


(I  -h  AO* 

Der  Theilsati  mit  dem  DifferenzcoefQdenlen  hat  dasselbe  Zeichen,   wie  (E  —  a);    er 
ist  positiv,  wenn  a  <  E,  er  ist  negativ,  wenn  a  >  E. 

91)  Ist  a  <  E,  d.  h.  nimmt  man  das  Slück  der  geanchten  Graden,  welches  vom 
festen  Punkte  (a,  b)  bis  zum  ersten  in  der  Kreislinie  befindlichen  Durchschnittsponkte 
erstreckt  ist;   so  ist  sowohl  der  mit  dem  ikttationaeoefflcieiite«  als  auch  der  mit  dem 
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DiffereozcoefficieoleD  verseliene  Theilsatz  positiv.  Dabei  Gndet  ein  Minimumwerlh  eines 
Minimam-slaDdes  statt. 

9)  Ist  a  >  E,  d.  h.  nimmt  man  das  SlQck  der  gesuchten  Graden,  welches  vom 
festen  Punkte  (a,  b)  bis  zum  zweiten  in  der  Kreislinie  gelegenen  DurchschnitUpankte 
erstreckt  ist;  so  ist  der  mit  dem  MutationscoefQcienten  versehene  Theilsatz  noch  immer 
positiv,  dagegen  der  mit  dem  DifTerenzcoeflicienten  versehene  Theilsatz  ist  negativ.  Es 
fmdet  also  wohl  ein  Minimum-stand ,  dagegen  in  secundärer  Beziehung  findet  ein  GrAss- 
tes  statt,  d.  h.  man  hat  jetzt  den  Maximumwerth  eines  Minimum-Standes,  welcher  Zu- 
stand jedoch  in  der  Aufgabe  nicht  verlangt  wird,  also  auch  nicht  weiter  berücksichtigt 
zu  werden  braucht. 

Zweite  Auflösung.  Nimmt  man  die  zur  Gränzcurve  gehörige  Ordinale  ß  als 
das  dem  Werthe  nach  willkürliche,  und  die  Abscisse  a  als  das  dem  Werthe  nach  ab- 
hängige Element  an;  so  muss  man  a  aus  der  Gleichung  f(a,  /9)  =  0  absondern,  so 
dass  man 

17)    a  «  Ff/?) 
bekommt.    Die    zum    Durchschniltspunkte   der  gesuchten    Graden   und   der   gegebenen 
Gränzcurve  gehörige  Gleichung 

oder  vielmehr 

19)    A  •  a  -h  B  =  /? 
geht  jetzt  über  in 

20)    A  .  fiß)  -+-  B  =  /S 

Man  erkennt  aber,  dass  sich  aus  dieser  Gleichung  nur  eine  bestimnile  Anzahl  von  Wer- 
Ihen  des  ß  ergibt,  dass  also  letztere  Gleichung  keine  identische  ist.  Hat  man  non  aus 
Gleichung  20  die  Werthe  des  ß  ermittelt,  so  ergibt  sich  der  entsprechende  Werth  des 
a  jedesmal  durch  a  =  ¥{ß).  Will  man  aber  dem  ß  andere  Werthe  (ß  -H  D/J)  beilegen, 
welche  der  Gleichung  20  nicht  entsprechen;  so  muss  man  an  die  Stelle  des  y  auch  an- 
dere Functionen  y  4-  i^y  =  A  •  x  -|-  B  H-  ^y  in  Gleichung  18  einsetzen,  d  h.  man 
muss  Gleichung  18  einer  gemischten  Mutation  unterwerfen.    Dadurch  bekommt  man 

21)  ^y«  -^  ^  •  ^«  =  ^ß 

d^y«  d^a  dy<x 

22)    S^\a  +   2  .  -r^  •  ^a  -h  -^  -  da^   H-   4^  .  ^a  =  ^^ß 
^        •"*  da  da^  da 

etc.  etc. 

Aus  der  Für  die  Gränzcurve  gegebenen  Gleichung  f(a,  ß)  =  0  folgt 

23)      ,?a  =  ^  .  ^ß 
ap 

etc.  etc. 

dv  d^v 

Nun  ist  schon  im  Allgemeinen  -p  =  A ,    -r-^  =  0 ,  etc. ;  es  ist  also  auch  im  Besondern 

<'ya  ^^Ya 

-—  =  A ,  --r-T  =  0«  elc.  etc.    Aus  21  und  23  folgt  also 
da  da'  ^ 

25)    3y„=(l  -A.g).^^ 


und  aus  22  und  24  folgt 

26)    Ö2y^  =  (<  -.  A  .  Ij^)  .  t?2^  -^ 

etc.  etc. 
Die  Gränzengleichung  XI  geht  also  jetzt  Ober  in 

XVIO     (A  +  g)../»  =  0 

Wegen  der  Willkärlichketi  des  ^  folgt  aus  dieser  Gleichung 
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XVIIO    A  +  j|  =  0 

Nun  eliroiDJre  man  ^y^  *iw  X,  ond  berOcksichlifce  Gleichung  XVIII,  sowie  die  (ilei- 
chongen  dy,  =  0,  4*y,  — >  0,  e(c    Dadurch  reducirl  sich  GleichoDft  X  auf 

(1  -4-  A^y 

Der  Tlieilsals  mit  dem  MulalionseoeflicienleD  zeigt  an,  dass  eio  Minimum-Stand  statt- 
fiadel;  dagegen  der  Thcilsatz  mit  dem  Differenzcoefficienteu  wird  anzeigen,  was  in  se- 
cuodärer  Beziehung  slattfiodel. 

Nan  ist  a  und   b  gegeben.    Die  vier  SlQcke  a^  ß,  A,   B  können  also  durch  die 

Tier  Gleicbungen  b  =  A-aH-fi,/9  =  A*a  +  fi,  f(a,  /^)  =  0,  A  -h  jj|  —  0  be- 

slimmt  werden. 

Was  Gleichung   XVIII  anbelangt,    so  bemerke  man,    dass  die  Gleichung  der  zur 
Grinzcorve  gehörigen  Normallioie  bekanntlich  folgende  ist 

27)    /5--/5  +  (a-^a).J|  =  0 

wo  a"  und  ß"  die  terSnderlichen  Coordinalen  der  zum  gesuchten  Punkte  (a,  ß)  geh5- 
riseo  Normallinie  sind.  Wenn  man  die  Gleichungen  /3  =  A  •  a  +  ß  und  y  =  A  •  x  +  ß 
vooeinander  aobtrahirt,  so  bekommt  man 

28)    y  -  /?  =  A  .  (z  -  a) 

Da  nun  aus  Gleichung  XVIII  folgt,  dass  A  «»  —  -t^;  so  geht  Gleichung  28  über  in 

up 

29)    y_/J+(x-a).g  =  0 

Mao  sieht  also,  dass  zur  Normale  der  gegebenen  Grflnzcurve  dieselbe  Gleichung  ge- 
lidri,  wie  zur  gesuchten  Graden,  d.  h.  die  absolut  kürzeste  Entfernung  und  die  betreu 
fende  Normale  der  Gränzcurve  liegen  in  einer  und  derselben  graden  Linie,  oder,  was 
dasselbe  ist ,  die  absolut  kürzeste  Entfernoug  sieht  auf  der  gegebenen  Gränzcurve  senk- 
recht. Man  hat  also  ein  bequemes  Mittel,  diese  kOrzeste  Entfernung  georoelrisch  zu 
eoostruiren.    Somit  ist  Alles,  wie  bei  der  ersten  Auflösung. 

Zusatz  3.     Die  theoretische  Durchrührong  dieser  zweiten  Auflösung  hat  nur  Gebrauch 

da  d^a 

femacht  von  den  tolalen  DifTerenlialquolieoten  t^  und'T^,.     Ks  ist  also  aueb  hier  ganz  ei- 

aß         'aß* 

■erlei,  ob  die  Gränzcurve  durch  die  Gleicbung  f(a,  ß)  =  0  oder  durch  a  =  Viß)  gege- 
ben isl;  denn  die  Diflerentialquotienlen  lassen  sich  herstellen,  obne  dass  man  zuvor  a  ab- 
Htndert.    (Man  vergleiche  Zusatz  1  dieser  Aufgabe.) 

1)    Sacht  man  wieder  die   absolut   kürzeste  Entfernung  vom  festen  IHinkte  (a,  b) 
bis  zu  der  durch  die  Gleichung 

30)    ^  =  E  •  a  4-  F 
Regebenen  Graden;  so  ist  -r^  =  -rr,  x^  =  0,  etc.    Gleichung  XIX  reducirt  sich  also  auf 

u/T  El     dp* 


Zusatz  4.    Dieser  Ausdruck  enthalt  keinen  DiflierenzcoefllGienten ,  welebe  Erscheinung 
mit  dem  Umstände,    dass  die   Gränzcurve  diesmal   eine  grade  Linie  ist,    zusammenhangt. 

Aas  Gleichung  30  folgt  neralich  t^  =  0 ;  und  somit  fällt  der  mit  ^ß^  versebene  Theilsatz 

aß* 

aas  111  weg.    Die  nähere  Erläuterung  ist  bereits  (Zusatz  S)  gegebeb. 

2)    Sucht  man  aber  wieder  die  absolut   kikrzeste  Entfernang  vom  festen  Punkte 
(S)  b)  bis  zu  der  durch  die  Gleichung 

31)     (E  -  a)«  H-  (F  —  ßy  -  R2 
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DifferenzcoelYicienten  versehene  TheilsaCz  positiv.  Dabei  findet  ein  Minimamwerth  eines 
Minimum-Standes  statt. 

9)  Ist  a  >  E,  d.  h.  nimmt  man  das  Stück  der  gesnehten  Graden,  welches  vom 
Testen  Punkte  (a,  b)  bis  zum  zweiten  in  der  Kreislinie  gelegenen  Durchschniüspunkte 
erstreckt  ist;  so  ist  der  mit  dem  MutationscoelYicienten  versehene  Theilsatz  noch  immer 
positiv,  dagegen  der  mit  dem  DifTerenzcoefOcienten  versehene  Theilsatz  ist  negativ.  Es 
findet  also  wohl  ein  Minimum-stand ,  dagegen  in  secundärer  Beziehung  findet  ein  GHtes- 
tes  stalC,  d.  h.  man  hat  jetzt  den  Maximumwerth  eines  Minimom-atandes,  welcher  Zu- 
stand jedoch  in  der  Aufgabe  nicht  verlangt  wird,  also  auch  nicht  weiter  berücksichtigt 
zu  werden  braucht. 

Zweite  Auflösung.  Nimmt  man  die  zur  Gränzcurve  gehörige  Ordinate  ß  als 
das  dem  Werthe  nach  willkürliche,  und  die  Abscisse  a  als  das  dem  Werthe  nach  ab- 
hängige Elemenl  an;  so  muss  man  a  aus  der  Gleichung  f(a,  /9)  =s  0  absondern,   so 

dass  man 

17)     a  =«  ?{ß) 

bekommt.  Die  zum  Durchschniltspunkte  der  gesuchten  Graden  und  der  gegebenen 
Granzcurve  gehörige  Gleichung 

18)    ya  =  ß 
oder  vielmehr 

19)    A  .  a  -»-  B  «  /? 
geht  jetzt  über  in 

20)    A  .  V{ß)  -h  B  =  /S 

Man  erkennt  aber,  dass  sich  aus  dieser  Gleichung  nur  eine  bestimmte  Anzahl  von  Wer- 
then  des  ß  ergibt,  dass  also  letztere  Gleichung  keine  Identische  ist.  Hat  man  nun  aus 
Gleichung  20  die  Werthe  des  ß  ermittelt,  so  ergibt  sich  der  entsprechende  Werth  des 
a  jedesmal  durch  a  =  Fr^S).  Will  man  aber  dem  ß  andere  Werthe  (/?  +  D^^)  beilegen« 
welche  der  Gleichung  20  nicht  entsprechen;  so  muss  man  an  die  Stelle  des  y  auch  an- 
dere Functionen  y  +  ^^y  =  A  •  x  -f*  B  +  ^/y  in  Gleichung  18  einsetzen,  d  h.  man 
muss  Gleichung  18  einer  gemischten  Mutation  unterwerfen.    Dadurch  bekommt  man 

2i)    dy«  +  ^  .  ^a  =  dß 

etc.  etc. 
Aus  der  Tür  die  Granzcurve  gegebenen  Gleichung  f(a,  ß)  =  0  folgt 

23)      ^a^P'^ß 
dß 

etc.  etc. 

dv  d^v 

Nun  ist  schon  im  Allgemeinen  --^  s=  A ,    -r-^  =  0  •  etc. ;  es  ist  also  auch  im  Besondern 

dye,  d2ya 

—  =  A ,  -—5^  =  0,  etc.  etc.    Aus  21  und  23  folgt  also 

da  da* 

25)    iy„  =  (l  _.A.^).tf/J 
und  aus  22  und  24  folgt 

etc*  etc. 
Die  Gränzengleichung  XI  geht  also  jetzt  Ober  in 

Wegen  der  WillkärlichkeU  des  ^  folgt  aus  dieser  Gleichung 
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XVIII)    A  +  J|  =  0 


Nan  eliminire  man  i*ya  "os  X,  and  berOcksichliKe  GleichoDg  XVIII,  «owic  die  (ilci- 
chungen  dy.  =  0,  IPy,  —  0,  etc.    Dadurcli  reducirt  sich  Gleichanft  X  auf 

Der  Tlieilsals  mit  dem  Mutationseoeflicienten  zeigt  ao,  dass  ein  Minimam-stand  statt- 
findet; dagegen  der  Thcilsatz  mit  dem  Differenzcoedicienleu  wird  anzeigen,  was  in  se- 
cnndärer  Beziehunfi^  stattfindet. 

Non   ist   a   und   b  gegeben.    Die  vier  Stöcke  a,   ß,  Aj  B  können  also  durch  die 

Tier  Gleicliungen  b=:A*a-f-B,^  =  A*a  +  fi,  f(a,  /?)  =  0,  A  -h  ^^  —  0  l»o- 
sliromt  werden. 

Was   Gleichung   XVIII  anbelangt,    so  bemerke  man,    dass  die  Gleichung  der  zur 
GrinzGorve  gehörigen  Normallinie  bekanntlich  folgende  isl 

wo  a"  und  ß^'  die  feränderlichen  Coordinaten  der  zum  gesuchten  Punkte  (a,  ß)  gehö- 
riiren  NormalliDie  sind.  Wenn  man  die  Gleichungen  ß  :=  A  » a  -h  h  und  y  ==  A  •  i  +  ß 
voneinander  sablrahirt,  so  bekommt  man 

28)    y  -  /?  =  A  .  (x  -  a) 

Da  nun  aus  Gleichung  XVIII  folgt,  dass  A  »  —  ^;  so  geht  Gleichung  28  Ober  in 

29)    y  --/?■+- (x-a).^  =  0 

Man  sieht  also,  dass  zur  Normale  der  itegehenen  Gränzcurve  dieselbe  Gleichung  ge- 
hört, wie  zur  gesuchlen  Graden,  d.  h.  die  absolut  kürzeste  Enlfemung  und  die  betref- 
fende Normale  der  Gränzcurve  liegen  in  einer  und  derselben  graden  Linie,  oder,  was 
dasselbe  ist ,  die  absolut  kürzeste  Entfernung  steht  auf  der  gegebenen  Gränzcurve  senk- 
recht. Man  hat  also  ein  bequemes  Mittel,  diese  ktkrzestc  Entfernung  geometrisch  zu 
constroiren.     Somit  ist  Alles,  wie  bei  der  ersten  Auflösung. 

Zatats  3.     Die  theoretische  Durchrührong  dieser  zweiten  Auflösung  bat  nur  Gebrauch 

da  d'a 

femacht  voo  den  totalen  DitTereulialquolienten  -r^  und'T^«     Ks  i*t  alüo  auch  hier  ganz  ei- 

aß  'aß* 

■erlei,  ob  die  Gränzcurve  durch  die  Gleichung  f(a,  ß)  =  0  oder  durch  a  =  F(^)  gege- 
ben ist;  deoo  die  DiiTerentialquolienlen  lassen  sich  herstellen,  ohne  dass  man  zuvor  a  ab- 
sondert.    (Man  vergleiche  Zusatz  1  dieser  Aufgabe.) 

1)  Socht    man  wieder  die  absolut   kürzeste  Entfernung  vom  festen  INinkte  (a,  b) 
bis  zu  der  durch  die  Gleichung 

30)    ^  =  E  •  a  -h  F 

do  1       ^€t 

gegebenen  Graden;  so  ist  7-z  =:  -rr ,  -j^  =0,  etc.    Gleichung  XIX  reducirt  sich  also  auf 
dp         El     dp' 

(1  -h  A2)«    •'^ 

Zusatz  4.     Dieser  Ausdruck  enthält  keinen  Dlfferenzcoefflcienten ,  welebe  Brscbelnoiig 
mit  dem    Umalaode,   dass  die   Gränzcurve  diesmal   eine  grade  Linie  ist,    zusammenhangt. 

Aus  Gloichang  30  folgt  nemlich  -7^9  =  ^  *  ^^d  somit  fällt  der  mit  ^ß^  versehene  Theilsatz 

dp' 

aas  XIX  weg.     Die  nähere  ErläateraDg  ist  bereits  (Zatatz  2)  gegebeh. 

2)  Sueht   man  aber  wieder  die   absolut  kOrzeste  Entfernung  vom  festen  Punkte 
(a,  b)  bis  SU  der  durch  die  Gleichung 

31)     (E  -  a)«  4-  (F  —  ßy  ^  R2 
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gegebenen  Kreislinie;  ho  gibt  sich  durch  DifferenüaUoQ 

32)  (E  —  «)  .  da  -H  (F  —  /?)  .  d/3  =  0 

33)  (E  -'  a)  .  d?«  -.  da2  —  d/?2  =  0 

Da  nun  -j^  =  —  _  "  ^  isl,  so  geht  GleichunR  XVIII  Ober  in 

dp  K  —  « 

3i)    F  -  /?  «  A  .  (E  -  a) 
Gleichung  31  f^eht  also  über  in  (E  --  a)2  •  (1  -h  A^)  =  R^ ;  und  daraus  folgt 

35)    a  =  ET         ^ 

welches  wiederum  die  Gleichung  f5  ist,    und  es  gilt  wieder  die  daselbst  geroachle  Be- 
merkung.   Aus  XVIII  folgt  da  »  —  A  •  dß\  und  so  geht  Gleichung  33  Ober  in 

(E  ~  a)  .  d^a  -  (1  -h  A»)  .  d^  «  0 
Daraus  foUt 

^^  d'^'-ir^^ 

und  Gleichung  XIX  geht  über  in 


Hier  hat  man  wieder,  wie  beim  Ausdrucke  XVI,  die  zwei  Fälle  zu  unlerscheideii,   ob 
a  <  E,  oder  ob  a  >  E. 

Zusatz  5.     Aus  Gleichung  23  folgt  «9^  =  -~  •  »9a;    und   aus   Gleichung  XVIII  fulgt 

da 

d^ 

-—  s   ~   A.     Somit  hat  man  «9^9  ■= r-  •  ^a,    Eliminirt  man  ^ß  aus  XXI,  so  bekommt 

aß  A 

man  wieder  den  Ausdruck  XVI. 

Zweiter   Fall. 

Der  Anfangspunkt  (a,  b)  der  gesuchten  körzesten  EotfernoDg  sei  uicht  fest,  es  sei 
nur  gesagt,  dass  er  in  der  zur  Abscisse  x  =  a  gehörigen  aeakrechlen  Ordinate  liege; 
und  man  sucht  die  absolut  kürzeste  Entfernung  von  dieser  Ordinate  bia  zu  der  gege- 
benen Gränzcurve. 

Jetzt  sind  die  Elemente  <)y«,  d^y^,  etc.  dem  Werthe  nach  willkürlich ,  und  durchaus 
von  nichts  abhängig.  Es  kann  also  dy^  nur  dadurch  aus  Gleichung  IX  wegfallen,  dass 
i^ein  Coefßcient  zu  Null  wird,  d.  h.  dass  man 

37)  A  -  0 
setzt.    Dabei  reducirt  sich  Gleichung  IX  auf 

38)  i9a  =  0 

woran  man  erkennt,  dass  in  diesem  zweiten  Falle  der  Differenzcoefßcient  Oa  nicht  will- 
kürlich  genommen   werden   darf.    Aus  der  lür  die   Gränzcurve    gegebenen    Gleichung 

r(a,  ß)  =  0  folgt  aber  t9a  ==  ^.'^ß>  so  dass  Gleichung  38  übergeht  in 

39)     g-^/5  =  0 
Daraus  aber  kaon,  wegen  der  Willkörlichkeit  des  ^ß,  nur  folgen 

Weil  A  =  0,  so  redttcirl  sich  die  Gleichung  der  gesuchten  Carve  auf 

*1)    y  =  B 

d.  h.  die  gesuchte   Grade  lauft   mit   der  Abscissenaxe  parallel.     Die  Gleichung  —  =  0 


Digitized  by 


Google 


241 

zeigt  an,  das«  die  den  gesachlen  Punkt  (a,  ß)  der  gegebenen  Granzcurve  berührende 
Gnde  iml  der  Ordinatenaie  parallel  Ifloft,  also  aof  der  Abscissenaxe  senkreebl  sieht« 
Somit  steht  aoch  diesmal  unsere  absolol  kürxeste  Entfernung  auf  der  Grflnzeurve  senk* 
recht. 

Weil  y  =  B;  so  ist  B  =  b  =  ^.    Nun  ist  a  schon  von  Anfange  her  gegeben.    Die 
vier  Stucke  b,  a,  /?,  B  beslimmeu  sich  also  aus  den  vier  Gleichungen  B  =  b,  B  =  ^, 

f(a.  /S)  =  0  und  ^  =  0. 

WeM  A  :=  0,  so  reducirt  sieb  Gleichung  X  lunäcbst  auf 

XXII)    ^^?V  =  ,y2a  -h   p  (^f  •  dx 

Nun  ist  im  Allgemeinen  ^a  =  T3'  ^ß  "^  ^^  *  ^ß^^  welcher  Ausdruck  sich  aber  (we- 

d^a 
gen  40)  diesmal  auf  ^a  =  —^  •  ^ß^  redaeirt,  so  dass  XXII  übergeht  In 

xx.,o.™  =  *..^.j;'-(tf.a. 

Zasatz  6.     Folgende  UDlemcheidangen  sind  beachtenswerth : 

It)  Wenn  die  zur  Abscitne  a  gehörige  Ordinate  von  der  Granzcurve  nur  berührt, 
aber  aiemals  gescboKten  wird;  so  Ist  ihre  absolut  kürzeste  Entfernung  gleich  Null.  Das- 
selbe gilt,  wenn  die  Granzcurve  eine  grade  Linie  ist  und  in  die  zur  Abscisse  a  gehörige 
Ordinate  hiueinrällt.    In  solchen  Fällen  Ist  die  Differenz  a  —  a  =  0. 

9))  Wenn  aber  die  xnr  Abacisse  a  gehörige  Ordinate  von  der  Granzcurve  gesobaitteB 
wird;  so  kann 

a)  von  einer  absolut  kürzesten  Entfernung  derselben  keine  Rede  sein.  Würde  aber 
eine  solche  (eine  absolut  kürzeste  Enlfernonff  nemlich)  dennoch  gefordert  wer- 
den, so  mösste  sich  die  Unstatthafligkeit  der  Forderung  jedesmal  durch  eine 
Erscheinung  des  Calcpis  offenbaren. 

b)  Ganz  anders  verhält  es  sich  bei  einer  relativ  kürzesten  Entfernung,  d.  h.  bei 
einer  Entfernung,  welche  unter  allen  denen,  die  einer  oder  mehreren  gemein- 
sebafüichen  Bedingungen  genügen,  die  kürzeste  ist  Die  Forderung  einer  soK 
eben  kürzesten  Entfernung  wird  in  der  Regel  statthaft  sein,  auch  wenn  die  zur 
Abacisse  a  gehörige  Ordinate  von  der  Gränzlinie  geschnitten  wird;  und  sollte 
sie  einmal  unstaltbafl  sein,  so  wird  es  der'Calcol  ohnewelters  anzeigen. 

(Hier  sollen  einige  Fälle  folgen,  wo  man  relativ  kürzeste  Entfernungen  sucht} 

Dritter    Fall. 

Der  Anfangspunkt  (a ,  b)  der  gesuchten  kürzesten  Entfernung  sei  wieder  nicht  fest 
Mao  saGht  huch  nicht  die  absolut  kürzeste  Entfernung  von  der  zur  Abscisse  a  gehörigen 
Ordioate  bis  lu  der  gegebenen  Gr&nzcurve,  sondern  nur  die  kürzeste  unter  allen  denen, 
bei  irelchen  die  Differenz  der  GrAnzordfnalen  den  bestimmt  vorgeschriebenen  Werth 
K  hat 

Dieser  Fall  verlangt  also,  dass  man  onler  allen  jenen  Linien ,  für  deren  Gränzponkte 
die  Gleiehongen 

♦2)    ya  =  /?,  ond        43)    y«  -  y.  =  K 

gellen,   die  kürzeste  suche,   die  von  besagter  Ordinate  bis  zur  gegebenen  GrSnzcurve 
möglich  ist 

Unterwirft  man  Gleichung  43  einer  gemischten  Mutation,  so  bat  man  zu  beachten, 
due  a  eoiiataoC  ist    Man  bekommt  also 

44)    dya  -h  ^  .  «^a  -  dy.  =  0 
ddy«  d^y^  dy« 

etc.  etc. 

Nun  ist  Sya  ^  (t  ^  ^)  '  ^^'  °"^  *®"*^  ^^^^^  *°*  **»  ^*®*  ^^*  ""  "^  da  '  '^"'     ^'*" 
lao  jetzt  dy«  ond  dy^^  aas  IX,  so  bleibt  nur 
iL  31 
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46)    i9a  =  0 
Man  sieht  also,   dass  ^a  nicht  willlsürlich  genommen  werden  darf.    Letztere  Gleichong 
ist  aber  (wie  aus  vorigem  Falle  erhellet)  gleichbedentend  mit 

47)    %..ß=0 

Daraus  kann  aber,  wegen  der  Willkürlicbkeit  des  ^ß<,  nur  folgen 

Setzt  man  A  •  x  +  B  an  die  Stelle  des  y  in  43  ein,  so  gibt  sich  A  •  (a  —  a)  =?  R. 

K 

Es  ist  also  A  =  — — — ;  und  für  die  gesuchte  Linie  hat  man  folgende  Gleichung 

WO  nur  noch  B  ein  unbestimmter  Gonstanter  ist. 

Nun  ist  a  gegeben.  Die  fünf  Stöcke  b,  a,  /?,  A,  B  bestimmen  sich  also  durch  die 
fönf  Gleichungen  b  =  A«a-l-B,  /5  =  A-a  +  B,  A-(a  —  a)  =  K,  f(a,  ß)  =  0, 

6ß 

Eliminirt  man  ^y,  aus  X,  so  gibt  sich  zunächst 

^  (1  +  Aä)« 

welcker  Aasdrack  (nach  dem  Vorgange  des  vorigen  Falles)  Übergeht  ia 

xx-v,  ^„  =  ^,.g..^  +  _L^.J-;(-^,'... 

(1  4- A2)a    ^^ 

Zusatz  7.  Die  Gleichungen  38  and  46  des  zweiten  und  dritten  Falles  sind  sehr  merk- 
würdig; denn  durch  sie  sind  Beispiele  geliefert,  dass  es  oft  erst  im  Verlaufe  der  Untersu- 
chung sich  zeigen  kann,  welche  Elemente  man  als  abhängig  nehmen  mnss,  d.  h.  dass  es 
Fälle  geben  kann,  wo  wir  nicht  schon  im  Voraus  sagen  dürfen,  dieses  Element  wollen  wir 
als  abhängig,  und  jenes  wollen  wir  als  unabhängig  behandeln.  Man  hat  also  hiermit  eine 
thatsächliche  Rechfertigung  für  mein  Verfahren,  nach  welchem  ich  für  die  Werthänderun- 
gen aller  nichtmntablen  Veränderlichen,  sie  mögen  abhängig  oder  unabhängig  sein,  unauf- 
hörliche Reihen  setze.  Ist  die  Untersuchung  bis  auf  einen  gewissen  Punkt  gediehen,  dann 
kann  man  noch  immer  entscheiden,  bei  welcher  Werthänderung  das  erste  Glied  der  Reihe 
genügt ,  und  bei  welcher  Werthänderung  auch  noch  höhere  Glieder  der  Reihe  nöthig  sind. 
(Man  vergleiche  Bd.  I.  Seite  117;  ebenso  Zusatz  3  in  Aufgabe  176,  und  Zusatz  4  in  Auf- 
gabe 178.) 

Vierter   Fall. 

Der  Anfangspunkt  (a,  b)  der  gesuchten  kürzesten  Entfernung  sei  wieder  nicht  fest. 
Man  sucht  -auch  wieder  nicht  die  absolut  kürzeste  Entfernung  von  der  zur  Abscisse  a 
gehörigen  Ordinate  bis  zu  der  gegebeneu  Gränzcnre,  sondern  nur  die  kürzeste  anter 
allen  denen ,  bei  welchen  die  Summe  der  Gränzordinaten  den  bestimmt  vorgeschriebenen 
Werth  K  hat. 

Dieser  Fall  verlangt  also,  dass  man  unter  allen  jenen  Linien ,  fiir  deren  Gräm- 
punkte  die  Gleichungen 

50)     ya  =  ^,  und        51)    y.  +  y«  -  K 

gelten,   die  kürzeste  sucht,    die  von  besagter  Ordinate  bis  zur  gegebenen  Gränicnrve 
möglich  ist. 

Unterwirft  man  Gleichimg  51  einer  gemischten  Mutation,  so  hat  man  zu  beachten, 
dass  a  constant  ist.    Man  bekommt  also 

52)    jy^  +  ^ . ,?«  H-  ^y,  =  0 

53)     d^y«  -h  2  .  ^  .  ,?«  4-  ^ J  •  1^2  -h  ^  .  «?2a  -H  d2ya  =  0 
etc.  etc. 
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Nao  ist  dja  =  (^  —  x)  •  ^a;  QDd  somit  folgt  aas  52,  dass  ^y,  =  —  ^  •  i^aist.  Eli- 
minirt  mao  dy^  und  9j^  aas  IX,  so  bekommt  man 

54)     (<  -H  2A  .  ^)  •  i^a  =  0 

wo  man  den  gemeinschafUichen  Factor  weggelassen  hat.    Wegen  der  Willkur- 

lichkeil des  i9a  folgt  aas  54,  dass 

55)     1  -4-  2A  •  ^  =  0 

sein  mnss.  F&hrt  man  Az  -(-  B  an  die  Stelle  des  y  in  51  ein,  so  bekommt  man 
A  .  (a  +  a)  H-  2B  =  R. 

Nun  ist  a  gegeben.  Die  fünf  St&cke  b,  a,  ^9,  A,  B  bestimmen  sich  also  durch  die 
ffinf  Gleichungen  b  =  A  •  a  +  B,^  =  A*a-hB,  A.(a  +  a)4-2B  =  K,  f(a,/?)r=0, 

I  4.  3A  .  ^  =  0. 
da 

Ifillelst  Gleichung  9  and  53  ergibt  sich,  dass  d^y.  i«  ^  J? .  t^^a  —  ^  •  t^a^  ist. 
£ltminirt  man  jetzt  ^y^  und  ^y^  aas  X,  und  beachtet  man  Gleichung  55;  so  bleibt 

xxv,«=^.g.«._!^.j-;(©'.a. 

Fünfter   Fall. 

Der  Anfangspunkt  (a,  b)  der  gesuchten  kürzesten  Entfernung  sei  wieder  nicht  fest. 
Man  sucht  auch  wieder  nicht  die  absolut  kürzeste  Entfernung  von  der  zur  Absdsse  a 
gehörigen  Ordinate  bis  zu  der  gegebenen  Gränzcurve,  sondern  nur  die  kürzeste  unter 
allen  deren,  bei  welchen  das  Product  der  Gränzordinaten  den  bestimmt  vorgeschriebe- 
nen Werth  K  hat. 

Dieser  Fall  verlangt  also,  dass  man  unter  allen  jenen  Linien,  für  deren  Granzpunkte 
die  Gleichungen 

56)    y«  =  /?»  nnd        57)    y.  .  y«  =  K 

gelten,  die  kürzeste  sucht,  die  von  besagter  Ordinate  bis  zur  gegebenen  Gränzcurve 
möglich  ist. 

Unterwirft  man  Gleichung  57  einer  gemischten  Mutation,  so  hat  man  za  beachten, 
dass  a  constant  ist.    Man  bekommt  also 

dy^ 

58)     y«  •  ^y.  -H  y.  •  ^ya  -^-  y-  •  ^  •  '^a  =  ^ 
Eiiminirt  man  hieraus  das  dy^,  so  bekommt  man 

59)   y«  •  ^y.  +  y.  •  5^  •  ^cr  =  0 

oder,  wenn  man  (Ax  +  B)  statt  y  einsetzt 

60)    (A  .  a  +  B)  .  ^y.  4-  (A  .  a  -+-  B)  •  ^  •  «?a  =  0 

durch  welche  Gleichung  die  Abhängigkeit  des  dy^  von  ^a  dargestellt  ist.  Eiiminirt 
man  jetzt  ^y^  und  9ya  aus  IX,  so  bekommt  man,  wegen  der  WiUkürlichkeU  des  ^a^ 
folgende  Gleichung 

61)    A  .  [A  .  (a  +  a)  4-  2B]  .  ^  4-  (A  .  a  +  ß)  =  0 

Gleichung  57  geht  jetzt  Ober  in 

62)    (A  •  a  +  B)  .  (A  •  a  +  B)  -  K 
Nun  ist  a  gegeben.    Die  fünf  Stücke  b,  a,  /9,  A,  B  bestimmen  sich  also  durch  die 
GMchoflgen  61  und  63,  verbanden  mitb«>A-a+  B,  /9sA*a  +  B,  f(a,/3)sa 
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Man  unterwerfe  jetzt  Glevchang  58  einer  zweiten  gemischten  Mutation,  ond  elimi- 
nire  <5ya  und  ^^ya»  v^s  mittelst  der  Gleichungen  8  und  9  geschieht;  so  wird  sich,  wenn 
man  noch  (A  •  x  +  B)  statt  y  einsetzt,  ergeben 

63)    (Aa  -h  ß)  .  ^ya  +  2  .  ^  .  <5y,  .  i?a  -I-  (A  .  a  +  B)  .  (^  .  i?2a  -H  ^  .  «^a«)  =  0 

Um  das  Pröfnngsmittel  herzustellen,  hat  man  d^y^  und  d^y^  aus  X  zu  elimim'ren,  was 
mittelst  der  Gleichungen  9,  60  und  63  geschieht. 

Sechster    Fall. 
Der  Anfangspunkt  (a,  b)  der  gesuchten  kürzesten  Entfernung  sei  wieder  nicht  fest. 
Man  sucht  auch  wieder  nicht  die  absolut  kürzeste  Entfernung  von  der  zur  Abscisse  a 
gehfirigen  Ordinate  bis  zu  der  gegebenen  Gränzcurve,   sondern  nor  die  kürzeste  unter 
allen  denen,  bei  welchen 

1)  die  Summe  der  beiden  Gränzordinaten  den  bestimmt  vorgeschriebenen  Werth 
K,  und 

2)  der  Unterschied  der  beiden  Gränzordinaten  den  bestimmt  vorgeschriebenen 
Werth  St  hat. 

Dieser  Fall  verlangt  also,  dass  man  unter  allen  jenen  Linien,  für  deren  Grllmpankte 
die  Gleichungen 

6*)    y«  —  ß,        65)    y,  -h  y^  =.  K,        und  66)    y«  —  y.  «  Jt 
gelten,  die  kürzeste  suche,   die  von  besagter  Ordinate  bis  zur  gegebenen  Gränzcar/e 
möglich  ist. 

Unterwirft  man  die  Gleichungen  65  und  66  einer  gemischten  Mutation,  wobei  a 
coustanl  ist;  so  bekommt  man 

^^  ^y«  +  "£  •  "^^  -^  ^y«  =  ^'  ""*^  ^^)  ^ya  +  ^  •  '^a  -  <Jy.  -  0 

Eliminirt  man  dy^  aus  diesen  beiden  Gleichungen,  so  bekommt  man 

69)    g^  .  ^a  +  ^y.  =  0,    und  70)    j^  •  ^a  -  <Jy,  =  0 

Unterwirft  man  die  Gleichungen  67  und  68  einer  zweiten  gemischten  Mutation,  und 
eliminirt  man  dann  ^ya;  so  bekommt  man 

71)    g.^a  +  g.tfa»  +  a«y.  =  0,   üOd72)    g  .  ^„  +  g  .  ^«»  _  ^y.  =0 

Weil  die  Gleichungen  69  und  70  nebeneinander  bestehen  müssen,  so  muss  ^a  ^=  0  ond 
dy^  ^  0  sein.  Ebenso  folgt  ans  71  und  72,  dass  ^a  =  0  und  i^y^  =  0  ist.  Desshalb 
ist  auch  <5y^  =  0,  ö'ya  =  0,  etc.,  so  dass  die  Mutationen  der  Gränzordinaten  zu  Nall 
werden,  während  dy,  d^y,  etc.,  wo  das  x  noch  ganz  allgemein  ist,  nicht  zu  Null  zu 
werden  brauchen.  Die  Gränzengleichung  fallt  also  von  selbst  hinweg,  ond  Gleichang 
X  redocirt  sich  auf 

xxv,),,o=— i-^.r(f:f.d. 

(1    +   A2)2    •'^ 

Nun  ist  a  gegeben.  Die  fünf  Stücke  h,  a,  ß,  A,  B  bestimmen  sich  also  dnrch  die 
fünf  Gleichungen  b  =  A.a-HB,i»  =  A.a4-B,  f(a,  /ff)  =  0,  A  •  (a  +  a)  -f-  2B 
=  K ,  A  •  (a  —  a)  =  Jt 

Zusatz  8.  Auch  hier  hat  der  Tür  (d^^U  hergestellte  Ausdruck  keinen  DifferenzcoefB- 
cienlen.  Der  Grund  davon  ist  aber  der,  dass  wegen  der  Menge  der  Gränzbedingungen  die 
Gränzordinaten  gar  keiner  Mutation,  weder  einer  reinen  noch  einer  gemischten,  nnterworfen 
werden  können.  Die  Menge  der  Gränzbedingungen  ist  also  diesmal,  dagegen  früher  (man 
sehe  Zusatz  2)  waren  die  Eigenthümli  chkel  te  n  der  Gränzcurve  die  Ursache,  dass 
Yerscbiedeuheiten  in  secundärer  Beziehung  nicht  stattfinden. 

Siebenter    Fall. 
Der  Anfangspunkt  (a,  b)  der  gesuchten  kürzesten  Enifernung  sei  wieder  nicht  fest. 
Maa  flocht  auch  wieder  nicht  die  abaolnt  kürzeste  Esifemang  von  der  snr  Abscfsae  a 
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§A9n^m  Ofdinale  big  zar  gegebeoeo  Graozcurve,  sondern  oar  die  kfirzeste  unter  allen 
denen»  bei  welchen 

1)  Die  Summe  der  beiden  Gränzordinalen  den  besUmmC  gegebenen  Werlh  K, 

2)  Die  Differenz   der  beiden   Gränzordinalen  den  beslimmt  gegebenen    Werlh 
St^  und 

3)  Das  Producl  der  beiden   Gränzordinalen  den   bestimml   gegebenen    Werlh 
e  hat. 

Dieser  Fall  verlangt  also,  dass  man  unler  allen  jenen  Linien,  iür  deren  Gränzor- 
diaalen  die  Gleichungen 

73)    Ja=ß*    74)    y„H-y.  =  K,    75)    y«  -  y,  =  Ä,  und  76)    y,  .  y«  -  « 
gellen,   die   kürzeste  sucht,  die  Ton  besagter  Ordinate  bis  zur  gegebenen  Gränzcurre 
möglich  ist. 

Man  unterwerfe  die  Gleichungen  7i,  75,  76  einer  gemischten  Mutation,  und  beachte, 
dass  a  conslanl  ist.  Man  wird  dann  erkennen,  dass  ^a  =0,  dy«  =  0,  dya  ""  0, 
^a  »  0,  d^y^  =  0,  ^y^  »  0,  etc.  ist»  so  dass  abermals  die  Mutationen  der  Gränz- 
ordinalen zu  Null  werden,  während  <5y,  d^y ,  etc.,  wo  das  x  noch  ganz  allgemein  ist, 
Dicht  zu  Null  zu  werden  brauchen.  Die  Gränzengleichung  fällt  also  jetzt  von  selbst 
weg,  und  lur  das  PrQfungsmillel  bekommt  man  wieder  den  Ausdruck  XXVI. 

Nun  ist  a  gegeben;  und  zur  Bestimmung  der  fünf  Stücke  b,  a,  /?,  A,  B  hat  man 
jetzt  sechs  Gleichungen  b=rA«a  +  B,/?  =  A*a  +  B,  f(a,  /?)  =  0,  A  •  (a  +  a) 
-H  28  =  K,  A  •  (a  —  a)  =  Ä,  (A  •  a  +  B)  •  (A  •  a  4-  ß)  «=-  ^,  welche,  weil  eine 
zuviel  ist,  sich  leicht  widersprechen  können;  und  so  wird  dieser  siebente  Fall  in  der 
Regel  überbestimmt,  d.  h-  unmöglich  sein. 

Scblassbemerkung.  Aufgaben  dieser  Art  konnten  erst  gelöst  werden,  nachdem 
Lagrange  seinen  Varialionscalcul  erfanden  hatte.  In  der  zweinndzwanzigsten  Vorlesung 
seines  Werkes  „Le^ons  sur  le  Calcul  des  Fonclions*'  theilt  er  Beispiele  mit;  und  in  dem 
ersten  derselben  wird  die  absolut  kürzeste  Entfernung  zweier  in  einer  Ebene  liegenden 
Carmen  yerUogt  (Die  nemliche  Forderung  wird  in  dem  ersten  Falle  der  nächsten  Aufgabe 
gestellt  werden.) 

Ich  löse  dergleichen  Aufgaben  mittelst  der  (von  mir  sogenannten)  gemischten  Mu- 
tationen, habe  also  die  betreffende  Methode  ganz  umgestaltet  Es  kann  Jeder,  der  die 
Dölhige  Vergleichung  anstelU,  sich  überzeugen,  dass  bei  meiner  Methode  mehr  Klarheit, 
Leichtigkeit  und  Eleganz  erreicht  wird,  als  bei  der  Methode  des  Lagrange,  welchem,  wie 
allen  seinen  Nachfolgern,  die  Idee  der  gemischten  Mutationen  fremd  geblieben  ist. 

Ferner  möge  man  noch  uuter  den  yon  mir  gemachten  Beiträgen  folgende  beachten: 

1)  Die  Untersuchung  der  ersten  Form  des  (<5)(J. 

2)  Die  eigenthömliche  Durchführung  des  zweiten  Falles. 

3)  Die  Terscbiedenen  Gränzfälle,  wo  man  relativ  kürzeste  Entfernungen  sucht. 

4)  Die  bei  jedem  einzelnen  Gränzfälle  beflndliche  Darstellung  des  für  ^S)^V  sich  erge- 
beoden  Ausdruckes,  welcher,  obgleich  er  jedesmal  einen  grossen  Theil  der  ganzen  Unter- 
suchung ausmacht,  doch  noch  von  Niemand  dargestellt  worden  ist 


Aufgabe    161- 

Man  sacht  die  kürzeste  Entfernung  zwischen  zwei  in  einer  und  derselben  Ebene 
liegenden  Curyen,  welche  durch  die  Gleichungen  P(a,  b)  =  0  und  P'(a,  i^)  »  0  ge- 
geben sind. 

Allgemeine  Einleitung. 

Zur  Bequemlichkeit  nehme  man  überall  das  rechtwinkelige  Goordinatensystem.  Aach 
bedarf  es  nichil  der  Erinnerung ,  dass  sowohl  die  beiden  Gränzcurven  als  auch  die  noch 
ZQ  suchende  Linie  selbst  auf  ein  und  dasselbe  rechtwinkelige  Goordinatensystem  bezo- 
gen werden  müssen. 

Die  hier  vorgelegte  Aufgabe  sucht  eine  in  einem  noch  zu  ermittelnden  Punkte  der 
Grinzcurve  r(a,  b)  =3  l)  anfangende  und  in  einem  noch  zu  ermittelnden  Punkte  der 
Graozcnrve  r'(a,  ß}  =  0  aufhörende  Linie,  deren  Länge  kleiner  ist,  als  bei  jeder  an- 
dern, der  gesuchten  Linie  sletsforl  nächstanliegenden  (entweder  duffcb  die  noch  zu  er- 
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mittelDden  oder  darch  die  ihnen  nächstgelegenen  öbrigens  nor  in  den  GrftnEConren  be- 
findh'cheo  Nachbarpoolcle  begränz(en)  Nachbarlinie  der  Fall  sein  kann.  Man  veriangt 
also  ffir  y  eine  solche  Function  nnd  fbr  a  und  a  solche  Werthe,  dass  der  Aosdnick 

I)    ü  =  I     V  .  dx  =  I     (ri  +  p2)  .  dx 

ein  Minimnmwerth  eines  Minimum-Standes  wird. 

Bei  dem  jetzt  nöthigen  gemischten  Mutiren  mössen  sowohl  a  als  auch  a  Werthlln- 
derungen  erleiden.  Bei  der  ersten  Form  des  fif]  werden  die  Mutationen  der  zur  ge- 
suchten Linie  gehörigen  GrSnzordinaten  nicht  vorkommen.  Diese  Mutationen  m&ssen 
aber,  wie  schon  (in  der  Einleitung  zur  vorigen  Aufgabe)  auseinander  gesetzt  ist,  der 
Untersuchung  unterworfen  werden.  Man  kann  also  die  erste  Form  des  (^)U  diesmal 
nicht  beachten;  und  desshalb  stelle  man  nur  die  zweite  Form  her,  wie  hier  folgt: 

U)  AO  =  -/;(la(p=i=))-a,.* 

und 

"« ^=r[(-r.-(^))-'-rT;rf®']- 

(1    -h    p2)* 

Soll  (^)U  =  0  werden ,  so  zerlegt  sich  II  in  die  Hauptgleichung 

IV)  l..d(~L=\  =  o 


und  in  die  Gränzengleichung 

^  (pf* 

Aus  IV  folgt 

VI)    y  «  A  .  X  -h  B 

d.  h.  die  Gleichung  einer  graden  Linie,  wie  zu  erwarten  war.    Nun  ist 

_  P._      d2y 


rr+r? 


dx2 


d^y 
und  weil  aus  Gleichung  VI  folgt,  dass  -p^  =  0  ist,  so  ist  auch 


Setzt  man  A  statt  p,  und  berücksichtigt  man  die  Gleichungen  IV  und  VII;  so  geht  V 
über  in 

VIII)  -=^,  .  [A  .  ^y«  -  A  .  dy,  +  (I  -h  A«)  •  ^a  -  (i  +  A^  .  ^a]  =  0 

r  1  -}-  A* 

WO  man  den  gemeinschaftlichen  Factor  -. .-  auch  hStte  weglassen  können ;  and  Glei- 

ehang  III  geht  über  in 
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A  .  *?ya  —  A  .  d^y. 


-h  (I  +  A2)  .  ^a  -  (1  -H  AO  .  t?»a  -+-  2  .  (^)    •  ^a  -  2  .  (^)    •  t?a"| 

Non  ist  man  soweit  gekommeo,  dass  verschiedene  Gränzßille  aorgestelti  werden  können. 

Erster   Fall. 
Man  sochl  die  absolut  kOrzeste  Entfernung  zwischen  den  beiden  durch  die  Glei- 
chongeo  f'(a,  b)  =  0  and  V'(a,  /?)  »  0  gegebenen  Gurven.    Da  die  gesuchte  Grade 
die  beiden  Granzcurven  schneidet,  so  miissen  bei  diesen  Durchscbnittspunklen  die  Glei- 
chongen 

I)    y,  «  b,       und       2)    y«  =  /? 
stattfinden.    Hier  sind  vier  verschiedene  Auflösungen  möglich.    Man  kann  nemlich 

1)  bei  den  beiden  Granzcurven  P(a,  b)  =  0  und  f'(a,  ^)  =>  0  die  Abscissen 
a  and  a  als  die  dem  Werthe  nach  willkürlichen,  und  die  Ordinaten  b  und  ß 
als  die  dem  Werthe  nach  abhängigen  Elemente  behandeln;  oder  man  kann 

2)  bei  den  beiden  Granzcurven  r(a,  b)  =  0  und  f'(a,  ß)  rs»  0  die  Ordinaten 
b  and  ß  als  die  dem  Werthe  nach  willkürlichen,  und  die  Abscissen  a  und  a 
als  die  dem  Werthe  nach  abhängigen  Elemente  behandeln;  oder  man  kann 

3)  bei  der  Gränzcurve  P(a,  b)  =  0  die  Abscisse  a  als  das  dem  Werthe  nach 
willkürliche,  und  die  Ordinate  b  als  das  dem  Werthe  nach  abhängige  Ele- 
ment behandeln,  während  man  bei  der  Gränzcurve 'f"(a,  ^)  =  0  die  Ordi- 
nate ß  als  das  dem  Werthe  nach  willkürliche  und  die  Abscisse  a  als  das 
dem  Werthe  nach  abhängige  Eleroenl  behandelt;  oder  man  kann 

4)  bei  der  Gränzcurve  f  (a ,  b)  «»  0  die  Ordinate  b  als  das  dem  Werthe  nach 
willkürliche  und  die  Abscisse  a  als  das  dem  Werthe  nach  abhängige  Element 
behandeln,  während  man  bei  der  Gränzcurve  P'(a,  ß)  =  0  die  Abscisse  a 
als  das  dem  Werthe  nach  willkürliche  und  die  Ordinate  ß  als  das  dem 
Werlhe  nach  abhängige  Element  behandelt. 

Erste  AuTlösung.  Nimmt  man  die  zu  den  Granzcurven  gehörigen  Abscissen  a 
Qod  a  als  die  dem  Werlhe  nach  willkürlichen,  und  die  Ordinaten  b  und  ß  als  die  dem 
Werthe  nach  abhängigen  Elemente;  so  muss  man  b  und  ß  absondern,  so  dass  man 
b  B  x^a)  und  ß  ==  x"(a)  bekommt.  Statt  der  Gleichungen  y«  *="  b  und  y^  »  i?  muss 
man  also  setzen 

3)    ya  =  x'(aj.        und        4)    y«  «  x"(a) 
oder  vielmebr 

5)  A  •  a  +  B  -B  x'w).  and  6)  A  •  a  h-  B  ==  x"«« 
Mao  erkennt  aber,  dass  sich  aus  den  zwei  letzten  Gleichungen  nur  eine  bestimmte  An- 
zahl von  Werthen  des  a  und  des  a  ergeben,  dass  also  dieselben  keine  identischen 
Gleichungen  sind.  Will  man  daher  dem  a  einen  andern  Werth  (a  +  Da)  beilegen, 
velcher  der  Gleichong  5  nicht  entspricht;  so  muss  man  an  die  Stelle  des  y  eine  andere 
Fonclion  y  -\-  Jy  =  A  •  x  +  B  -\-  Jy  in  Gleichung  3  einsetzen,  d.  h.  man  muss  Glei- 
choDg  3  einer  gemischten  Mutation  unterwerfen.  Will  man  ebenso  dem  a  einen  andern 
Werlh  (a  +  Da)  beilegen,  welcher  der  Gleichung  6  nicht  entspricht;  so  muss  man 
ao  die  Stelle  des  y  dieselbe  andere  Function  y  4-  ^y  =  A  •  x  H-  B  4-  -<iy  auch  in 
Gleichung  4  einsetzen,  d.  h.  man  muss  auch  Gleichung  4  derselben  gemischten  Muta- 
tion unterwerfen.  Dieses  ist  bereits  (man  sehe  Bd.  I.  Seite  332  bis  338,  besonders 
Seite  336  and  337;  femer  Bd.  I.  Seite  161,  etc.)  hinlänglich  auseinandergesetzt 

Aus  Gleichaiig  3  gibt  sich 

etc.  elc. 
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Aas  Gleicbang  4  ergibt  steh  ebenso 

elc  elc. 

dy  d^v 

Weil  aber  y  =  A  •  x  4-  B,  so  isl  schon  im  Allgcmeioen  -p  =  A  ,  -~  «  0,  etc.;  es 

dy         ^ya  d^y  ^^^a  dx'(a) 

ist  also  auch  im  Besonderen  ~  =  -f—  «  A,  -r—  =  -rV  =öi  elc.   Fenier  isl  -4 — • 

da         da  da^  da^  da 

^,  ^.  ^''  «'«•  •'«öglich  gleich  zu  achten  mit  ^,  J^,  g,  g,  etc. 
Aas  den  Gleichungen  7,  8,  9,  10  folgt  also 

t»)    «ya=(gf-A).*« 

etc.  etc. 
Durch  Gleichung  11  Ist  besUmml,  wie  der  Werlh  des  ^y,  von  dem  willkürlichen  Werthe 
des  «9a  abhangt;  ferner  durch  Gleichung  13  ist  bestimmt,   wie  der  Werth  des  ^^  von 
dem  willkQrüehen  Werthe  des  ^a  abhangt.    Und  so  fort. 

Zusatz  1.  Folgende  Erläuterung  ist  vielleieht  nicht  iiberflttssig : 
K)  Bs  gibt  eine  unendliche  Menge  Functionen  dy  von  x,  welche  bei  x  «s  a  einen 
von  i9a  abhängigen  Werth,  und  welche  zugleich  bei  i  =  a  einen  von  ^a  abhängigen 
Werth  annehmen  können.  Z.  B.  jede  beliebige  Function  ^'(x,  m,  n),  die  mit  zwei  noch 
willkijrlichen  Constanten  m  und  n  yersehen  ist,  Welche  so  bestimmt  werden  können,  wie 
et  die  Gleichungen 

15)    7r'(a,  m,  n)  -  (^  -  a)  •  t?a,  und  16)    ;r'(a,  m,  n)  =  (^  -  a)  •  ^a 

mit  sich  bringen.  Aendern  sieb  nemlicb  i?a  und  ^a,  so  ändern  sieb  auch  m  und  n,  und 
somit  auch  die  Werthe  von  ;r'(a,  m.  n)  und  ;r'(a,  m,  n). 

fB)    Man   nehme  fiir  ^y  eine  andere  Function  x"{x,  g,  h),    die  mit  zwei  noch  will- 
kürlichen Conttanten  g  und  h  veneben  ist.    Jetzt  gehen  die  Gleichungen  12  und  14  über  in 

IT)    ,'•  (a,  g.  h)  =  {^  -  a)  ..*a  -H  ^  .^a^  -  2  . ''-^^' J' ")  ■  ^. 

Die  willkärlicheu  Werthe,  welche  man  den  Elementen  i9«  und  ^a  in  den  Gleichungen  15 
und  16  beigelegt  hat,  muss  man  ihnen  auch  in  den  Gleichungen  17  und  18  beilegen.  Die 
Werthe  der  Constanten  m  und  n  sind  bereits  aus  15  und  16  bestimmt.  Somit  erkennt 
man,  wie  der  Werth  des  ;r"(a,  g,  h),  oder,  was  dasselbe  ist,  wie  der  Wertb  des  ö^j^ 
von  i?a  und  i^a  abbangt.  Ebenso  erkennt  man,  wie  der  Werth  des  x"{a,  g«  b),  oder, 
was  dasselbe  ist,  wie  der  Werth  des  ^y^  von  ^a  und  t^a  abhangt. 

Und  so  fort. 

(Man  vergleiche  noch  Bd.  1.  Seke  161 ,  etc.) 

Eliminirt  man  jetzt  Jy«  und  ^y^  aus  VIII,   und  lässt  man  den  gemeiDiGhaflliciien 

Factor    • weg;  so  gibt  sich 

nr+A2 

X)     ^l+A4^)..a-(l^A.^).^a  =  0 
Weil  aber  i9a  und  ^a  unabhängig  sind ,  so  zerfällt  diese  Gleichung  in  (olgende  twei 
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XI)     1  +  A  .  ^  =  0,    und  XII)    I  +  A  .  ^  -  0 


Jetxl  eliininire  mao  ^y.  ond  ^y«  aa8  IX ,  ood  berficksichtige  die  GleichoDgeD  XI  ond 
XII;  80  radneiK  «ich  IX  aof 

Der  Theilsatz  mit  dem  MalaüoDSCoellicieDteti  zeigt  an«  dass  jedenfalls  ein  Minimom^ 
sUiod  stattfindet',  dagegen  das  Aggregat  der  mit  Differenzcoefßcienten  versehenen  Theil- 
sitze  wird  anzeigen,  was  in  secondärer  Beziehung  stattfindet 

Wenn  man  die  Gleichnngen  XI  nnd  XII  ebenso  nntersacht,  wie  Gleichung  XIIl 
der  Torigen  Aargebe;  so  kommt  man  zu  der  Erkenntniss,  dass  die  absolut  kiirteste 
EDtfemong  auf  beiden  Gränzcurven  zugleich  senkrecht  steht,  oder,  was  dasselbe  ist, 
die  absolot  kürzeste  Entfemnng  ond  die  betreffenden  Normalen  der  beiden  Grftnzcnrvefi 
liegen  in  einer  und  derselben  gt^den  Linii9.  Man  hat  also  ein  bequemes  Mittel,  diese 
k&rzeste  Entfernnng  geometrisch  lu  construiren. 

Die  sechs  Stocke  a,  b,  a,  /?,  A ,  B  können  bestimmt  werden  durch  die  Gleichungen 

1+A-^=0,   I  +  A.-^  =  0,  P(a,  b)  =0,  r(a,  /?)  =  0,  b  =  A  •  a  -I-  B, 

ß  «  A  .  a  +  B. 

Zusatz  2.    Die  theoretische  Durchführung  dieser  ersten  Auflösung  hat  nur  Gebrauch 

db      dß    d^b     d^^ 
gemacht  Ton  den  totalen  Differentiaiqnotienten  -j~  ,  j- ,  j-^  ,  -r-^  •    Es  ist  also  ganz  einer- 
lei,   ob  die  beiden   Gränzcurven   durch  gesonderte  oder  ungesonderte  Functionen  ge;febea 
liod;  denn  die  Differentialquotienten  lassen  sich  herstellen,  ohne  dass  man  zuvor  b  und  ß 


1)    Sacht  man  die  absolut  kürzeste  Entfernung  zwisohen  zwei  durch  die  Oleichongeil 
19)    b  =  e  •  a  -h  f,       und       20)    /?  =  g  •  a  +  h 

gegebenen  Graden;  so  ist  -j-  =  c,  Ä  =  S»  -T%  =  ^>  ^^  "^  ^>  ®^c-  ^^'^  Gleichungen 
XI  and  XII  gehen  also  tkber  in 

21)    1  4-  A  .  e  =  0,        und       22)    I  -+-  A  •  g  =  0 

voraaa  A  =  —  -  und  A  =^  —  -  folgt,  so  dass  man  e  =  g  hätte.    Dieser  specieUe 

Fall  ist  also  nur  möglich,  wenn  eng  ist,  d.  h.  wenn  die  beiden  gegebenen  Graden 
parallel  sind.  Ist  nnn  e  «  g,  so  sind  die  zwei  Gleichungen  1  +  A  •  e  =  0  und 
1  +  A  •  g  =  0  ganz  eins  und  dasselbe,  so  dass  man  für  die  sechs  zu  bestimmenden 
Stöcke  ä,  hp  a,  ß^  A,  B  nur  fünf  verschiedene  Gleichungen  hat.    Von  diesen. sechs 

Slficken  ist  dann  jedenfalls  A  bestimmt,  d.  h.  es  ist  A  » » ;   qq^  von  den 

fibrigen  fünf  Sl&cken  bleibt  eines  nnbestimmt,  so  dass  man  diese  kürzeste  Entfernung 
ODterhalb  oder  oberhalb  und  zwar  in  jeder  beliebigen  Weite  von  der  Abscissenaxe 
oehmen  kann,  wenn  nicht  noch  eine  fernere  Bedingung  hinzukommt,  z.  B.  folgende i 
Die  gesuchte  kürzeste  Entfernung  soll  durch  einen  bestimmten  Punkt  (n,  m)  gehen. 

Da  aber  hier-j^  »  0,  j^  ="  ^^  ^^-  >s^  ^  redocirt  sich  Oleichang  XIII  auf 


(1  -H  A«)8 

Zu 8 atz  S.  Dass  dieser  fär  ^^?l3  hergestellte  Ausdruck  keine  Differenzcoefficienten 
eatbiat»  ist  eine  beoaerkenswertbe  Brseheinong,  welche  aber  mit  dem  Umstände,  dass  die 
beiden  Gränzcarven  diesmal  grade  Linien  sind,   zusammenhangt.    Aus  den  Gleichungen  19 

«ad  iO  folgt  Benlicli  ^  as  0  and  y^  =s  0;    and  so  fallen  die  mit  f9a>  und  ^a'  verse- 

beaen  Tbeilsätze  aas  XIII  weg.    Der  in  XIT  für  fifü  hergestellte  Ausdruck  liefert  aber 

II.  32 
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dennoch  ein  gani  ▼ollständiges  Prüfungsmittel ,  wie  man  sich  dorch  nachstehende  geome- 
trische Betrachtang  noch  nither  überzengen  kann.  Von  der  gesachten  Graden,  welche  aof 
den  beiden  miteinander  parallelen  Gränzlinien  zugleich  senkrecht  stehen  moss,  kann  nem- 
llch  jede  dieser  Gränzlinien  nur  in  einem  einzigen  Punkte  geschnitten  werden ;  und  sonach 
gibt  es  auf  der  gesuchten  Graden  auch  nur  ein  einziges  Stück,  das  in  der  ersten  Grenz- 
linie anfängt  und  in  der  zweiten  aufhört.  Sowie  nun  von  unserer  Figur,  sobald  man  an 
irgend  einer  Stelle  eine  aof  den  beiden  Gränzlinien  senkrechte  Grade  gezogen  hat,  nur  ein 
einziges  Stück  dieser  Graden  zur  Beachtung  dargebolen  wird,  d.  h.  sowie  bei  der  Figur 
keine  Verschiedenheilen  in  secundärer  Beziehung  aufgefunden  werden  können ;  ebensowenig 
braucht  das  Prüfungsmiltel  mit  einem  DifferenzcoefQcienten  yersehen  zu  sein. 

2)    Sucht  man  die  absolut  kllrzeste  Entfernang  zwischen  zwei  darch  die  Gleichangen 
23)    (e  -  a)«  +  (g  -  b)«  =  r«,  and  24)    (E  -  a)«  +  (G  -  /?)»  =  R« 
gegebenen  Kreislinien ;  so  bekommt,  man  jetzt  durch  Differentiation 
25)    (6  —  a)  .  da  -i-  (g  -  b)  .  db  «  0,    26)    (E  —  a)  •  da  -h  (G  -  /5)  •  dß  —  0 
und 
27)    —  da2  —  db»  -h  (g  —  b)  .  d^b  =  0,    28)    -  da«  —  d/J«  -+-  (G  —  /?)  •  d«/?  =  0 

Aus  25  und  26  folgt  3-  = ^^^  und  -ß  ■=  —  —-Hl?;   und  so   gehen  die   Glei- 

''da  g  —  b         da  G— /?  ® 

changen  XI  und  Xil  bezöglich  über  in 

29)    g  -  b  =  A  .  (e  —  a),    30)    G  —  /?  =  A  •  (E  -  a) 
Die    Gleichungen    23   und   24   gehen    also   über  in  (e  —  a)«  •  (1  -h  A«)  «s  r^  und 
(E  _-  a)2  ,  (1  4.  A2)  =  R2.    Daraus  folgt 

31)     a  =  e  T  ^     ''         ,        und        32)    a  =  E  T         ^ 

Es  gibt  also  an  jeder  Kreislinie  zwei  Punkte,  welche  zugleich  der  gesuchten  Graden 
angehören,  so  dass  es  vier  Stöcke  der  gesuchten  Graden  gibt,  welche  noch  näher  be- 
trachtet werden  müssen. 

Zieht  man  nun  durch  die  Mittelpunkte  beider  Kreise  eine  grade  Linie,  so  ist  diese 
die  gesuchte;   sie  triflfl  jede  Kreislinie  in  zwei  Punkten,    und  steht  in  jedem  dieser 

da 
Punkte  auf  der  betreffenden  Kreislinie  senkrecht    Aus  XI  und  XII  folgt  db  » -. 

und  di^  =  —  X '  ^^®  Gleichungen  27  und  28  gehen  also  über  in 

—  da«  -  ^^  4-  A  .  (e  -  a)  .  d»b  =  0,  und  -  da«  -  ^  -f  A  •  (E  —  a)  .  d«/?  =  0 
Daraus  folgt 

und  Gleichung  XIII  geht  über  in 


^^     d55  =  A^  .  (e  -  a)»    ""^^  ^^    d^  "=  A^  .  (E  -  a) 


(!  -h  A2)«   "^^ 

Der  Theilsatz  mit  dem  Mntationscoefßdenten  ist  jederzeit  positiv;    es  findet  also  ein 
Minimum-Stand  statt. 

$Q  Das  Aggregat  der  mit  Difibrenzcoefflcienten  versehenen  Theilsätze  ist  positiv, 
wenn  a  <  E  und  a  >  e;  und  in  diesem  Falle  findet  ein  Minimumwerth  eines  Mini- 
mum-Standes statt. 

IB)  Das  Aggregat  der  mit  Difi'erenzcoefficienten  versehenen  Tbeilsätze  ist  negativ, 
wenn  a  >  E  und  a  <  e;  in  diesem  Falle  findet  ein  Maximumwerth  eines  Minimum- 
Standes  statt,  welcher  ZusUnd  aber  in  der  Aufgabe  nicht  verlangt  ist,  alae  auch  onbe- 
rOckaichtigl  bleiben  muss. 

(S)  Das  Aggregat  dar  mit  Differenicoeflicienten  versehenen  Theila&txe  kann  weder 
als  negativ  noch  als  positiv  gelten. 
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I)    weui  gleichzeitig  a  >  E  and  a  >  e,  aod 

9)    wenn  gleichzeitig  a  <  £  and  a  <  e. 
Dabei  findet    in   secondärer  Beziehung  weder  ein  Maximum-werth  noch  Minimam-werth 
sUtt 

Zweite  AoflösaDg.  Nimmt  man  die  zo  den  Gränzcarven  gehörigen  Ordinalen 
b  ond  ß  als  die  dem  Wertbe  nach  willkürlichen,  und  die  Abscissen  a  and  a  als  die 
dem  Werthe  nach  abhängigen  Elemente  an ;  so  muss  man  a  and  a  aus  den  Gleichangen 
r(a»  b)  =  0  und  f"(a,  ^)  =  0  absondern,  so  dass  man 

34)    a  =  F'(b),        and        35)    a  =  F"(/?) 
bekommt.    Die  za  den  Dorchscfanittspankten,   wo  nemlich  die  gesnchte  Grade  in  den 
beiden  Gränzcarven  einschneidet,  gehörigen  Gleichungen 

36)    y,  =  b,        und        37)    ja  ^  ß 
oder  vielmehr 

38)    A  •  a  +  B  =  b,        and        39)    A  •  a  +  B  =  i9 
gehen  also  ober  In 

40)  A  .  F'(b)  +  B  «  b,  und  41)  A  •  ?'*(ß)  -h  B  =  /9 
Mao  erkennt  aber,  dass  sich  ans  den  zwei  letzten  Gleichangen  nur  eine  bestimmte  An- 
zahl Ton  Werthen  des  b  and  des  ß  ergeben,  dass  also  dieselben  keine  identischen  sind. 
Geht  man  nun  auf  dieselbe  Weise  weiter,  wie  bei  der  zweiten  Auflösang  im  ersten 
Falle  der  vorigen  Aufgabe;  so  erkennt  man,  dass  man  die  Gleichungen  36  and  37  ei- 
ner gemischten  Mutation  unterwerfen  muss.    Aus  36  folgt  im  Allgemeinen 

43)    ^.  +2  .^  .^a  +  ^  .*a»  +  ^»  .  ^a  =  ^b 

etc.  etc. 
Aus  37  folgt  im  Allgemeinen  ebenso 

dy 

**)     *y„  +  -g^  .  tf«  =  Sß 

e(c.  etc. 
Aus  r(a,  b)  —  0  folgt 

46)      ^.  =  ^-^b 
47)    ^.=  f  .^b  +  ^,.^b* 


elc  etc. 


Aas  V\a,  /?)  =  0  folgt  ferner 


48)      .a^% 


49)  ^=^;.^,-Hg../^ 

etc.  etc. 

dv  d'v 

Weil  aber  y  =  A  •  x  -h  B,  so  ist  schon  im  Allgemeinen  -p  =  A,   -r-^  »  o,  etc.;  es 

ist  also  auch  im  Besondem  -^  =  -j^  =  A ,  -j^  =  -p^  =  0 ,  etc.    Eliminirt  man 

da         da  da^  da^ 

jetzt  ^a,  ^a,  t^^a,  i9^a,  ete.;  so  bekommt  man 

da^ 


50)     ^y.-(l-A.^) 


^h 


51)    ay.=  (l-A.3-|) 


Digitized  by 


Google 


252 

etc.  etc. 
ElimiDirt  man  i^a,  t^a,  ^y.,  ^y^  aas  VIII,  und  lässt  man  den  gemeinschaftlichen  Factor 

^  weg;  so  bekommt  man 

Weil  aber  i9b  and  ^ß  voneinander  unabhängig  sind,  so  zerföUt  diese  Gleichung  In  fol- 
gende zwei 

X¥U)    A  +  g?  =  0,         ond       XVIII)    A  -H  ^  s=r  0 

Jetzt  eliminire  man  «9^a,  ^a^  d^y«,  ^y«  aus  IX,  so  bekommt  ofian 

Der  Theflsatz  mit  dem  Mutationscoefflcieoten  zeigt  an,  dass  jedenfalls  ein  Minimum- 
stand  stattGndet;  dagegen  das  Aggregat  der  mit  Differenzcoefficienten  versehenen  Theil- 
Sätze  wird  anzeigen,  was  in  secandärer  Beziehung  stattfindet 

Wenn  man  die  Gleichaugen  XVII  und  XVIII  ebenso  untersucht,  wie  die  Gleichung 
XVIII  der  vorigen  Aufgabe;  so  kommt  man  zu  der  Erkenntniss,  dass  die  absolut  kör- 
zesle  Entfernung  und  die  betreffenden  Normalen  der  beiden  Gränzcurven  in  einer  und 
derselben  graden  Linie  liegen,  d.  h.  die  absolut  kürzeste  Entfernung  steht  auf  beiden 
Gränzcurven  senkrecht.  Dadurch  ist  ein  bequemes  Mittel  gegeben,  diese  kürzeste  Ent- 
fernung geometrisch  zu  construiren.    Somit  ist  Alles,  wie  bei  der  ersten  Auflösung. 

Die  sechs  Stöcke  a,  b,  a,  /?,  A,  B  können  bestimmt  werden  durch  die  Gleichungen 

A  ^  ~  =  0,  A  -h  --^   =  0,  f'(a,   h)    -   0,   f"(a,  /ff)  =  0,    b  «  A  •  a   -h  B, 

/?  =x  A  .  a  +  B. 

Zusatz  4.    Die  theoretische  Durchführung  dieser  zweiten  Auflösung  bat  nur  Gebrauch 

da     da    d^a      d^a 
gemacht  von  den  totalen  DifferentialquotieDten  :n: )  T^  i  tt?  >  Tm-    ^^  Ist  also  ganz  eioer- 

ab    dp    db^      dp* 

lei,  ob  die  beiden  Gränzcurven  durch  gesonderte  oder  ungesonderte  Functionen  gegeben 
sind;  denn  die  Differentialquotienten  lassen  sich  herstellen,  ohne  dass  man  vorher  a  und  a 
absondert. 

1)    Sucht  man  die  absolut  kürzeste  Entfernung  zwischen  zwei  durch  die  Gleichungen 
54)    b  =  e  •  a  -^  f,    und  55)    /?  =  g  .  a  -h  h 

gegebenen  Graden;  ^o  ist  —  =  -,  j|  =  -,  ^  =  0,  j^  =  0,  etc.  Die  Gleichun- 
gen XVII  und  XVIII  gehen  also  über  in 

56)    A  +  -  =  0,    und  57)    A  -h  -  «  0 
Daraus  folgt  wieder  A  = = ,    d.   h.   dieser   specielle  Fall  ist  nur  möglich, 

6  g 

wenn  e  =  g,  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  die  beiden  gegebenen  Graden  parallel 
sind.  (Man  lese  die  unmittelbar  hinter  de«  Gleichungen  21  «od  22  befindliche  Erkia* 
rung.)    Gleichung  XIX  reducirt  sich  jetzt  auf 


(1  +  A»)«   *^" 
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2o«ati  5.    DieMT  Aosdrock  enlhUt  keinen  BilTereiuoeefSeiaDteD»  wetehe  Sncheinmi^ 

«it  dem  UoieUoile,  dftf«  die  Gränzcurveo  dietinai  gr«4e  LiDien  sind ,  ««Mmmenhengt  Au» 

d^a  d^a 

Gleichmif  54  und  55  folgt  nemlioh  rr^  =  0  und  — ^  rs  0 ;  und  so  fallen  die  mit  ^^  nntf 

^ßC  fersehenen  Theilsalze  aus  XIX  hinweg.    Die  nähere  Erläuterung  ist  bereits  (Zusatz  3} 
fegeben. 

2)    Sacht  man  aber  wieder  die  absolut  kürzeste  EntferooDg  zwischen  zwei  durch 
die  Gleicbongcin 

58)    (e  ~  a)2  +  f g  —  b)«  -  r«,  und  59)    (E  -  a)»  H-  (G  -  /S)»  -  R> 
g^ebenen  Kreislinien;  so  bekommt  man  jetzt  durch  Differentiation 
60)    (e  —  a)  •  da  -f-  (g  -  b)  .  db  —  0,        61)    (E  -  a)  •  da  +  (G  -  /?)  •  d/?  «  0 
62)    (e  -  a)  •  d^a  —  da»  —  db»  =  0,  03)    (E  —  a)  .  d^  —  da»  —  d/?«  =  0 

Aus  60  und  61  folgt  ^  =  -  ^-^^  und  ^  =  -  ^-^;    ond  so  gehen  die  Glci- 
db  e  —  a         dp  K  —  a 

choDgen  XVII  und  XVIII  bezöglich  aber  in 

64)    g  — b  — A.(e—  a),        und       65)    G  - /S  =  A  *  (E  —  a) 
Die  GlekhungfA  58  «pd  59  geben  also  jetat  Qber  in 

(e  —  a)2  .  (1  H-  A2)  =  r»,        und        (E  —  a)2  .<1  4-  A«)  =»  R« 
DDd  daraas  folgt 

66)    a  -=9  e  T    ,     ^        ,         und       67)    a  -  E  T ^ 


rm?  '  n  +A2 

welches  wieder  die  Gleichungen  31  and  32  sind,  d.  h.  man  sieht  jetzt  wieder,  dass  e» 
in  jeder  Kreislinie  zwei  Punkte  gibt,  welche  der  gesuchten  Graden  angehören,  so  dass 
es  vier  Stucke  der  gesuchten  Graden  gibt,  welche  noch  näher  betrachtet  werden 
fflOssen. 

Zieht  man  durch  die  Hittelpunkte  beider  Kreise  eine  grade  Linie,  so  ist  diese  die 
gesachte.  Sie  trifft  jede  Kreislinie  in  zwei  Punkten ,  und  steht  in  Jedem  dieser  Punkte 
aar  der  betreffenden  Kreislinie  senkrecht. 

Aas  den  Gleichungen  XVU  ond  KVIII  folgt  da  —  -  A  •  di?  und  da  =s  --  A  •  db; 
aad  somit  geben  die  Gleichungen  62  and  63  über  in 

(e  -  a)  .  d«a  —  (1  -H  A«)  •  db«  =  0,  und)  (E  —  a)  .  d^a  -.  (1  +  A»)  •  d/?«  =a  0 
Daraas  folgt 

Gleichung  XIX  geht  also  über  in 

ixo   ^  =  (rT-T^).(j^„-^)._L_,.r@«.a. 

U  4-  A2)«    ^^ 
Hier  hat  man  wieder,  wie  beim  Ausdrucke  XV,  zu  unterscheiden 

9)    ob  a  <  E  und  a  >  e, 

9))    ob  a  >  E  und  a  <  e, 

9)  ob  gleichzeitig  a  >  £  und  a  >  e,  oder  ob  gleichzeitig  a  <  E  und  a  <  «• 
Dieses  iat  am  Ende  der  ersten  Auflösung  ausführlich  geschehen. 

Zusatz  6.     Ans  den  Gleichungen  46  und  48  folgt  i9b  =  -r-  •  i9a  und  i!^  =s  >-  «  ^; 

da  da 

db  d^ 

und  ans  den  Gleichongen  XYII  und  XYIII  folgt  ^  s=  -  A  und^  =»  -  A.    Somit  hat 

db  dp 

■Utt  ^  "-  -  -^  •  ^«  nnd  1?^  S8  -  -j-  *  ^^  Kliminirt  man  ^b  and  ^ß  aas  XXI,  m  b^ 
kommt  man  wieder  den  Ausdruck  XY. 

Drtiu  Anlldaong.  Man  behandle  bei  der  ersten  GrlnMorve  r(a,  b)  a  0  die 
Abseisse  a  als  das  dem  Werthe  nach  willkürliche  und  die  Ordinate  b  ala  das  dem 
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W«rUie  nach  abhSiogige  Eleneol,  wflbreod  man  bei  der  iweiien  Grftoscanre  die  Abacisse 
a  als  das  dem  WerCbe  nach  abhängige  and  die  Ordinale  ß  als  das  dem  Werlhe  naeh 
wWk&rliche  Elemeol  behandelt.  Man  sondere  hier  aas  f(a,  b)  =  0  das  b  ab,  ao  daas 
man.  b  >»  x'ia)  bekommt.  För  den  Punkt,  wo  die  erste  Gränzcarve  von  der  gesochten 
Linie  geschnitten  wird,  hat  man  die  Gleichung 

70)    y,  -•-  x'(a) 
and  für  den. Punkt,    wo  die  zweite   Gränzcurve  von  der  gesochten  Linie  geschnitten 
wird,  hat  man  die  Gleichung 

71)    Ya  =  ß 
Man  erkennt  nun  schon,  dass  jetzt  die  Gränzengleichung  VIII  übergeht  in 


XXII) 


.-r=T.[(*-^)-''-(— 1)-]  = 


welche  sich  wegen  der  Willkörliehkeit  des  i9a  und  ^ß  zerlegt  in 

XXIII)    A  +  g^  =  0,        und        XXIV)    i  4-  A  •  -^  =  0 

woran  man  erkennt,  dass  die.  absolut  kürzeste  Entfernung  auf  beiden  Grflnzenrven  zu- 
gleich senkrecht  steht.    Der  Ausdruck  IX  geht  jetzt  über  in 

Vierte  Auflösung.  Man  behandle  bei  der  ersten  Gränzcurve  r(a,  b)  =  0  die 
Abscisse  a  als  das  dem  Werthe  nach  abhängige  und  die  Ordinate  b  als  das  dem  Werthe 
nach  willkürliche  Element,  während  man  bei  der  zweiten  Gränzcarve  die  Abscisse  a 
als  das  dem  Werthe  nach  willkürliche  und  die  Ordinate  ß  als  das  dem  Werlhe  nach 
abhängige  Element  behandelt.  Für  den  Punkt,  wo  die  erste  Gränzcorve  von  der  ge- 
suchten Linie  geschnitten  wird,  hat  man  die  Gleichung 

72)    y.  =  b 
Nansondere  man  aas  r'(a,  /?)  »-  0  das  /9  ab,  so  dass  man  ß  »  x^'ioo  bekommt;  und 
man  hat  für  den  Punkt,  wo  die  zweite  Gränzcarve  von  der  gesuchten  Linie  geeohnilten 
wird ,  die  Gleichung 

73)    ya  =  x''(a) 
Man  erkennt  nun  schon,  dass  jetzt  die  Gränzengleichung  VIII  übergeht  in 

"''"'>  fTTT.[('-*K)*"-(^  +  l)*]  =  « 
welche  sich  wegen  der  Willkürlichkeit  des  ^a  und  ^b  zerlegt  in 

XXVII)     <  +  A  •  ^  =  0,        und      XXVIII)    A  -f-  -^  =  0 

woran  man  erkennt,  dass  die  absolut  kürzeste  Entfernung  auf  beiden  Gränzcurven  zu- 
gleich senkrecht  steht.    Der  Ausdruck  IX  geht  jetzt  über  in 

«c«) « = ^^^ .  (. .  g . « - 1^ . ..).  — H ./;  (^'.  -. 

r^   -t  A      \  ^      (1  -+■  A^)«   "^^ 

Zusatz  7.  Vergleicht  man  diese  .vier  Aaflösongen  miteinander,  so  gewahrt  man 
bei  der  ersten  and  zweileo  eine  sehr  schöne  Symmetrie  des  Calculs,  ein  Vorzag,  welcher 
der  dritten  und  vierten  Auflösung  abgeht. 

Zasatz  8.    Folgende  IJnterccheidungen  sind  beachtenswerth : 

9()  Die  absolut  kürzeste  Entfernung  zweier  krummen  Linien  oder  einer  graden  und 
krummen  Lfni»,  die  sieh  nur  berühren,  aber  niemals  schneiden,  ist  gleich  Null.  Dasselbe 
gut  bei  zwei  graden  Linien,  welche  ineinander  fallen.  In  solchem  Falle  ist  die  Differenz 
a  -  a  B  0. 

fl3)    Wenn  aber  zwei  Linien,   seien  es  knunme  oder  grade,   etnandar  schneiden,   so 
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a)  TOD  einer  absolol  Ininerten  Botfernimi'  denelben  keine  Rede  sein.  Würde  aber 
eine  «olohe  (eine  absolnl  küraeate  Entfernanc^  nemli^)  dennoch  felbrderl  werw 
deoy  ao  müaste  sicli  die  Unalaltbafligkeit  der  Fordernng  jedeaaal  durch  eine 
Erscheinung  des  Caiculs  offenbaren. 

b)  Gans  anders  verhält  es  sich  hei  einer  relaliy  kürzesten  Entfernung:,  d,  b.  bei 
einer  Entfernung,  welche  unter  allen  denen,  die  einer  oder  mehreren  gemeia- 
scbaftlicben  Bedingungen  genügen,  die  kürzeste  ist.  Die  Forderung  einer  sol- 
chen kürzesten  Entfernung  wird  In  der  Regel  slaithafl  sein,  auch  wenn  die 
Gränilinien  einander  schneiden;  und  seilte  sie  etnmal  nnatatlhafl  sein,  so  wird 
es  der  Calcul  ohneweitera  anzeigen. 

(Hier  aoUen  einige  Fälle  folgen ,  wo  man  relativ  knrieste  Entfernungen  sucht.). 

Zweiter   Fall. 
Man  soll  nicht  die  absolut  kürzeste  Entfernang  zweier  in  einer  Ebene   liegender 
Lioien  socheo,  sondern  nur  die  kürzeste  anter  allen  denen,  bei  welchen  die  Abscissen- 
differenz  (a  —  a)  den  bestimmt  vorgeschriebenen  Werth  K  hat. 

Dieser  Fall  verlangt  also,  dass  man  nuler  allen  jenen  Linien ,  für  deren  Gränzpankte 
die  Gleichniigen 

74)    y.-b,       75)    y«  =  /?,        76)    a--a^lL 
gelten,  die  körzeste  suche,  welche  zwischen  beiden  Gränzcnrven  mOglieh  ist. 

Hier  kann  von  den  vier  Elementen  a,  a,  b,  ß  nnr  eines  dem  Werthe  nach  will- 
köriich,  und  die  drei  andern  müssen  dem  Werthe  nach  abhängig  sein. 

Man  nehme  a  als  wlllkörlich ,  so  folgt  aus  Gleichong  76,  dass  t^a  =>  i^a,  «^a  =  i^a, 
etc.  ist.    Ellminlrl  man  jetzt  i9a,  dy^  and  dy^  aus  Vlli;  so  bekommt  man 

{dß       dbA 


'""^'  *-s -«)•'• 


wo  man  den  gemeinschaftlichen  Factor  -  weggelassen  hat.    Letzterer  Gleichung 

Vi   -f-  A» 

geschieht  Genüge,  wenn  man  entweder  A  =  0  oder  -ß j—  =  0  setzt. 

da         da 

Erstens.  Will  man  A  =  0  gelten  lassen,  so  reducirt  sich  die  Gleichung  d^r 
gesuchten  Graden  auf 

77)    y  »  B 
d.  h.  man  hat  die  mit  der  Abscissenaxe  parallele  Grade,  und  das  auf  ihr  zu  nehmende 
Sluck  hat  die  bestimmt  vorgeschriebene  Länge 

78)    ü"  «  K 
Die  mnf  Gteicbiiogen  B  =  b,  B  =^  ß,  a  •-  a  =::  K,  r(a,  b)  =s  0  und  r(a,  ff)  ss  0 
reichen  bin  zur  Beetimmang   der  flknf  SlOcke  a,  b,  a,  ßy  B.    Diese  flknf  GleidMOgett 
redociren  sieh  aber  gradeiu  auf  folgende  zwei 

79)    r(a,  B)  =  0,        und       80)    f"(a  +  K,  B)  «=  0 
so  dass  es  möglich  ist,    A  =r  0  zu  setzen,    sobald  diese  zwei  Gleichungen  keinen  Wi- 
derspruch enlkaiten,  und  fikr  a  und  B  reelle  Werthe  liefern. 

Wegen  der  Gleichung  a  -^  a  =  K  miksBeo  die  beiden  Qi^nzordinalen  der  hier  ge- 
suchten k&rzesten  Entfernung  um  die  bestimmt  vorgeschriebene  Länge  R  voneinander 
abstehen.  Jede  mit  der  Abscissenaxe  parallele  Grade  steht  auf  beiden  Gränzordinaten 
xogleich  senkrecht,  bat  also  auch  die  Länge  R.  Jede  mit  der  Abscissenaxe.  nicht- 
parallele  Grade  steht  auf  den  beiden  Gränzordinaten  nicht  sedkrecht ,  ist  also  gr(^sser 
als  K.  Wenn  daher  zwischen  beiden  Gränzcurven  eine  mit  der  Abscissenaxe  parallele 
Grade  von  der  Länge  K  möglich  ist,  so  ist  diese  der  kürzeste  Abstand,  welcher  unter 
denen,  die  der  Bedingung  a  —  a  «  R  genügen,  zwischen  beiden  Corven  gedacht  wer- 
den kann. 

Büminirt  man  jetzt  ^a,  ^j^,  ^y^^  aus  IX,  so  bekommt  man 

XXXI)  m^rm.<i.  . 
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Zdtatz  9.  Dieter  flir  (d^  iMrgestoilte  Avfdrw*  entkSIt  Iteliieii  Dlfreretiteoefflcieo- 
ten»  was  leinen  Gnmd  darin  hat»  da«»  die  feraoiite  Grade  mit  der  AbaeiMeoaxe  parallel 
tüafl,  d.  h.  daas  A  ■■  0  ist;  denn  eben  wegen  A  =r  o  feilen  die  mit  Dlfferentcoefficientea 
Yersehenen  Tbeilsätze  hinweg.  Der  Ausdruck  XXXI  liefert  aber  dennoch  ein  TolUländigei 
PrüAingBmittel,  wie  man  eich  darch  nachstehende  geometrische  Betrachtnng  noch  näher 
überzengen  bann.  Man  darf  nemlich  auf  der  hier  geOindenen  Graden  nur  ein  Stück  tob 
der  bestimmten  Länge  K  nehmen ,  und  jedes  andere  Stttcfc ,  dessen  Lunge  (sei  es  um  eineD 
unendlichkleinen  oder  nm  einen  angebbaren  Tbeil)  yon  K  Terschieden  ist,  mnss  unbeachtet 
bleiben.  Sowie  nun  Ton  nnserer  Figur  nur  die  bestimmte  Länge  K  auf  der  gesuchten  Gra- 
den zur  Beachtung  dargeboten  wird,  d.  h.  sowie  bei  der  Figvr  keine  Verschiedenheiten  in 
secundärer  Beziehong  aufgenindeo  werden  kömien;  ebensowenig  braneht  das  PHknsngsmittel 
mit  einem  Differenzcoefficienten  versehen  zu  sein. 

Zweitens.    Will  man  ^  ~"  "^^  =  ^  gellen  lassen,  so  hat  man 

81)    ^=-t 

^    da        da 

d.  h.  die  tn  den  gesochlen  Punkten  der  gegebenen  Gränzcorven  geh((rigen  BerOhrenden 
sind  miieinander  parallel,  oder,  was  dasselbe  ist,  der  Ansrallswinkel  und  der  Einfalls- 
winkel, welche  von  der  gesuchten  Graden  nnd  den  beiden  Gränzcnnren  gebildet  werden, 
ergänzen  sich  sa  iwei  Rechten. 
Gleichung  IX  geht  jetzt  Ober  in 

Die  sechs  Gleichungen  b=sA«a  +  B,  /?  =  A«a+J,a  —  a  =  K,  r(a,  b)  =  0, 

r'(a,  ^)  =  0,  3^  =  TP  reichen  hin  zur  Bestimmong  der  sechs  Sli&cke  a,  b,  a,  ^9,  A,  B. 

Zusatz  10.  Man  bat  hier  zwei  Torschiedene  grade  Linien,  nnd  jede  kann  einen  Mi- 
nimumwerth  eines  Minimum-Standes  liefern.  Man  erinnere  sich  nur  daran,  dass  man  die 
gefundene  Grade  jedesmal  nur  mit  den  ihr  stetsfort  nächstanliegenden  NachbarcurTen  ver- 
gleicht. Weil  nemlich  bei  der  ersten  gefundenen  Graden  der  Werth  des  U  kleiner  ist.  als 
er  Ton  allen  diesen  Graden  stetsfort  nächslani legenden  Nachbarcnrven  gemacht  werden 
kann;  und  wenn  bei  der  zweiten  gefundenen  Graden  der  Werth  des  V  wieder  kleiner  wird, 
als  er  von  allen  dieser  Graden  stetsfort  nächstanliegenden  Nachbarcurren  gemacht  werden 
kann;  so  ist  beide  Mal  ein  Minimumwerth  eines  Minimum-Standes  yorhanden. 

Dritter   Fall. 
Man  sucht  wieder  nicht  die  absolot  kOrzeste  Entfemong  zweier  in  einer  Ebene 
^liegenden  Gnrveo,  sondern  nur  die  kürzeste  unter  alloB  denen,  bei  welehen  die  Diffe« 
renz  der  Gränzordinalen  den  bestimmt  vorgeschriebenen  Werlh  K  hat. 

Dieser  Fall  verlangt  also,  dass  man  nnter  aUen  jenen  Linien,  f&r  deren  Gräntpnnkte 
die  Gleichungen 

82)    y.  =  b,        83)    ya  =  /?,        nnd        84)    y«  -  y.  =  K 
gelten,  die  kürzeste  snche,  welche  t wischen  beiden  GrSnzenrven  möglich  ist 
Unterwwft  Man  GleiehOng  84  einer  gcmisohteii  Mutation,  so  bekoiaml  man 

Führt  man  hier  für  dy^  und  ^y.  die  Ausdrücke  (aus  Gleichung  11  and  13)  ein;  so  geht 
85  über  in 

86)    5^.^a-^^.^a«0 
^    da  da 

wodurch  die  Abhängigkeit  zwischen  ^a  und  i9a  gegeben  ist.  Unterwirft  man  Gleichung 
85  abermals  einer  gemischten  Mutation,  nnd  eliminirt  man  d'y«  und  ^Yar  was  millelsl 
der  Gleichungen  12  und  14  geschieht;  so  bekommt  man 
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wodaith  die  Abhlngigkeit  Kwisehen  ^a  and  ^a  gegeben  ist    Mao  oehme  ^a ,  ^a ,  etc. 
als  ibhäagig,  and  eliminire  dy,,  dy^»  i?a  aos  VIII;  so  gibt  sieb 


^'-"0[(l-S):f]-  =  0 


WO  man  den  gemeinscbaftUcben  Factor  weggelassen  hat.    Wegen  der  Will- 

kOrliebkeit  des  ^a  hat  man  aber 

88)    ^  _  i^  =  0 
-'da         da 

welches  wieder  Gleicbnng  81  des  vorigen  Falles  ist,    d.  h.  auch  jetzt  sind  die  zu  den 

gesDchten  Punkten  der  Gränzcnrven  gehörigen  Berühreoden  parallel,  oder,  was  dasselbe 

ist,  der  Aasfallswinkel  und  Einfallswinkel,  welche  von  der  gesuchten  Graden  nnd  den 

beiden  Gränzcnrven  gebildet  werden,  ergänzen  sich  za  zwei  Rechten. 

Wenn  man  Ai  +  B  an  die  Stelle  des  y  in  84  einsetzt,   so  gibt  sich  A  •  (a  —  a) 

=  K.   Es  ist  also  A  =  — -* — ,  ond  fQr  die  gesncbte  Linie  hat  man  folgende  Gleichung 

89)  y^^'^  +  B 

wo  aar  noch  B  ein  oabestimmter  Gonstanter  ist. 

Die  sechs   Gleichoagen  b  =  A*a  +  B,   ^==:A*a+B,   A*(a  —  a)  =  K, 

"j-  —  ~  =  O,  fCa,  b)  —  0,  f"(a,  /J)  =  0  dienen  znr  Bestimmnng  der  sechs  Stocke 

a,  b,  «,  /?,  A,  B. 

Um  das  Prttfoagsmittel  herzusteHen ,    eliminire  man  d'y,,  ^a>  ^^  ^os  IX,    was 
mittelst  der  Gleicbnngen  12,  14  und  87  geschieht. 

Vierler  Fall. 
Man  sucht  wieder  nidit  die  absolut  kürzeste  Entrernung  zweier  in  einer  Ebene 
liegenden  Curven,  sondern  nur  die  kürzeste  unter  allen  denen,  bei  welchen  die  Summe 
der  Gränzordinaten  den  bestimmt  vorgeschriebenen  Werth  K  hat 

Dieser  Fall  verlangt  also,    dass  man  unter  allen  jenen  Linien,   Air  deren  Gränz- 
punkte  die  Gleichungen 

90)    y.  =  b,       91)    y«  =  /J,       92)    y.  +  y«  =  K 
gelten,  die  kürzeste  suche,  welche  zwischen  beiden  GrSnzcurven  möglich  ist. 
Unterwirft  man  Gleichung  93  einer  gemischten  Mutation,  so  bekommt  man 

93)    ^a  +  ^-^«4-Äy.  +  ^-^a  =  0 

Fühlt  nan  flkr  dy«  «nd  ^y^  die  Ausdrücke  (aus  Gleichung  11  und  13)  ein;  so  geht  93 
über  In 

94)    ^.^aH-it.^a  =  0 
'^    da  da 

wodurch  die  Abhlngigkeit  zwischen  t^a  und  da  gegeben  ist  Unterwirft  man  Gleichung 
93  abermals  einer  gemischten  Mutation,  und  eliminirt  man  d'y«  und  ^y^,  was  mittelst 
der  Gleichungen  12  und  14  geschieht;  so  bekommt  man 

da  da^  da  da^ 

wodurch  die  Abhängigkeit  zwischen  <^a  und  ^^  gegeben  ist.  Man  nehme  ^a  «ad  ^a 
als  abhingigy  und  eliminire  dy«,  dy«»  ^a  aus  VIII;  so  gibt  sich 

wo  man  den  gemeinschafUichen  Factor  weggelassen  hat.   Wegen  der  Willkür- 

liehkeit  des  ^a  hat  man  nun 

II.  33 
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^^H     db         dß       ^.,      db     dß 
-^     da        da  da     da 


Führl  man  (A  •  i,  +  B)  statt  y  in  Gleichung  92  ein ,  so  bekommt  man 

97)    A  .  (a  -4-  a)  -h  2B  =  K 
Die  sechs  Stücke  a,  b,  a,  ß^  A,  B  bestimmen  sich  also  durch  die  Gleichangen  92  und 
93,  verbunden  mit  b  «  A  •  a  +  B,  i»  «  A  •  a  4-  B,  r(a,  b)  =  0.  f"(a,  /?)  «=  0. 

Um  das  PrQfungsmittei  herzustellen,    eliminire  mea  d^y«,  ^y^ ,  ^a  408  IX  •    was 
mittelst  der  Gleichungen  12,  14  und  95  geschieht. 

FfinfterFall. 
Man  sucht  wieder  nicht  die  absolut  kürzeste  Entfernung  zweier  in  einer  Ebene 
liegenden  Curyen,    sondern  nur  die  kürzeste  unter  allen  denen,    bei  welchen  das  Pro- 
duct  der  Gränzordinaten  den  bestimmt  vorgeschriebenen  Werlh  K  hat. 

Dieser  Pall  verlangt  also,  dass  man  unter  allen  jenen  Linien,  Hir  deren  Gränzpankte 
die  Gleichungen 

98)    y,  =  b.        99)    Ya  -  ß,        und        100)    y.  .  y«  =  K 
gelten,  die  kürzeste  suche,  welche  zwischen  beiden  GrSnzcurven  möglich  ist. 
Unterwirft  man  Gleichung  100  einer  gemischten  Mutation,  so  bekommt  man 

101)      y«  •  ^ya  +  y«  •  ^  •  '^a  -+-  y,  .  dy«  +  y,    .  ^  .  ^a  =  0 

M^n  eliminire  Jy^i  und  ^^^    was  mittelst  der  Gleichangen  1t  und.  13, geschieht,   and 
setze  dann  (A  •  x  +  B)  statt  y;  so  bekommt  man 

102)    (A  .  a  H-  B)  .  -j^  •  ,9a  +  (A  .  a  H-  B)  .  g^  •  Äx  »  0 

Durch  diese  Gleichung  ist  die  Abhängigkeit  zwischen  ^a  und  ^a  gegeben.    Setzt  man 
noch  b  und  ß  bezüglich  statt  (A  •  a  +  B)  und  (A  •  a  +  B) ;  so  gibt  sich 

,„   ■    ««)'--[(' 42)  ■(^■^)]- 

Eliminirl  man  jetzt  dy«,  dy^  und  i9a  aus  VIII,  so  kommt  man  zu  der  Gleichung 

Führt  man  (Ax  4~  B)  statt  y  in  100  ein,  so  bekommt  man 

105)  (A  .  a  +  B)  .  (A  .  a  -4-  B)  «  R 
Die  sechs  Stücke  a,  b,  a,  /?,  A,  B  bestimmen  sich  durch  die  Gleichungen  104  und 
105,  verbunden  mit  b  =  A  •  a  +  B,  /S  =  A  •  a  h-  B,  f'(a,  b)  =  0  und  (''(a,  ß)  =  0. 
Man  unterwerfe  nun  Gleichung  101  einer  zweiten  gemischten  Mqtation,  «nd  )aU«iir 
nire  ^y,,  ^y«,  ^^y^,  ^«y^,  was  mittelst  der  Gleichungen  11,  12,  13,  14  geschieJ^t;  se 
bekommt  man 


^««)  ^-•(t-'^^-^S-^«') 


da .  .  qa 


Durch  diese  Gleichang  ist  die  Abhängigkeit  zwischen  i^^a  and  ^a  li^limmt.  Um  das 
Prüfungsmittel  herzustellen,  eliminire  man  ^y»,  ^y^,  ^^a  aus  IX,  was  mittelst  der 
Gleidrangen  «103 ,  106,  12  and  14  geschieht. 

Sechster   Fall. 

Mao  sucht  wieder  nicht  die  absolut  kürzeste  Entfernung,  zweier  in  einer  Ebene 
liegenden  Gurven ,  sondern  nur  die  kürzeste  unter  allen  denei^^  bei  welchen 

1)    die  Summe  der  beiden  Granzprdinalen  den  bestimmt  vorgeschriebenen  Werlh 
K,  und 
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2)  4er  Unterschied  der  beiden  Gränzordioaten  den  besUmml  vorgeschriebenen 
Werlb  ^  hat 

Dieser  Fall  verlangt,  also,  dass  mau  uuCer  allen  jenen  Linien ,  für  deren  GränzjjHinkie 
üie  Gleichungen 

107)    y.  =  b,      108)    ya  =  ß.      109)    y«  -h  y.  =  K,      110)    Ja  -  y.  *=  Ä 
gelten,  die  kfirzeste  suchd,  welche  zwischen  beiden  GrSnzcorven  mOglich  ist. 

Man  nnterwerfe  die  Glelchnn^en  109  und  110  einer  gemischten  Mutation,  und  eli- 
miDire  dy.  und  ^y^e;  so  bekommt  man  bezüglich 

Unlerwirft  man  die  Gleichungen  109  und  IfO  einer  zweiten  gemischten  Mutation,  und 
eliminirt  man  ^y,  und  ^y^ ;  so  bekommt  man  bezuglich 

Weil  die  Gleichungen  111  und  112  nebeneinander  bestehen  müssen ,  so  muss  i9a  ss  0 
und  i9a  •»  0  sein.  Ebenso  folgt  ans  113  und  114,  dass  auch  «^a  =  0  und  i^a  »  0 
ist.  Und  so  fort.  Desshalb  muss  auch  ^y,  =  0,  dj^  =  0,  ^y«  =  0,  S^ya  =  0,  etc. 
sein,  so  dass  die  Mutationen  der  Gränzordinaten  zu  Null  werden,  während  dy, 
fiy,  etc.,  wa  das  x  noch  ganz  allgemein  ist,  nicht  zu  Null  zu  werden  brauchen. 

Die  Gräcttenglekhung  ililt  also  jetzt  von  selbst  weg,    ond  fikr  das  PrQfüngsmittel 
bekommt  man 

„XV)     ^  =  —i—,.C'l^f.,. 

(1  H-  x^y  ^^ 

Dieser  Ausdruck  enthält  keinen  Differenzcoefficienten,  welche  Erscheinung  eine  Folge 
ist  von  der  Menge  der  Gränzbedingungen.    (Man  sehe  Zusatz  8  der  vorigen  Aufgabe.) 

Siebenter   Fall. 
Man  sucht  wieder  nicht  die  absolut  körzeste  Entfernung  zweier  iu  einer  Ebene  lie- 
genden Curveo,  sondern  nur  die  kCirzeste  unter  allen  denen,  bei  welchen 

1)    die'  Summe  der  beiden  Gränzordinaten  und  der  zugehörigen  Abscissen  den 

bestimmt  vorgeschriebenen  Werth  K, 
9)    der  Unterschied  der  beiden  Gränzordinaten  nebst  dem  Unterschiede  der  zu- 
gehörigen Abscissen  den  bestimmt  vorgeschriebenen  Werth  it,  und 

3)  dae  Prodnci  4er  beiden  Gränzordinaten   nebst   dem   Producte  der   beiden 
Abscissen  den  bestimmt  vorgeschriebenen  Werth  ^  hat. 

Dieser  Fall  verlangt  also ,  dass  man  unter  allen  jenen  Linien ,  fikr  deren  Gränzpunkle 
die  Gleichungen 

115)    y.  =  b,       116)    ya  =  ß.       H?)    a  +  a+y. -4-ya  =  « 
118)    a  -  a  -+-  ya  -  y,  ==:  Ä,        litt)    a  •  a  +  y.  •  Ya  =  * 

gellen,  die  kürzeste  suche «  welche  zwischen  beiden  Gränzcurven  möglich  ist 

Man  unterwerfe  die  Gleichungen  117,  118,  119  gemischten  Mutationen,   und  elimi- 
Dire  dy«,  d^^,  d^y«,  d^^»  ^<^o  ^o  bekommt  man  bezQgllch 

IS»)    (.-Hj|)..„-^(n.^)..a  =  0 
1^0    (t-^^V'^—^  +  ^V'^a-O 


(' 

-'£) 

.  t?a  4-  /l 

-5) 

(' 

■^t) 

'^a  - 

-(' 

+f) 

(• 

"*">••; 

da/' 

^a  -+ 

-(«  +  : 

im    (a-fy..^).^«+(-  +  y„.^).^a  =  0 


etc.  etc. 
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MaD  sieht  also,  dass  auch  hier  die  Hotalioneo  der  Gränzordinaten  ta  üiiU  werden , 
wfthrend  ^y,  ^y,  eCc,  wo  das  x  noch  ganz  allgemeiD  ist,  nicht  zq  Nall  zq  werden 
braoehen.  Die  GrSnzengleichung  fftlit  also  aach  jetzt  wieder  von  selbst  weg;  nnd  für 
das  Prüfungsmittel  bel&ommt  man  wieder  den  AosdraclL  XXXV.  (Man  sehe  noch  Znsatz 
8  der  vorigen  Aufgabe.) 

Zur  Bestimmung  der  sechs  Stücke  a,  b,  a,  ^3,  A,  B  hat  man  jetzt  sieben  Glei- 
chungen b  =  A.a-+-B,/?  =  A.a-»-B,  r(a,  b)  =  0,  f"(a,  ß)  «  0,  (A  + 1)  •  (a  +  a) 
-h  2B  =  K,  (A  +  1)  .  (a  —  a)  =  Ä,  a  •  a  +  (A  .  a  +  B)  .  (A  •  a  -*-  B)  =  «, 
welche,  weil  eine  zuviel  ist,  sich  leicht  widersprechen  können;  and  so  wird  dieser  sie- 
bente Fall  in  der  Regel  überbestimmt,  d.  h.  unmöglich  sein, 

Schiassbemerkung.    Ist  ganz  die  Bemlicbe,  wie  die  der  vorigen  AaliK«be. 


oder 


Aufgabe    162. 

Man  sucht  y  als  solche  Function  von  x,   dass  das  zwischen  den  nach  Belieben  ge- 
nommenen Gränzen  a  und  a  erstreckte  Integral 

„=j-;[.,.+*.,.g-(S)-].* 

grösser  oder  kleiner  wird,   als  es  von  allen  andern  der  geauehleQ  Fanotion  bei  jedem 

Werthe  des  x  nächatanliegenden  Nacbbarfnncüonen  gemacht  werden  kann. 

dv 
Zur  Bequemlichkeit  setze  man  p  statt  ^ .  und  es  gibt  sich 

du  =  2  .  f  "*  r(4y  H-  mp)  .  dy  h-  (my  -  p)  •  ^1  •  dx 

du  —  2  .  (my  —  p)a  •  dy«  -  2  •  (my  —  p).  •  dy. 
4-  2  .  P  py  +  mp  -  3j  •  d(my  -  p)"j  •  dy  .  dx 

Dntersuchang  der  ersten  Form  des  dU.  Hier  müssen  die  beide» identischen 
Gleichungen  4y  +  mp  =  0  und  my  —  p  ss  0  zugleich  stattfinden.  Diese  aber  wider- 
£tf>rechen  sich,  ausser  es  müsste  schon  y  =  0,  d.  h.  es  müsste  y  eine  IdeBlische  Func- 
tion von  X  sein« 

üntersachung  der  zweiten  Form  des  dU.  Hier  nrass  staliflnden  die  Haopt- 
gleichung 

0    4y  -h  mp  -  g-  .  d(my  —  p)  =  0 

und  die  Gränzengleichpng 

U)    (my  -  p)a  .  dy«  -  (my  -  p).  •  ay.  =  0 

Führt  man  die  in  I  «ngedeutete  Differentiation  aus,  so  bleibt  nur  4y  +  t^  ==:  0;   und 

dv 
wenn  man  diese  Gleichung  mit  ^  »^  p  multipltcirt,  eo  bekomme  man  4y  •  dy  +  p  •  dp 

=  0.  Daraus  folgt  4y3  4*  P^  =  h-  ^«il  aber  (4y2  -f  p^  positiv  ist,  so  muss  auch 
h  positiv  sein;  man  kann  also  gradezu  c^  statt  h  setzen,  und  bekommt  4y^  +  p^  -«  c^, 
woraus  p  =s  K  c'  -  4y2  folgt.    Indem  man  integrirt,  bekommt  man 


oder 


X  -h  g  g  =  5  •  arc  sin  ^,  oder  2x  -f-  g  =  arc  sin  ^ 


lU)    y  =  ^  •  «»»  (2x  ^  g) 
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Wtse  Fnnction  mass  man  noch  so  apecialisiren ,  dass  dabei  die  GrlnzeogleichuDg  II, 
welche  jetxl  aoch  dargestellt  werden  kann  darch 

IV)    V^  .  ain  (2a  -h  g)  -  e  .  CO»  (2a  4-  g)"|  •  ^y« 

-  r^  •  sin  (2a  H-  g)  -  c  .  COS  (2a  +  g)l  •  «y.  =0 

hinwegfllllt;  denn  nur  dann  iiaiin  U  ein  Maximnn-stand  oder  Minimani-etand  werden. 
Unter  Berackaiebtigung  alles  Vorhergehenden  bleibt  jetzt  nur 

V)    d«ü-.2.r^.sln(2«H-g)  ^  c.C08(2a+g)l-^ya 
—  2  .  r^ .  sin  (2a  -h  g)  —  c  .  cos  (2a  +  g)l  •  ^y. 

.,.ji;'(..v.»..^.^- ©')... 

Da  man  hier  sieht,  dass  (—  2)  der  za  f-^)    gehörige  Factor  ist,    so  erkennt  man 

(nach  $.  230  nnd  231),  dass  ein  Maximum-stand  staitflndet,  aber  nur  zwischen  den  Grän- 
zen  z  >=>  a  bis  X  =  a,  weil  die  Constanten  c  und  g  darch  die  von  diesen  Gränzen  ab- 
hängigen Bedingungen  bestimmt  werden  müssen,  damit  Gleichung  IV  erfüllt  wird» 
Hierzo  soll  aber  die  ndthige  Untersnchnng  noch  besonders  aasgel&hrt  werden.  Man 
nehme  deaahalb  das  von  a  bis  x  erstreckte  Integral,  und  setze 

-  »D  •  ay^  -  Sa)  -  dyl  -  P  (§  +  *(»>  •  ^y)^  •  d» 

wo  $tx)  aod  m(X)  iwei  noch  zu  bestimmeiide  Functionen  ton  x  sind«  Differenüirt  man 
auf  beiden  Seiten,  and  bringt  man  Alles  auf  die  linke  Seite  des  Gleichheitszeichens; 
so  kekommt  man 

VII)    n  --  ^  _|,  (^(xOH  .  ^y^  -h  2  .  [m  -  £(«  +  ^w]  '  ^Y* '^  =  ^ 

Diese  Gleichung  gilt  fQr  jede  beliebige  Function  Sy^  von  x,  und  bei  jedem  beliebigen 
Werthe  des  x;  sie  muss  also  in  folgende  zwei  identische  Gleichungen  zerfallen: 

VIII)    4  -.  ^  ^  (jroo)«  «0       und       IX)    m  -  Jtx)  +  «(x)  =  0 

Ans  IX  folgt  jr(x)  =  —  m  +  £rx) ,  nnd  VIII  geht  über  in 

4  -  ^  -h  (-  m  +  ffx))«  -  0 

woraos  ,        ._        .        x^  =  dx  folgt,  wovon  man  als  Integralgleichung 

i           .    —  m  +  Jtx)  ,    1  » 

-.arctg ^^^  =  x4.-B 

bekommt,  so  dass 

X)    S(x)  —  m  H-  2  .  tg  (2x  -h  B) 

ist,  wo  B  ein  ganz  willkfkrlicher  Constanter  ist,  zu  dessen  Bestimmung  durchaus  keine 
Bedingung  existirt    Femer  ist 

XI)   jr(x)  =  —  m  -h  jrx)  —  2 .  tg  (2x  -h  B) 
Gleichung  Vi  geht  also  jetzt  über  in 
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^/*(S  ^  2.ay  -lg  (2x  ^-  B;)'.dx        : 

Diese  ,Gleichaog  iatand  :bleibL  eine  ideDtiaobe,  mao  amg  dem  CeesiaDleo  B  was  kniner 
fQr  einen  beliebigen  Werib  beilegen,  wovon  man  »kh  rttckwftris  iberxeugeo  kann, 
dadurch  dass  ms^n  auf  beiden  Seiten  wieder  diflferentiirt.  Da  nun  Gleichung  XII  für 
das  zwischen  den  Gränzen  a  bis  zu  dem  noch  allgemeinen  x  erstreckte  Integral  gilt, 
so  gilt  sie  nolhwendig  auch  fQr  das  zwischen  den  Gränzen  a  bis  zu  dem  bestimmten  a 
erstreckte  In^les^n^  >  d.  h.  es  ist  nothwendig  auch  noch 

=  [m  +  2 .  Ig  (2a  +  B)]  .  ay^  -  [m  +  2  .  tg  (2a  +  B)]  •  dy'i 

bei  jedem  beliebigen  Werlbe  des  Constanten  B.    Gleichung  V  gebt  also  über  in 
•'      XIV)    a«ü  -  2  .  r^  .  sin  (2a  -f  g)  -   cos  (2«  -h  g)l  •  a^y^ 

-4-  2  .  [m  -h  2  .  tg  (2a  H-  B)]  •  ay^  —  2  .  V^  .  sin  (2a  4-  g)  -  cos  (2a  +  g)l  •  <5«y. 

-  2  .  [m  -h  2  .  Ig  (2a  -H  B)]  .  ayj  -  2 .  p  (-J  +  2  .  ay  .  tg  (2z  +  B))*  -  di 

Was  man  auch  immer  dem  Constanlen  B  für  einen  beliebigen  Werth  beilegen  mag, 
«o  hat  doch  jedesmal  der  in  XIV  für  d^l]  hergestellte  Ausdruck  den  gleichen  Werth, 
Wle'der  in  V  für  d^Jü  hergestellte;  und  man  hat  das  in  der  That'  lidcbst  be- 
merkenswerlhe  Ergebniss ,  dass  der  Werth  des  in  XIV  für  ^U  anrgestelllen  Aasdmckes 
ganz  unabhllngig  ist  von  dem  willkürlichen  Werthe  des  Gonstanten  B.  Man  hat  dabei 
weiter  nichts  zu  beachten,  als  dass  man  dem  unter  dem  Integralzeiclien  befindlichen 
B  jedesmal  den  nemlichen  willkürlichen  Wertb  beilegt,  den  man  dem  ausserhalb  des 
Integralzeichens  befindlichen  B  beilegt. 

Vielleicht  ist  es  für  Manchen  nicht  überflüssig,  wenn  man  ihn  noch  aur  Tolgendem 
Wege  zu  der  Erkenntniss  führt,  dass  der  Werth  des  in  XIV  für  ^U  aufgesIcjUen  Aus- 
druckes von  dem  willkürlichen  Werthe  des  Constanten  B  ganz  unabhängig  ist.  Glei- 
chung XIV  lässt  sich  zunächst  umformen  in 

XV)    c52ü  =  2 .  r?^  .  »in  (2tt  +  g)  -  cos  (2«  -h  g)l  .  ^y« 

+  2  .  [m  +  2  .  tg  (2a  -h  B)]  .  ay^  -  2  .  V^  •  sin  (2a  -h  g)  -  co«  (2a  -h  g)"|  •  a^y, 

-  2  .  [m  -h  2  .  tg  (2a  +  B)]  .  dy]  -+-  2  .£"  [^4  .  dy«  -h  2m  •  ^y  •  ^  -  (^)') 

,  ~  2  [m  +  2  .  tg  (2x  +  B)]  .  dy  .  ^  -  4  .  [I  +  tg  (2x  +  B)2]  •  Sy^l  •  di 

Nun  ist  2  .  [m  -h  2  .  tg  (2x  +  B)]  -  ^y  .  ^  -h  4  •  [I  -h  tg  (2x  -h  B)^]  •  6y^  = 
<p  •  d  [(m  +  2  *  tg  (2x  -h  B))  •  dy^],  und  somit  geht  Gleichung  XV  Über  in 
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XVI)    a^ü  =  2  .  fB^  .  gib  (2ii  ^-  g)   -  cos  (2a  -h  g)  1  •  d^y« 
4-  2  .  [in  -h  2  .  lg  (2a  -h  B)l  .  dy^  —  2  .  F^  .  sio  (2a  -h  «)  -  cos  (2a  -h  g)l  •  d^y, 

+  2  .  [m  +  2  .  Ig  (2a  -4-  B)]  .  dyl  +2  .  P|^4  .,dy^  4-  2i» .  ^y  •  ^  _  (^)^ 

—  i. .  d  [(m  +  2  .  lg  (2x  +  B))  .  dy^]\  •  dx 

Derjeoige  nnler  dem  Inlegralzeiclien  befindliche  Theilsatz,  welcher  ein  VoHständiiifes 
Differenlial  isl,  lässl  sich  ohoeweiters  iDlegriren;  Qod  Ibul  mao  dieses,  so  reducirl  sich 
Gleichoog  XVI  gradezu  auf  V,  wo  der  Constante  B  nichl  weiter  vorkomml.  Da  nuo 
Gleichong  XVI  uod  XIV  ganz  die  nemlichen  sind,  so  isl  yoUkomroen  erwieaep,  dass 
der  willk&rliche  Werlh  des  Cooslaotoo  B-  keiueo  Cioflsss  bat  ajiif  den  Wer4h  dw*  d^Ui 

Was  aacb  Hir  Umsl^nde  ein(rele<i  oiögeii,.  so  kann  man  doch  .iuuiier  dem  :  B* 
einen  solchen  Werlh  beilegen,  dass  in  XIV  die  ausserhalb  des  Inlegralzeicheos  befind- 
heben  TheilsSlze  alle  wegfallen;  and  somil  ist  erwiesen,  dass  d^V  unter  allen  Umstän- 
den negativ  bleibt,  d.  h.  ein  Maiimmn-stand  stallfindet. 

Erster  FalK  Soll  bei  x  =  a  die  gesuchte  Function  y  den  bestimmt  gegebenen 
Werlh  b  haben,  so  dass  y.  =  b  ist;  und  soll  ferner  bei  x  =  a  die  gesuchte  Function 
y  den  bestimmt  gegebenen  Werlh  ß  haben,  so  dass  y^  «  /?  ist;  so  isl  dy,  =  0, 
ay^  »  0,  a^y,  =  0,  a^y^  =  0,  etc.  Die  Gränzengleichung  IV  fällt  also  von  selbst 
weg,  und  die  Conslanlen  c  und  g  bestimmen  sich  durch  die  Gleichungen 

b  =  g .  sin  (2a  +  g),        and       i»  «  g  •  ^in  (2a  +  g) 

Gleichung  V  reducirl  sich  dabei  auf 

XVIO    a«ü  =  +  2  .  p  Ti  .  dy2  +  2m  .  ^y  .  ^  -  (^jH/. ^^ 

und  Gleichong  XIV  reducirl  sich  auf 

XVIII)    ^11  «  -  i  .  P(^  +  2  .  ^y  .  Ig  (2x  4-  B)\  •  dx 

Diese  beiden  für  ^U  hergestellien  Ausdrucke  haben  Völlig  einerlei  Werth ,  wovon  man 
sidi  ul>erxQug.l,  wenn  man  Gleichung  XVI  zu.  Hilfe  nimmt,  inlegrird  pncl  ijlaDii  boacb- 
lel,  dass  dy,  —  0,  ^y«  =  0,  ^y.  -=»  0,  d^y^  =  0,  etc.  isl.  An  dem  in  XVIII  aufge- 
stellten Ausdrucke  erkennt  man  gradezu,  dass  er  negativ  ist ;  also  ist  aqch  der  in  XVTl 
anfgeslellte  Aasdruck  negativ. 

Zweiler  Fajl.    Ist  weder  der  Werlh  von  .y^t  ooch  voj^,  y.  g^gebeM;  so  wiN  die 
Gränzengleichong  IV  nur  erfüllt »  wenn  die  beiden  Gieichupgen' 


5^  .  sin  (2a  -I-  g)  -  c  .  cos  (2a  -h  g)  =  Ö 


2 

5^  .  sin  (2a  +  g)  -  c'.  cos  (2a  4-  g)  -=  0'  ' 

slallfinden.  Aus  der  ersten  folgt  m  *  lg  .(2a,  ^^g)  ==:  2^  und;i|aß.  der  2:WeHen.  folgt 
m  •  lg  (2a  -f-  g)  »  2,  so  dass  lg  (2a  +  g)  =  lg  (2a  +  g)  sein  müsste,  was  zu  der 
weitern  Gleichung  2a  +  ge*a-^-f-2a-h  g  fuhren  wiirde ,  wo  a  entweder  Null 
oder  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet.    Aus  letzterer  Gleichung  würde  a  —  a 

=  ^  -  ar  folgen,  und  diese  Gleichung  zeigt  an,  dass  die  Differenz  (a  —  a)  beengt  sein 

mfissle,  was  der  Voraussetzung  enfgegen  ist,  weil  a  und  a  nach  iSelieben  sollen  ge- 
nommen werden  können.    Dieser  zweite  Fall  darf  also  nicht  betäcksichtigl  werden. 
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Aafgabe   163. 
Man  sucht  y  als  solche  Fonction  von  x,  dass  der  Aosdrack 


I)    ü=J'*(ir(px-rtf3F).dx 


ein  Maxhnom-stand  oder  Minima m-«tind  wird. 

Das  Radical  ist  dreifdrmig.    Um  bequem  calcoliren  za  können,  schreibe  man  lieber 

3  9  3 

(ifT)  •  (px  —  m)',  und  behandle  nur  (ifT}  als  dreiformig,   alles  Andere  aber  als  ein- 
förmig und  reell.    Statt  der  gegebenen  Gleichung  bekommt  man  also 


11) 


ü  =  ()fl)  •  I     (px  -  m)«  •  dx 


Um  nun  die  Aufgabe  weiter  durchfiihren  zu  können,  lege  man  dem  (lfl)  zuerst  seine 
reelle  und  dann  seine  beiden  imaginären  Formen  bei,  und  bringe  die  Aufgabe  in  zwei 
Abtheilungen. 


I  AbiheUuig. 

Man  lege  dem  (ifT)  seine  reelle  Bedeutung  bei,  so  geht  Gleichung  II  über  in 

IFI)      U=  P(px  -  m)«.dx 
Daraus  folgt 


2    r 


.ü-M    T-^-^^-"« 


Tpx  —  m 
und  wenn  man  die  gehörigen  Umformungen  ausf&hrt,  so  bekommt  man 

,v)  ,ü-|./t-^^\  •*y«-i-/x=\   'y- 

\Kpx  —  m/a  \K"px  —  m/a 

Untersuchung  der  ersten  Form  des  aU.  fiel  dieser  Form  kann  nur  der 
Nenner  des  zu  -^  gehörigen  Factors  zu  Null  werden,  d.  h.  nian  bekommt  nur  die  Glei- 
chung px  —  m  =  0,  woraus  y  =  E  +  m  •  lg  nat  x  folgt.  Dabei  Ist  ü'  =  0.  Für 
das  PrQfungsmiUel  bekommt  man  denselben  Ausdruck,  welcher  in  Gleichung  XIX' auf- 
gestellt werden  wird.  Man  erkennt  also,  dass  U'  =  0  In  der  That  ein  Minimum-sland 
ist,  und  zwar  bei  jedem  beliebigen  Werlhe  des  Constanten  £.  Aber  eben  weil  dieser 
Constanle  von  den  Gränzen  a  und  a  nicht  abhängig  ist,  so  liefert  die  Function  y  ««>  E 
+  m  •  Ig  nat  X  auch  noch  zwischen  allen  andern  Gränzen  x  =  a'  bis  x  ■»  a'  eioea 
Minimum-Stand,  so  lange  a'  >  a'. 

Untersuchung  der  zweiten  Form  des  JU. 

Erstens.    Soll  dU  =^  0  werden,  so  hat  man  die  Hauptgleichung 


und  die  Gränzengleichung 

TD 


yK'px  -  m/a  \Kpi  —  m/„ 
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3 

Aas  V  folgt  zonächsl  -5 — =  Y7l,  uod  daraus  folgt  ferner   *-^  =  \ — h  ^.     Die 

^ dx        A  X 

Tpx  —  ni 
gesachte  Function  ist  also 


3 


VII)      y  r=  —  H-  ß  +  m  .  Ig  nat  1 

Gleichang  VI  geht  nun  über  in 

.    3 

VIII)  KT .  (Sya  -  ^ya)  =  0 

Ifoürt  man  noch  einmal,  so  bleibt  in  Folge  alles  Vorhergehenden  nur 

3 

Das  Radical  KX  darf  (hier  in  dieser  ersten  Abiheilung)  nur  als  reell  genommen  werden. 

Da  der  zo  (-r^)   gehörige  Factor  ( —  ^  •  Ka^  >  —A   bei  jedem  Werthe  des  x   negativ 

bleibt,  so  bleibt  auch  ^U  unter  allen  Umständen  negativ,  und  es  findet  ein  Maxiraum- 
stand  statt,  aber  nur  zwischen  den  Gränzen  x  =  »  bis  x  =  a,  weil  die  Gonstanten  A 
oad  £  durch  die  von  diesen  Gränzen  abhängigen  Bedingungen  bestimmt  werden  müssen, 
damit  Gleichang  VIII  erfüllt  wird. 

Erster  Fall.  Haben  y«  und  y^  bezikglich  die  festen  Werthe  b  und  ß,  so  ist 
ay,  =  0,  dya  =  0,  ^ßy^  =  0,  ^y«  =  0,  etc  Gleichung  VIII  fallt  also  jetzt  von  selbst 
weg,  und  die  Constanten  A  und  B  bestimmen  sich  durch  die  beiden  Gleichungen 

a^  a^ 

ß  :=  TTT  +  B  +  m  •  lg  nat  a,  und  b  =  ttt  H-  B  -i-  m  •  lg  nat  a 

o  A  «>  A 

Zweiter  Fall.  Wenn  weder  y.  und  y^  feste  Werthe  haben,  noch  irgeod  eine 
Abhängigkeit  zwischen  ihnen  stallfindet;   so  wird  (nach  g.  92)  der  Gleichung  VIII  nur 

genügt,  wenn  A  «>  0  ist  Dabei  ist  dann  y  =  -tt-  +  B  +  m  •  lg  nat  *x.  Da  das  Inte- 
gral jetzt  Null  in  den  Nenner  bekommt,  so  hat  man  eine  Anzeige,  dass  man  für  diesen 
specieUen  Fall  die  Integration  noch  einmal  von  Anfange  an  vornehmen,  uod  dabei 
A  »  0  berficksichtigen  müsse.   Aus  Gleichung  V  folgt  aber  für  den  hiesigen  Fall,  dass 

3^ 

auch  -r =  0,  oder,  was  dasselbe  ist,  dass  x  •  l/ — 3 x- =  0 sein muss. 

3  p^  y  •  dy  —  m  •  dx 

Kpx  —  m 
Nun  ist  das  x  noch  ganz  allgemein;   und  so  kann  aus  letzterer  Gleichuog  nur  dx  =  0 
folgen.    Daraus  gibt  sich  x  =  G,  d.  h.  constant,  was  z.  B.  die  Gleichung  einer  auf  die 
Abscissenaxe  senkrechten  Graden  ist.    Für  y  lässt  sich  also  nichts  ermitteln ,  und  somit 
kann  dieser  zweite  Fall  nicht  weiter  beräcksichtigt  werden. 

Dritter  Fall.  Wenn  zwar  y,  and  y^  ihrem  Werthe  nach  nicht  gegeben  sind, 
dagegen  zwischen  ihnen  die  Gleichung 

IX)  a  .  y«  +  a  •  y,  =  y,  .  y« 

Ä  —  yct  ^  —  y« 

staltfindet;  so  folgt  daraus  ^y^  «• •  ^y«,    und  ^y«  = •  (J^y^  ^ 

Ä       y*  ^  —  y» 

2  '-z ^  .  dyl.    Gleichung  VIII  geht  also  jetzt  über  in 

X)     -  KA .  dy,  «0 

«  Ja 

d.  h.  es  ist  a  +  a  =  y.  +  y^,  welche  Gleichung  in  Verbindung  mit  IX  und  mit 
y*  «»  |-r  +  B  -+-  m  •  lg  nat  a  und  mit  yct  =  ^  4-  B  +  m  .  Ig  nat  a  hinreicht,  die 
vier  Stücke  A,  B,  y.,  y^  zu  bestimmen.    Zugleich  wird  jetzt 
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xo,„=-*.,?r.^:-^,,.,,:-|.;r../;(i.©'.* 

Um  sich  ZQ  Oberzeugen,  dass  dieser  für  ^U  hergeslellle  Aasdrack  ooter  allen  Umstän- 
den negativ  ist ,  fGhre  man  die  gewöhnliche  Umformang  aas ,  und  man  bekommt  zunächst 

Daraos  eliminjre  man  iya>  so  bekommt  man 

XIII)    ^ü=-    3.rÄ.[2.^^-^  +  3^-p^3.^;^-^J    ___J.,yJ 

Nun  ist  bekannt,  dass  der  Werth  des  ^U  anabhängig  ist  von  dem  willkörlicben  Werthe 
des  Gonstanten  c.  Man  gebe  also  dem  c  einen  solchen  Werth ,  dass  der  aasserbalb  des 
Integralzeichens  befindliche  Theilsatz  zo  Nall  wird,  d.  b.  dass  die  Gleichung 

^' V    -*  •  (a  -  y.)2  -*-  3c  -h  a3  •  \a  -  yj         3c   H-  a^  ^  " 
stattfindet.    Daraus  ergeben  sich  zwei  Werthe  für  c,  und  jeder  macht,  dass  Gleichung 
XIII  sich  auf 

zurückzieht,  wo  man  aber  dem  c  einen  ans  XIV  sich  ergebenden  Werth  beigelegt  den- 
ken muss.  An  dem  Ausdrucke  XV  erkennt  man  gradezu,  dass  er  negativ  ist;  es  ist 
also  auch  der  mit  ihm  gleichbedeutende  Ausdruck  XI  negativ.  Somit  findet  ein  Maxi- 
mum-stand  statt. 

Zweitens.  Lässt  man  in  Gleichung  IV  den  Nenner  des  zu  dem  anter  dem  Inte- 
gralzeichen stehenden  dy  gehörigen  Factors  zu  Null  werden ,  so  bekommt  man  zunächst 
die  Hauptgleichung 

XVI)    px  -  m  -  0 
Daraus  folgt 

XVII)    y  «  E  -h  m  .  lg  nat  X 

Die  in  Gleichung  IV  ausserhalb  des  Integralzeichens  stehenden  Theilsätze  nehmen  bei 
jedem  Werthe  des  Constanten  E  jelzt  folgende  Form 

xvin)  |.?.,,y«_|.;.,^. 

an.  Daran  erkennt  man,  dass  die  Bedingung,  wodurch  der  Constante  £  bestimmt  wird, 
nicht  nothwendig  von  den  Gränzen  a  und  a  abhängig  la  sein  braucht    Hier  isl  U'  =  0 

ganz  unabhängig  von  den  Werthen  a  und  a.    Aus  Gleichung  XVI  folgt  p  «  — ;    und 

man  bekommt  das  PrQfungsmittel ,  indem  man  JV  an  die  Stelle  des  U.  und 

in  Gleichung  III  überall  einsetzt,  d.  h.  man  bekommt 


oder 


Jg     >  dX  1.2        dx      ^1.2.3        dx  f 
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Daran  erkennt  man,  dass  in  der  Thal  ein  Minimom-stand  staitfindet,  und  zwar  bei 
jedem  beüebigeQ  Werlhe  des  Conslanten  £.  Aber  eben  well  dieser  Gonstante  von  den 
GräDzen  a  nnd  a  niebt  abhängig  za  sein  braachl,  so  liefert  die  Fonetion  y  =  E  + 
m  •  lg  nat  x  auch  noeh  zwischen  jeder  andern  Gränze  x  =  a'  bis  x  «  a'  einen  Biini- 
monhstand,  so  lange  a*  >  a'. 

Zweite  AbtheUuf. 

Man  kehre  nun  wieder  za  Gleichung  II  znrfkck ,   and  lege  dem  (ifl )  seine  beiden 
imaginären  Formen  bei.    Man  bekommt  dann  zuerst 

Kpx  —  m 
ond  nach  gehöriger  Umformung  bekommt  man 


\Kpx  -  mja  Y^TH  —  m/a 


-\-m 


Untersuchung  der  ersten  Form  des  dU.  Hier  kann  man,  wie  schon  in  der 
ersten  Ablheilung,  nur  px  —  m  =  0  setzen.  Daraus  folg!  y  «  £  -f  m  *  lg  Q^t  x. 
Dabei  ist  U'  =  0,  und 

XX)  ^  =  (rD.xt.r (^y-H^.^  +  -^.^4- )t.d. 

^  Ja   ^^*         1.2      dx  1.2.3      dx  / 

woran  man  erkennt,  dass  U'  =  0  ein  Einzel-stand  ist. 
Untersachung  der  zweiten  Form  des  dU. 

Ersten  s.    Aus  -^  •  d/-i — \  =  0  folgt  y  =  .^  -+-  B  +  m  •  lg  nat  x.     Als 


Grinzengleiebang  bat  man 

8  3__ 

(ITT) .  Ya  .  (ay«  -  ^.)  =  0 

3 

irobei  man  auch  den  gemeinschaftlichen  Factor  (ifT)    weglassen   kann,    so   dass    man 
geaao   wieder  Gleichung   VIII   hat»   und   die    Constaoten   A  und  B  ebenso  bestimmen 

3  cj3_a3 

kann,  wie  in  der  ersten  Ablheilung.    Ferner  ist  U'  =  (ifT)  •     ».^       imaginär,     also 

dieser  Fall  nicht  weiter  zu  beachten. 

Zweitens.  Setzt  man  px  —  m  =  0,  so  ist  y  «s  E  +  m  •  lg  nat  x.  Femer  ist 
C'  n  0,  and  för  das  Pr&fungsmittel  bekommt  man  den  bereits  in  XX  aufgestellten 
Aosdrack.    Man  erkennt  also ,  dass  auch  jetzt  das  U'  =  0  ein  Einzel-stand  ist. 


Aufgabe    164. 
Man  sucht  y  als  solche  Function  von  x,  dass  der  Ausdruck 

I)    ü  -  P  (a  +  m«  .  (iTx  -  py)*)  .  dx 

ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird. 

3 

Das  Radical  (if  x  —  py)   ist  dreiförmig.    Um  bequem  calcaliren  zu  können,  schreibe 
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3  2  3 

mao  lieber  (ifT)  •  (x  —  py)^,  and  behandle  nur  (ifT)^  als  dreiförmig,  alles  Andere 
aber  als  einförmig  und  reell.    Slatt  Gleichung  I  bekommt  man  jetzt 

II)    U  =  P  (a  +  m2  .  (iTT)*  .  (x  -  py)»)  .  di 

3 

Um  die  Aufgabe  heiler  durchfuhren  zu  können ,  lege  man  dem  [WTj^  zuerst  seine  reelle, 
und  dann  seine  beiden  imaginären  Bedeutungen  bei,  und  bringe  die  Aufgabe  in  zwei 
Abiheilungen. 

Erste  AbthellüBg. 

Wenn  man  dem  (ifT)^  nur  seine  reelle  Bedeutung  beilegt,   so  geht  Gleichung  II 
über  in 

III)     ü  =  K  (a  4-  m2  .  (x  -  py)»)  .  dx 

Daraus  folgt,  wenn  man  die  erste  Form  des  dl]  nicht  weiter  berücksichtigen  will,  für 
die  zweite  folgender  Ausdruck 

IV)  aü  =  -HH'    /     y     \     .-    .  2m» 


V«  -  py/a  \rx  -  py/a 


2m2      r 
9       Ja 


«i-P-yg 


^^ y  .  ay  .  dx 


(x  -  py)8 
Erstens.    Soll  dU  =  0  werden,  so  hat  man  die  Hauptgleichung 

V)       (l_p2_    y.jB).y  =  0 

und  die  Gränzengleichung 

VI)  l-T-^ — \  •sya-l-T-^ — \  •*y.  =  o 


/T-^\-aya-/-3-^\-.y 

V  X  -   py/a  \tx  -  py/a 


A)  Die  Gleichung  V  wird  erfüllt,  wenn  y  =  0,  d.  h.  wenn  y  eine  identische 
Function  von  x  ist.  Dabei  wird  aber  auch  die  Gränzengleichung  VI  erfüllt,  unabhängig 
von  jedem  Werthe  des  x,  also  auch  unabhängig  von  den  grade  dem  a  und  a  beigeleg- 
ten Wertben.    Hierbei  ist 

Kx 

32        i  1 

woran  man  erkennt,  dass  ü'  =  A  •  (a  —  a)  H ^  •  (a®  -  a^)  weder  ein  Maximum- 
stand noch  Minimum*4tand  ist. 

B)  Die  Gleichung  V  wird  aber  auch  erfüllt,  wenn 

VII)       l_p2-.y.g    =   0 

gesetzt  wird.    Diese  Gleichung  geht  zunächst  über  in    ^^f  ==  1 ,  und  daraus  folgt  y  •  p 
=  X  4-  5  C ;  also  ist 

VIII)      y2  «  x2  +  CX  +  E 

Gleichung  VI  geht  über  in 

IX)    ~  [[Wo?  H-  C  .  a  4-  E)  .  dya  -  (if  a^  -H  C  a  -h  E)  •  dyj  =  0 

in  Folge  alles  Vorhergehenden  ist  aber  jetzt 
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3 

^U  =  _  ^  • "';  ^  .  [{Waß  -H  Ca  -+-  E)  •  eJ^y«  -  (if'a»  H-  C  •  a  +  E)  •  ^y.] 


3 

3.rc 

9.rc* 


.0p..ay»4-2.(3x-2py).a,.f  -H.,..(^yf].d. 


Da  der  ZU  (-p)    gehörige  Factor  1 ^ —     y^j  bei  jedem  Werlhe  des  x  negativ 

\    9.rc*      / 

bleibt,  80  ist  anter  allen  Umständen  auch  ^U  negativ,  ond  findet  ein  Maximam-stand 
statt,  aber  nur  zwischen  den  Gränzen  x  =  a  bis  x  =  a,  weil  die  Gonstanten  G  and 
£  darch  die  von  diesen  Gränzen  abhängigen  Bedingungen  bestimmt  werden  müssen, 
damit  Gleichung  IX  erfalll  wird. 

Erster  Fall.  Haben  y.  und  y^  die  festen  Werthe  b  und  ß,  so  ist  <)ya  =  0, 
dy^.  =  0,  ^y«  =  0,  if^Ya  =  ^>  ^^<^*  ^>^  Gränzengleichung  fällt  also  von  selbst  weg, 
and  die  Constanten  bestimmen  sich  durch  die  Gleichungen 

i82  =  «2  -I-  c  .  a  4-  E      und      b«  =  a2  -f-  G  .  a  4-  E 

Zweiter  Fall.  Haben  y.  und  y^  keine  festen  Werthe,  so  sind  dy^  und  dy^  dem 
Werthe  nach  ganz  unabhängig  voneinander.  (Man  sehe  $.  92.)  Gleichung  IX  zerfällt 
also  jetzt  in  folgende  zwei: 

«2  H-  G  .  a  4-  E  =  0,       und       a«  4-  C  •  a  4-  E  —  0 
wodurch  die  beiden  Constanten  bestimmt  werden  können. 

Zweitens.  Lässt  man  in  Gleichung  IV  den  Nenner  des  zu  dem  unter  dem  In- 
tegralzeichen stehenden  dy  gehörigen  Factors  zu  Null  werden ,  so  bekommt  man  zunächst 
die  Hauptgleichung 

X)  X  —  y  .  p  =  0 
Daraus  folgt 

XI)  y2  ==  x2  4-  F 

Die  in  Gleichung  IV  ausserhalb  des  Integralzeichens  stehenden  Theilsätze  nehmen  bei 
jedem  Werthe  des  Gonstanten  F  jetzt  folgende  Form 

an.  Daran  erkennt  man,  dass  die  Bedingung,  wodurch  der  Constante  F  bestimmt  wird, 
nicht  nothwendig  von  den  Gränzen  a  und  a  abhängig  zu  sein  braucht  Hier  ist 
ü'  =  A  •  (a  —  a).    Zur  Gewinnung  des  Prüfungsmittels  setze  man 

a2y \  oder  kurzweg  ((if  x«  4-  F)  4-  x  .  9))sUtty 

.  -3-^  4-  . .  . .  1  oder  kurzweg  ■  _  4-  x  .  -^\  statt  p 

in  Gleicbung  IH  ein,  und  man  bekommt 

1     ^«/(x»-hF).J|-hx.$  \| 

Ja    \  rx2  4-F  ^    dx/ 

Daran  erkennt  man,  dass  in  der  That  bei  jedem  beliebigen  Werthe  des  Gonstanten  F 
ein  Minimum-Stand  stattfindet. 

Aber  eben ,  weil  der  Constante  F  von  den  Gränzen  a  und  a  nicht  abhängig  zu  sein 
braucht,  so  liefert  die  Function  y^  =  x^  4-  P  ^^<^^  noch  zwischen  jeder  andern  Gränze 
X  »  a'  bis  x  =  a*  einen  Minimum-stand,  wenn  nur  a'  >  a'  ist 


([W.'  + 

■?)    +    . 

:>dy 

4- 

1.2 

ond 

(       » 

—  4-  X 

ddy 
•  dx 

+ 

X« 

\lfT«-+. 

F 

1.2 
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Zweite  AbtheUwig. 

NoD  kehre  mau  wieder  la  Gleichaog  II  zarQck,  ond  lege  dem  (iTT)'  seine  beideo 
imaginären  Formen  bei.  Man  bekommt  dann,  wenn  man  die  erste  Form  des  dU  nicht 
weiter  beachten  will,  für  die  zweite  folgenden  Aasdrack 

\rx  -  py/a  \Yx  -  py/a 

9—  •  (^r  •  I     4 y  •  ay  .  dx 

'      (x-py)^ 

Erstens.  A)  Setzt  man  y  —  0,  so  ist  ü'  =  A  •  (a  —  a)  H-  ^  .  [WT)^  •  (a«  —  a«) 
imaginär,  also  dieser  Zostand  nicht  weiter  zu  beachten. 

B)  Setzt  man  l—p^  —  y.-5  =  0,  so  bekommt  man  y«  =  x»  +  Cx  -»-  E;  and 
als  Gränzengieichong  hat  man 

Q 

-  ^^  .  (Jf?)*  .  -^  .  [{Wal  _|.  c  .  a  +  E) .  »y«  -  (Wtt>  4-  Ca  +  E)  •  dyj  =  0 

rc 

wobei  man  auch  den  gemeinschaftlichen  Factor  —^  •  (fTl)^  weglassen   kann,   so   dass 

man  genau  wieder  Gleichung  IX  hat ,   nnd  die  Gonstanten  G  nnd  E  ebenso  bestimmen 
kann,  wie  in  der  ersten  Abtheilong.    Ferner  ist 

U'  =  [a  +  m».  (ifT)«  •  (g  .  C)l]  .(«  -  a) 

imaginär;  also  auch  dieser  Fall  nicht  weiter  zo  beachten. 

Zweitens.  Setzt  man  x  —  yp  ==  0,  so  bekommt  man  y^  ^  x^  +  F.  Femer 
isiU'  »  A-(a^  a),  nnd 

.0 =^. («)... 5 ./_  (     ^;-, ,.f)  .d. 

woran  man  erkennt,  dass  jetzt  ein  Einzel-staad  stattfindet 


Aufgabe  165. 
Man  sucht  y  als  solche  Functionen  von  x,  dass  der  Ausdruck 


1)    ü  =  P(a  ~  m2  .  r(y  -h  px)*)  .  dx 


ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-sland  wird. 

3 

Das  Radical  1f  (y  -+-  px)*  ist  dreilSrmig.   Um  bequem  caiculiren  zu  können ,  schreibe 

34  9 

man  lieber  (iTl)  •  (y  +  px)^,  und  behandle  nur  (ifT)  als  dreifSrmig,  alles  Andere  aber 
als  einförmig  nnd  reell.    Statt  Gleichung  I  bekommt  man  jetzt 

II)    U  =  P(a  -  m2 .  (ifi) .  (y  -h  px)»)  .  dx 

3 

Um  die  Aufgabe  weiter  ddrchfiihren  zu  können  ,  lege  man  dem  (ifT)  zuerst  seine  reelle, 
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and  dann  seine  beiden  imaginären  Bedeatongen  bei ,    und  bringe  die  Aufgabe  in  iwei 
Abüieilungen. 

Ente  AbtheUwig. 

Wem  man  dem  {Wl)  nnr  seine  reelle  Bedeatong  beilegt,  so  gehl  Gleichung  II  Ober  in 

ni)    ü==r'*(A  -  m2.(y -h  px)3J.dx 

Daraos  folgt,   wenn  man  die  erste  Form  des  ^U  nicht  weiter  berOeksichtigen  will,  flkr 
die  zweite  folgender  Ansdrack: 

3  3 


1 .  ^y  •  dx 


(y  +  px)^ 

Erstens.    Soll  du  =  0  werden,  so  hat  man  die  Haoptgleichoog 

V)    2P+X.JB-.0 
ond  die  Gränzengleichnng 

S 3 

VI)      (x  .  Ky  -H  px)^  •  dy^  -  (x  •  Ky  4-  pi)^  •  ay,  «  0 

Ao8  V  folgt  zondchst  p  +     ^f  =  0,  and  daraus  folgt  weiter  y  -f  P<  =  B,  so  dass 

VIO    xy  «  Bx  -4-  C 
die  gesachte  Function  ist    Gleichung  VI  geht  nun  über  in 

3 

VIII)    rr  .  (a  .  dy^  -  a  •  dy,)  =  0 
Id  Folge  alles  Vorhergehenden  bekommt  man  ferner 

woran  man  erkennt,  dass  eio  Maximam-staDd  stattfindet 

Nun  können  noch  einzelne  Fälle  für  die  Gränzengleichnng  anfgestellt  werden,  was 
aber  hier  unterbleibt. 

Zweitens.  Lässt  man  in  Gleichung  IV  den  Nenner  des  zu  dem  unter  dem  Inte- 
gralzeichen stehenden  ^y  gehörigen  Factors  zu  Null  werden ,  so  bekommt  man  zunächst 
die  Hauptgleichung 

IX)    y  -h  px  —  0 
ond  somit  ist  jetzt 

X)    xy  =  E 

Die  in  Gleichung  IV  ausserhalb  des  Integralzeichens  stehenden  Theilsätze  nehmen  bei 
jedem  Werthe  des  Gonstanten  E  jetzt  folgende  Form 

XI)    -  0  .  ^y^  -4-  0  .  dy, 

an.  Daran  erkennt  man,  dass  die  Bedingung,  wodurch  der  Gonstante  £  bestimmt  wird, 
nicht  nothwendig  von  den  Gränzen  a  ond  a  abhängig  zu  sein  braucht  Hier  ist 
U'  =  A  •  (a  --  a).    Zur  Gewinnung  des  Prüfungsmittels  setze  man 

/£4-x-ay4--^.^-4- \  oder  kurzweg/^Y  +  »  •  *)  »^«^^  y 

ond 
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in  tileichang  III  überall  eio.    Dann  bekommt  man 


XII)      ^ü  =  -  m«  .  x»  .  I      (?J  +  ^  •  x)*  •  dx 


J.£(, 


Daran  erkennl  man,  dass  ia  der  That  bei  jedem  beliebigen  Werlhe  des  Gonstanten  E 
ein  Maximum-Stand  stattfindet. 

Aber  eben,  weil  der  Constante  E  von  den  Gränzen  a  and  a  nicht  abhängig  zo  sein 
braucht,  so  liefert  die  Function  x  «y  =  E  auch  noch  zwischen  jeder  Gränze  x  =  a' 
bis  X  =  a'  einen  Maximam-stand,  wenn  nur  a*  >  a'. 

Man  hat  hier  zwei  yerschiedene  Fanctionen  y  von  x.  Die  erste  liefert  zwischen  den 
Gränzen  x  =  a  bis  x  =  a  eineu  Maximum-slaDd ,  die  andere  liefert  sogar  zwischen  jeden 
beliebigen  Gränzen  eineo  Maximum-stand.  Es  ist  aber  nicht  überflüssig,  hier  noch  einmal 
darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  man  die  gesuchte  Function  jedesmal  nur  mit  den  ihr 
Stetsfort  nächstanliegenden  (d.  b.  nächslyorangehenden  und  nächstnachfolgendcn)  Nachbar- 
functionen  yergleicht.  Insoferne  also  in  obigen  beiden  Fällen  die  primären  Zustände  des 
U  grösser  sind,  als  bei  den  (der  für  y  gefundenen  Function  sletsfort  näcbstanliegenden) 
Nachbarfunctionen;  insoferne  ist  auch  in  beiden  Fällen  ein  Maximum-stand  Yorhanden. 

Zweite  AbtheUnng. 

Man  kehre  nun  wieder  zu  Gleichung  II  znrQck,  und  lege  dem  (ifT)  seine  imagi- 
nären Bedeutungen  bei.  Man  bekommt  dann,  wenn  man  die  erste  Form  des  dU  nicht 
weiter  beachten  will,  für  die  zweite  folgenden  Aasdruck: 

aü  =  -  *^^  (ifl) .  (x  7y-+?i)« .  ay„  +  *12* .  (iri) .  (x .  rTTFi). .  »y. 


<lp\ 


-  -9-  •  (IfT)  •  I    s—  -iy-df. 

*""       (y  +  px)» 

Erstens.     Aus  2p  +  x  •  ^  =  0  folgt  xy  =  Bx  +  C,  and  als  Gränzengleichong 
hat  man 

3  3__ 

(iff )  .  rß  .  (a  .  iJy^  .«  a  .  dy.)  =  0 

3 
wobei  man  auch  den  gemeinschaftlichen  Factor  IfT  weglassen  kann ,  so  dass  man  genau 
wieder  Gleichung  VIII  hat,    und  die  Gonstanten  B  und  G  ebenso  bestimmen  kann,  wie 

3  3 

in  der  ersten  Abtbeilnng.    Ferner  ist  ü'  =  [a  —  m^  .  {\fl) .  VW]  •  (a  —  a)  imaginär, 
also  dieser  Fall  nicht  weiter  zu  beachten. 

Zweitens.    Setzt  man  y  +  px  =  0,   so  bekommt  man  xy  =  E.    Femer  ist 
ü'  =  A  •  (a  —  a),  und 


i^ü  =  —  m2 
woran  man  erkennt,  dass  U'  =  A  -  (a  —  a)  ein  Einzel-stand  ist. 


m.J.£{^+'J.,}i.^ 


Aufgabe    166. 

Man  sucht  für  y  eine  solche  Function  von  x,  und  für  a  und  a  solche  Werthe,  dass 
folgender  Ausdruck 

I)    ü  =  J     (5  .  x2  -  6gx  -  16  .  g2  +  y2  -  4xy  +  (px  —  y)2)  •  dx 

wo  g  nor  als  positiv  gelten  soll,   ein  Maximomwerth  eines  Maximum-Standes  oder  ein 
Minimumwerth  eines  Minimum-Standes  wird. 
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Durch  gemischtes  Maüreo  bekommt  mao  zanftchst 

II)  (d)V  —  (5 .  x2  —  6gx  —  16  .  g«  -h  >2  —  4xy  -h  (px  —  jP)^  •  ^a 

-  (5  .  x2  —  6gx  —  16  .  g2  -h  y2  _  4xy  -h  (px  —  y)«),  .  i?a 

4-  r"/(4y  -  4x  -  2pi)  .  ^  +  2x  .  (pi  -  y)  .  g^)  .dx 

Durch  die  gewöhnliche  Umformung  bekommt  man 

III)  fiJJ  =  (5  . 1«  —  6gx  -  i6  .  g2  +  y2   -  4xy  +  (px  -  y)\  .  Sa 

—  (5  .  x2  -    6gx  ~  16  .  g2  4-  y2  —  4xy  H-  (px  —  y)2),  •  i?a 
-+-  2a  .  (px  -  y)^  .  ^y^  —  2a  •  (px  —  y),  •  ^y, 

H- J^"(4y  -  4x  -  2px  ^  äSLJEi-^J2})  .  ay  .  dx 

Untersachong  der  ersten  Form  des  (^}U.    Man  lasse  sowohl  den  bei  dy  als 

anch  den  bei  --p*  beflndlichen  Factor  zu  Null  werden,   d.  h.  man  setze  folgende  zwei 

identische  Gleichungen: 

IV)    4y  -  4x  —  2px  =  0,  und  V)    px  —  y  ==  0 
Integrirt  man  Gleichung  V,  so  bekommt  man 

VI)    y=,A.x 
wo  A  ein  noch  zu  bestimmender  Conslanter  ist.    Ftthrt  man  jetzt  Ax  statt  y,    und  A 
statt  p  in  IV  ein;  so  gibt  sich  A  =  2,  so  dass 

VII)    y  =  2x 
eine  Function  ist,    welche  den  beiden  Gleichungen  IV  und  V  zugleich  genögt,    und, 
eben  weil  sie  keinen  willkürlichen  Constanlen  mehr  enthält,  von  den  Gränzen  a  und  a 
ganz   unabhängig  ist    (Man  sehe  Bd.  I.  S.  284.)    Die  in  Gleichung  II  ausserhalb  des 
Inlegralzeichens  befindlichen  Theilsätze  gehen  jetzt  über  in 

VIII)    (a2  —  6g  .  a  —  16  .  g2)  .  ,^a  —  (a«  —  6g  •  a  —  16  .  g«)  .  i?a  =  0 
Da  hier  zwischen  ^a  und  i9a  durchaus  keine  Abhängigkeit  staltfindet,   so  zerlegt  sich 
diese  Gleichung  in  folgende  zwei: 

IX)    a«  —  6ga  —  16  .  g2  «  0,  und  X)    a»  —  6g  •  a  —  16  .  g«  =  0 

Daraus  folgt 

a  =  3g  jL  5g,        and        a  =  3g  Ji  5g 

Weil  aber  a  >  a  sein  muss,  so  kann  man  nur 

a  =  8g        und        a  =  —  2g 
nehmen.    Unterwirft  man  Gleichung  II  noch  einmal  einer  gemischten  Mutation,   und 
fBhrt  man  alle  Abkürzungen  aus;  so  gibt  sich  zuletzt 

XI)    id^nj  «  10g  .  (t9a2  4-  i9a2)  +  2  .  p^/x  .  ^  -  dy\\  dy^\  .  dx 

Da  nun  g  nur  als  positiv  gelten  soll,  so  erkennt  man,  dass  jetzt  ein  Minimum werth 
eines  Minimum-Standes  statlfiodet. 

Untersuchung  der  zweiten  (in  III  aufgestellten)  Form  des  (^)U.    Hier  be^ 
kMnmt  man  die  Hauptgleichung 

XII)     4y  -  4x  -  2px  -  äi2LLlg_^^  .  0 

Da  die  Gleichung  V,  d.  h.  die  Gleichung  px  —  y  =  0  durch  die  Function  y  =  2x  iden- 
tisch  wird;  so  wird  auch  der  totale  Differentialquotient  ^  d  ~  durch  y  »  2x 
identisch.    Gleichung  XII  reducirt  steh  also  auf  4y  —  4x  —  2px  =  0,  welches  wiederum 

n  35 


Digitized  by 


Google 


274 

Gleichong  IV  ist,  ond,  wie  mao  bereits  gesehen  hat,  ebenfalls  dureh  y  ss  Ss  kleoüsch 
gemacht  wird.  Es  ist  also  y  >°  2z  ein  Integral  zo  Gleichong  XII,  weleke,  veon  man 
die  angezeigte  Differentiation  ausfuhrt,  auf  folgende  Form 

Yiin    d'y    .    2      dy        3  2 

gebracht  werden  kann.    Dieses  ist  eine  vollständige  lineare  DifferentialgleichoDg   der 

zweiten  Ordnung ,  and  führt  za  einem  allgemeinen  Integral  mit  zwei  willkQrlicheD  Con» 

stanlen.    Da  nun  y  »  2x  der  Gleichong  XII,  mithin  auch  der  Gleichnng  XIII  gen&gt; 

so  versuche  man,  ob  ihr  allgemeines  Integral  folgende  Form 

XIV)    y  =  2x  +  A  .  x"  +  B  .  x" 

wo  A  und  B  zwei  wilikQrliche  Constanfen  sind,  haben  kann.    Aus  letzlerer  Gleichung 

folgt 

p-»2-hm.A.x"-t^.nB.x"-i 

q  =  m(m  —  1)  •  A  •  x™  -  2  +  n(n  -  I)  •  B  •  x"  -  2 

Substituirt  man  diese  Ausdrucke  fiür  y,  p,  q  in  XIII;  so  bekommt  man 

XV)    —  (m2  4-  m  —  3)  .  A  .  x""  -  2  —  (n»  -H  n  —  3)  .  B  -  X"  -  «  =  0 

Diese  Gleichung  soll  bei  jedem  Werthe  des  x  erfüllt  werden,   ist  also  nar  mdglich, 

wenn  einzeln  stattfindet 

m»  -h  m  —  3  =  0,        und       n«  +  n  —  3  =  0 

Daraus  folgt  m  =  5  (—  ^  ±.  '^l»  »nd  n  ■=»  5  (—  1  JL  ^^1;  and  wenn  man  bei  m 
das  obere  und  bei  n  das  untere  Zeichen  gelten  lässl,   so  geht  Gleichung  XIV  Ober  in 

—  1  4-  yW               —  1  —  VW 
XVI)    y  =  2x  +  A  .  X 2 4-  B  •  x 2 

wodurch,  eben  weil  A  und  B  zwei  noch  willkürliche  Gonstanten  sind,  in  der  That  das 
allgemeine  Integral  von  Gleichong  XIII  dargestellt  ist. 

Nun  ist  man  so  weit  gekommen,  dass  verschiedene  Grünzfälle  aufgestellt  werden 
können. 

Schreibt  man  für  die  Gränzen  durchaus  keine  Bedingung  vor,  so  sind  die  vier  Ele- 
mente i9a,  i9a,  ^y.,  ^y^  ganz  unabhängig  voneinander.  Sie  fallen  also  nur  dadurch 
aus  Gleichung  III  weg,  dass  man  ihre  Goefficienten  zu  Null  werden  lässl,  d.  b.  dass 
man  einzeln 

XVin    (pi^-y)a  =  0,      XVIIO    (pi-y)a-O 

XIX)  (5  .  x2  —  6gx  —  16  .  g2  -f-  y2  -  4xy  +  (px  —  yf)^  =  0 

XX)  (5  .  x2  —  6gx  —  16  .  g2  -f-  y2  —  4xy  -h  (px  —  yf)^  =  0 

setzt.  Führt  man  jetzt  für  y  und  p  die  Ausdrücke  in  XVII  und  XVIII  ein,  so  gehen 
sie  bezüglich  über  in 

(m  -  1)  .  A  .  a»  4-  (d  —  1)  .  B  .  a"  «.  0 
(m  —  1)  .  A  •  a"  4-  (n  —  1)  .  B  .  a"  =r  0 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt  A  =  0  und  B  —  0,   so  dass  hier,    wo  keine  Gränzbe- 
dingungen  vorgeschrieben  sind,  nur  das  besondere  Integral 

XXI)    y  =  2x 
genommen  werden  darf.    Die  Gleichungen  XIX  und  XX  reduciren  sich  jetzt  auf 

a2  —  6g  •  a  —  16  •  g2  =  0,    und    a"  —  6g  •  a  —  16  •  g«  =  0 
Die  zweite  Form  des  (d)\]  liefert  also  hier,   wo  keine  GränsbedingungeD  vorgeschrieben 
sind,    ganz  die  nemlicheo  Resultate,   die  sich  aus  der  ersten  Form  des  AU  ergeben 
haben. 

Andere  Fälle,  wo  Gränzbedingungen  vorkommen,  kann  man  sich  nach  Belieben 
aufstellen. 

Schlussbemerkung.  Diese  Aufgabe  ist  besonders  desshalb  beaoblenswerth •  weil 
sie  ein  schönes  Beispiel  liefert,  dass  auch  schon  ans  der  ersten  Form  des  (d)U  ein  Maxi- 
roumwertb  eines  Maximum-Standes   oder  ein  MiniMumwerth  eiees  Minimam-standes  folfen 
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kiBiL  finde  die  erste  Fenn  ist  bisher  von  aUeo  andern-  Schriflstellern  unbeaehtet  gt- 
blieben;  ond  dennoch  triffl  es  sich  häuflg,  dass  die  zwei  allgemeiDen  Gleichungen,  auf  die 
sie  fahrt,  einander  nicht  widersprechen,  sundern  yon  einer  vnd  derselben  Function  erfüllt 
werden. 


Aufgabe    167. 

Man  soll  diejenige  ebene  Corve  suchen,  deren  zwischen  den  (zu  den  Abscissen  a 
ond  a  gehörigen)  rechtwinkeligen  Gräozordinalen  erstreckter  Bogen,  wenn  er  um  die 
Abscissenaxe  rotirt,  die  kleinste  Oberfläche  erzeugt  T^ 

Hier  wird  verlangt,  dass  die  von  der  gesuchten  Curve  erieugle  fläche  durch  eine 
Fencüon  der  Abscisse  ausgedrückt,  und  hierauf  von  z  =  a  bis  x  •<*  a  erstreckt  werde. 
Da  nun  die  OilTerenz  (a  —  a)  positiv  ist,  so  muss  (wie  aus  der  Theorie  der  ConipU- 
oatioQ  bekannt)  die  erste  Ableitung  der  Fläche  bei  jedem  zwischen  a  und  a  liegeo- 
deo  Werthe  des  x  positiv  sein.  Man  kennt  aber  die  gesuchte  Curve  noch  nicht;  dess- 
halb  weiss  man  auch  noch  nicht,  ob  y  bei  den  zwischen  a  und  a  liegenden  Werthen 
des  X  positiv  ist    Man  ist  also  auch  nicht  befUgt,    ffir  die  erste  Ableitung  der  Fläche 

den  eindeutigen  Ausdruck  2«  *  y  *  ^1  +  (t^)   zu  setzen,  sondern  man  ist  gezwungen, 


vorläufig  den  xweideotigeu  Ausdruck  2ar  •  y  •  W  1  -h  /-pj    zu  behalten;  und  wenn  man 

die  gesuchte  Curve  gefunden  hat,  dann  wird  man  dem  Radical  diejenige  Bedeutung  bei- 
legen, bei  welcher  die  erste  Ableitung  der  Fläche  für  jeden  zwischen  a  und  a  liegen- 
den Werth  des  x  positiv  wird.  Die  Aufgabe  ist  also:  Mao  sucht  y  als  solche  Function 
TOD  X,  dass 


" =r^ 


üx  .  y  .  ()f  i  -+-  p2)  .  dx 


kleiner  wird ,    als  bei  jeder  andern  der  gesuchten  Curve  in  jedem  Punkte  nächstanlie- 
genden Nachbarcorve  der  Fall  sein  kann. 

Man  erkennt  gradezn,  dass  man  die  erste  Form  des  d\]  nicht  beachten  kann;   Tdr 
die  zweite  Form  bekommt  man  aber  folgenden  Ausdruck 

+t..J-;(rnM?-l.d(^=a^)).a,.* 

Soli  dU  -B  0  werden,  so  hat  man  die  Haaptgleichnng 

and  die  Gränzengleichnng 

in   (;^M=]    .^y«-(-Pi^^    .dy.  =  0 
VrTH-  p2/a      '"^       \lf  1  -^  p2/a 

FlUirt  man  die  in  I  angedeotete  Differentiation  ans,   und  beriicksicbtigt  man,  dass 
dy  s-i  p  .  dx;  so  gibt  sich  —  =  7-37^2  •    Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  ~  ■»  p, 

»0  bekommt  man  -^  =  J^ '    \^;  also  ist  lg  nat  -  =  Ig  nat  iTl  -1-  p«,  und  daraus  folgt 
y        1  -h  p*  c 


iry»-c2 
Die  gesachte  Gleichuiig  ist  daher 


111)     X  =  c  .  Ig  Da(  ?-"tJ^ 
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wo  c  and  g  die  noch  zo   bestimmenden  Constanlen  sind.    Die  Gränzengleicliang  gehl 
nun  ober  in 

IV)  (l^yT^ -^y«  - (l/f yy^'^y^  =  o 

Aus  III  folgt  zanächst  e*"  ■= ,  and  daraas  folgt  weiter  \g  •  e*  —  y/    = 

y^  —  c^;  and  somit  ist 

V)     y  =  ^  •  (g2  .  e^  4-  c2  .  e  '  ^) 

Da  e  als  Basis   des  natürlichen  Logarithmensystems  eine  positive  Zahl  ist,   so  erkennt 

man  an  letzterer  Gleichong,   dass  y  mit  g  dasselbe  anveränderliche  Zeichen   behalt. 

Alle  Ordinalen  der  gesachlen  Carve  liegen  also  aaf  einer  und  derselben  Seile  der  Abscis- 

senaxe.    Die  Carve  selbst  ist  die  gemeine  Ketfenlinie,   welche  der  Abscissenaxe  ihre 

d^y         y  d^y 

erhabene  Seite  zukehrt.  Es  ist  nemlich  -^4  =  -^;  und  somit  erkennt  man,  dass  -^^ 

dx2        c  2  dx2 

and  y  einerlei  Zeichen  haben,    in  welchem  Falle  jede  Gurve  ihre  erhabene  Seile  der 

Abscissenaxe  zukehrt.    Die  Gränzengleichang  II  oder  lY  kann  auch  dargestellt  werden 

durch 

VI)      (g2.e^  -  c2.e""V  'dya  -  lg«-  e*'  — c^-e^V    dy^  =  0 
In  Folge  alles  Vorhergehenden  bekommt  man  ferner 

VI!)     a^ü  =  2^  .  M^^^Ä  .  ^2y^  _  2;r  .  h^yl-.A  .  ^y. 

Der  zu  (-p)    gehörige   Factor  ist ^ — ^  oder  jz ^  •  y  •  Wi  ■+■  p2,  also  posi- 

(1    +    p^)2  ^ 

tiv,  eben  weil  nur  desshalb  das  zweideutige  Radical  iTl  +  p^  gesetzt  worden  ist,  am 
ihm  die  Eigenschaft  beilegen  zu  können ,  durch  welche  das  Prodoct  y  •  ifi  -h  p^  positiv 
wird.  Alle  diejenigen  Keltenlinien,  bei  denen  die  Gränzengleichang  (siehe  II  oder  IV 
oder  VI)  errällt  wird,  liefern  also  einen  Minimum-staod. 

Erster  Fall.  Sind  zwei  feste  Punkte  (a,  h)  und  (a,  ß)  gegeben,  so  ist  (nach 
$.  87)  ^y,  =0,  dya  =  0,  ^y,  =  0,  d^y^  =  0,  elc.  Dabei  fölll  die  Gränzengleichong 
von  selbst  weg,  und  die  Conslanten  bestimmen  sich  durch  die  Gleichungen 

i)    b  =  ^  .   (g2  .  e^  -h  c«  .  e"^)  und  2)   ß  =  y  '  ^6^  *  ®^  "♦"  ^^  *  ^"^^ 
so  dass  hiermit  die  Aufgabe  vollständig  bestimmt  ist. 

Zweiter  Fall.  Soll  die  gesuchte  Gurve  von  dem  festen  Punkte  (a,  b)  bis  zu 
der  zur  Abscisse  a  gehörigen  senkrechten  Graden  genommen  werden;  so  ist  auch  jetzt 
dy^  =  0,  ^y«  =  0,  etc.,  dagegen  (^y^t  ^^ya»  etc.  sind  willkürlich.  Es  folgt  also  aus 
der  Gränzengleichung 

a  a  a 

g2  .  e^  —  c2  .  e~"  '^'  =  0,  d.  h.  g  =  c  ■  e~  "^ 

Führt  man  diesen  Ausdruck  in  die  Gleichungen  1  und  2  des  vorigen  Falles  ein,  so 
ergibt  sich  der  Werlh  des  c  und  des  ß.  Namentlich  ist  ^  =:  c ,  so  dass  in  diesem 
Falle  der  Endpunkt  der  Gurve  so  tief  als  möglich  liegt. 

Dritter  Fall.  Ist  weiter  nichts  vorgeschrieben,  als  dass  die  Gurve  zwischen 
zwei  auf  der  Abscissenaxe  senkrechten  (unbestimmt  verlängerten)  Graden  genommen 
werden  soll ;  so  muss  Gleichung  VI  sich  in  folgende  zwei  zerlegen : 
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g2  .  0^  —  c2  .  e    ^  =  0   und  g2  •  e*^  —  c«  •  e    ^^  =  ^ 

Daraos  folgt  g  ==  c  •  e  ""  aod  g  =  c  •  e  '^ ,  so  dass  a  =  a  sein  mässte.  Da  ddd  dieses 
den  Bedingongen  der  Aufgabe  zuwider  ist ,  so  erkenol  mau ,  daas  die  hier  der  Aufgabe 
gelassene  Uueingeschränktheit  zu  keinem  Resoüale  ffihrl. 

Vierter  Fall.  Wenn  die  Gränzordinaten  selbst  nicht  gegeben  sind,  dagegen 
deren  Differenz  bestimmt  ist,  so  dass  beständig  y^  —  y,  =  K  constant  bleibt;  so  ist 
aja  =  <Jya,  ^y,  ■=■  d^y«,  etc.    Die  Gränzengleicbung  gehl  also  Ober  in 


g^ 


.  (e''   -  e")  —  c2  .  (e    «^  —  e    ^) 


welche  in  Verbindung  mit  y^  —  y«  =  K  oder  vielmehr  mit  ^9  —  b  =  K  und  mit  den 
Gleichungen  1  und  2  des  ersten  Falles  zur  Bestimmung  der  vier  Stücke  b,  ß^  c,  g 
ausreicht. 

Dergleichen  auf  Gränzbedingongen  sich  beziehenden  Fälle  kann  man  beliebig  viele 
aufstellen. 

Schlossbemerkung.  Diese  Aufgabe,  «U  solche,  findet  sich  in  sehr  vielen  Schrif- 
leo,  ist  aber  überall  mangelhaft  behandelt  Gewöbnlich  findet  man  sie  nur  bis  zu  Glei- 
chnng  VI  fortgeführt.  Uebrigeus  ist  sie  ein  specieller  Fall  der  nächsten  Aufgabe,  welche 
TOD  Boler  herstammt. 


Aufgabe  168. 
Man  aocbt  y  als  solche  Function  von  x,  dass  das  Integral 


ü=  pK  .  y»' .  (ini^«)  .  dx 


ein  Maximam-stand   oder  Minimum-sland   wird,   während   R  einen  constanten  Factor 
vorstellt. 

Durch  Untiren  bekommt  man,  wenn  man  die  erste  Form  des  dU  nicht  berOcksich- 
tigen  will,  fQr  die  zweite  folgenden  Ausdruck 

-HK.j;(-.r-..riT?-l.-(^,))..y.dx 

Daraus  folgt,  wenn  man  zogleich  die  angedentete  Differentiation  aosffihrt,   die  Haupt- 
gleichung 

Qod  die  Gränzengleicbung 

Ba  -p  B  p,  80 ist  -j-^  =  -p  =  ^r— ^;  ond  Gleicbong  I  geht  über  in 

im   P'''P  —  "-«Jy 

"'^     iH-pS-        y 

Daraus  folgt  lg  nat  W\  -h  p«  =  lg  nat  ^ ,  und  sonach  ist 

IV)  dx-^^-^y 


If y2"   _    c2" 
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Im  AllgemeiDeD  ist  hier  zu  bemerlieny   dass  iiem  Werth  des  y  iwiachen  (—  c)  ood 

dy 
(+  c)  liegeo  darf,  weil  dabei  der  Qoolieot  -p  imagioir  werden  wQrde.  In  Folge  alles 

Vorhergehenden  ist  nan 

W^K.J    Py"\    .  ^y„-K./-Liyl\    .a«y. 


^•©1- 


Um  beartheilen  za  können,  ob  ein  Maximam-stand  oder  Minimam-atand  stattfinde,  hat 
man  (nach  g.  230  and  231)  nur  den  za  (-r^)  gehörigen  Factor  so  ontersuehen.  Die- 
ser ist  folgender: 


^  oder  73—- — sr-,  .  K  .  y** .  If  1  4-  p2 

Also  zweideutig  wegen  des  Radicals.    Man  entscheidet  sich  daher  (nach  Bd.  I.,  S.  170, 
S.  114)  auf  folgende  Weise: 

A)  Hat  das  Radical  diejenige  Bedentong,  dass  bei  allen  von  a  bis  a  stetig  neben- 
einander liegenden  Werlhen  des  x  der  Ausdruck  K  •  y"  •  iTl  +  p^  positiv  bleibt;  so  ist 
auch  U'  positiv,  und  ein  Minimum-stand. 

B)  Hat  das  Radical  diejenige  Bedeutung,  dass  bei  allen  von  a  bis  a  stetig  neben- 
einander liegenden  Werthen  des  x  der  Ausdruck  K  •  y*"  •  ifP-f-p^  negativ  bleibt ;  so  ist 
auch  U'  negativ,  und  ein  Maiimum-stand,  jedoch  in  dem  Sinne,  dass  ein  negativer 
Ausdruck  fQr  desto  grösser  gilt,  je  näher  sein  Werth  bei  Null  liegt. 

Scblufgbemerkung.  Diese  Aufgabe,  als  solche,  kommt  schon  vor  io  Buler's 
Werke  (Melhodas  inyeniendi ,  etc.  S.  60) ,  wo  sie  aber  nur  ausgerübrt  ist  bis  la  der  hier 
mit  IV  bezeichneten  Gleichung.    Alles  Weitere  ist  von  mir  hinzugefagt 


Aufgabe   169. 
Man  sucht  y  als  solche  Function  von  x,  dass  das  Integral 

ü  =  P(ir(x2H-  y2).(l  -f  p2))  .  dx 

ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird. 

Wenn  man  die  erste  Form  des  d\]  nicht  berücksichtigen  will,   so  bekommt  man 
für  die  zweite  folgenden  Ausdruck 

Damit  aU  =  0  werden  kann ,  hat  man  die  Haupigleichung 

und  wenn  man  die  angedeutete  Differentiation  ausführt,  und  soviel  als  möglich  verein- 
facht, so  bleibt 

y  «  dx  —  X  ■  dy  __      dp 
x«  -h  y»        ■*"  I  +  p2 
Daraus  folgt 
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arc  lg  -  =  arc  Ig  p  4-  arc  lg  A  =  arc  Ig  \  "^ 


also  isl 

5  —  P. 


y-  1  -Ap 
Daraus  folgt  weiler  x  •  dx  —  y  •  dy  =  A  •  (y  •  dx  +  x  •  dy),  and  es  ist 

n)    x2  —  y2  ^  2Axy  -+-  B 
Diese  GSeicbang  gehört  der  Hyperbel  an,    wo  A  and  B  die  noch  za  bestimmenden 

dv       X  —  Ay 
Conslanten  sind;  and  da  ^  =  — X~a     ^^^'  ^^  bekommt  man  als  Gränzengleichong 

nO    jp==[(«~A.y^.dy«-(a-«A.y0.ayJ=0 

Um  bearthellen  za  können,  ob  ein  Maximam-stand  oder  Minimam-stand  stattfinde;   hat 
man  (nach  $.  230 
ser  ist  folgender: 


man  (nach  $.  230  ond  931)  nor  den  zo  (-^j    gehörigen  Factor  za  antersochen.    Die- 


)r(x2  +  y2).(1+p2) 


0   -Hp*)^ 

Er  ist  zwar  zweideutig  wegen  des  Radicals,  aber  er  kann  kein  von  den  verschiedenen 
Werlhen  des  x  abhängiges  Zeichen  haben.  Man  entscheidet  sich  also  (nach  $.  114, 
Bd  L,  S.  170)  auf  folgende  Weise: 

A)  Hat  das  Radical  seine  positive  Bedeotang,  so  sind  U'  and  ä^  zagleich  positiv, 
Bod  es  findet  ein  Minimom-stand  statt. 

B)  Hat  das  Radical  seine  negative  Bedeotang,  so  shid  U'  and  ^U  zagleich  nega- 
tiv; and  es  findet  ein  Maximom-stand  statt,  jedoch  in  dem  Sinne,  dass  in  der  Analysis 
eto  negativer  Aosdrack  Tür  desto  grösser  gilt ,  je  nSher  sein  Werfh  bei  Nall  Hegt. 

Erster  Fall.  Wenn  y«  =  b  und  y^=s  ß  gegeben  sind,  so  wird  die  Gränzen- 
gleichung  von  selbst  erfallt,  and  die  beiden  Conslanten  bestimmen  sich  dareh  die  Glei- 
chongen  « 

a»  —  b«  =  2A  .  ab  +  B ,  and  a«  —  /?«  =  2A  .  o/?  -4-  B 

Zweiter  Fall.  Wenn  nor  y«  =  b  gegeben,  dagegen  y^  =  ^9  nicht  bestimmt  ist, 
so  redacirt  sich  die  Gränzengleichong  auf  a  -—  A  •  y^  =  0,  welche  in  Verbindung  mit 
«2  —  b-  =  2A  •  ab  +  B  and  mit  a^  —  y^  =  2Aa  •  ya  +  B  zur  Bestimmang  der  drei 
Stucke  y^i  A,  B  hinreicht. 

Dritter  Fall.  Sind  y«  and  y^  zugleich  unbestimmt,  so  xerlegt  sich  die  Grflnzen- 
gleichang  in  a  —  A  •  y«  =  0  and  a  —  A  •  y^  -»  0,  and  daraus  folgt  a  :  a  =  y« :  ya , 
d.  h.  die  Aufgabe  ist  jetzt  nur  möglich,  wenn  letztere  Proportion  stattfindet 

Vierter  Fall.  Soll  die  Differenz  y^  •—  y.  den  bestSndigen  Werth  K  haben, 
d.  b.  soll  y^  —  y,  »  K  sein ;  so  ist  ^y^  =  dy..  Die  Grflnzengleichung  III  gibt  also 
jelit  a  —  a  —  A*K  =  0,  welche,  in  Verbindung  mit  y^  —  y,  =  K,  a«  —  yj  = 
14  •  a  •  ya  +  B,  und  a^  —  y^  =  2Aa  •  ya  -^  B,  zur  Bestimmang  der  vier  Sttkcke  A, 

Bi  Tat  ya  hinreicht. 

Schlossbemerkung.    Diese  Aufgabe,  als  solche,   kommt  oigtntUeh  schon  vor  in 
8iler*8  Werke  (Meihodus  inveniendi,  etc.,  8.  53  und  54);  denn  sie  ist  ein  specieller  Fall 
^  jetzt  folgenden  170^".    h%%  Prüfongsmiltel  sowie  die  vier  Gränzfälle  habe  ich  hinzu«* 
«eieut. 


Aufgabe   170. 
Man  sucht  y  als  solche  Function  von  x,  dass  das  Integral 

ein  Maximum-Stand  oder  Minlmum-stand  wird. 


-r 
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Aas  der  Haoptgleichang,   die  sich  ergibt,    wenn  man  nur  die  zweite  Form  des  ^U 
berücksichtigt,  folgt  zunächst 

2n(y  »  dx  ~  x  »  dy)  __      dp 

i2  -f-  y2    .  ~'  ~  i+~p^ 
Also  ist 

I)    2n  .  arc  «g  -  =  arc  tg  ^  _  ^ 


Mittelst  des  Satzes  arc  tg  qp  =  — •  lg  nat ^  '  verwandelt    sich   Glei- 

2f —   i  1  —  g>  •  r-rr  i 

chang  I  in.  folgende 


2n  .  lg  nat  ^  ^  ^  '  ^Z-l  =  lg  nat l-^I-^L^i^JlPl:^ 
oder 

/yj-^j_r=jy"  ^  t  -  gp  4-  («  4-  p) » r=rT 
\y  4-  X .  r=n/      1  —  §(p  _  (s(  +  p) .  r-^nr 

dy 
Wenn  man  nun  ^  statt  p  wieder  einsetzt,  so  wird  aas  letzterer  Gleichong  folgende 

«(y  +  X  .  riri)2»  .  (dy  -h  dx  .  riT-l)  ^  St(y  ^  x  •  T^Hj^"  .  (dy  -  dx  •  ^^7) 

+  (y  +  x.r~ir.(dy+dx.r=rT)  >^-L=. 


+  (y  ^x. r^^r •  (dy  -  dx . r=^) 


^ — 1 

Und  wenn  man  integrirt,  so  bekommt  man 

n)  a.[(, +  x.r=rir  +  *-(y-x.r:rif"  +  '] 
+  [(y  +  X .  r=rir  +  •  +  (y  -  X .  r^ir  + ']  -J=  +  »«"  +  «=  0 

oder  mit  Veränderang  des  Coostaoten 

III)     (y  +  X  .  KITl)^  +  ».(!  +  «.  r=l) 

+  (y  _  X .  nrT)2"  + « .  (i  _  a .  K— 1)  +  6«"  + »  »  0 

Um  beartheilen  zu  können,  ob  ein  Maximam-stand  oder  Minimam-stand  stattfindet,  hat 
man  (nach  $.  230  und  231)  nur  den  zu  (-p-j  gehörigen  Factor  zu  untersuchen.  Die- 
ser aber  ist 

^*'  "^  ^J^""      r  Oder  ,.  J    ,.,  .  (x2  +  yO"  •  lf F+p 

£r  ist  zwar  zweideutig  wegen  des  Radicals,  aber  er  kann  kein  von  den  verschiedenen 
Werihen  des  x  abhängiges  Zeichen  haben. 

Man  entscheidet  sich  also  hier  ganz,  wie  in  der  vorigen  Aufgabe. 

Sobald  2n  eine  ganze  Zahl  ist,  gibt  sich  jedesmal  eine  geschlossene  Gleichung 
zwischen  x  und  y. 

1)  Ist  n  =  ö)  80  ist  2n  =  1 ;  und  Gleichang  III  geht  aber  in 

2y2  _  2x2  _  4g(xy  4-  (52  =  0 

Setzt  man  —  A  statt  9,  und  2B  statt  ^;  so  geht  letztere  Gleichung  in  Gleichung  11 
der  vorigen  Aufgabe  über. 

2)  Ist  n  =  1,  so  ist  2n  =-'  2;  und  Gleichung  III  geht  ober  in 
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y3  +  3«  .  y«  .  X  —  3  .  y  .  I«  —  «  .  x5  ^.  (S3  =  0 
3 
3)    Ist  n  =  ^,  so  ist  2d  s.  3;  ond  Gleichang  III  geht  über  in 

y4  4.  451 .  y3  .  X  —  6  .  y2  .  X«  -  451 .  y  .  x3  4-  X*  +  g«  =  0 
üod  so  fort 

Man  kann  jetzt  GränzfiUle  aarstellen,  wie  bei  voriger  Aufgabe. 
Schlossbemerkong.    Diese   Aufgabe,    alt    solche,    kommt   schon  Tor  in  Boler's 
Werke  (Methodns  inTeniendi ,  etc. ,  Seite  53  and  64). 


Aufgabe   171. 
Man  sucht  eine  solche  ebene  Garve,  dass  dabei  der  Aasdnick 


-/."["-(^■n- 


wo  F  einen  constanten  Werth  hat,  ein  Maximam-stand  oder  Minimum-stand  wird. 

d^y 
Man  matire,  nnd  setze  dann  q  statt  -~  ;  so  bekommt  man 

dx^ 

0  »--■■/>-•©)••* 

oder  wenn  man  die  gehörige  Umformong  aasfÜhrt 

TO«--..j;"(jH^).„.d. 
-"■[<'-).(4-(^^)."- 

Untersochnng  der  ersten  Form  des  dU.    Hier  onterscheide  man: 

d*y 
1)    Es  sei  (n  —  1)  eine  positive  Zahl.    Dabei  hat  man  die  Gleichang -r-^  =  0, 

woraus  y  =  A  •  x  +  B  folgt.    Auf  diese  Function  haben  die  Gränzen  a  und  a,  welche 
sie  auch  immer  sein  mögen,  nicht  den  mindesten  Einflnss.    Ist  n  eine  ganze  Zahl,  so 

ist  auch  ^ü  —  0,  tPü  =  0,  etc.,  und  zuletzt  ist  d'^ü  =  —  n""  -  »  .  j      {^f  •  <Jx » 

welcher  Ansdruck  unter  allen  Umständen  negativ  bleibt,  wenn  n  eine  ganze  grade  Zahl 
ist  Ist  aber  n  ein  Bruch,  so  muss  man  directe  Reihenentwickelung  zu  Hilfe  nehmen ; 
bekommt 


'^  =  """  Ja  '^     ^'"d^     ^'  "^    '     " 

welcher  Ausdruck  unter  allen  Umständen  negativ  bleibt ,  wenn  n  ein  auf  seine  kleinste 
Form  reducirter  Bruch  mit  gradem  Zähler  und  ungradem  Nenner  ist;  und  dabei  ist, 
wie  man  an  den  für  d\J  und  J\J  hergestellten*  Ausdr&cken  erkennt,  nicht  allein  das 
iwischen  den  Gränzen  x  =  a  bis  x  =  a  erstreckte  Integral  U,  sondern  auch  das  zwi- 
schen allen  andern  Gränzen  x  =  a'  bis  x  =  a'  erstreckte  Integral  U  ein  Maiimum- 
staod,  wenn  nur  jedesmal  a'  >  a^ 

3)    Wenn  n  »  1,  also  n  —  1  =  0  ist,  so  kann  dieser  Fall  nicht  beachtet  werden; 

denn  aus  ü  =  f"*  (f«  —  ^)  .  dx  würde  aU  =  f^C-  1)  .  ^  •  dx  folgen,  d.  h.  der 

d^v 
n  -r^  gehörige  Factor  (—  1)  ist  eine  bestimmte  Zahl,  kann  also  weder  Null  werden. 

noch  Null  in  den  Nenner  bekommen. 

II.  36 
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3)    Wenn  (n  —  1)  eine  negative  Zahl  ist,  so  kann  nar  die  Gleichung  q'*  -  ^  =  ^ 

stallfinden ;  and  daraus  folgt  abermals  die  Gleichung  -^  »  0.  Hier  ist  man  aber  ge- 
zwungen, directe  Reihenentwickelung  anzuwenden,  wenn  man  das  K^nozeicheo  des 
Maiimum^standes  oder  Minimum-slandes  herstellen  will.  Auch  hier  bekommt  man 
y  =  A  •  \  4-  B ,  auf  welche  Function  die  Gränzen  a  und  a  nicht  den  mindesten  Ein- 
fluss  haben. 

Untersuchung  der  zweiten  Form  des  dl].  Setzt  man  ^U  =  0,  so  erkennt 
man  an  dieser  zweiten  Form  des  ^U,  dass  es  auch  eine  von  den  Gränzen  a  und  a 
abhängige  Function  gibt,  welche  aber  nur  das  zwischen  diesen  Gränzen  erstreckte  In- 
tegral U  zu  einem  Maximum-s lande  oder  Minimum-stande  macht,  eben  weil  jetzt  auch 
nur  das  zwischen  diesen  Gränzen  erstreckte  dV  zu  Null  wird.  Man  hat  nan  hier  die 
Hauptgleichung 

und  die  Grinzengleichung 

-('■'•>-(s).-(^^^).  ••>■=• 

Aus  der  Hauptgleichung  folgt  durch  zweimalige  Integration 

V)    q'^-^^rAx  +  B 


also 


Sonach  bekommt  man 


VI)    jj,  =  (A  .  1  +  B)"  - 


2d  -  1 


^'>    y=^T(&^rTfrp(A.x  +  B)^^+Cx  +  E 

wo  A ,  B ,  C ,  E  vier  noch  zu  bestimmende  willkürliche  Consftanten  sind.    In  Folge  der 
Gleichung  V  geht  nun  die  Gränzengleichung  über  in 

VIll)    (A.«  +  B).^^\     -  A.ay„-  (A..  +  B).(^^^  +  A.ay.=0 

Mo(irl  man  Dochmals ,    und  berQcksichtigt  man  die  Hanptgleichnng ,   so  bekommt  man 

IX)     OT  =  -(A.a+B).ÄV  +  A  •a»y„+(A.a  +  B).^^^     -  A  •  iPy. 

-a.(n-i).j;V-HB)^?.(^)».d, 

SO  dass  es  (nach  $.  235  und  236)  zunächst  von  n  abhangt,  ob  ein  Maiimnm-stand  oder 
Minimum-Stand  stattfindet.    Besondere  Berücksichtigung  verdienen  die  drei  Fälle,    wo 

n  =  5 .  n  =  i ,  und  A  =«  0  ist. 

1)    Ist  n  =  g,  so  wird  der  Nenner  des  gefundenen  Integrals  zu  Nnll;    und  dieses 

ist  ein  Zeichen»  dass  man  die  Integration  für  diesen  Fall  besonders  vornehmen  mnss. 

Gleichung  VI  geht  also  jetzt  über  in  :r^  «  77 t-knö;  und  daraus  folgt 

dx'       (A  *  X  -f-  Mi)* 

X)    y  =  C  .  X  —  j5 .  log  nat 


A2    ^^^  --'         E 


folgt 


2)    Ist  n  =  1 ,  so  gehört  dieser  Fall  nicht  hieher;  denn  aus  U  =::  1     |  F^  —  ^A  .  dx 
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so  dass  keine  Haaplgleichong  stattfindet,  also  auch  keine  Fanetion  y  von  x  aufgesucht 
werden  kann. 

3)    Wenn  sich  bei  Bestimmang  der  Gen^tanlen  ergibt,   dass  A  ==  0  ist;   so  wird 
wieder  der  Nenner  des  in  Gleichung  VII  siehenden  Integrals  zu  Null.    Man  muss  also 

aoch  für  diesen  Fall  die  Integration  besonders  yornehmen.  Da  nun  jetzt  -^  <»  B"  —  ^ , 
so  wird 

XI)    y  =  ^  .  B»  -  1  .  x2  -h  Cx  -f-  E 

Erster  Fall.    Wenn  y.  =  b  und  y«  =  /5  gegeben  sind,  so  ist  dy,  =  0,  «Jy^  =  0, 
asy,  =  0,  d^y^i  B  0,  etc.;  und  die  Gränzengleichung  reducirt  sich  jetzt  auf 

Daraus  folgt  A  =  0  und  B  ==  0.  Gleichung  XI  reducirt  sich  also  auf  y  =  Gx  +  £ ; 
ond  die  beiden  Constanten  bestimmen  sich  aus  den  Gleichungen  b  »  Ca  4-  E  und 
ß=Qa  -h  E. 

Zweiter  Fall.     Seil  |-pj    den  festen  Werth  g  haben,  so  darf  die  gesuchte  Curve 

Dor  aus  der  Zahl  derjenigen  in  jedem  Punkte  einander  nächstanliegenden  Nachbarcurven 
gewählt  werden,  welche  alle  bei  der  Abscisse  a  parallele  Tangenten  haben.  Zwischen 
der  gesuchten  und  allen  in  Betracht  zu  ziehenden  Gurven  besteht  also  folgende  Glei- 
chong 

/dy\  /dy\  /ddy\  j^      /dd«y\         jc^      /d^\ 

Vdx/a        Wa  *  V<J»  ja  "^  *•*      \  dl  ja  "^  i.«.3  *  \  di  ^  "   ' 

Es  ist  also  jetsi  (^)  —  0,  /^)  =s  0,  etc.  Soll  ebenso  /^\  den  festen  Werth 
h  haben,  so  haben  alle  Gurven,  unter  denen  die  Wahl  getroffen  werden  darf,  auch 
bei  der  Abseiaae  a  parallele  Tangenten.  Es  ist  also  jetzt  auch  i -j^ )    =  0 ,  |  -^  \    s=  0 , 

etc.  (Man  sehe  $.  87.)  Um  nun  der  Gränzengleichung  zu  genügen ,  ist  A  =  0  zu  se- 
tien;  und  Gleichung  XI  ist  jetzt  die,  durch  welche  die  Aufgabe  erfüllt  wird.    Zu- 

gleichist(^)    «•  g  =  B^^"=^* .  a  -+-  G ,  und  (^)    =  h  =  B*^"^=^  •  a  H-  C,  wodurch 

die  Constanten  B  und  C  bestimmt  werden  können.  E  ist  wiUkfirlich ,  so  lange  nicht 
noch  eine  neue  Bedingung  hinzukommt. 

Dritter  Fall.    Ist  zu  gleicher  Zeit  y,  =  b,  y«  «  /?,   (j|)    =  g,  (jj)^   «=   h 

gegeben,  d.  h.  sind  nicht  nur  die  Gränzpunkte  der  gesuchten  Gurve,  sondern  auch  die 
Neigung  der  zu  den  Gränzpunkten  gehörigen  Tangenten  yorgescfarieben;  so  fällt  die 
Granzengleichong  von  selbst  weg,  und  man  hat  zur  Bestimmung  der  vier  Gonstanten 
folgende  vier  Gleichungen: 

•)  "  =  m^-iyx^  •  ^^'  -^  '^>"^'  +  ^'  -^  ^ 

»>    ^  =  n(2^"r|)^.'A,  •  (A«  +  B)^'  -H  Ca  4-  E 
3)    g  =  a^  .  (Aa  +  B)=^t  4-  C 
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1 


Vierter  Fall.    Siod  zwar  nicht  die  Gränzpaokte  der  Carve  bestimmt,  ist  aber 
vorgeschrieben,  dass  bei  allen  Garven  die  zar  Abscisse  a  gehörige  Tangente  die  Lange 

j,  and  die  zar  Abscisse  a  gehörige  Tangente  die  Länge  k  habe ;  so  ist  jetzt  f  -  •  fi  +p^  \ 
»  j   and  i-fi  -f-p^j    =  k.    Motirt  man  diese  Gleichongen,  so  bekommt  man 

V      /•      (,._,<).     ^  I  -J.        / 

Ganz  gleichförmige  Aasdriicke  bekommt  man  lür  (-p }    und  (~T~^|  - 
Eliminirt  man  nan  | -r^  |    and  1-3-^1     aas  VHI,  so  bekommt 


man 

\  a»  /a 
8 


(A«  +  B).k«-A.(t«-y^«  (Aa  +  B).j»-A.(j»-y«)« 

3 «y« 8 •  *y«  =0 

und  es  zerfällt  (nach  S*  ^)  <liose  Gleichung  in  folgende  zwei 

8 

(Aa  +  B)  .  k»  -  A  .  (y  —  y^)a  «.  0 

8 

(Aa  +  B)  .  j2  ~  A  .  (j2  -  yiy  -  0 

welche  in  Verbindung  mit  den  zwei  ersten  Gleichungen  des  dritten  Falles  und  mit  den 
zwei  für  die  Länge  der  Tangenten  gegebenen  Ausdrücken  hinreichen,  um  die  sechs 
Stücke  A,  B,  G,  E,  y.  =  b,  y^  =  /?  zu  bestimmen. 

Fünfter  Fall.  Soll  der  Unterschied  der  Gränzordinaten  immer  derselbe,  d.  h. 
soll  immer  y^  >-  y^  a  K  conslant  sein;  sollen  ferner  die  durch  die  Gränzpunkte  ge- 
henden Tangenten  sich  immer  anter  dem  gleichen  Winkel  schneiden,    d.  h.  soll  aach 

(ai)«~(5i). 

immer  -rr-r —     .^        «  L  constant  sein;   so  ist  ^y«  =  ^y«,  ^y«  =  ^y«,  elc; 

'  +  (k)I 

"'"''  (iS^ )    ^  /d  \a  '  (  d   )  '  ***''    ^^  ^^'  Gränzengleichaog  folgt  aber  jetzt 

A(«-a)4.(Aa-HB).(g)^-(A.+  B).(g);  =  0 

Man  hat  also  zwei  Gleichungen  zwischen  |-p  |    und  | -p  j  ,    aus    welchen    man    den 

Werth  von  I  ^^j  »  g  and  von  i-p|  =  h  bestimmen  kann;  und  indem  man  die  yier 
Gleichungen  des  dritten  Falles  zu  Hilfe  nimmt,   gelangt  man  zu  den  Werthen  der  vier 

Constanten,  A.  B,  C.  E.    Zu  dem  Aasdnicke     ^     ,.  .    ^  ,\\    =  L  ist  man  aber 
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auf  folgende  Weise  gelangt:  Es  seien  (fig.  35)  die  Linien  WP  nnd  WQ  zwei  in  den 
PoDkten  R  and  T  berührende  Graden.  Diese  sollen  bei  jeder  wählbaren  Gonre  immer 
einen  gleicbgrossen  Winkel  «>  einschliessen.    Es  ist  aber 

Winkel  «  =  Winkel  w  —  Winkel  n 
Also  hat  man 

tg  «  -  tg  (w  -  n)  -      ^^  "^  *^° 
lg  «       lg  ^w       uj       I  +  tgw  .  Iga 

Da  nun  Igw  «>  |^  j    and  tga  -»  | t^  j  ;   so  ist  jetzt  ersichtlich,   wie  man  za  obigem 

Aasdracke  för  L  gelangt  ist. 

SchlassbemerkaDg.  Diese  Aufgabe,  als  solche»  kommt  schon  yor  in  Baler*s 
Werke  (Methodus  inveniendi,  etc.,  S.  69  und  70).  Sie  wurde  später  von  yielen  Schriftstellern, 
welche  aber  den  (tod  Euler  sogenannten)  Variationscalcul  schrieben,  aufgenommen,  aber 
iauner  nur  sehr  mangelhaft  behandelt. 

Unter  den  von  mir  gemachten  Beiträgen  beachte  man: 

1)  Die  Untersuchung  der  ersten  Form  des  ^ü. 

2)  Die  yerschiedenen  Gränzfälle,    welche  sich  bei   der  Untersuchung  der  zweiten 
Form  des  ÖU  befinden. 


Aufgabe  172. 
Man  sacht  y  als  solche  Fanetion  von  x,  dass  der  Ansdrack 


ein  Maximam-stand  oder  Mlnimam-stand  wird. 


I)    ü=  P(y  +  i.p-r(gx-h.q)2J.dx 
Dd  oder  Mlnimam-stand  wird. 

(Jy  (J2y  ' 

Hier  ist  p  =  ^  and  q  =  v-|,  wie  gewöhnlich.    Das  Radical  iTCgx  —•  hq)*  ist  drei- 

3  i 

förmig;  am  jedoch  bequem  calcoliren  za  können ,  schreibe  man  lieber  (Wl)  •  (gx  —  hq)' , 

•    s 
oDd  hehandle  nur  (ifT)  als  dreiförmig,  alles  andere  aber  als  einförmig  and  reelL    Statt 
Gleichung  I  bekommt  man  also  jetzt 


II) 


U  «  r"(y  4-  xp  -  (ifT)  .  (gx  -  h  .  q)»)  •  dx 


3 

Um  die  Aufgabe  weiter  durchffihren  zu  können,  lege  man  dem  {WJ)  zuerst  seine  reelle , 
and  dann  seine  beiden  imaginären  Formen  bei ,  und  bringe  die  Aufgabe  in  zwei  Abthei- 
laogen. 


Ento  AbflieUwif  . 


Man  lege  dem  (ifl)  nur  seine  reelle  Bedeutung  bei,  und  Gleichung  U  geht  über  in 
III)     ü  =  f '^(y  +  xp  -  (gx  -  h  .  q)»)  .  dx 


Daraas  folgt 


<{"--^ 


«  =  l    /a,  +  x.:^+^^-ii m\-äx 


oder 


3'  3  d^r 

fgx  —  h  •  q  / 


■v>»-^i-rpi(7=;=j]'- 
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Man  erkennt  gradezn,    dass  die  erste  Form  des  dU  nicht  weiter  berücksichtigt  werden 
katui;  man  autclM  sich  also  ehaeweiters  an  die  zweite  Form. 

Erstens.    Soll  dU  =  0  werden,  so  hat  man  zunächst  die  Hauptgleichong 


Daraas  folgt 

oder 

Daraas  folgt  weiter 

Also  ist 


\rgx   -  h.q/ 


VI)    -3 ^ ^  ==  A  .  X  +  B 


_fx  _  hg 

~  h        (A  .  X  +  B)3 


—  g*  ^^  hg 

'^  ""     2h     "*"  2A  .  lAx  -+-  B)« 


Als  Gränzengleichang  hat  man  nun 

Tin)    („-|A).a,.-(.-|A)-«y. +!(*«+ B).(g)^ 

Erster  Fall.    Haben  yai  y..  (^)   ,  (P)    bezüglich  die  festen  Werthe  ß,  h, 

y,  c;  so  ist  dy^  =  0,  dy^  =  0,  l^\    «  0,  (^\    =  0  und  Gleichung  Vlli  mili  von 

selbst  weg.  Die  vier  Gonstanten  A,  B,  G,  E  bestimmen  sich  also  durch  folgende 
Gleichungen 

*^  =  6Th  ^  2ir.  (Aa  +  B)  +  ^  •  a  +  E 

g  .  a^  h* 

'^  ""  "er  "  2Ag  .  CA«  +  B)  +  C  •  «  +  E 

g.  ag  hg 

^  "■     2h     "^  2A  .  (Aa  -+-  B)g  "*"  ^ 

g  .  ag  hg 

^  "^  ""2h"  "*■  2A  .  (Aa  +  B)g  "^  ^ 

Zweiter  Fall.    Haben  wieder  y.  und  y^  die  festen  Werthe  b  und  /9,   sind  da- 
gegen die  Werthe  von   M)    und  /— j    unbestimmt,  so  sind  zwar  dy,  =  0,  dy^  =  0 , 

etc.,  dagegen  (-p)    und  (-p)    sind,  wenn  sie  gleich  einerlei  Form  haben,  doch  dem 

Werthe  nach  ganz  unabhängig  voneinander.  (Man  sehe  $.  92.)  Der  Gleichung  VUl 
wird  also  nur  genügt ,  wenn  Aa  +  B  =  0  und  Aa  +  B  «  0,  ans  welchen  Gleichungen 
folgt,  dass  sowohl  A  =  0  ale  auch  B  =  0  sein  muss.  Dabei  bekommt  aber  Gleichung  YU 
Null  in  den  Nenner,  welohes  eine  Anzeige  ist,  dass  man  die  Integration  für  diesen  Fall 
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noch  einmal  von  Anfange  an  vorzanehmeD  hat.    Man  bekommt  also  statt  Gleiehang  VI 

jetzt  -r =  0,  oder ,  was  dasselbe  ist,  h  •  l/ ^  ^  ^    . — ^s-  =  0.     Letztere 

5 f  8*  •  di^  —  h  •  d^y 

Kgx  —  hq 
Cileichang  ist  aber  Dar  möglicb«   wenn  dx  =  0,   also  x  =  K,  d.  h.  constant  ist,   was 
z.  B.  die  Gleicbang  einer  auf  die  Abscissenaxe  senkrechten   Graden  vorstellt.    Für  y 
lässt  sich  also  nichts  ermitteln,  and  somit  kann  dieser  zweite  Fall  nicht  weiter  berück- 
sichtigt werden. 

Dritter  Fall.    Haben  (^)    and  (^\    bestimmte  Werthe,  und  sind  die  Werthe 

von  y.  and  y^c  anbestimmt;  so  sind  zwar  (-7-^)    =  0  and  (-p-)    =  0,    dagegen  ^y. 

aad  ^a  ^^^  (nach  %*  93)  dem  Werthe  nach  ganz  anabhängig,  and  ktenen  im  Allge- 
meinen nicht  zn  Nall  werden.    Der  Gleiehang  VUI  wird  also  nor  genagt,   wenn  a  — 

2  2 

»  A  =  0  and  a  —  »  A  =  0.    Da  aber  diese  beiden  Gleichaagen  einander  widerspre- 
chen, so  ist  dieser  dritte  Fall  gar  nicht  zalässig. 
Vierter  Fall.    Hat  man  die  zwei  Gleichangen 

SO  bekommt  man  daraas 

Gleiehang  VIII  geht  nnn  über  in 
(-^  +  J.A...|..).©^-(-.>  +  *.A...|..).(f),-. 

Daraas  folgt  gradezo 

3o2  -.  4Aa  —  2B  =  0  and  3a»  —  4Aa  -  2B  «  0 

3  3 

also  ist  A  =  j  •  (a  H-  a),  and  B  =  —  5  •  a  •  a. 

Da  Dan  A  and  B  bereits  bestimmt  sind,  so  reichen  die  sechs  Gleichangen 


,....(g)^  =  K 


y*  ~  ~6fi         SA«  •  (Aa  +  B)  "^  C  .  a  +  E 

g .  «e>  h« 

y«  "  "6h"  ~  8A>  •  (Aa  -H  B)  +  ^  •  a  +  E 


(di)a  ~ 


2h     *^  2A  .  (Aa  4-  B)a  ^ 
g-  «^  ^  h^  _  c 


2h       '    2A  .  (Aa  -f-  B)« 

hin  zar  Beatimmnng  der  noch  übrigen  sechs  Stöcke  G,  E,  y,,  y«»  (j^\  ,  |t^|  • 

Dergleichen  Fälle  lassen  sich  in  beliebiger  Menge  aofsteiloL    Ffir  das  PrfiAings- 
mittel  bekommt  man  im  Allgemeinen 
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woran  mao  erkenot,   dass  ein  Minimam-stand  stattfindet    (Man  sehe  £.  235  und  236.) 
Zweitens.    Lässt  man  in  Gleichnng  iV  den  Nenner  des  zn  dem  unter  dem  Inte- 
gralzeichen stehenden  ^y  gehörigen  Factors  zu  Null  werden ;  so  bekommt  man  zunächst 

IX)    gx  -  hq  =  0 
ond  somit  ist  jetzt 

X)     y  _  llJ?  +  F  .  X  +  G 

Die  in  Gleichung  IV  befindlichen  und  vom  Integralzeichen  freien  Theilsätze  nehmen 
nun,  wenn  man  zuvor  die  angezeigte  Differentiation  noch  ausführt,  bei  jedem  Werthe 
der  Gonstanten  F  und  G  folgende  Form 

an.  Daran  erkennt  man,  dass  die  Bedingungen,  wodurch  die  Constanten  F  und  G  be- 
stimmt werden,  nicht  noth wendig  von  den  Gränzen  a  und  a  abhängig  zu  sein  braueben. 
Hier  ist 

ü'  =  ^  .  (a*  -  a*)  -f-  F  .  (a2  -  a2)  -H  G  .  (a  -  a) 

Um  das  Prufungsmittel  herzustellen,  setze  man 

(1^  -h  F  .  X  +  G  -h  X  .^y  4-  ^  .  a^y  +  ^  .^y  -h \  stott  y 

^2«h  dx         1.2      dx  1.2.3      dx  / 

ond 

/gx  d^dy         x2      d^d^y     ,     x^       d^^^y  \ 

(¥-^^-^-^r.i--d/-^izi--di^-^ )^^^"^ 

in  Gleichung  DI  Oberall  ein;  so  bekommt  man 

Denkt  man  sich  nun  x  im  Momente  des  Verschwindens ,    so  ist  JJ]  negativ,   mit  Aos- 

d^^y 
nähme  des  einzigen  Falles,  wo  der  Ausdruck  -r-j  bei  jedem  von  a  bis  a  liegenden 

Werthe  des  x  zu  Null  wird.    In  allen  andern  onendlichvielen  Fällen  findet  in  der  That 

ein  Maximum-Stand  statt,   und  zwar  bei  jedem  beliebigen  Werthe  des  Gonstanten  F 

ond  des  Constanten  G. 

Aber  eben  weil  die  Constanten  F  und  G  von  den  Gränzen  a  und  a  nicht  abhängig 

ff  •  x^ 
zu  sein  brauchen ,  so  liefert  die  Function  y  =  -^ — r-  +  F  •  x  +  G  auch  noch  zwischen 

o  •  n 

jeder  andern  Gränze  x  =  a'  bis  x  =  a'  einen  Maximum-stand,  wenn  nor  a'  >  a'  ist. 

Zweite  AbihcUvBg. 

Man  kehre  nun  wieder  zo  Gleichong  II  zuröck ,  ond  lege  dem  (vTT)  seine  imaginä- 
ren Bedeotongen  bei.    Man  bekommt  dann 


Digitized  by 


Google 


289 


+.i-m 


-/.-|..(rr,4.^,-J^\i.,,. 

\  \rgx  -  hq//a 

Ersten».     Aa,  ^  •  ^ij^Zz]  =  '  '"'«f'  ^  "  St  "  2A»  ■  (aI  h-  B)  + 
\rgx  —  hq/ 
Cx  +  E.    Dabei  ist  aber  U'  imaginir,  also  dieser  Zastand  aicht  weiter  ta  beachten. 

Zweitens-    Ans  gi  —  hq  -■  0  folgt  y  =  °  ^ .    -»-  P  •  x  +  G.    Dabei  ist  aber 

iU  ist  al30  imaginär,  mit  Aasnahme  des  einzigen  Falles,  wo  alle  die  zweiten  Differen- 

d^dy     d^^v     d^d^ 
Üalqaotienten  -^-y ,  -^-^^ ,     ,  /  ,  etc.  bei  jedem  von  a  bis  a  liegenden  Werlhe  des  x 

la  NoU  werden.    In  allen  andern  anendücbvielen  Fällen  ist 
g 


ü'  =  ^  .  («*  —  a*)  +  F  .  (a«  —  a«)  4-  G  •  (a  -  a) 


ein  Einzelstand. 


Aufgabe    173. 

Man  soll  die  ebene  Gorve  finden,  deren  von  z  »  a  bis  x  =  a  erstreckter  Bogen 
mit  seiner  Eyolate  and  den  zo  den  Gränzpankten  gehörigen  Kr&mmangshalbmessern 
die  kleinste  Fläche  einschliesst.    Das  Coordinatensystem  sei  das  rechtwinkelige. 

Die  so  begränzte  Fläche  ist  bekanntlich  gegeben  durch 

2  Ja  q 

wo  man,  wie  gewöhnlich,  p  statt  ^,  and  q  statt  ^  gesetzt  haL  Durch  Mutiren  be- 
kommt man,  wenn  man  die  erste  Form  des  dU  nicht  weiter  berQcksichtigen  will,  nach 
(1er  gehörigen  Umformung  als  zweite  Form 


U.  37 
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Aas  der  Haapigleichang  folgt  durch  einmalige  Integration 

Wenn  man  hier  die  angedeotele  Differentiation  ausführt,  und  dann  dp  statt  q  •  di  setzt; 
so  gibt  sich 

8p  >  (1  +  p^)  ■  dp  _  2.(1  H-p^)^>dq  ^  E  .  j^ 
q2  q3 

oder 

«P(<+P')-<»P   _2i(Ljt/)!l^  =  E.q.dx  =  E.dp 
Daraus  folgt 

q 

Aas  dieser  Gleichong  folgt  2  •  (I  +  p^^  =  E  •  pq  +  F  •  q,  and  sonach  ist 

„n    j,^Ep.dp+F.dp 

Also  ist 

IV)  '  =  H  +  ,.^P-^p,^  +  ^.arctgp 

Da  y  »/p*dx,  so  hat  man  nur  aus  III  für  dx  den  Ausdruck  zu  sobstituiren,  und 
dann  zu  integriren.    Dadurch  bekommt  man 

V)  y-K-^Pii^j:^)-Kl.arctgp 

Die  gesuchte  Curve  ist  nun  durch  zwei  Gleichungen  gegeben,  wo  £,  F,  H,  K  vier 
noch  zu  bestimmende  Constanten  sind;  sie  ist  die  Gycloide.  Eliminirt  man  arc  tg  p 
aus  iV  und  V,  so  bekommt  man 


Setzt  man  ^  statt  p,  und  ds  statt  Kdi^  +  dy^;  so  bekommt  man 
ds  = 


2.rF.y  —  Ex-i-EH  —  F-K 
~H^dy2;  so  bekon 
F  >  dy  —  E  »  dx 


a.rFy  —  Ex-I-EH-FK 
und  daraus  folgt 

VI)    8  =  N  -H  rF-  y  —  ExH-E.fl-F.K 

Dm  Gränzengleichung  redocirt  sich  nun  auf 

In  Folge  alles  Vorhergehenden  bekommt  man  femer 

,„=-.E.a^„-l.(lH+I)^.(^)^ 

.j-;i.[,.(..«.(f)'+(^.^-iii?.^)']... 

Erster  Fall.  Sind  nur  zwei  feste  Punkte  (a,  b)  und  (a,  0)  gegeben,  durch 
welche  die  gesuchte  Cnrve  begränzt  wird;  so  ist  dy.  =  0,  ^y^  =  0,  d*y,  =  0,  ^y«  =  0, 
etc.    Die  Grünzengleichung  reducirt  sich  daher  auf 
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/E_jMhF\        /ddy\     _  /Ep  +  F\        /ddy\    _ 
[        2q       ;a'\dij«        [      2q      )^      l^x^-" 

bekommt  (nach  g.  92)  also  (^^ ,^  ^)    •=  0  and  (^^ ^  ^)    =  0,  so  dass  alle 

Tier  CoDstanten  bestimml  werden  können. 

Zweiter  Fall.  Sind  die  Gränzpunkte  (a,  b)  and  (a,  ß)  nicht  beslimmt,  sollen 
aber  bei  der  Abscisse  a  alle  hier  zu  vergleichenden  Garven  parallele  Tangenten  haben, 

ond  soll  das  oemliche  aach  bei  der  Abscisse  a  gelten;  so  ist  (-p )  «=Oand  (-;p- 1  =  0; 

dagegen  dy,  and  dy^  sind  (nach  g.  92)  dem  Werthe  nach  ganz  unabhängig  voneinander , 
und  können  im  Allgemeinen  nicht  zu  Null  werden.  Es  folgt  also  aus  der  Gränzenglei- 
chong,  dass  £  »  0  ist.    Geht  man  nun  zu  der  Gleichung  III  zurück,  so  bekommt  man 

^  =  2.ii'^^^r  """*  ^^  ^  ^"^*  ^  2^^TT^^     '^*''"'  ^^'«^  y  =  B  - 

F 
J—7Z -^.    Wenn  man  4C  statt  (F  —  4B)  setzt,   so  bekommt  man  aus  der  letzten 

GleiehoDg 

---1-y  l^r^      .        (B-y)-dy 

r  C  -+-  y       KßC  -H  (B  -  C)  .  y  -  y2 
also  ist 

X  =  A  +  raC  +  (B"^-c).y-y2  +  ?-^  .  arc  sin  ^  "^  ^"^  ^ 

Da  hier  l-r')  and  |-p  |  gegeben  sind,  so  lassen  sich  die  Constanten  B  ond  G  bestim- 
men; dagegen  A  bleibt  anbestimmt,  wenn  nicht  noch  eine  dritte  Bedingung  hinzukommt, 
z.  B.  die,  dass  die  Gurve  durch  irgend  einen  Punkt  gehen  soll,  welcher  entweder  zur 
Abscisse  a,  oder  zur  Abscisse  a,  oder  zu  irgend  einer  andern  Abscisse  gehören  mag, 
denn  in  jedem  dieser  drei  Fälle  bleibt  £  =  0. 

Dritter  FalK  Sollen  alle  hier  zo  verKleicheuden  Garven  die  nemlichen  Gränz- 
punkte, and  in  den  Gränzpunkten  einerlei  Tangenten  haben;  so  ist  dy^  =  0,  dy^  «=  0  ; 

l-j^l    =  0,  (--p-i    =  0,  etc.;  und  die  vier  Gonstanten  werden  alsdann  durch  die  für 

Xa*  Ja'  (^1   >  (h   )    ^^^^  ergebenden  Gleichungen  bestimmt. 

Vierter  Fall.  Sind  sowohl  die  beiden  Gränzpunkte  als  auch  noch  zwei  andere 
Ponkte  gegeben,  durch  welche  die  gesuchte  Gurve  gehen  soll,  d.  h.  soll  die  gesuchte 
Corvo  durch  vier  bestimmte  Punkte  gehen  *,  so  werden  dadurch  allerdings  die  vier  Gon- 
stanten bestimmt,  allein  von  der  Gränzengleichung  bleibt  noch  übrig 

(^a-(^').-m-(m=» 

Die  vier  Gonstanten  sind   schon   bestimmt,  sie  lassen   sich   also  nicht  mehr   so  ein- 
'  '  \. j    und  I — -^ I    noth wendig  zu  Null  werden  müssen. 

Dergleichen  auf  Gränzbedingungen  sich  beziehende  Fälle  kann  man  beliebig  viele 
aufstellen. 

Schlnssbemerkung.  Diese  Aufgabe ,  als  solche ,  kommt  schon  vor  in  Eoler's 
Werke  (Methodos  inveniendi  etc.,  Seite  64  und  65).  Sie  wurde  später  von  fast  allen 
Schriftstellern,  welche  über  Yariationscalcul  schrieben,  aufgenommen,  aber  immer  nur 
sehr  mangelhaft  behandelt.  Gewöhnlich  findet  man  sie  nnr  bis  zu  Gleichung  Yfl  fortge- 
Tokrt.    Allea  Weitere  habe  ich  hinzugefügt  • 
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Aufgabe  174. 
Mao  sucht  y  als  solche  FudcUod  von  x,  dass 

ein  Maximum-sUiDd  oder  Mtnimum-stand  wird. 

Setzt  mao  r  statt  j-^,  so  bekommt  man.  wenn  man  die  erste  Form  des  d\]  nicht 
weiter  berücksichtigen  will,  nach  den  gehörigen  Umformungen  als  zweite  Form 

Daraus  folgt  die  Hauptgleichung     ^  .  3 — -  =  0;  also  ist 


■/:( 


und 


I)    r-  -  »  -  4  •'*  +  '''  +  <^ 


Ob  sich  daraus  ein  algebraisches  oder  transcendentes  Integral  ableiten  lässt,  hangt  zu- 
nächst vom  Werthe  des  n  ab.  In  Folge  der  Gleichung  I  bekommt  man  als  Gränzen- 
gleichung 

'">    (#    .'-■.■«-c)(^).-(*.+  •)-(S'),-A'». 
-  (t- +  »■• +<:)(S).  +  CA.  +  B)  .(^),  -  A.,,.  =  a 

Mutirl  man  nochmals,  und  berücksichtigt  man  die  Hauptgleichung;  so  ergibt  sich 
.V)«=(A.^  +  ,.,.c).(«^)^-(*.+  B).(^)^  +  A.,,. 

+  .(I,  -  i)J*^°(t  ■«•  +  »'+<:f^'{Wf'^ 

so  dass  es  zunächst  von  n  abhangt,  ob  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  statt- 
findet   (Man  sehe  $.  237.) 

Wenn  n  =  +  1 ,  so  gehört  der  Fall  nicht  hieher,  denn  aus  U  =  1     r  •  dx  folgt 

an  _  r^  .  d,  -  /^\   -  (^^\ 
'"-Ja    ^^'     "^'-Wja       Wh 

80  dass  hier  keine  Hauptgleichung  stattfindet,  also  von  einer  aufzusuchenden  Function 
keine  Rede  sein  kann. 

Erster  Fall.    Soll  die -Wahl  unter  allen  den  Gurven  getroffen  werden,  welche 

1)  die    nemlichen    Gränzpunkte  (a,   b)  und  (a,  ß)  haben,   wo  also  y,  =  b 
und  Yfj^  =  ß  bestimmt  sind;  welche  ferner 

2)  in  den  Punkten  (a,  b)  und  (a,  ß)  alle  einerlei  BerOhrungslinien  haben,    wo 
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also  aach  die  Werthe  von  |t^J    =gond|^|    =    h   gegeben   sind;   und 

einerlei  Rrämmangs 

—^1   =  ^= r-^-^ 


welche 
3)    in  den  Ponkten  (a ,  b)  and  (a ,  ß)  auch  noch  alle  einerlei  Rr&mmongshalb- 

1(1    ^  p2)¥\ 

haben,    wo   also   auch   die  Werlhe   von  \^^ ^        I    =  i   ^^^ 

8 


('h4.= 


so  ist  jetzt  djt,  =  0,  Sja  =  0,  ^^y,  =  0,  ^y«  =  0,  elc; 

Die  Gränzengleichnng  läUt  also  jetzt  von  selbst  weg,  ond  Gleichung  IV  reducirt  sich  aaf 

anj  =  n(n~l).J''(y  x^  +  Bx  +  c)^^i  •  (^^  •  di 
Ist  B  =  9,  so  ist 


y  =  iro3-*  +  i:oj'*+03'*  +  Ä''  +  '"-^'^ 


und 


^=2.£'(^y.dx 


so  dass  jetzt  ein  Minimam-stand  stattfindet;  ond  zar  Bestimmung  der  sechs  Gonstanten 
hat  man 

Zweiter  Fall.    Soll  die  Wahl  unter  allen  denjenigen  Goryen  getroffen  werden, 
welche 

1)    alle  durch  die  nerolichen  zwei  Punkte  (a,  b)  ond  (a,  ß)  gehen,   wo  also  y. 

=  b  und  y^  =  /?  gegeben  sind;  und  welche 
3)    in  den   Punkten  (a,  b)  und  (a,  ß)  auch  noch  alle  einerlei  Krömmungshalb- 
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((i    -I-   p2)S\ 
^^ — i— üZ-l    =  j   and 
q        /a   . 

^ ILZ- 1    e»  k  gegeben  sind; 

so  ist  jetzt  dy^  «  0,  (Jy^  =  0,  d^y,  =  0,  d^ja  =  0,  etc.    Aus  der  GleichuDg  für  den 
Krümmaogsbalbmesser  des  Punktes  (a,  b)  folgt  nun  nach  and  nach 

Ganz   gleichförmige  Ausdrucke   bekommt  man  f&r  (-r^)    and  I    .  ^   j  .      Gleichuog 
III  geht  also  jetzt  über  in 

[|.(A.^  +  B«  +  €) .  {p-rn^i -  (A«  +  B)]  .  (^)^ 
-  [f  (t-»*  +  Ba  +  c)  .  (p.rrrj»),  -  (a«  +  b)]  .  (^)^  =  o 

Man  kann  nun  diese  Gleichung  in  zwei  einzelne  zerlegen,  und  |-p  j    und  l-p  j  bestim- 
men;  hierauf  bekommt  man  noch  sechs  Gleichungen,    mittelst  deren  man  die  sechs 
durch  die  Integration  eingegangenen  Gonstanten  gleichfalls  bestimmen  kann. 
Und  so  fort. 


Aufgabe    175. 

Man  sucht  diejenige  räumliche  Gurve,  welche  zwischen  zwei  (zu  den  Abscisseo  a 
und  a  gehörigen)  rechtwinkeligen  Gränzebenen  die  kürzeste  ist. 

Die  hiesige  Aufgabe  verlangt,  dass  der  Bogen  der  gesuchten  Gurve  durch  eine 
Function  der  Abscisse  ausgedrückt,  und  dann  von  x  =  a  bis  x  =  a  erstreckt  werde. 
Da  nun  die  Differenz  (a  •—  a)  positiv  ist ,  so  muss  (wie  aus  der  Theorie  der  Rectifi- 
cation  bekannt)  die  erste  Ableitung  des  ßogens  bei  jedem  zwischen  a  und  a  liegenden 
Werthe  des  x  positiv  sein.    Man  darf  daher  fär  des  Bogens  erste  Ableitung  nur  den  eio- 

deutigen  positiven  Ausdruck  l/l  +  |-p|    +  \-t\  und  durchaus  nicht  den  zweideaUgen 

lyl4-l-p|    +(j-)    setzen.    Die  Aufgabe  ist  also: 

Man  sucht  y  und  z  als  solche  Functionen  von  x,  dass  das  zwischen  den  Gränzen 
von  a  bis  a  erstreckte  Integral 

kleiner  wird,   als  es  von  allen  andern  den  gesuchten  Functionen  bei  jedem  Werthe  des 
X  nächstanliegenden  Nachbarfunctionen  gemacht  werden  kann.    Mutirt  mau  nun,    und 

setzt  man  zur  Abkürzung  p  anstatt  -p  ,  und  p  anstatt  j^;  so  bekommt  man 


Digitized  by 


Google 


ond  wenn  man  amforml,  so  bekommt  man 


395 

Ja  ^^  +p2  4-i>2    V     *^*  <*V 

ml,  80  bekommt  man 

^^  ^  /p  -  ay  +  )>  >  dz\    _  /p  >  dy  +  »  >  (?z\ 
\ri  +  p2  +  )>2/a        Vi  -h  p2  H^2^ 

ÜDlersachaog  der  ersten  Form  des  dV>    Hier  wird  dU  »0,  wenn  die  beiden 
identischen  Gleichongen  p  =  0  and  )>  =  0  stattfinden.    Integrirt  man  sie,  so  gibt  sich 

y  =»  B,  ond  z  =  F 
wo  B  und  F  zwei  willkürliche  Constaoten  sind.  Darch  diese  beiden  Gleichongen  ist 
aber  die  mit  der  Ahscissenaie  X  parallele  Grade  dargestellt.  Die  Gränzen  a  ond 
a,  welche  sie  auch  sein  mögen ,  haben  durchaus  keinen  Einfloss  auf  die  hier  gefondenen 
Fooctionen  y  =  B  und  z  =  F;  und  bei  ihr  wird  nicht  allein  die  erste,  sondern  auch 
die  zweite  Form  des  ^U  zu  Null.    Ferner  ist  Jetzt 


'--am-mi- 


Dieser  Ausdruck  ist  unter  allen  Umständen  positiv ,  und  es  ist  nicht  ndthig,  ihn  noch 
amzarormen.  Da  die  Gränzen  a  und  a  durchaus  keinen  Einfloss  auf  die  Fonctioneii 
y  =  B  und  z  =  F  haben ,  so  machen  sie  nicht  allein  das  zwischen  den  Gränzen  von 
a  bis  a  erstreckte  Integral  U,  sondern  auch  das  zwischen  allen  beliebigen  Gränzen  er- 
streckte Integral  U  zu  einem  Minimum-stande. 

Untersuchung  der  zweiten  Form  des  3U.  An  dieser  Form  erkennt  man, 
dass  es  auch  yon  den  Gränzen  a  und  a  abhängige  Functionen  gibt,  die  aber  nur  das 
zwischen  diesen  Gränzen  erstreckte  Integral  U  zu  einem  Minimum-stande  machen.  Da- 
mit Dun  dU  =  0  werde,  hat  man  die  beiden  Hauptgleichungen 

I)     ^  .  J  P  _\  =  0,   und  II)    1  .  d(—=J_=\  =  0 

and  die  Gränzengleichung 

iin  /p '  ^y  -+-  ^  •  ^g\   _  /p  'Jy  +  P'  ^A  ^  q 

Vi  4-  p2  -h  p^a       Vi  H-  p2  -+-  p2/a 
.4os  den  Gleichungen  I  und  II  folgt  zunächst 

^ h,    und  ^  


ri  4-  p2  +  p2      '       n  H-  p2  4-  v? 

Daraus  gibt  sich 

dy  h  A         j  dz  g  „ 

dx         rmrh2  ^  g2  dx         }f  1   _  h2  —  g2 

Also  ist 

IV)    y  =  A.x-+-B,        und        V)    z  =  E  •  x  4-  F 
vo  A,  B,  E,  F  vier  noch  zu  bestimmende  Constanten  sind.    Die  grade  Linie  im  Räume 
geoägt  also  der  Aufgabe ,  aber  nicht  jede  grade  Linie  im  Räume,   sondern  nur  diejeni- 
geo,   welche   solchen   Gränzbedingungen   unterworfen  sind,    dass  die  Gränzengleichung 
111,  welche  jetzt  folgende  Form 

VI)  ^  '^  .  (A  •  <Jy«  +  E  .  ^z«  -  A  .  ay,  —  E  .  dz,)  =  0 

Kl  4-  A2  +  £2     ^  "  " 

annimmt,  hinwegfällt;  und  diese  graden  Linien  machen  das  zwischen  den  Gränzen  a 
ond  a  erstreckte  Integral  U  :=  (a  —  a)  •  Kt  4-  A2  4-  E2  und  kein  zwischen  andern 
Gränzen  erstrecktes  Integral  zu  einem  Minimum-stande.  In  Folge  alles  Vorhergehenden 
bleibt  för  OTJ  jetzt  nur 
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(1  +  A2  +  £2)  •  n  -h  A«  +  E«  "Ja   LI        <*«  <*»  / 

-(^)'-(S)']-'- 

Der  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Aasdrack  ist  für  jeden  beliebigen  Werlh  des 
X  bestandig  positiv,  also  ist  das  Integral  selbst  beständig  positiv;  und  somit  findet  ein 
Minimum-Stand  statt.    (Man  sehe  %.  239  und  240.) 

Erster  Fall.  Ist  der  Anfangspunkt  und  Endpunkt  der  gesuchten  Linie  fest,  und 
ersterer  gegeben  durch  z  =  a,  ya  =  b,  Za^c,  der  zweite  aber  durch  x  =  a, 
Ja  —  ß^za'^  y;  80  «l  *i"«r  (nach  $.  87)  dy^  =  0,  di^  =  0,  ^y«  —  0,  d%a  =■  0, 
a^,  2r  0,  äh^  »  0,  ^y^  =  0,  ^a  =  ^»  ®^<^*  ^^^  Grftnzengleichung  flllt  also  jetzt 
von  selbst  weg,  und  man  hat  fiir  Anfangspunkt  und  Endpunkt  der  gesuchten  Linie 
folgende  vier  Gleichungen  b  —  Aa  +  B,c«Ea-hF,iff  =  Aa4-B,y  =  Ea+P, 
woraus  sich  die  vier  Constanten  A,  B,  E,  F  bestimmen  lassen,  so  dass  durch  die  bei- 
den Gleichungen 

ß  —  b  ab  —  aß       ,  y  —  c  ac  —  ay 

y  =  'i X  H und  z  =  ^ •  X  -i ^ 

'        a  —  a  a  —  a  a  —  a  a  —  a 

die  gesachte  Grade  im  Räume  völlig  bestimmt  ist.    Femer  ist 

ü'  —  p  V  .  dx  =  r(a  -  a)2  +  0»  -  b)2  -f-  (y  -  c)« 

Zweiter  Fall.  Soll  die  gesuchte  Linie  von  einem  festen  Punkte  bis  zu  einer 
(z.  ß.  auf  der  Coordinatenebene  XZ)  senkrechten  unendlichen  Graden  gezogen  werden; 
und  ist  der  feste  Punkt  gegeben  durch  x  =  a,  y«  =  b,  z,  =  c;  so  ist  dann  die  senk- 
rechte Grade  gegeben  durch  x  =  a  und  z^  ==  y.  Es  ist  also  auch  hier  dy^  =0, 
dt^  =  0,  dza  =  0,  d«ya  =  0,  ^z.  =  0,  d^z«  =  0,  etc.;  dagegen  ^y«,  ^y«,  etc.  sind 

A 

willkürlich.    Die  Gränzengleichung  VI  reducirt  sich  daher  jetzt  auf  ^  •  dya 

Y\  4-  A2  4-  E2      ^ 

»  0,  d.  h.  A  =  0.    Die  Gleichungen  der  gesuchten  Graden  sind  also  jetzt 

y  =  B  =  b,    und  z  =»  ^ •  x  H ^ 

^  a  —  a  a  —  a 

d.  h.  die  gesuchte  Grade  geht  durch  den  Punkt  (a,  h,  c),  ist  mit  der  Coordinatenebene 
XZ  parallel,  und  steht  senkrecht  auf  der  gegebenen  Gränzlinie.    Dabei  ist 

ü'  =  Y(a  —  a)2  +  (y  —  c)» 
Dritter  Fall.  Sucht  man  die  kürzeste  Linie  im  Räume,  welche  zwischen  zwei 
unendlichen  Graden  gezogen  werden  kann,  die  miteinander  parallel  sind,  und  auf  einer 
der  Coordinatenebenen  (z.  B.  auf  XZ)  senkrecht  stehen;  und  sind  diese  Senkrechten 
gegeben  durch  x  =  a,  z,  =  c,  und  durch  x  =  a,  z«  =  y;  so  ist  ^z,  =  0,  dz«  =  0, 
d^z,  =  0,  ä^Za  =  0,  etc.;  dagegen  dy^  und  dy^  sind  (nach  $.  92)  dem  Werthe  nach 
ganz  unabhängig  voneinander ,  und  können  im  Allgemeinen  nicht  zu  Null  werden.    Die 

A 

Gränzengleichung  VI  reducirt  sich  also  auf  •  (^y«  —  ^y,)  =  0,  d.  h.  es 

ri  4-  A2  4-  £2     "^ 

ist  A  =  0;  und  die  beiden  Gleichungen  der  gesuchten  Linie  sind 


y  =  B,     und 


y  —  c  ac  —  ay 


a  —  a  a  —  a 

Da  B  nicht  bestimmt  werden  kann,  so  läuft  die  gesuchte  Grade  in  jeder  beliebigen 
Entfernung  mit  der  Coordinatenebene  XZ  parallel,  und  steht  auf  den  beiden  Gränzlinien 
senkrecht.    Auch  hier  ist 

ü'  =  r(a  -  a)2  4-   (y  -  c)« 
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Vierter  Fall.  Sacht  man  die  kfirzeste  Lioie  im  Räume,  welche  zwischen  zwei 
auf  Terschiedenen  Coordinatenebenen  (s.  B.  auf  XZ  und  auf  XY)  senkrechten  unendli- 
chen Graden  gezogen  werden  kann;  und  ist  die  auf  XZ  senkrechte  Grade  bestimmt 
durch  X  =  a  und  z,  =:  c»  dagegen  die  auf  XY  senkrechte  Grade  durch  x  =  a  und 
Ja  =  ßy  80  isl  Jcl^l  ^^a  =  ö»  ^Ya  '='  ^>  ^*a  =  ö»  ^Ya  =  ^»  ®^c.;  aber  ^y,.  dz^, 
^Xai  ^>a«  ®^^  8^°^  1°^  Allgemeinen  nicht  NolL   Die  Gränzengleichong  VI  reducirt  sich 

also  auf  .  (E  .  az„  —  A  .  dy,)  =  0,   d.  h.  es  ist  A  =  0  und  E  =»  0. 

Die  beiden  Gleichungen  der  gesuchten  Linie  sind  also  jetzt 

y  =  /5  und  z  =  c 
d.  h.  sie  läuft  mit  der  Coordinatenebene  XZ  in  der  Entfernung  ßj    und  mit  der  Goor- 
dioatenebene  XY  in  der  Entfernung  c  parallel,   und  steht  auf  beiden  Gränzlinien  zu- 
gleich seokrecht    Hier  ist  U'  =  a  —  a. 

Fänfter  Fall.  Sucht  man  die  kürzeste  Entfernung  zwischen  zwei  auf  der  Coor- 
dinatenebene XY  senkrechten  Graden,  während  kein  fester  Punkt  in  ihnen  gegeben, 
jedoch  die  Bedingung  gestellt  ist,  dass  dieselben  um  die  beständige  Differenz  K  ver- 
schieden  sein  sollen;  so  ist  jetzt  z^  —  z«  =  K.  Daraus  folgt  dz^  ^  ^z«,  ^z^  =  ^z«, 
etc.  Die  hier  in  Rede  stehenden  Senkrechten  sind  gegeben  durch  x  =  a ,  y«  »  h ,  und 
durch  X  =  a,  y«  =.  /?;  und  dabei  ist  dy,  =  0,  dya  =  0,  ^y,  =  0,  ^y«  =  0,  etc. 
Der  Gränzengleichung  wird  also  von  selbst  genügt,  und  die  Gleichungen  der  gesuchten 
Linie  sind 

y  =  •  X  H ,    und  z  = •  x  -t-  r 

^        a  —  a  a—  a  a  —  a 


wo  F  beliebig  ist.    Endlich  ist  U'  =  f(a  —  a)«  -*-(/?  —  hf  4-  K«. 

Sechster  Fall.  Soll  die  Summe  der  Gränzordinaten  z«  und  z^  beständig  dieselbe 
bleiben,  d.  h.  soll  immer  z«  +  z^i  =  K  sein;  so  ist  dza  ■»  —  ^z.,  ^z^x  =  —  ^z«,  etc.; 
und  es  folgt  E  =  0.    Daher  sind  die  Gleichungen  der  gesuchten  Linie 

P  —  b         ,    ab  —  a/?         ,  K 

y  = •  X  H -^ ,  und   z  =  tt- 

Sie  läuft  also  in  der  Entfernung  -^  mit  der  Coordinatenebene  XY  parallel.    Dabei  ist 

\}'=Y(a^  a)2 -f- (/5  -  b)2. 

Schlnssbemerkung.  Diese  Aufgabe ,  als  solche ,  befindet  sich  in  Lagrange's  Werke 
»Lecons  sur  le  Calcal  des  Fonctions"  (und  zwar  im  zweiten  Beispiele  der  22'^'^  Vorlesung). 
Sie  wurde  spater  Ton  fast  allen  Scbriflstellern ,  welche  über  YariatiODScalcul  schrieben, 
aafj^enommeD ,  aber  immer  sehr  mangelhaft  behandelt. 

Unter  den  von  mir  gemachten  Beiträgen  beachte  man: 

1)  Die  Untersnchong  der  ersten  Form  des  dV, 

2)  Die  yerschiedenen  Gränzfalle,  welche  sich  bei  der  zweiten  Form  des  ÖV  befinden. 


>  V' 


Aufgabe    176. 

Man  sucht  die  kfirzeste  Entfernung  von  einer  im  Endpunkte  der  Abscisse  x  =  a 
auf  der  Abscissenaze  senkrechten  Ebene  bis  zu  der  durch  die  Gleichungen  f(a,  /9,  y)  =  0 
«od  f(a,  /?,  y)  =  0  gegebenen  räumlichen  Curve. 

Allgemeine   Einleitung. 

Zor  Bequemlichkeit  nehme  man  überall  das  rechtwinkelige  Goordinatensystem.  Auch 
bedarf  es  nicht  der  Erinnerung,  dass  sowohl  die  zur  Abscisse  x  =  a  gehörige  Ebene 
als  auch  die  durch  die  Gleichungen  t(a,  ß,  y)  =  0  und  ^(a.  ß,  y)  =  0  gegebene 
Gränzcnrve,  sowie  die  noch  zu  suchende  Linie  selbst  auf  ein  und  dasselbe  rechtwinke- 
lige Goordinatensystem  bezogen  werden  mössen. 

Die  hier  vorgelegte  Aufgabe  sucht  eine  in  einem  noch  zu  ermittelnden  Punkte  der 
Grinzcurve  sich  endigende  Linie,   deren  Länge  kleiner  ist,    als  bei  jeder  andern,   der 

n  38 
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gesuchten  Liaie  stetsfort  oächstanliegenden  (entweder  in  dem  oooh  zu  ermitteloden 
Pankte,  oder  in  den  ihm  nSefastgelegenen  öbrigens  nnr  in  der  Granzenrve  befindliehen 
Nftchbarpunkten ,  sieh  endigenden)  Nachbariinle  der  FaU  sein  kann.  Man  verlangt  also 
f^r  y  und  z  solche  Functionen  von  x,  und  fiir  a  einen  aolchen  Werth,  dasa  der  Ana- 
druck 

ein  Miniinumwerth  eines  Minimum-standes  wird. 

Bei  dem  jetzt  nöthigen  Mutiren  muss  a  constant  bleiben,  und  nur  a  darf  Werthän- 
derungen  erleiden.  Bei  der  ersten  Form  des  (^)U  werden  die  Mutationen  der  zur  ge- 
suchten Linie  gehörigen  GrSnzordinate  nicht  vorkommen.  Diese  Mutationen  mfissen 
aber,  wie  schon  (in  der  Einleitung  zur  160^*"  Aufgabe)  auseinandergesetzt  iat,  der 
Untersuchung  unterworfen  werden.  Man  kann  also  die  erste  Form  des  (^U  diesmal 
nicht  beachten;  und  desshalb  stelle  man  nur  die  zweite  Form  her,  welche,  wenn  man 

noch  zur  Abk&rzung  p  statt  ^  und  )}  statt  j-  setzt,  folgende  ist; 

Soll  nun  (<^)U  =  0  werden,  so  bekommt  man  die  beiden  Hauptgleichungen 

III)    1 .  d/  P         -\  =  0,  und  IV)    1 .  d/  ^         =\  =  0 

woraus  sich  ergibt 

V)    y  =  Ax -♦- B,  und  VI)    z  =  E.x  +  F 

weltbes  die  Gleichungen  einer  graden  Linie  im  Ranme  sind,  wie  zu  erwarten  war. 
Als  Gränzengleichung  bekommt  man  jetzt 

Vll)  ^2       T  '  '•^  '  ^ya  +  E  •  ^«a  — A  •  ^y.— E  •  dz, -h (1  -h  A«  +  E»)  •  i9a]=0 

wo  man  den  gemeinschaftlichen  Factor  ^  .  ,  auch  hätte  weglassen  können. 

A  H-  A»  +  E«  * 

Mutirt  man  noch  einmal*  so  bekommt  man  im  Allgemeinen 

VIIO    (<5)'U  =  \S^y  .  dx  +  9  •  «V«  - 1?«  H-  V«  .  t>«o  -h  (il)    .  *«» 
Ja  ^"*'a 

Nun  ist  ^  =     ■■  .  /p  •  j-^  +  p  •  j^l ,-  und  weil  aus  den  Gleichungen  V 

d^v  d'z 

und  VI  folgt,  dass  j-^  ■»  0  und  -pg  =  0  ist,  so  ist  auch 

Nimmt  man  jetzt  mit  VIII  die  gehörige  Umformung  vor,  und  berikcksichtigt  man  dann 
die  Gleichungen  III,  IV  und  IX;  so  bleibt  nnr 

,>  ^ L_,  .J-;  [(E .  ^  -  * .  ^,' .  imf  +  ^^fj. .. 

"^  Vi  +A«+E^  •  [a  •  ^y«  +  E  .  a»«„  -  A  .a»y.  -  B  .^z. 
+  2A  .  (^\    .  *«  +  8E  •  (^\    •*«  +  (!  +  A»  +  E«)  •  ^l 
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NoD  ist  mao  soweit  gekommeo,   das«  venchiedeoe  Gränzlllle  aafgeslelit  werdeo 
köaaeiL 

Erster   Fall. 
Sacht  man  die  absolut  karzeste  Eotfernuog  von  einem  festen  PankCe  (a,  b,  c)  bis 
ZQ  eiaer  dorch  die  Gleichoogeii  r(a,  /?,  y)  =  0  aod  f(a,  ß,  y)  =:  0  gegebenen  räam- 
licben  Cnnre;    so  ist  ^y.  c=  0,  <Jz,  =  0,  a«y,  s=  0,  a^z,  =  0,  etc.    Die  Gränzenglei- 
cboDg  VII  redacirt  sich  also  aaf 

XI)    A  .  i>y„  +  E  .  Se^  -H  (I  4-  A«  +  E»)  .  i^a  =  0 

wo  man  den  gemeinschafUichen  Factor  ~ —  weggelassen  bat« 

Da  die  gegebene  Grinzeorve  von  der  gesuchten  Graden  geschnitten  wird,  so  niuss 
bei  diesem  Darchscbnittspunkte 

sein;  und  man  kann  diesen  erslen  Fall  von  hier  an  auf  dreierlei  Weise  durchrühren, 
je  nachdem  man  von  den  drei  Goordinaten  der  GrSnzcurve  entweder  a  oder  ß  oder  y 
als  das  dem  Werthe  nach  willkürliche  Element  behandelt.  Die  Durchführung:  dieses 
ersten  Falles  wird  aber  am  einfachsten,  und  der  Calcui  selbst  nimmt  die  meiste  Sym- 
metrie an,  wenn  man  die  Abscisse  a  als  das  dem  Werthe  nach  willkQriiche  Element, 
dagegen  die  Ordinalen  ß  und  y  als  die  dem  Werthe  nach  abhängigen  Elemente  behan- 
delt. Man  sondere  daher  ß  und  y  aus  den  beiden  Gleichungen  f(a,  ß,  y)  =  0  und 
\{^>  ßi  y)  =  ^  ^^i  ^  d^ss  ^^^  ß  =  X^^'^  and  y  =  £(a)  bekommt.  Statt  der  Glei- 
choogen  ya  ^^  ß  ^^^  'a  =  X  mass  man  also  setzen 

3)    y«  =  x(oo,        und       4)    z«  =  ^ia) 
oder  vielmehr 

5)  A  •  a  -h  ß  =  x(a)»  and  Q  E  •  a  -h  F  =>  ^(a) 
Man  erkennt  aber,  dass  sich  aus  diesen  beiden  Gleichungen  nur  eine  bestimmte  An- 
zahl von  Werthen  des  a  ergeben,  und  dass  von  diesen  Werthen  des  a  nur  diejenigen 
beachtet  werden  können,  welche  den  beiden  Gleichungen  5  und  6  zugleich  genügen. 
Sie  sind  also  keine  identischen  Gleichungen.  Will  man  daher  dem  a  einen  Werth 
(a  +  Da)  beilegen,  welcher  den  Gleichungen  5  und  6  nicht  entspricht;  so  muss  man 
an  die  Stelle  des  y  und  des  z  auch  andere  Functionen  y  +  i^y  =  Ax  -h  B  -f  i^y  und 
K  +  ^z  =  Ex  +  F  +  ^z  in  die  Gleichungen  3  und  4  einführen.  Man  muss  also , 
wie  schon  (im  ersten  Falle  der  160^**^  Aufgabe)  auseinandergesetzt  ist,  die  Gleichungen 
3  und  4  einer  gemischten  Mutation  unterwerfen;  nnd  wenn  man  wie  dort  verftihrl,  so 
bekommt  man 

etc.  etc. 

Fuhrt  man  die  hier  für  Jy^  und  dza  aufgestellten  Ausdrücke  in  XI  ein,  so  bekommt 
■laR  als  GriozengleiclMing 


XII)    (l+A.lf  +  E.ä^).^«-0 
^'egeo  der  Willkürlichkeit  des  ^a  folgt  aus  dieser  Gleichung 
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Xül)    1+A.^  +  E.|  =  0 


Eliminirt  man  jetzt  ^ya  ^^^  ^^a  ^^^  ^)  und  beachtet  man  dabei  GleicboDg  XIII ,  so- 
wie dass  ^^y^  =  0  und  ^z.  »  0  ist;  so  bekommt  man 

X.V)    ^U !-^  .J-;[(e  .  ^-A  ,-)'.(ö)V(^')']  ... 

ri  -h  A2  4-  E2      \        da^  daV 

Der  Theilsatz  mit  den  Mala tiooscoefficienteo  zeigt  an,  dass  jedenfalls  ein  Minimom-stand 
stattfindet;  dagegen  der  mit  dem  Differenzcoefficienten  versehene  Theilsatz  wird  anzeigen, 
was  in  second'ärer  Beziehung  stattfindet. 

Nun  sind  a,  b  und  c  gegeben.    Die  sieben  Stocke  a,  /?,  y ,  A,  B,  E,  F  können 
also  bestimmt  werden  durch  die   Gleichungen   r(a,  ß^  y)  =  0,   f(a,  ß,    y)    =  0, 

l-hA.^+E.^  =  0,   b  =  A.a-hB,    c-E-aH-F,   /9  =  A.a  +  B, 
da  (Xcc 

y  =  E  .a  +  F. 

Was  Gleichung  XIII  anbelangt,  so  beachte  man  Folgendes:    Die  Gleichungen  der 

die  Gränzcurve  berührenden  Graden  sind 

^'=g^.a'H-g.      und     y' =  ^^  .  a' -h  h 

wo  unter  a\  ß\  y*  die  veränderlichen  Goordinaten  dieser  Berührenden  vorgestellt  sind. 
Da  ferner  y  =  Ax  +  B  und  z  =  Ex  -h  F  die  Gleichungen  der  gesuchten  Graden 
sind;  so  schneiden  sich  diese  beiden  Graden  unter  einem  Winkel,  dessen  Cosinus  be- 
kanntlich 

da  da 


(rnFTr:rE.).()f.  +  ©'+0') 

ist.  Da  nun  (nach  Gleichung  XIII)  der  Zähler  dieses  Bruches  Null  ist;  so  schneiden 
sich  diese  beiden  Graden  unter  einem  rechten  Winkel,  d.  h.  die  gesuchte  Grade  steht 
auf  der  gegebenen  Gränzcurve  senkrecht. 

Zusatz  1.    Die   theoretische  DurcbführuDg  dieses  ersten  Falles  hat  nur  Gebrauch  ge- 

d/?     dv     ^ß     d^y      «    .       .  .       ,  . 

macht  YOD   den  totalen  Differeutialquotienten  -p,  -p ,  -^,  t-j.    Es  ist  also  ganz  einerlei , 

ob  die  Gränzcurve  durcb  gesonderte  oder  onfpesonderte  Gleichungen  gegeben  ist,  und  ob 
in  diesen  Gleichungen  alle  drei  Coordinalen  oder  nur  zwei  enthalten  sind;  denn  die  Diffe- 
rentialquotienlen  lassen  sich  herstellen,  ohne  dass  man  zuvor  ß  und  y  absondert. 

Sucht  man  die  absolut  kürzeste  Entfernung  von  einem  festen  Punkte  (a,  b,  c)  bis 
zu  einer  durch  die  Gleichungen 

II)    /9  =  G-a-HH,        und        12)    y  =  K  •  a -h  L 


gegebenen  Graden;  so  ist  jetzt  3^  =  G»   5ä^^'  3^"^^'  3^""^'    ^^     ^*^^' 
chuug  XIV  reducirt  sich  also  jetzt  auf 

.V,  „ '-^•r[(B-^'-  A.^)V(l')V(S)']-a. 

(l+A^  +  EO*   *'"   ^  /        \      /        V      /J 

Zusatz  2.  Dass  dieser  für  fif\^  hergestellte  Ausdruck  keinen  Differenzcoefficienten 
enthält,  ist  eine  bemerkenswertbe  Erscheinung,  welche  aber  mit  dem  Umstände,  dass  die 
Gränzcurve  diesmal  eine  grade  Linie  ist,  zusammenbangt.    Aus  Gleichung  11  und  12  folgt 

^ß  d^ 

nemlich  -—  »  0  und  ~  »  O;  und  so  fällt  der  mit  i9a'  versehene  Theilsatz  aus  XIV  hinweg. 

da^  da*^ 

Der  in  XV  für  fi?\i  hergestellte  Ausdruck  liefert  aber  dennoch  ein  ganz  vollständiges  Prüfungs- 
mittel, wie  man  sich  durch  nachstehende  geometrische  Betrachtung  noch  näher  überzeugen  kann. 
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Von  der  gesuchten  Graden  kann  uemlich  die  gegebene  Grade  nnr  in  einem  einzigen  Punkte  ge- 
seliDitten  werden;  and  sonacb  gibt  es  auf  der  gesachten  Graden  auch  nur  ein  einziges 
Stück,  welches  im  festen  Punkte  (a»  b,  c)  anfängt,  und  in  der  gegebenen  Graden  aufhört. 
Sowie  nun  Yon  unserer  Figur  nur  ein  einziges  Stück  der  gesuchten  Graden  zur  Beachtung 
dargeboten  wird,  d.  h.  sowie  bei  der  Figur  keine  Verschiedenheiten  in  secnndärer  Bezie- 
bong  anfgefnnden  werden  können;  oben  so  wenig  braucht  das  Prüfungsmittel  mit  einem 
Differenzcoefficienten  Torsehen  zu  sein. 

Zweiter  Fall. 

Der  Punkt  (a,  b,  c)  sei  nicht  fest,  sondern  es  sei  oar  gesagt,  dass  er  in  einer 
mit  der  Axe  Z  parallelleo  Gränzordinale  liege,  welche  za  dem  festen  Punkte  (a,  b) 
gehört;  and  man  sucht  die  absolut  körzeste  Entfernung  von  dieser  Gränzordinate  bis 
ZQ  der  gegebenen  rftomlichen  Corve. 

Die  ZQ  dem  festen  Punkte  (a,  b)  gehörige  Gränzordinate  z«  liegt  ganz  in  der  Ebene, 
welche  am  Endpunkte  der  Abscisse  a  auf  der  Abscissenaxe  senkrecht  steht.  Weil  fer- 
ner y,  =:  b  einen  fest  vorgeschriebenen  Werth  hat,  so  ist  dy,  =  0,  d^y,  =  0,  etc. 
Gleichong  VII  reducirt  sich  also  zunächst  auf 

XVI)    A  .  dy«  +  E  .  (Jz«  —  E  .  ^Za  -♦-  (1  -h  A»  H-  E»)  •  ^a  =  0 

wo  man  den  gemeinschaftlichen  Factor  ^  weggelassen  bat.    Aus  letzterer 

n  4-  A2  4-  E2        ** 

Gleichung  kann  aber  das  willkürliche  Element  dz^  nur  dadurch  wegfallen,  dass  sein 
CoefQcient  zu  Null  wird ,  d.  h.  dass  E  =  0  ist.  Die  Gleichungen  der  gesachten  Linie 
sind  also 

13)    y  =  A  .  X  -H  B,        und        14)    z  =  F 

Weil  E  »  0,  so  redacirt  sich  Gleichang  XVI  aaf 

XVII)    A  .  dy«  +  (1  -f-  A2)  .  ^a  =  0 
Qod  wenn  man  ^y^  eliminirt,  so  bekommt  man 

XVIII)    1   -^  A  .  ^  =  0 

Aos  den  Gleichungen  14  and  XVIII  folgt  bezüglich 

1)  Die  gesachte  Grade  läaft  mit  der  Goordinalenebene  XY  parallel. 

2)  Die  in  der  Coordinateuebene  XY  liegende  Projection  der  gesuchten  Graden 
steht  auf  der  in  der  Coordinateuebene  XY  liegenden  Projection  der  Gränzcarve  senk- 
recht. , 

Qleichang  X  geht  jetzt  Ober  in 

XIX)  idyn]  = 


^         .^.^««4- 


n  H-  A2  ^^^ 


Die  Werthe  von  a  und  b  sind  gegeben.    Femer  ist  E  =:  0.    Die  sieben  Stücke  c,  a, 
i9,  y,  A,  B,  F  bestimmen  sich  also  durch  die  Gleichungen  b  =  A*a  +  B,c«F, 

iJ  =  A.a  +  B,y  =  F,  f(a, /?,  y)  =  0,  f  («,/?,  y)  -  0,    1+ A  •  ^  =  0. 

DritterFall. 

Der  Ponkt  (a,  b,  c)  sei  wieder  nicht  fest,  sondern  es  sei  nur  überhaupt  gesagt, 
dass  er  in  der  Ebene  liege,  welche  im  Endpunkte  der  Abscisse  x  »  a  auf  der  Abscis- 
senaxe senkrecht  steht;  und  man  sucht  die  absolut  kürzeste  Entfernang  von  dieser 
Ebene  bis  zur  gegebenen  räamlichen  Gurve. 

Jetzt  sind  die  Elemente  dy«,  dz«,  ^^y«,  d^z«,  etc.  willkürlich,  und  durchaus  von 
nichts  abhängig.  Es  können  also  dy«  and  dz«  nur  dadurch  aas  Gleichung  VII  wegfal- 
len, dass  ihre  Coef6cienten  za  Null  werden^,  d.  h.  dass  man 

15)    A  »  0,        ond      16)    E  =:r  0 
setzt.    Dabei  redacirt  sich  VII  aaf 
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17)    ^a  «  0 
woran  man  erkennt,  dass  in  diesem  dritten  Falle  der  DiflTerenzcoefBcient  ^a  nicht  will- 
kflrlich  genommen  werden  darr.    Aus  den  Gieichongen  der  Grinzcorve  kann  man  sieb 
bilden 

i8)    ^a  =  ^.i>/?,    19)    t^a-J?.^,  ond  20)    t?^  =  J^  •  i?y 

Von  den  drei  Coordinaten  a,  /?,  y  der  Gränzcorve  kann  nor  eine  willkQrlich  sein,  die 
beiden  andern  sind  abhängig.  Man  nehme  y,  also  auch  i^y,  ^y^  etc.  als  willkürlich. 
Soll  nun  ^a  =  0  werden,  so  folgt  (wegen  der  Willkörlichkeit  des  ^)  aus  Gleicbong 
19,  dass 

sein  muss.  Nun  hangt  ^ß  von  dem  willkQrlichen  ^y  ^^9  wie  durch  Gleichung  20  dar- 
gestellt ist.  Es  kann  also  bei  jeder  möglicheu  Abhängigkeit  des  ^ß  von  ^y  nur  dann 
das  in  Gleichung  18  befindliche  ^a  zu  Null  werden,  wenn  auch 

ist.  Die  Gleichung  22  ist  also,  wie  man  sieht,  eine  nothwendige  Folge  von  2i;  und 
sonach  erkennt  man ,  dass  aus  beiden  zusammen  nicht  mehr  und  nicht  weniger  gefolgert 
werden  kann,  als  was  aus  einer  allein.  Davon  kann  man  sich  auch  durch  folgende 
geometrische  Betrachtung  Qberzeugen: 

„Durch  Gleichung  21  ist  angezeigt,  dass  die  in  der  Coordinatenebeue  XZ  liegende 
„Projection  der  Berührungslinie,  welche  zum  gesuchten  Punkte  (a,  ß,  y)  der  gegebe- 
„nen  Gränzcurve  gehört,  auf  der  Axe  X  senkrecht  steht.  Desshalb  muss  auch  die  in 
„der  Goordinatenebene  XY  liegende  Projection  dieser  Berahrungsiinie  auf  der  Axe  X 
„senkrecht  stehen,  d.  h.  es  muss  auch  Gleichung  22  stattfinden.'* 

Weil  A  B  0  und  E  =  0  und  der  Werth  des  a  gegeben  ist;  so  lassen  sich  die 
sieben  Stücke  b,  c,  B,  F,  a,  /3,  y  durch  folgende  acht  Gleichungen  B  =  b,  B  »  /?, 

F  =  c.  F  =  y,  f(a,  /?,  y)  =  0,  f(a,  /J ,  y)  =  0,  j^  =  0,  ~  =  0  bestimmen.    Da 

aber  von  beiden  letzten  Gleichungen  die  eine  eine  nothwendige  Folge  der  andern  Ist; 
so  hat  man  eigentlich  doch  nur  sieben  Gleichungen  ftkr  die  sieben  zu  bestimmenden 
Stücke. 

Weil  A  »  0  und  E  =  0,  so  reducirt  sich 'Gleichung  X  auf 


WO  man  noch  -^-^  •  i^y'  an  die  Stelle  des  ^a  einzusetzen  hat. 


dfa 
^dy2 

Zusatz  3.  Die  Gleichung  17  ist  sehr  merkwürdig;  denn  durch  sie  ist  ein  Beispiel 
gegeben ,  dsss  es  oft  erst  im  Verlaufe  der  UntersnchuDg  sich  zeigen  kann ,  welches  Element 
man  als  abhängig  nehmen  muss,  d.  h.  dass  es  Fälle  geben  kawi,  wo  wir  nicht  schon  im 
Voraus  sagen  dürfen,  dieses  Element  wollen  wir  als  abhängig,  and  jenes  wollen  wir  als 
unabhängig  bebandeln.  Man  bat  also  hiermit  eine  thatsäehlicbe  Rechtfertigung  fdr  mein 
Verfahren,  nach  welchem  ich  für  die  Werthänderangen  aller  nicbtmutablen  Veränderlichen, 
sie  mögen  abhängig  oder  anabbängig  sein,  unaufhörliche  Reihen  setze.  Ist  die  Untersu- 
chung bis  auf  einen  gewissen  Punkt  gediehen,  dann  kann  man  noch  immer  entscheiden, 
bei  welcher  Wertbänderang  das  erste  Glied  der  Reihe  genügt,  und  bei  welcher  Werthän- 
derung  auch  noch  höhere  Glieder  der  Reihe  nötbig  sind.  (Man  vergleiche  Bd.  I.  8.  117; 
besonders  Zusatz  7  in  Aufgabe  160,  und  Zusatz  4  in  Aufgabe  178.) 

Zusatz  4.  Wenn  die  zur  Ab^cisse  a  gehörige  senkrechte  Ebene  von  der  Gränzlinie 
nur  berührt,  aber  niemals  gescbnillen  wird;  so  ist  die  absolut  kürzeste  Entfernung  gleich 
Null.  Basselbe  gilt,  wenn  die  Gränzlinie  eine  Grade  ist,  und  in  besagte  Ebene  hineinfällt 
Wen»  aber  diese  Ebene  von  der  Gränzlinie  geschnitten  wird,  so  kann  von  einer  abaolat 
kürzesten  Entfernung  keine  Rede  sein;  dagegen  eine  relativ  kürzeste  Entfernung  kann 
allerdings  gefordert  werden.  Alles  dieses  ist  bereits  (Aufgabe  160,  Zusatz  6)  hinlänglich 
erläutert. 

Es  sollen  nun  einige  Fälle  folgen ,  wo  man  relativ  kürzeste  Entfernungen  sucht. 
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Vierter  Fall. 

Der  Aofangsponkl  (a,  b,  c)  der  gesachlen  kOrzesCen  Entfernaog  sei  wieder  Dicht 
fest,  soDdero  es  sei  wieder  nor  gesagt,  dass  er  io  der  EK>eDe  liege,  welche  im  End- 
punkte der  Abscisse  a  aof  der  Abscisseoaxe  senkrecht  steht.  Man  socht  anch  nieht 
die  abselal  kttrseste  Entfernung  Yon  besagter  Ebene  bis  zar  gegebenen  Gränieorve, 
sondern  nar  die  k Orzeste  unter  allen  denen,  bei  welchen  der  Unterschied  der  zur 
Abscisse  a  gehörigen  Gränzordinaten  den  bestimmt  vorgeschriebenen  Werth  St  hat. 

Dieser  Fall  verlangt  also,  dass  man  anter  all^  jenen  Linien,  forderen  Gränzpunkte 
die  Gleichungen 

23)    ya  =  ß 


24)     z«  =  y-    ""'    ^^    n~y.  =  i^ 

gelten,  die  k&rzeste  suche,  die  von  besagter  Ebene  bis  zur  gegebenen  Grinzcurve  mög- 
lieb ist. 

Weil  a  constant  ist,  so  kann  man  Gleichung  25  nur  einer  reinen  Mutation  unter- 
werfen.   Man  bekommt  also 

26)    ^z,  —  Jy.  —  0,        und       27)    ^z,  —  a»y,  =  0 
Durch  diese  Gleichungen  ist  angezeigt,  dass  zwischen  ^y.  und  dz«,  dass  zwischen  d^y« 
and  ^Za,  etc.  eine  Abhängigkeit  stattfindet.    Man  nehme  ^z«  und  «S^z«  als  abhängig;  so 
bekommt  man 

28)    St.  «  ^.,      29)    d^z.  =  d»y. 

Eliminirt  man  dy«,  öy^y  Sia,  «QS  VII,  so  gibt  sich 

^^    (l  +  A  .  ^  -h  E  •  J^V  ^a  -  (A  +  E)  •  ^y.  =  0 

wo  man  den  gemeinschaAlichen  Factor  -  weggelassen  hat«    Letztere  Glei- 

Kl  -h  A2  -H  E2 
chung  zerlegt  sich  ohneweiters  in 

31)    i+A.^ -♦-  E  .g^  =  0,    und  32)    A  +  E  =  0 

Gleichung  25  geht  über  in 

33)    (E  -  A)  •  a  +  F  —  B  =  Ä 
Nan  ist  a  gegeben.    Die  neun  Stücke  b,c,a,/},y,A,B,E,F  bestimmen  sich  also 
durch  die  Gleichungen  b  =  A«a  +  B,  c  —  E-a-f-F,  /9=sA«o-(-B,  y=  E-a-hF, 

f(a,iS.y)-0,  f(a,/?,y)-.0,  A-hE  =  0,  l  +  A.j^-h  E  .jj  =  0,   (E  -  A)  •  a 

H-  F  -  B  =  Ä. 

Stellt  man  jetzt  den  Ausdruck  (ür  das  Prüfungsmiltel  her,  und  beachtet  man,  dass 
£  Bt  —  A ;  so  bekommt  man 

Fünfter  Fall. 

Der  Anfangspunkt  (a,  b,  c)  der  gesachten  kürzesten  Entfernung  sei  wieder  nicht 
fest,  sondern  es  sei  wieder  nur  gesagt,  dass  er  in  der  Ebene  liege,  welche  im  End- 
ponkle  der  Abscisse  a  auf  der  Abscissenaxe  senkrecht  steht.  Man  sucht  auch  wieder 
lieht  die  absolut  kürzeste  Entfernung  von  besagter  Ebene  bis  zur  gegebenen  Gränz- 
cwe,  sondern  nur  die  kürzeste  unter  allen  denen,  bei  welchen  die  Summe  der  mit 
der  Axe  Z  parallelen  Gränzordinaten  den  bestimmt  vorgeschriebenen  Werth  K  hat. 

Dieser  Fall  verlangt  also,  dass  man  unter  allen  jenen  Linien,  (Ür  deren  Gränzpunkte 
die  Gleichungen 
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3*)  ya  =  /» ) 

35)    z„-y  !'    ""'•    ^    ««  +  '.  =  K 
gelten,   die  kürzeste  Bache,   die  von  besagter  Ebene  bis  znr  gegebenen  GrSnzciirTe 
möglich  Ist. 

Unterwirft  man  Gleichung  36  einer  gemischten  Mutation,  so  hat  man  zn  beachten, 
dass  a  constant  ist.    Man  bekommt  also 

37)     ^«a  "fe"  -3^  •  '^^  -^  ^^»  =  ^ 
dd2„  d^Za  dz/, 

etc.  etc. 
Eliminirt  man  ^z^  und  ^z^  aus  diesen  Gleichungen ,  so  bekommt  man  bezOglich 

39)    ^  .  ^a  +  iJz,  =  0  , 

etc.  etc. 
Eliminirt  man  dz«,  dy^)  ^Za  ^o^  ^I^»  ^^  bekommt  man 

WO  man  den  ffemeinschafllichen  Factor  ■  weggelassen  hat    Weil  dy^  dem 

Kl  +  A2  +  £2 

Werthe  nach  ganz  willkörlich  ist;  so  ßillt  es  nur  dadurch  weg,  dass  man  seinen  Coef- 

ficient  zn  Null  werden  lässt.    Es  ist  also  zunächst 

42)    A  =  0 

Somit  reducirt  sich  der  bei  dem  willkQrlichen  ^a  befindliche  Factor  auf 

43)    I  -h  2E  .  ^  =  0 

Die  Gleichungen  der  gesuchten  Graden  sind  also 

44)    y  «=>  B,        und        45)    z  =  E  •  x  -h  F 
Gleichung  36  geht  über  in 

46)    E  .  (a  -h  a)  +  2F  =  K 
Nun  ist  a  gegeben.    Die  acht  Stücke  b,  c,   a,/9,  y»B,E,F  bestimmen  sich  also 
durch  die  Gleichungen  B  =  b,B  =  /3,  c  =  E-a-!-F,  y=»E«a  +  F,  f(a,  /?,  y)  =  0, 

f  (a,  ^,  y)  =  0,  I  +  2E  .  ^  =  0,  E  .  (a  +  a)  -h  2F  =  K. 

Eliminirt  man  ^z«  und  d^t^  ^u^  X,  nnd  beachtet  man  noch  Gleichung  43;  so  be- 
kommt man 

XXII)      (d,2ü   « 

Sechster   Fall. 

Der  Anfangspunkt  (a,  b,  c)  der  gesuchten  kürzesten  Entfernung  sei  wieder  nicht 
fest,  sondern  es  sei  wieder  nur  gesagt,  dass  er  in  der  Ebene  liege,  welche  im  End- 
punkte der  Abscisse  a  auf  der  Abscissenaxe  senkrecht  steht.  Man  sncht  auch  wieder 
nicht  die  absolut  kürzeste  Entfernung  von  besagter  Ebene  bis  zur  gegebenen  Gränz- 
curve,  sondern  nur  die  kürzeste  unter  allen  denen,  bei  welchen 

1)  die  Summe  der  mit  der  Axe  Y  parallelen  Ordinalen  den  bestimmt  vorgeschrie- 
benen Werth  Stf  und 
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2)  die  Samme  der  mit  der  Axe  Z  parallelen  Ordinaten  deo  bestiroml  vorgeachrie- 
beoen  Werth  K  hat 

Dieser  Fall  yerlangC  also,  dass  man  anter  allen  jenen  Linien ,  (ür  deren  Gränzponkle 
die  Gleichangen 

♦7)    ya  =  ß  \        {^)    Ya  -H  y«  -  Ä 

48)     i^  =  y  j  '       J50)     2,  +  .„  =  K 

gelteo,  die  körzesle  suche,  welche  von  besagter  Ebene  bis  zur  gegebenen  Gränzcurve  mög- 
lieh ist. 

Hier  folgt  ans  der  Gränzengleichung 


5i)     1  -H  2A  .  ^  -h  2E  .  ^  -  0 
-'  da  da 

Nun  ist  a  gegeben.  Die  neun  Stöcke  b,  c,  a,  /?,  y,  A,  B,  E,  F  bestimmen  sich  also 
doreh  die  nean  Gleichangen  b»A*a  +  B,  cs^Ea  +  P«  /9  =  A-a  +  B,  y  = 
E .  a  +  F,  f(a.  iS,  y)  —  0,  f (a,  /9,  y)  =  0,  A  •  (a  +  a)  +  2B  »  A,  E  •  (a  +  a) 

+  2F-K.    l  +  2A.^H-2E.^-0. 
da  da 

FQr  das  Prflfangsmittel  bekommt  man 

"""^  ■*■"  =  PfT4=?T.  •  (*  •  ^  *  '  •  S)  • '" 

(I  +  A»  -h  E2)ä  ^'^  ^^  ^         ^      ^         ^      ^  -^ 

Siebenter  Fall. 
Der  Anfangspankt  (a,  b,  c)  der  gesochlen  kürzesten  Entfernung  sei  wieder  nicht 
fest,  sondern  es  sei  wieder  nur  gesagt,  dass  er  in  der  Ebene  liege,  weiche  im  End- 
pankte  der  Abscisse  a  auf  der  Abscissenaxe  senkrecht  steht  Man  sacht  auch  wieder 
nicht  die  absolut  kürzeste  Entfernung  von  besagter  Ebene  bis  zur  gegebenen  Gränz- 
cane,  sondern  nur  die  kürzeste  unter  allen  denen,  bei  weichen 

1)  die  Summe  der  beiden  mit  der  Axe  Y  parallelen  Gränzordinaten  nebst  der 
Sonune  der  zwei  zugehörigen  Abscissen  den  bestimmt  vorgeschriebenen  Werth  it,  und 

2)  die  Summe  der  beiden  mit  der  Axe  Z  parallelen  Gränzordinaten  nebst  der 
Somme  der  zwei  zugehörigen  Abscissen  den  bestimmt  vorgeschriebenen  Werth  K  hat 

Dieser  Fall  verlaqgt  also,  dass  man  unter  allen  jenen  Linien,  für  deren  Gränz- 
ponkte  die  Gleichungen 

^)    ya  =  ^)  (5*)    a  -^  a  +  y.  -t-  y«  =  .« 

53)    ta  =  y]    """^   (55)    a  -h  a  H-  z,  -h  z«  =  K 
gelten,  die  kürzeste  suche,  die  von  besagter  Ebene  bis  zur  gegebenen  Gränzcurve  mög- 
Uch  ist. 

Aus  der  Gränzengleichung  folgt  diesmal 

56)    1  +  A  -H  E  -t-  2A  .  ^  -h  2E  .  j^  -  0 

Nun  ist  a  gegeben.  Man  hat  also  zur  Bestimmung  der  neun  Stücke  b,  c,  a,  /?, 
7,  A,  B,  E,  F  auch  nenn  Gleichungen. 

Das  Prüfungsmitlei  hat  dieselbe  Form,  wie  Gleichung  XXIII. 

Achter  Fall. 

Der  Anfangspunkt  (a,  b,  c)  der  gesuchten  kürzesten  Entfernung  sei  wieder  nicht 
fest,  sondern  es  sei  wieder  nur  gesagt,  dass  er  in  der  Ebene  liege,  welche  im  End- 
ponkle  der  Abscisse  a  auf  der  Abscissenaxe  senkrecht  steht  Man  sucht  auch  wieder 
nieht  die  absolut  kürzeste  Entfernung  von  besagter  Ebene  bis  zur  gegebenen  Gränz- 
curve, sondern  nur  die  kürzeste  anter  allen  denen,  bei  welchen 

t)  der  Unterschied  der  zur  Abscisse^  a  gehörigen  Gränzordinaten  den  bestimmt 
Yorgeschriebenen  Werth  K, 

II.  39 
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2)  der  Unterschied  der  zur  Abscisse  a  gehörigeo  GräDzordiiiateD  deo  besUmml 
vorgeschriebenen  Werlb  ^, 

3)  das  Prodttcl  der  mit  der  Aze  V  parallelen  GränzordinaleD  nebst  dem  Producle 
der  zwei  zugehörigen  Abscissen  den  bestimmt  gegebenen  Werth  H,  und 

4)  das  Prodnct  der  mit  der  Axe  Z  parallelen  Gränzordlnaten  nebst  dem  Producle 
der  zwei  zugehörigen  Abscissen  den  bestimmt  gegebenen  Werth  ^  hat. 

Dieser  Fall  verlangt  also,  dass  man  unter  allen  jenen  Linien,  förderen  Gränzpunkte 
die  Gleichungen 

(••^7)    y„  =  ^        (59)    z.  -y.  ==K        r6l)    y,  •  y^ -h  a  •  a  =  H 

[58)     z«  -  y        [eO)    »„  -  y«  =  Ä        J62)    z.  .  z«  H-  a  •  a  =  * 

gelten,  die  kQrzesle  suche,  die  von  besagter  Ebene  bis  zur  gegebenen  Gränzcurve  mög- 
lich ist. 

Unterwirft  man  diese  Gleichungen  einer  gemischten  Mutation,  so  hat  man  za  beach- 
ten ,  d«8B  a  constant  ist.  Man  wird  aber  ohneweiters  erkennen ,  dass  wegen  der  Menge 
der  Gränzbedingungen  keine  Mutation  der  Gränzordioaten,  weder  eine  reine  noch  gemischte, 
stattGndenkann,  während  dy,  dz,  etc.,  wo  das  x  noch  ganz  allgemein  ist,  nicht  zu  Null 
werden. 

Nun  ist  a  gegeben.  Zur  Bestimmung  der  neun  Stücke  b,c,a,/3,  y,  A,  B,  E,  F 
hat  man  die  zehn  Gleichungen  b  =  A-a-|-B,  c  =  E«a-l-F,  iS  =  A-a-t-B, 
y  =  E  .  a  +  F,  f(a,  /?,  y)  =  0,  f(a,  /?,  y)  =  0,  (E  -  A)  •  a  -h  F  -  ß  =»  K, 
(E  —  A)  .  a  -»-  F  —  B  =  Jl,  (A  •  a  -h  B)  .  (A  •  a  -♦-  B)  -h  a  .  a  =  H,  (E  •  a  -h  F)  • 
(E  •  a  +  F)  +  a  •  a  =  <&.  Diese  zehn  Gleichungen  können ,  weil  eine  zuviel  ist, 
einander  leicht  widersprechen;  dann  ist  die  Aufgabe  überbestimmt,  d.  h.  unmöglich. 
(Man  vergleiche  den  siebenten  Fall  der  160***"  Aufgabe.) 

Wenn  man  den  Ausdruck  für  (dfli  herstellt,  so  wird  derselbe  keinen  Diflerenzcoef- 
ficienten  enthalten.  Der  Grund  davon  ist  bereits  auseinandergesetzt.  (Man  sehe  Zusatz 
8  in  Aufgabe  160.) 

Schaut  man  auf  den  achten  Fall  der  178^"''  Aufgabe,  wo  nicht  eine  Gränzcurve, 
sondern  eine  Gränzfläche  gegeben  ist;  so  erkennt  man,  dass  bei  ganz  gleichen  Gräos- 
hedingungen  die  Aufgabe  noch  keine  überbestimmte  ist ,  d.  h.  dass  man  zur  Bestimmung 
der  neun  Stücke  nur  neun  Gleichungen  hat. 

SchlossbemerkuDg.  Aufgaben  dieser  Art  konnten  erst  gelöst  werden,  nachdem 
Lagrange  seinen  Variationscalcnl  erfunden  hatte.  In  der  rweiondzwanzigsten  Vorlesung 
seines  Werkes  „Lebens  sor  le  Calcul  des  fonctions"  theilt  er  Beispiele  mit;  und  in  dem 
zweiten  derselben  wird  die  absolut  kürzeste  Entfernung  zweier  räumlichen  Curven  ver- 
langt.    (Die  nemliche  Forderung  wird  im  ersten  Falle  der  nächsten  Aufgabe  gestellt  werden.) 

Was  die  Methode,  womit  ich  dergleichen  Aufgaben  auflöse,    und  was  die  andern  Bei- 
träge» die  ich  zu  diesen  Aufgaben  selbst  hinzugefiigt  habe,  betrifft;  darüber  vergleiche  i 
die  Schiussbemerkung  zu  Aufgabe  160. 


Aufgabe   177. 

Man  sucht  die  kürzeste  Entfernung  zwischen  zwei  räumlichen  Gufven,  deren  erste 
durch  die  Gleichungen  f(a,  b,  c)  =  0  und  f'(a,  b,  c)  »  0,   und  deren  zweite  durch 
die  Gleichungen  f"(a,  /S,  y)  =  0  und  f"(a,  ^,  y)  =  0  gegeben  ist. 
Allgemeine    Einleitung. 

Zur  Bequemlichkeit  nehme  man  überall  das  rechtwinkelige  Coordinatensyslem. 
Auch  bedarf  es  nicht  der  Erinnerung,  dass  sowohl  die  beiden  Gränzcurven  als  auch  die 
noch  zu  suchende  Linie  selbst  auf  ein  und  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinatensyslem 
bezogen  werden  müssen. 

Die  hier  vorgelegte  Aufgabe  sucht  eine  in  einem  noch  zu  ermittelnden  Punkte  der 
ersten  Gränzcurve  anfangende  und  in  einem  noch  zu  ermittelnden  Punkte  der  zwei- 
ten Gränzcurve  aufhörende  Linie,  deren  Länge  kleiner  ist,  als  bei  jeder  andern« 
der  gesuchten  Linie  stetsfort  nächstanliegenden  (und  entweder  durch  die  noch  zu  er- 
mitteluden  oder  durch  die  ihnen  nächstgelegenen  übrigens  nur  in  den  Gränzcnrven  be- 
findlichen Nachbarpunkte  begränzten)  Nachbarlinie  der  Fall  sein  kann.    Man  verlangt 
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also  fiir  y  ODd  z  solche  Fooclionen  von  x,    and  fiir  a  und  a  solche  WeHbe,    dass  der 
Aosdrack 

ein  MiDiniamwerth  eines  Minimum-slandes  wird. 

Bei  dem  jetit  nölhigen  gemiscblen  Alatiren  müssen  sowohl  a  als  auch  a  Werthän- 

deroDgen  erleiden,    ßei  der  ersten  Form  des  (^)U  werden  die  Malationen  der  zur  ge- 

Mchten  Linie  gehörigen  Gränzordinaten  nicht  vorkommen.    Diese  Motationen  müssen 

aber,   wie  schon  (in  der  Einleitung  zur  160'^*''  Aufgabe)  auseinandergesetzt  ist,    der 

Dntenachung  onterworfen  werden.    Man  kann  also  die  erste  Form  des  (^)U  diesmal 

Dicht  beachten;  und  desshalb  stelle  man  nur  die  zweite  Form  her,  welche,  wenn  man 

dy  dz 

oocb  zur  Abkikrzong  p  statt  -p  und  v  statt  -p  setzt,  folgende  ist: 

II)    (iJ,U« 

Soll  (d)U  «>  0  werden,  so  bekommt  man  die  beiden  Hauptgleichungen 

UI)    4-  •  4z^=^—=^\  =  Ö,  und  IV)   1 .  d(^        ^        =r\  =  0 

woraus  sich 

V)    y  =  A.x-hB,        VI)    z-=E.xH-F 
ergibt,   welches  die  Gleichungen  einer  graden  Linie  im  Räume  sind,    wie  zu  erwarten 
war.    Als  Gränzengleichung  bekommt  man  jetzt 

VII)  ^         —  .  [A  .  Jy-,  +  E  .  dz„  -  A  -  dy.  -  E  .  öt, 

+  (1  -h  A2  +  E2)  .  ,9a  —  (1  4-  A«  -h  E»)  •  i?a]  =  0 

wo  man  den  'gemeinschaftlichen  Factor  =  aoch   hätte    weglassen  können. 

Kl  +  A2  +  E2 

Motirt  man  noch  einmal,  so  bekommt  man  im  Allgemeinen 

VIII)    id?l]  =  pd2V  •  dx  -h  2  .  dV«  .  ^a  -  2  .  aV,  .  i?a 


V«-^«-V..^a-H(f)^.^a«-(y^ 


i^a« 


Nun  ist  •=—  = 


dV  i 


dx  n   -I-  p2  4-  i)3 


(p  *  T^  +  )'  '  ji)  >   ^^^  ^^^'  ^^^  ^^^  Gleichungen 


V  und  Vi  folgt,  dass  ^^  =  0  und  --^  =0,  so  ist  auch 

IX)   ^-0 

Nimmt  man   jetzt  mit  VIII  die  gehörige  Umformung  vor,    und  berücksichtigt  man  die 
Gleichungen  III,  IV  und  IX;  so  bleibt  nur 

+  ^^  _^,  ^,  ^  g-,  •  [a  .  ««y«  +  E  .  a«««  -  A  .  d«y.  -  E  -^z.  + 
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-h  (t  -H  A2  -h  E2)  •  ,?2a  -  (I  +  A2  +  E2)  .  i9»a1 

Man  ist  dqd  soweit  gekommen,  dass  verschiedene  GränzfftUe  aofgestelll  werden 
können. 

Erster  Fall. 
Man  sucht  die  ahsolal  kflrzeste  Entfernung  zwischen  zwei  räumlichen  Ganren, 
deren  eine  durch  die  Gleichungen  f(a,  h,  c)  =  0  und  f(a,  b,  c)  ■"  0,  und  deren 
andere  durch  die  Gleichungen  f''(a,  ß,  y)  r=:  0  und  ^"(a,  /?,  y)  =  0  gegeben  ist.  Da 
die  gegebene  Gränzcurve  von  der  gesuchten  Graden  geschnitten  werden,  so  moss  bei 
diesen  Durchschnittspunkten 

Ya^  ß 

y 

sein;  und  man  kann  diesen  ersten  Fall  von  hier  an  auf  verschiedene  Weise  durchführen, 
weil  man  von  den  Coordinaten  der  ersten  Gränzcurve  entweder  a  oder  b  oder  c  als  das 
dem  Werlhe  nach  willkürliche  Element,  und  weil  man  ebenso  von  den  Goordinaten 
der  zweiten  Gränzcurve  entweder  a  oder  ß  oder  y  als  das  dem  Werthe  nach  willkür- 
liche Element  behandeln  kann.  Die  Durchtfihrung  dieses  ersten  Falles  wird  aber  am 
einfachsten,  und  der  Galcnl  selbst  nimmt  die  meiste  Symmetrie  an,  wenn  man  die 
Abscissen  a  und  a  als  die  dem  Werthe  nach  willkiiriichen,  dagegen  die  Ordinalen  b, 
c,  ß,  y  als  die  dem  Werthe  nach  abhängigen  Elemente  behandelt.  Man  sondere  also 
b  und  c  aus  den  beiden  Gleichungen  r(a,  b,  c)  =  0  und  f  (a,  b,  c)  =  0  ab,  so  dass  man 

5)    b  -=  x'(a),        und       6)    c  ■=  ^'(a) 
bekommt.    Ebenso  sondere  man  ß  und  y  aus  den  beiden  Gleichungen  V\o.^  /?,  y)  pb  0 
und  r'(a,  i9,  y)  =  0  ab,  so  dass  man 

7)    ß  -  x''(a),        and        8)    y  =  i'\a) 
bekommt.    Die  Gleichungen  t,  2,  3,  4  gehen  also  bezüglich  über  in 

9)    y,  «x'(a))  (li)    ya  =  x"(«) 

10)     z.  =  f'(a))    """^    (12)    Za  =  r(«) 
und  wenn  man  hier  A  •  z  +  B  und  £  •  x  +  F  statt  y  und  z  einsetzt,   so  gehen  diese 
Gleichungen  ober  in 

13)  A  .  a  +  B  »  x'(a))         .    (15)    A  •  a  +  B  =  x'\a) 

14)  E-a  H-  F  =^'(a)}    ""^    (16)    E  •  « -h  B  =  ^"(a) 

Man  erkennt  aber,  dass  sich  aus  den  Gleichungen  13  und  14  nur  eine  bestimmte  An- 
zahl von  Werthen  des  a  ergeben,  ond  dass  von  diesen  Werthen  des  a  nur  diejenigen 
beachtet  werden  dürfen,  welche  den  beiden  Gleichungen  13  und  14  zugleich  genügen. 
Sie  sind  also  keine  identischen  Gleichungen. 

Ebenso  erkennt  man,  dass  sich  aus  den  Gleichungen  15  und  16  nur  eine  bestimmte 
Anzahl  von  Werthen  des  a  ergeben ,  und  dass  von  diesen  Werthen  des  a  nur  diejenigen 
beachtet  werden  dürfen,  welche  den  beiden  Gleichungen  15  und  16  zugleich  genügen. 
Sie  sind  also  gleichfalls  keine  identischen  Gleichungen. 

Will  man  also  dem  a  einen  Werlh  (a  +  Da)  beilegen,  welcher  den  beiden  Glei- 
chungen 13  und  14  nicht  entsprichl;  will  man  ebenso  dem  a  einen  Werth  (a  +  Da) 
beilegen,  welcher  den  beiden  Gleichungen  15  und  16  nicht  entspricht;  so  moss  mao 
an  die  Stelle  des  y  eine  andere  Function  y  -|-  ^/y  =  A  •  x  +  B  -4-  ^y  in  Gleichung 
9  und  11  einsetzen,  und  au  die  Stelle  des  z  muss  man  eine  andere  Function  z  +  ^z 
=:  E  •  X  +  F  +  ü/z  in  Gleichung  10  und  12  einsetzen.  Man  muss  also  die  Gleichungen 
9,  10,  11,  12  einer  gemischten  Mutation  unterwerfen,  wie  schon  früher  (im  ersten  Falle 
der  vorigen  und  der  160***"  Aufgabe)  auseinandergesetzt  ist.    Weil  nun  y  =  Ax  -f-  B, 

^  =  A,   ^  =  E.    ^.  =  0. 


und  z  =r  E  •  X  +  F;   so  ist  schon   im    Allgemeinen   ^  =  A,   j-  =  E, 


dx« 


Digitized  by 


Google 


309 

<P«       A      -       D     .  .     1  u   •      o       \i  dy,        ^Jya         .      dz.        ^«a         „ 

— -  =  0 ,  elc.    Es  ist  also  auch  im  Besonderen  -/-=  =  -=—  =  A ,   -r^  «=»  -;—    =  E , 
di^  da         da  da         da  . 

d^T         d^y^  (|92         d^a 

-r^  =  -r-s-  =  0,  -r-5  =  -x-s-   =  0,  elc.    Wenn  man  daher  wie  fk'Qher  (im  ersten 

da^         da*  da^  da^  "^ 

Falle  der  160''*''  Aufgabe)  verföhrC,  so  bekommt  man 

/db 


t8)      az.  =  (J?-E).^a 


i9a 


«0    a.x.-(g-E).^a^S...^-Q.^..a 

etc.  etc. 
Eliminirl  man  dy«,  dz«,  dy^,  dz^  ans  VII,  so  gibt  sich 

WO  man  den  gemeinschaftlichen  Factor  .  weggelassen  hat    Wegen  der 

n  -h  A2  -h  E« 

WUlköiiichkeil  des  i9a  ood  t^a  zerlegt  sich  diese  Gleichung  in  folgende  zwei : 

:XII)    l+A.^+E.3^„o.  uadXHI)    1+A.g+F.g  =  0 

Eliminirt  man  d^y«,  a^z«,  d^y^,  ^z^  aas  X,   and  beachtet  man  die  beiden  Gleichungen 
XII  und  XllI;  so  bekommt  man 


XIV)    (d^ü  = 


-,£[{^-^---^h{^JH^)']'^ 


(I  -h  A«  -h  E2)« 

Der  Theilsatz  mit  dem  Mutalionscoefficienten  zeigt  an,  dass  jedenfalls  ein  Minimum- 
stand  stattBndet;  dagegen  das  mit  DifferenzcoefScienten  versehene  Aggregat  wird  an- 
zeigen, was  in  secundfirer  Beziehung  stattflndel. 

Die  zehn  ßlücke  a,b,c,a./9,y,A,B',  £,F  werden  bestimmt  durch  die  Glei- 
chungen r(a,  b,  c)  =  0,    r(«,  b,  c)  =  0,    P'(a,  /?,  y)  =  0,    r(a,  ß,  y)  =  0, 

A.a  +  B=rb,  E*a  +  F  =  c,A.a+B  =  /?,  E.a-f-F  =  y,   l+A-^4- 

E.^-0,  undl+A.^+E.^  =  0. 
da  '  da  da 

Wenn  man  mit  den  beiden  Gleichungen  XII  und  XIII  ebenso  verlihrt,  wie  in  vo- 
riger Aufgabe  mit  der  Gleichung  XIII  geschehen  Ist;  so  gelangt  man  zu  der  Erkennt- 
Diss ,  dass  die  absolut  kOrzeste  Entfernung  auf  beiden  Gränzcurven  zugleich  senkrecht 
steht,  d.  h.  der  Durchschnitt  zweier  Normalebenen  ist 
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Zusatz  1.    Die  theoretische  Durchrührung  dieses   ersten  Falles  hat  nur  Gebranch  ge- 
macht Yon  den  totalen  DifferentialquoUeoten  ^,^,^,^,^    ^^    ^.  Es  ist 

^  da  *  da  '  da '  da'  da«  '  da«  '  da«'  da« 

alao  ganz  einerlei,  ob  die  beiden  Gränzcurven  durch  gesonderte  oder  nngesonderte  Glei- 
chungen gegeben  sind,  und  ob  in  diesen  Gleichungen  alle  drei  Coordinaten  oder  Bur  zwei 
▼orkommen;  denn  die  Differential^ootienten  lassen  sich  herstellen  ohne  dass  man  zuvor 
h,  e,  ß  und  /  absondert. 

Sucht  man  die  absolut  kürzeste  Entfernang  zwischen  zwei  durch  die  GleichaDgeo 

25)  b=:®.a  +  *)  (27)    /?  =  G.a-f.H 

26)  c  =  Ä.aH-SW)    "°^    (28)    y  =  K  .  a -t- M 

gegebeneD    Graden    Im    Räume;    so    ist    ~  =  @,    ^  =  Ä,    ^  —  G,    ^  =  K, 

da  da  da  da 

d«b        ^    d^c        ^    d«ß        ^    d«y 
jj2  =  "»  3^2  =  ^»  5^  =  ^»  ä^  =  Ö>  «tc     Die  Gleichongen  XII  und  XIII  gehen 

also  jetzt  über  io 

29)    l-hA.G  +  E.K  =  0,  und30)    l-hA.®  +  E.Ä  =  0 
Daraus  folgt 

so  dass  die  Gleichungen  der  absolut  kürzesten  Entfernung  jetzt  sind 


und 


WO  aber  ß  und  F  noch  bestimmt  werden  mOssen.  Aus  der  161"'"  Aufgabe  weiss  man, 
dass  zwei  grade  Linien  in  einer  Ebene  nur  dann  eine  absolut  kürzeste  Entfernung 
haben,  wenn  sie  parallel  sind.  Diese  Einschränkung  findet  bei  graden  Linien  im  Räume, 
welche  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  nicht  statt,  sondern  diese  haben  jederzeit  eine 
absolut  kürzeste  Entfernung.  Wenn  es  sich  also  bei  zwei  graden  Linien  im  Räume 
einmal  trifil,  dass  sie  in  einer  Ebene  liegen,  ohne  parallel  zu  sein;  so  muss  sich  in 
den  Gleichungen  29  und  30  ein  Widerspruch  zeigen,  aus  welchem  die  Unmöglichkeit 
der  Aufgabe  gefolgert  wird.    Gleichung  XIV  reducirt  sich  jetzt  auf 


XV) 


(1 -h  A«  H- B«)«   ^"^ 

Zusatz  2.  Dass  dieser  für  (<5)«U  hergestellte  Ausdruck  keinen  DifferenzcoeflQcienten 
enthält,  ist  eine  bemerkenswerthe  Erscheinung,  welche  aber  mit  dem  Umstände,  dass  die 
Gränzcurven   diesmal  grade  Linien  sind,   zusammenhangt.    Aus  den  Gleichungen  25,  26, 

27,  28  folgt  nemlich  ^  =  0,  ^  =  0,  ^  =  0,  —^  =  0;  und  so  fallen  die  mit  i?a« 

da*  da^  da*  aa* 

und  ^a«  Tcrsehenen  Theilsätze  aus  XIY  hinweg.  Der  in  XV  für  (d^  hergestellte  Ausdruck 
liefert  aber  dennoch  ein  ganz  yollständiges  Prufuogsmittei ,  wie  man  sich  durch  nachste- 
hende geometrische  Betrachtung  noch  näher  überzeugen  kann.  Von  der  gesuchten  Graden 
kann  nemlich  Jede  der  Gränzlinien  nur  in  einem  einzigen  Punkte  geschnitten  werden;  und 
sonach  gibt  es  auf  der  gesuchten  Graden  auch  nur  ein  einziges  Stück,  das  in  der  ersten 
Gränzlinie  anfängt  und  in  der  zweiten  aufhört.  Sowie  nun  yon  unserer  Figur  nur  ein  ein- 
ziges Stück  der  gesuchten  Graden  zur  Beachtung  dargeboten  wird,  d.  h.  sowie  bei  der 
Figur  keine  Verschiedenheiten  In  secundärer  Beziehung  aufgefunden  werden  können;  eben- 
sowenig braucht  das  Prnfongsmiltel  mit  einem  DifferenzcoeflScienten  yersehen  zu  sein. 

Zusatz  3.  Wenn  die  beiden  Gränzcurven  einander  nur  berühren,  aber  sich  niemals 
schneiden,  so  ist  ihre  absolut  kürzeste  Entfernung  gleich  Null.  Dasselbe  gilt,  wenn  beide 
Gränzcurven  grade  Linien  sind ,  und  ganz  ineinander  fallen.  Wenn  aber  die  beiden  Gränz- 
curven einander  schneiden,  so  kann  von  einer  absolut  kürzesten  Entfernung  keine  Rede 
sein;  dagegen  eine  relativ  kürzeste  Entfernung  kann  allerdings  gefordert  werden.  Alles 
dieses  ist  bereits  (Aufgabe  161,  Zusatz  8)  hinlänglich  erläutert. 

Es  sollen  nun  einige  Fälle  folgen,  wo  man  relativ  kürzeste  Entfernongen  »»cht. 
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Zweiter   Fall. 

Man  sQcht  nicht  die  absolut  kürzeste  Entfernung  zweier  ränmiicher  Cnrven,  son- 
dern nur  die  kSrzeste  unter  allen  denen,  bei  welchen  die  Abscissendifferenz  a  —  a  den 
bestimmt  yorgeschriebenen  Werth  K  hat. 

Dieser'  Fall  verlangt  also,  dass  man  unter  allen  jenen  Linien,  für  deren  Grina« 
punkte  die  Gleichungen 

36)     z.  =  c)  '    38)     i«  =  y)  ^ 

gellen,  die  kürzeste  suche,  welche  zwischen  beiden  Gränzcurven  möglich  ist. 

Desshalb  kann  von  den  sechs  Elementen  a,  a,  b,  /9,  c,  j^  nur  eines  dem  Wertbe 
oaeh  willkürlich,  und  die  lunf  andern  müssen  dem  Werthe  nach  abhängig  sein. 

Man  nehme  a  als  willkürlich,  so  folgt  aus  Gleichung  39 ,  dass  i9a  =  «^a,  t^a  =  &^a, 
etc.    Elimioirl  man  jetzt  ^y«,  dz«,  ^y^»  ^Za«  ^^  ^^^  ^^''  ^^  bekommt  man 

Aaf  dieselbe  Weise  geht  Gleichung  X  über  in 

,v„^=: ^./."[(Bf-fr-©'-©']- 

(H-A2h-E2)2   •'^ 

Kl  +  A2  +  £2      L        ^<*«^       da^l  \da2        da^/J 

Dritter   Fall. 

Man  sucht  wieder  nicht  die  absolut  kürzeste  Entfernung  zweier  räumlichen  Curven , 
sondern  die  kürzeste  unter  allen  denen,  bei  welchen  die  Differenz  der  mit  der  Axe  Y 
parallelen  Gränzordlnaten  den  bestimmt  vorgeschriebenen  Werth  K  hat. 

Dieser  Fall  verlangt  also,  dass  man  unter  allen  jenen  Linien,  für  deren  Gränz- 
pmkte  die  Gleichungen 

40)     y.  =  bj       42)    y«  =  /?)„„.  44^    „     ^  ^    .  K 

41)  z.  =  cp  43)  ,„«y{"»^**)  y«    y--^ 

gelten,  die  kürzeste  suche,  welche  zwischen  beiden  Gränzcurven  möglich  ist. 

Auch  jetzt  kann  von  den  sechs  Elementen  a,  b,  c,  a,  /?,  y  nur  eines  dem  Werthe 
■ach  willkürlich  sein.  Man  nehme  a  als  willkürlich.  Unterwirft  man  Gleichung  44 
einer  gemischten  Mutation,  so  bekommt  man  zunächst 

*5)  «y«  +  ^  •  >»«  -  «y.  -  ^'  •  *^«  =  0 

Weon  man  dy^  Qod  dy^  ans  dieser  Gleichung  eliminirt,  so  gibt  sich 

16)    ^.^a-^.^a«0 

''    da  da 

Hierdareh  ist  die  zwischen  ^a  und  iSa  stattAndende  Abhängigkeit  gegeben.    Eliminirt 
man  jetzt  dy«,  dy^,  ^z«,  ^z^,  «?a  aus  VII;  so  bekommt  man 

Das  PrüfongsmiUel  ist  noch  herzustellen. 

Vierter   Fall. 
Man  sucht  wieder  nicht  die  absolut  kürzeste  Entfernung  zweier  räumlichen  Curven, 
sondern  die  kürzeste  unter  allen  denen,  bei  welchen 

1)  die  Differenz  der  mit  der  Axe  Y  parallelen  Gränzordlnaten  den  bestimmt  vor- 
geschriebenen Werth  R,  ond 

2)  die  Differenz  der  mit  der  Axe  Z  parallelen  Gränzordinaten  den  bestimmt  yef^ 
geschriebenen  Werth  .ff  hat. 
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Dieser  Fall  verlaogt,  dass  man  afiler  allen  jenen  Linien,  f&r  deren  Grimponkte 
die  Gleichungen 

48)  y.  =  b)       50)    y«-/?)  52)    y«  -  y.  =  IL 

49)  z,  =  cj'     51)     z«  =  yr"°''53)    z^  -   «.  =  Ä 

gelten,  die  kürzeste  soche,  welche  zwischen  beiden  Gränccorven  möglich  ist 

Wegen  dieser  sechs  Gleichangen  ist  von  den  sechs  Elementen  a,  b,  c,  a,/3, 7 
keines  dem  Werthe  nach  willkürlich.  Unterwirft  man  die  Gleichangen  52  und  53  eioer 
gemischten  Mntation,  so  bekommt  man  bezüglich 

55)    Jz^  +  -ir .  ^a  ».  3z    ^  ^  .  ^a  =  0 
''        **        da »    da 

Führt  man  in  diese  zwei  Gleichungen  für  dy«,  ^y^,  Sz^,  dza  die  Ausdrücke  ein,  so 
bekommt  man  bezüglich 


58)    y. -b          J 

61)    7a  =  ß 

59)    2,  =  c          1 

62)     i„  =  y 

60)    y,  +  2,  =  Ä 

63)    ya+  i«-K 

und 

64)    a  +  a  -h  y.  -♦-  y«  +  z,  +  Za  -  ® 


56)    ^.^a-?.^a=0,und57)    j! .  ^a  -  J^  -  ^a  =  0 
-'da  da  .  -^    da  da 

Weil  aber  diese  zwei  Gleichungen  nebeneinander  bestehen  müssen,  so  muss  ^a  »0« 
i9a  s  0  sein.  Ebenso  beweist  man,  dass  auch  ^a  »  0,  ^a  =  0»  etc.  sein  moss, 
desshalb  ist  auch  ^y,  «=»  0,  Sy^  =  0,  ^z,  =  0,  dza  =  0,  d^y,  =  0,  a^y«  —  0,  d^i, 
=  0,  a^z^  =  0,  etc.,  d.  h.  die  Mutationen  der  Gränzordinaten  werden  zu  Nnll,  wäh- 
rend ^y,  dzj  ^y,  ^z,  etc.,  wo  das  x  noch  ganz  allgemein  ist,  nicht  zu  Null  zu  wer- 
den brauchen.  Die  Gränzengleichung  fUlt  also  jetzt  Ton  selbst  weg ;  und  Gleichung  X 
reducirt  sich  auf 

xvm)  ^ !_^.j-;|;(e.^ -A .-)V©V(-)'].. 

(I+A^  +  E»)«   •'* 
Die  zehn  Stücke  a,  b,  c,  a^  ß^  y^  A^  By  E,  ¥  bestimmen  sich  jetzt  durch  die  zehn 
Gleichungen  b  =  A-a  -i-ß,   c  =  E*a-4-F,   /3  =  A*a-hB,   y  =  E-a-fF, 
A  .  (a  -  a)  =  K,  E  .  (a  —  a)  =  Ä,  r(a,  b,  c)  =  0,  P(a,  b,  c)  «  0,  r(o,  /S,  y) 
=  0,r(a,  /?,y)  =  0. 

Zusatz  4.  Auch  hier  hat  der  für  (5fV  hergestellte  Ausdrock  keinen  Differenzcoeffi- 
cienten.  Der  Gmod  daton  ist  aber  der,  dass  wegen  der  Menge  der  Gräozbedingangeii 
die  Gränzordinaten  gar  keiner  Mutation,  weder  einer  reinen  noch  einer  gemischten,  unter- 
worfen werdet!  können«  Die  Menge  der  Gränzbediognngen  ist  also  diesmal ,  dagegen  fro- 
her waren  die  Bigenthämlichkeiten  der  Cränzcuryen  die  Ursache,  dass  Yerschiedenheiten 
in  secundärer  Beziehung  nicht  stattfinden.    (Znsatz  2.) 

Fünfter   Fall. 
Man  sucht  wieder  nicht  die  absolut  kürzeste  Entfernung  zweier  räumlichen  Gunren, 
sondern  diejenige,  die  die  kürzeste  ist  unter  allen  denen,  bei  welchen 

1)  die  Summe  der  zur  Abscisse  a  gehörigen  Grinzordinalen  den  bestimmt  Torge- 
schriebenen  Werth  J(, 

2)  die  Summe  der  zur  Abscisse  a  gehörigen  Gränzordinaten  den  bestimmt  vorge- 
schriebenen Werth  K,  und 

3)  die  Summe  aller  Tier  Gränzordinaten  nebst  den  zugehörigen  Abscissen  den  be- 
stimmt vorgeschriebenen  Werth  0  hat 

Dieser  Fall  verlangt  also,  dass  man  unter  allen  jenen  Linien,  für  deren  Gränzordi- 
naten die  Gleichungen 
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gelten,  die  kSneste  sache,  die  zwischen  den  zwei  gegebeoen  raamlichen  Garven  mdg* 
iicb  siod. 

Man  UDlerwerfe  die  Gleichongen  60,  63,  64  einer  gemischten  Matation,  and  elimi- 
sire  ^y«,  dya,  ^z«,  ^«i  ^y«»  ^ya>  ^^^a»  ^^ai  ^^^'  ^^^  ^ird  dann  erkennen,  dass 
^a  =  0,  t?a  =  0,  .^a  =0,  ^a  =  0,  etc.  ist,  so  dass  abermals  wie  im  vorigen  Falle, 
die  Mutationen  der  Grftnzordinaten  za  Null  werden ,  während  dy ,  ^z ,  ^y ,  d^z ,  etc. , 
¥0  das  X  noch  ganz  allgemein  ist,  nicht  za  Null  zo  werden  brauchen.  Die  Gränzglei- 
chuog  fallt  also  wieder  von  selbst  hinweg,  und  für  das  Prüfungsmittel  bekommt  man 
wieder  den  Ausdruck  XVIII. 

Zar  Bestimmung  der  zehn  Stöcke  a,  b,  c,  a,  /?,  7^,  A,  B,  £,  F  hat  man  jetzt  elf 
Gleichaogen,  welche,  weil  eine  zuviel  ist,  sich  leicht  wiedersprechen  können;  und  so 
wird  dieser  fünfte  Fall  in  der  Regel  öberbestimmt,  d.  h.  unmöglich  sein  (man  vergleiche 
den  siebenten  Fall  der  161*'"  Aufgabe). 

Schaut  man  auf  den  achten  Fall  der  179**"  Aufgabe^  wo  nicht  zwei  Gränzcurven, 
soDdem  zwei  Gränzflächen  gegeben  sind;  so  erkennt  man,  dass  bei  ganz  gleichen  Gränz- 
bedingungen  die  Aufgabe  noch  keine  Qberbestimmte  ist,  sondern  dass  sogar  durch  die 
Graozgleichung  noch  eine  Gleichung  geliefert  wird,  die  zur  Bestimmung  der  unbestimmten 
Stucke  dient. 

Schlussbemerkong.    Ist  ganz  die  nemliche,  wie  die  der  vorigen  Aufgabe. 


Aufgabe  178. 
Man  sucht  die  kürzeste  Entfernung  von  einer  im  Endpunkte  der  Abscisse  x  =  h 
auf  der  Abscissenaze  senkrechten  Ebene  bis  zu  der  durch  die  Gleichung  f(a,  ß^  y)  =  0 

gegebenen  Fläche. 

Allgemeine   Einleitung. 

Zur  Bequemlichkeit  nehme  man  überall  das  rechtwinkelige  Goordinatensyslem.  Auch 
bedarf  es  kaum  der  Erinnerung,  dass  sowohl  die  zur  Abscisse  x  ■»  a  gehörige  Ebene 
als  auch  die  durch  die  Gleichung  f(a,  ß,  y)  =0  gegebene  Gränzfläche,  sowie  die  noch 
IQ  suchende  Linie  selbst  auf  ein  und  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinalensystem  bezo- 
gea  werden  müssen. 

Die  hier  vorgelegte  Aufgabe  sucht  eine  in  einem  noch  zu  ermittelnden  Punkte  der 
Gränzfliche  f(a,  /9,  y)  =  0  sich  endigende  Linie,  deren  Länge  kleiner  ist,  als  bei  jeder 
andern,  der  gesuchten  Linie  stetsfort  nächslanliegenden  (und  entweder  in  dem  noch  zu 
ermittelnden  Punkte  oder  in  den  ihm  nächstgelegenen  übrigens  nur  in  der  Gränzfläche 
befindlichen  Nachbarpunkten  sich  endigenden)  Nachbarlinie  der  Fall  sein  kann.  Man 
Terlaogt  also  für  y  und  z  solche  Functionen  von  x,  und  für  a  einen  solchen  Werth, 
dass  der  Ausdruk  

0  o=j-;v.-.=j;'()/.. ©'+©')-. 

ein  Minimum-werth  eines  Minimum-Standes  wird. 

Bei  dem  jetzt  nöthigen  gemischten  Mutiren  muss  a  constant  bleiben,  und  nur  a 
darf  Werlhänderungen  erleiden.  Bei  der  ersten  Form  des  (^)U  werden  die  Mutationen 
der  zur  gesuchten  Lime  gehörigen  Gränzordinalen  nicht  vorkommen.  Diese  Mutationen 
iD&sseD  aber,  wie  schon  (in  der  Einleitung  zur  160***^  Aufgabe)  auseinandergesetzt  ist« 
der  Untersuchung  unterworfen  werden.  Man  kann  also  die  erste  Form  des  (d)V  diesmal 
Dicbl  beachten;  und  desshalb  stelle  man  nur  die  zweite  Form  her,  welche,  wenn  man 

noch  zur  Abkürzung  p  statt  -p  und  p  statt  -r-  setzt,  folgende  ist: 

■0«,=-J-;[(i.a(p=|=,));^  +  (i..(p=|=5))...-|.. 

II.  40 
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Daraus  geben  sich  die  beiden  Hanplgleicliungen 

III)    -1 .  d/    ,        P        =r\  =  0,  und  IV)   1 .  d/— =^==)  =  0 

ivoraas  folgl 

V)    y  «=.  A  .  X  -f-  B,  und  VI)    z  »  E  •  x  +  F 
welches  die  Gleichungen  einer  graden  Linie  im  Räume  sind,  wie  zu  erwarten  war.   Ate 
GrSnzengleichung  bekommt  man  jetzt 

Kl  -H  A«  4-  £2' 


VII)    ^^,       \    ,    =  [A .iJy«  4-  E.dz^  -  A  .  <Jy,  -  E  -  4lz.  +  (1  +  A2  +  E«)  i9a]  =0 


wo  man  den  gemeinschaftlichen  Factor  auch   hätte    weglassen    können. 

*  ri  -h  A?  4-  E2 

Mutirt  man  noch  einmal,  so  bekommt  man  im  Allgemeinen 

VIII)    (d,2U  =  C^^y  .  dx  4-  2  .  dVa  •  ^a  -h  V«  •  «?2a  4-  (^)    •  ^a« 

Nun  ist  ==•  =   ^  .  (p  •  -rX  4-  )p  •  3-^)  ;   und  weil  aus  den  Gleichungen  V 

dz         1^1  4-.  p2  4-  j,2     \*^    dx»        *^     dx2/ 

d^v  d^z 

und  VI  folgt,  dass  -r-^  =  0  und  j-^  =  0  ist,  so  ist  auch 

Nimmt  man  mit  VIII  die  gehörige  Umformung  vor,    und  berOcksichtigt  man  dann  die 
Gleichungen  III,  IV  und  IX;  so  bleibt  nur 

«) «  — ^— ./;[(■=  •  ^  -*-^)*  -  ©' + (i^n  •'■ 

(1  4- A2  4-  E2)»   •^^ 
^  rrrWf^*  ["^'^^^  +  E  .cJ^Za  -  A  .^y.  -.  E  .^^z. 
4-  ÖA  .  /^\    .  t9a  4-  2E  .  (^\    .  ^  H-  (1  -f  A«  4-  E2)  •  t^Äal 

Jetzt  ist  man  soweit  gekommen,    dass  verschiedene  GrSnzfälle  aufgestellt  werden 
können. 

Erster    Fall. 
Sucht  man  die  absolut  kürzeste  Entfernung  von  einem  festen  Punkte  (a,  h»  c)  bis 
zu  einer  durch    die    Gleichung    f(a,  ß^  y)  =  Q  gegebenen  Fläche;    so    ist   dy^  =  0, 
dz,  =  0,  ^y^  sr  0,  ^z«  =  0,  etc.    Die  Gränzengieichung  VII  reducirt  sich  also  auf 

XI)    A  .  dy„  4-  E  .  az^  4-  (I  4-  A«  +  E^)  .  ^a  =  0 

wo  man  den  gemeinschafllichen  Factor  ■  weggelassen  hat. 

Vi  4-  A2  4-  E« 
Für  die   Punkte,    wo  die  gesuchte  Grade  in  der  gegebenen  Gränzfläche  eintriflfl, 
rauss 

0    y«  =»  ß^        «od        2)    i^  =  y 

sein.  In  der  Gränzfläche  f(a^  ß,  y)  =^  0  sind  von  den  drei  Goordinaten  a,  ß,  y  zwei 
dem  Werthe  nach  willkürlich,  und  eine  ist  dem  Werthe  nach  von  den  beiden  andero 
abhängig.  Man  kann  also  diesen  ersten  Fall  auf  dreierlei  Weise  durchführen;  deno 
man  kann 

1)  ß  und  y  als  die  dem  Werthe  nach  willkürlichen»  und  a  ah  das  dem  Werthe 
nach  abhängige  Element  behandeln;  man  kann  aber  auch 

2)  ß  und  a  als  die  del^  Werthe  nach  willkürlichen,  und  y  als  das  dem  Werihe 
nach  abhängige  Element,  oder  man  kann 
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3)  y  ODd  a  als  die  dem  Werthe  nach  wittkfirlichen«  uod  ß  als  da$  dem  Werlhe 
nach  abhängige  Element  behaodeln. 
Die  DarchAihrung  dieses  ersten  Falles  wird  aber  am  eiafachslen,  ond  der  Galcul 
selbst  oimml  am  meisten  Symmetrie  an,  wenn  man  die  beiden  Goordinaten  ß  und  y 
der  GränzflSche  als  die  dem  Wertbe  nach  wink&vlichen  Elemente,  dagegen  a  als  das 
dem  Werthe  nach  von  ß  and  y  abhängige  behandelt-  Man  sondere  also  a  ans  der 
Gleichang  f(a,  jS,  y)  =  0  ab,  so  dass  man 

3)    a-x(/?,  y) 
bekommt.    Wenn  man  nun  A  •  x  +  B  ^^^  E  •  x  +  P  bezfiglich  statt  y  and  z  in  Glei- 
chang 1  and  2  einsetzt,  so  bekommt  man 

4)    A.a-hB  =  /3,        and        5)    E  •  a  4-  F  =  y 
and  wenn  man  hier  %{ß^  y)  statt  a  einsetit,  so  bekommt  man 

6)     X'Xiß.y)  ^B  ==  ß,        and        7)    E  .  x(/9,  y)  -+-  F  -  y 
Man  erkennt  aber,  dass  sich  aas  den  letzten  zwei  Gleichungen  nar  eine  bestimmte  An- 
labl  von  Werthen  des  ß  und  des  y  ergeben»   dass  sie  sonach   keine  identischen  Glei- 
chungen smd. 

Will  man  also  den  beiden  Elementen  ß  und  y  bezüglich  andere  Werthe  (/?  +  Dß) 
ood  (y  -h  Dy)  beilegen ,  welche  den  beiden  Gleichangen  6  und  7  nicht  entsptechen ; 
so  muss  QUID  an  die  Stelle  des  y  eine  andere  Function  y  +  i/y=s:A*x  +  B-H^y 
in  Gleichung  1  einsetzen,  und  ebenso  muss  man  an  die  Stelle  des  z  eine  andere  Fauc* 
(ioo  c  +  ^1  =  E  -  X  +  F  +  ^z  in  Gleichang  2  einsetzen.  Man  mnss  also  die  Glei- 
chungen 1  und  2  einer  gemischten  Mutation  unterwerfen,  wie  bereits  (z.  B.  in  Aufgabe 
160  and  161)  hinlänglich  auseinandergesetzt  ist.    Ans  Gleichang  1  folgt 


^a  -h  -=^  .  da^  =  d^ß 
da' 


8) 

9) 

etc.  etc. 
Aas  Gleichang  2  folgt 


10) 

*da  ^^y 

") 

«»««  +  2  . 

da    •'^-  + 

dz« 
da 

d^z« 
•^«^    da" 

.  ^a« 

-  tf«y 

etc.  etc. 

Aas  der  für  die  Granzfläche  gegebenen  Gleichong  t(a,  ß 

.  y)  = 

0  folgt 

12) 

'«=r 

dß  + 

d^a 
dy 

^y 

13) 

i 
9*a  =  - 

Aß  ' 

^^+iy- 

d|« 

*dß^  +  2- 

djSdy 

9ß- 

9Y  +  ^.9y2 

etc.  etc. 

Weil 

y  =  A- 

I  + 

B  und  z  ::= 

Ex  -h  F. 

so  ist   schon  im 

dy 

Allgemeiaen  -^  =  A, 

dl 
dx~ 

^'  d?- 

=  0, 

s=«.- 

.    Es  ist  also  auch 

im  Besondern 

dy« 

da 

=  A,   j^   _E. 

•Pya 

do»  ■ 

-*'    da« 

■=( 

0,  ete.    Somit  bekommt  man 

»♦) 

'y« 

—  ^/?-  A 

»  da  ^  dß 

-  A 

\d^ 

'^ß  + 

dya 
dy 

.9y) 

15) 

^'a 

=  i^y  -  E 

'  da  ^  dy 

-  E 

Vd^ 

•^/J4- 

dj,a 
dy 

.^) 

etc.  etc. 
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Die  GrinzeDgleicbDDg  XI  gehl  also  über  in 

Wegen  der  Willkfirlichkeit  des  -Oß  QDd  ^y  zerlegt  sich  diese  Gleichung  ia  folgeDde  zwei 

XIII)    A  "h  ^  =  0,  uDd  XIV)    E  +  -|-  =  0 

Eliminirt  man  aus  dem  Ausdrucke  X  die  ElemenCe  ^y^,  dHa^  <^a,  i^a,  was  mlKelst 
der  Gleichungen  9,  11,  12  und  13  geschieht;  und  beachtet  man  dann  die  beiden  Glei- 
chungen Xlll  und  XIV,  so  wie,  dass  ^y«  =  0,  öH^  =  0,  etc.  ist;    so   bekomml  man 


/d^a  d>jdya  dy«  \ 


dl 


Der  Thellsatz  mit  dem  Mutatlonscoefficienten  zeigt  an,   dass  jedenfalls  ein  Mioimom- 

stand  staltfindet;  das  mit  den  Differenzcoefficienten  yersehene  Aggregat  wird  anzeigen, 

was  in  secundSrer  Beziehung  stattfindet. 

Nun  sind  a,  b,  c  gegeben.    Die  sieben  Stdcke  a,  ^,  y,  A,  B,E,F  bestimmen 

d^a  dya 

sich  also  durch  die  Gleichungen  f(a,  /?,  y)  =s  0,  A  4-   ~~  =  0,  E  -+-  -~—  =  0, 

b=3A.a-hB,  c  =  E-a-f-F,  /?  —  A-a-hB,y  —  E-a  +  F. 

Was  die   Gleichungen  XIII  und  XIV  anbelangt,   so  beachte  man  Folgendes:    Die 
Gleichungen  der  zur  Gränzfläche  gehörigen  Normallinie  sind  bekanntlich 

16)    /?"  -  /?  4-  («"  -  a)  .  -^  «  0,  und  17)    /'  -  y  +  (a"  -  «)  •  -^  =  0 

wo  a",  ß",  y**  die  veränderlichen  Goordinaten  der  zum  gesuchten  Punkte  (a,  ß^  y) 
gehörigen  Normallinie  sind.    Wenn  man  die  Gleichungen 

y  =  A-xH-B)        ,     (z  =  E.x-hF 

/y  =:A.a  -h  B)    ""^     (y=E.a  +  F 

voneinander  subtrahirt,  so  bekommt  man 

18)    y  —  /?  =  A  •  (x  —  a),  und  19)    z  —  y  =  E  •  (x  —  a) 

d^a                                dya 
Da  aus  den  Gleichungen  XIII  und  XIV  folgt,   dass  A  = —-    und  E  = -^ 

ist;  80  gehen  die  beiden  letzten  Gleichungen  Ober  in 

20)    y-/?-H(z-a).^=0,  und21)    z  -  y  +  (x  ^  a)  • -^  ==  0 

Man  sieht  also,  dass  die  Normale  der  gegebenen  Gränzfläche  dieselbe  Gleichong  hat, 
wie  die  gesuchte  Grade,  d.  h.  die  absolut  kürzeste  Entfernung  und  die  betreffende  Nor- 
male der  Gränzfläche  liegen  in  einer  und  derselben  graden  Linie,  oder,  was  dasselbe 
ist,  die  absolut  kürzeste  Entfernung  steht  auf  der  gegebenen  Gränzfläche  senkrecht 
Man  hat  somit  ein  bequemes  Mittel,  diese  kürzeste  Entfernung  geometrisch  zu  con* 
struiren. 

Zusatz  1.    Die  theoretische  Durchfährung  dieses  ersten  Falles  hat  nur  Gebrauch  ge- 

d^a     dya     ^p«     d/jdya      <*y« 
macht  von  den  partiellen  Diff'erentialquotienten  -^ ,  -j— ,  -^  ,  ^    '     ,  -^  .      Es    ist 

also  hier  ganz  einerlei,  ob  die  Gränzfläche  durch  die  Gleichung  f(a,  ^9,  y)  =  0  oder  durch 
a  =  x(i9»  y)  gegeben  ist;  denn  die  Differentialquotienten  lassen  sich  herstellen,  ohne  dass 
man  zuvor  das  a  absondert. 

1)    Sucht  man  die  absolut  kürzeste  Entfernung  von  einem  festen  Punkte  (a,  b,  c) 
bis  zu  der  durch  die  Gleichung 


Digitized  by 


Google 


317 

22)    a  +  G-/?  +  H-/  +  K«-0 
gegebenen  Ebene;  so  bekoroml  man  jetzt 

23)  da  +  G  •  d/?  +  H  .  dy  1=  0 

24)  d2a  =  0 
elc.  etc. 

d^a  dya  d^«  dÄdy«  ^l" 

ü.r.usMgi^r=^G.-{^^^U.^,=.0,^^0,^    =    0,    etc. 

Gleichnng  XV  redocirt  sich  also  anf 

(|+A»+E«)»   ''*  /        \      /        \      /J 

Zusatz  2.  Dass  dieser  fbr  (d^U  hergestellte  Aosdrock  keinen  Differenzcoefficienteit 
eothält,  ist  eine  benerkenswerthe  Erscheinung,  welche  aber  mit  dem  Umstände,   dass  die 

Grinzlliiche  diesmal  eine  Ebene  ist ,  zusammenhangt.    Aus  Gleichung  22  folgt   nemlicb  --^ 

dßöya  dy« 

=  0 ,   .^    ^,     ■-  0 ,  -pV  «0;  nnd  so  fallen  die  mit  iSß  ond  ^y  versehenen  Theilsätze  aus  XV 
dp  •  ay  dy* 

hinweg.  Der  in  XVI  für  (^)^U  hergestellte  Ausdruck  liefert  aber  dennoch  ein  ganz  yollständiges 
Prnfongsmittel ,  wie  man  sich  durch  folgende  geometrische  Betrachtung  noch  naher  überzeugen 
kann.  Von  der  gesuchten  Graden  kann  nemlicb  die  gegebene  Gränzebene  nur  in  einem  einzigen 
Ponkte  getroffen  werden;  und  sonach  gibt  es  auf  der  gesuchten  Graden  auch  nur  ein  einziges 
Stück,  welches  im  festen  Punkte  (a,  b,  c)  anfängt,  und  in  der  gegebenen  Gränzebene  aufhört. 
Sowie  nun  yon  unserer  Figur  nur  ein  einziges  Stück  der  gesuchten  Graden  zur  Beachtung 
dargeboten  wird,  d.  h.  sowie  bei  der  Figur  keine  Verschiedenheiten  in  secundärer  Bezie- 
hoog  aufgefunden  werden  können;  oben  so  wenig  braucht  das  Prüfongsmittel  mit  einem 
Differenzcoefficieuten  versehen  zu  sein. 

2)  Sacht  man  die  absolut  kürzeste  Entfernung  von  einem  festen  Ponkte  (a,  b,  c) 
bis  ZQ  der  durch  die  Gleiche  ng 

25)    (G  -  ay  +  (H  -  ßy  4-  (K  -  y)2  -  R« 
gegebenen  Kngelfläche;  so  bekommt  man  jetzt 

26)  (G  —  a)  .  da  H-  (H  —  /?)  •  di»  -H  (K  —  y)  •  dy  =  0 

27)  (G  —  a)  .  d««  -  da«  —  d^  —  dy«  —  0 

d^a  n ß         dva  ir » 

Es  ist  also  -^  —  -  2 P  und  -f-  =  -  ^ L ,    Die  Gleichungen  XIII  and  XIV 

6ß  G— a  dy  G— -a  ^ 

gehen  daher  tkber  in 

28)    H  —  /»  -  A  .  (G  -  a),  ond  29)    K  -  y  «  E  •  (G  —  a) 

Fuhrt  man  diese  Aasdrücke  in  die  Gleichong  der  gegebenen  Kngelfläche  ein,  so  gibt 
sich 

30)    «  =  r,  T--       ^ 

Es  gibt  sonach  in  der  Kogelfläche  zwei  Punkte,  welche  zugleich  der  gesncbten  Graden 
aogebdren,  so  dass  es  zwei  verschiedene  Stücke  der  gesuchten  Graden  gibt,  welche 
noch  einer  nähern  Betrachtung  unterworfen  werden  müssen. 

Zieht  naan  nun  vom  festen  Punkte  (a,  b,  c)  eine  Grade  durch  den  Ifittelpankt  der 
Kogel,  so  ist  diese  die  gesuchte  Linie,  and  sie  steht  in  ihren  beiden  Darchgangspankten 
seoiireeht  auf  der  Kugelfläche. 

Gleichong  XV  geht  jetzt  Ober  in 


xv„^,_L_,.j-;[(E.^-..f)'+(*)'.(|^;].* 

(I4-A«+B»)«     ''"^^  /         \      /         \      /  J 

+  - ^    J        ,,      — -[((H-/?)  ^/?-KK-y)^)» -KG- gy  •(*>/?« +V)] 

\\j  —  a)'  •  f  1  -f-  A*  +  fc* 
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Das  inU  den  Difi^renzcoefficienten  versehene  Aggregat  besteht,  wie  man  sieht,  aus 
zwei  Facloren,  von  welchen  derjenige,  der  sich  innerhalb  der  eckigen  Klamatem  be- 
findet, beständig  positiv  bleibt.  Dieses  Aggregat  hat  also  mit  (G  —  a)  einerlei  Zeichen, 
ist  positiv,  wenn  a  <  G,  and  ist  negativ,  wenn  a  >  G. 

91)  Ist  a  <  G,  d.  h.  nimmt  man  das  Stuck  der  gesuchten  Graden,  welches  vom 
festen  Punkte  (a,  b,  c)  bis  zum  ersten  in  der  Kugel  fläche  gelegenen  Durchgangspankte 
erstreckt  ist;  so  ist  sowohl  der  mit  Mutationscoefficienten  als  auch  der  mit  Differenz- 
coefficienten  versehene  Theilsatz  positiv,  und  es  findet  ein  Minimumwerth  eines  Mini- 
mum-Standes statt. 

!B)  Ist  a  >  G,  d.  h.  nimmt  man  das  Stück  der  gesuchten  Graden,  welches  vom 
festen  Punkte  (a,  b^  c)  bis  zum  zweiten  in  der  Kugelfläche  gelegenen  Durchgangspunkte 
erstreckt  ist;  so  ist  der  mit  den  Mutationscoeflicienten  versehene  Theilsatz  noch  immer 
positiv,  dagegen  der  mit  den  Differenzeoeflicienteii  versehene  ist  negativ.  Es  existirt 
also  wohl  ein  Minimum-stand ,  dagegen  in  secundärer  Beziehung  findet  ein  Grdsates 
statt,  d.  h.  man  hat  jetzt  den  Maximum-werth  eines  Minimum-standes,  welcher  Zustand 
jedoch  in  der  Aufgabe  nicht  verlangt  wird,  aiso  auch  nicht  beachtet  zu  werden  braucht 

Zweiter   Fall. 
Der  Punkt  (a,  b,  c)  sei  nicht  fest,    sondern  es  sei  nur  gesagt,   dass  er  in  der 
Ebene  liege,  welche  im  Endpunkte  der  Abscisse  x  =  a  auf  der  Abscissenaxe  senkrecht 
sieht;  und  man  sucht  die  absolut  kürzeste  Entfernung  von  dieser  Ebene  bis  zu  der  ge- 
gebenen Gränzfläche- 

Jetzt  sind  die  Elemente  <'y,,  <'Za,  d^y,,  dh,^,  etc.  dem  Werthe  nach  willkürlich, 
ood  durchaus  von  nichts  abhängig.  Es  können  also  ^y,  und  dz^  nur  dadurch  aus  Glei- 
chung VU  wegfallen,  dass  ihre  Goefficienten  zu  Null  werden,  d.  h«  dass  man 

31)    A  =  0,        und      3^    E  =  0 
setzt.    Dabei  reducirt  sich  Gleichung  VII  auf 

33)     »?a  =  0 
woran  man  erkennt,    dass  in  diesem   zweiten   Falle  der  Differenzcoefficient  ^a  nicht 
willkürlich  genommen  werden  darf.    Aus  der  für  die  Gränzfläche  gegebenen  Gleichung 

Aßa  d'ytt 

f(a,  /?,  y)  =0  folgt  aber  tfa  =  -~-  •  ^ß  -H  -^  .  t?y,  so  dass  Gleichung  33  Ober- 
geht in 

34)    ^.^ß+^.^^0 

welche  Gleichung  aber,    wegen  der  Willkürlichkeit  des  ^y  und  <^/9,   sich  ohneweiters 

zerlegt  in 

dßa  dya 

Weit  aber  A  =  0  und  E  =  0,    so  reduciren  sich  die  Gleichungen  der  gesuchten  Linie 

auf 

37)   y  «  B,        und        38)    z  =  F 

d.  h.  die  gesuchte  Grade  läuft  mit  der  Abscissenaxe  parallel  und  sieht  auf  der  Coordi- 
natenebene  YZ  senkrecht.  Die  Gleichungen  35  und  36  zeigen  an,  dass  die  den  gesuch- 
ten Punkt  (a,  /?,  y)  der  gegebenen  Gränzfläche  berührende  Ebene  auf  der  Axe  X 
senkrecht  steht,  oder,  was  dasselbe  ist,  mit  der  Goordinatenebene  YZ  parallel  läuft. 
Somit  steht  auch  diesmal  unsere  absolut  kürzeste  Entfernung  auf  der  Gränzfläche  senk- 
recht. 

Weil  7  «>  B  und  z  =  F;8oistB»b  =  ^»  and  F  »  c  =e  y.  Nun  ist  a  schon 
von  Anfange  her  gegeben.  Die  sieben  Stücke  b,  c,  a,  /?,  y,  B,  F  bestimmen  sich  also 
aus  den  sieben   Gleichungen  B  =  b,    B  =  /ff,   F  =  c,   F  =  y,    f(«,  /?,  y)  =  0, 
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Da  A  =:  0  ond  E  •»  0,  «o  redBoirl  sieh  Gleichung  X  xuniebst  laf 

.vm)^u  =  ^+J-;[(^)%(^')'].a. 

Wegen  der  GKeichoDgen  35  aod  36  redacirt  sich  der  iD  Gleichoog  13  für  <9^«  aafgesleUte 
Aasdrack  aaf 

ond  somit  geht  Will  Ober  in 

XIX)     ,d,^U  =  ^.^/9^-h2.^^.^/9..y  +  -^.^y2 


am^m-'^ 


Zusatz  4.  Wenn  die  zur  Abscisse  a  gehörige  senkrechte  Ebene  von  der  Gränzfläche 
Dor  berührt,  aber  niemals  geschnitten  wird;  so  ist  die  absolut  kürzeste  Entfernung  gleich 
Null.  Dasselbe  gilt,  wenn  die  Gränzfläche  eine  Ebene  ist,  und  in  die  zar  Abscisse  a  ge- 
hörige senkrechte  Ebene  hineinfällt.  Wenn  aber  diese  Ebene  yod  der  Gränzfläche  geschnitten 
wird,  so  kann  Ton  einer  absolut  kürzesten  Entfernung  keine  Rede  sein;  dagegen  eine 
relativ  kürzeste-  Entfernung  kann  allerdings  gefordert  werden.  Alles  dieses  ist  bereits 
(Aufgabe  160,  Zusatz  6)  hinlänglich  erläutert 

Es  sollen  nun  einige  Fälle  folgen,  wo  man  relativ  kürzeste  Entfernungen  sucht. 

Dritter  Fall. 
Der  Anfangspunkt  (a,  b,  c)  der  gesuchten  kürzesten  Enlfernang  sei  wieder  nicht 
fest,  sondern  es  sei  wieder  nur  gesagt,  dass  er  in  der  Ebene  liege,  welche  im  End- 
punkte der  Abscisse  a  anf  der  Abscissenaxe  senkrecht  steht.  Man  sacht  anch  nicht 
die  absolut  kürzeste  Entfernung  von  besagter  Ebene  bis  zn  der  gegebenen  Gränzfläche, 
sondern  nar  die  kürzeste  anter  allen  denen,  bei  welchen 

1)  die   DilTerenz  der  mit  der  Ase  Y   parallelen   Gränzordinaten  den  bestimmt 
Torgeschriebenen  Werth  K,  and 

2)  die   Differenz  der  mit  der  Axe   Z  parallelen  (Yriuordiiiaten  den  bestiinnit 
vorgeaehriebenen  Werth  St  hat. 

Dieser  Fall  verlangt  also ,  dass  man  dater  allen  jenen  Linien ,  für  deren  Griincpankle 
die  Gieiehongen 

39)     z«  •=»  yJ  t^O    «a  ~    z«  =  Ä 

gellen,    die  kürzeste  suche,   die  von  besagter  Ebene  bis  zur  gegebenen  Gränzfläche 
möglich  ist. 

Unterwirft  man  die  beiden  letzten  Gleichungen  einer  gemischten  Mntaiion,  so  hat 
man  zn  beachten,  dass  a  constant  ist.    Man  bekommt  also 

43)     <^«a  ■^-  -3^  •  ^«  —  ^»»  =  ^ 
etc.  etc. 
Nan  weiss  man  (aus  Gleichung  14  und  15),   dass  dy«  =  t?/9  —  A  -i?«,  und  di«  =  ^ 
-  E  •  i9a;   es  folgt  also  aus  42  und  43,  dass  dy^  »  ^ß  und  di^  r^  ^y.    Eliminirt  man 
jetzt  dy^,  dza,  dy.,  cb.  ans  V;.so  bleibt  nur  zarück 

44)    t^a  »  0 
Mao  sieht  daher,   dass  ^a  nicht  willkörlich  genommen  werden  darf,   sondern  von  den 
Werthänderongnn  der  Coordinalen  ß  ond  y  der  Gränzfläche  abhängig  sein  mnsa.    Giel« 
ehang  44  iai  aber  (wie  am  vorige  Falle  erhellet)  gleichbedeutend  mit 

d^  dv<z 
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so  dass,  wegen  der  Willkürlichkeit  des  ^ß  and  des  t^,  man  wieder  bekomml 

46)    -^=0.     »od   47)    -X.-0 

SeUt  man  Ax  +  B  and  Ex  +  F  an  die  Stelle  des  y  und  z  in  40  nnd  41  ein,  so  gibt 

K  St 

sich  A  •  (a  —  a)  =  K,  und  E  •  (a  —  a)  =  Jl.  Es  isl  also  A  =  — ^—  und  E  -=  ^  __  ^  ; 

und  für  die  gesachte  Linie  hat  man  folgende  Gleichungen 

48)    y  =  — ^ X  +  B,        und      49)    z  = —^^ x  +  ¥ 

wo  nur  noch  B  und  F  zwei  unhestiminte  Constanlen  sind. 

Nun  isl  a  gegeben.    Die   neun  Stucke  b,  c,  a,  /?,  y,  A,  B,  E,  F  bestimmen  sich 
also  aus  den  neun  Gleichungen  b  =  A«a-l-B,   c  =  E«a  +  F,   /?  =  A-a4-B, 

d^a 
y  —  E-a  4-  F,    A-(a  —  a)  =  K,    E  •  (a  —  a)  =  Jt,  f(a,  /?,  y)  =  0,  -^  =  0, 

-j^  eas  0;    und  wenn  diese  Gleichungen  einander  widersprechen,    so  ist  dieser  dritte 

Fall  unmöglich. 

Eliminirt  man  d^y«*  ^^z«,,  ^y.,  «S^z«,  ^a  aus  X;  so  bleibt  nor 

XX)    (^^ü  -  -: ^ =  .  \4^  .  ,?/?2  +  2  .  J|-^  •»?/?.  i^y  +  -/^  •  «?y«) 

Kl  H-  A2  4-  E2    \  «J/^''  ^ß  *  ^y  dy*  / 


-f- 


^•r[('=-^'-^")""  (^7  "(")■]•" 


0  -h  A2  4-  E«) 

Vierter  Fall. 
Der  Anfangspunkl  (a,  b,  c)  der  gesuchten  kürzesten  Entfernong  sei  wieder  nicht 
fest,  sondern  es  sei  wieder  nur  gesagt,  dass  er  in  der  Ebene  liege,  welche  im  End- 
punkte der  Abscisse  a  aof  der  Abscissenaxe  senkrecht  steht.  Ulan  sacht  auch  nicht 
die  absolut  kürzeste  Entfernung  von  besagter  Ebene  bis  zu  der  gegebenen  Gränzfläche, 
aoodern  nor  die  kürzeste  anter  allen  denen,  bei  welchen 

1)  der  Unterschied  der  zur  Abscisse  a  gehörigen  Gränzordinateo  den  bestimml 
vorgeschriebenen  Werlh  K ,  und 

2)  der  Unterschied  der  zur  Abscisse  a  gehörigen  Gränzordinaten  den  bestimml 
vorgeschriebenen  Werth  St  hat. 

Dieser  Fall  verlangt  also ,  dass  man  unter  allen  jenen  Linien ,  für  deren  Gränsponkte 
die  Gleichungen 

50    Ä«  «  y)'  (53)     z,  —  y,   «  Ä 

gelten,    die  kürzeste  suche,    die  von   besagter  Ebene  bis  zur  gegebenen  Gränzflache 
möglich  ist. 

Weil  a  constant  ist ,  so  kann  man  Gleichung  53  nur  einer  reinen  Mutation  unter- 
werfen.   Man  bekommt  also 

64)    azflt  -h  ^  .^a  —  dya  —  -^  '^a=:  0,    und  55)   ^z,  -  ^y,  =  0 

Nun  ist  Cman  sehe  Gleichung  14  und  15)  dy^  *»  t9/?  —  A  •  i^  und  ^z^  =r  i^y  —  E  •  ^a, 
Gleichung  54  geht  also  über  in 

56)    ^y  -^  ^ß  ^Q 
durch  welche   Gleichung  angezeigt  wird ,    dass  zwischen  ^ß  und  ^y  eine  Abhängigkeit 
stattfinde,  das  ^a  mag  willkürlich  oder  selbst  wieder  abhängig  tein.    Man  nehme  ^yals 
abhängig,  so  bekommt  man  ^y  =  ^ß;  und  man  hat 

57)    dya  =  ^ß  -^  A  -  ^a,    und    58)    ^z«  =  i?/»  —  E  •  ^a 
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Aus  55  folgt  ferner ,  dass  entweder  dz,  oder  dy«  als  abhängig  genomroen  werden  mass. 
Mao  nehme  dy.  als  willkürlich,  so  ist 

59)    dz.  =  dy, 
Eliminirt  man  ^z«,  dy^,  dza  ^^^  ^^I«  so  gibt  sich  zunächst 

60)    (A  +  E)  .  t?/?  —  (A  4-  E)  •  ay,  +  ,9a  =  0 

wo  man  den  gemeinschafüichen  Factor  ^  weggelassen    hat.     Aus   dieser 

*  ri  -f-  A2  +  E2 

Gleichung  kann  aber  das  willkürliche  Element  dy.  nur  dadurch  wegfallen,  dass  sein 
Goefficient  zu  Null  wird,   d.  b.  dass  man 

61)    A  -h  E  =  0 
setzt    Es  bleibt  daher  von  Gleichung  60  nur  zurück 

62)    i?a  =  0 
Man  sieht  also  abermals,  dass  ^a  nicht  willkürlich  genommen  werden  darf.    Nun  ist  im 

dßa  dyU 

AUgemeineo  ^a  »>  -^  -  ^ß  -+•  -f-  •  i9y;  und  weil  hier  (eben  wegen  Gleichung  56)  zwi- 
Qß  oy 

sehen  ^ß  und  ^y  eine  solche  Abhängigkeit  stattfindet,  dass  «^  =  ^ß,  so  gibt  sich 
i9a  =  I --^  +  -p  I  •  ^ß.    Gleichung  62  geht  also  über  in 

woraus  wegeo  der  Willkürlichkeit  des  ^ß  folgt 

Gleichung  52  and  53  geben  nun  über  in 

65)    (E  —  A)  .  a  -f  F  —  B  -*  K,  und  66)    (E  -  A)  •  a  -f-  F  —  B  =  ft 
Ans  den  drei  Gleichungen  61 ,  65  und  66  folgt 

67)    A  =  -  c^r"  ^  ^y  nn<l  68)  E  =  +  o\^  ^  ^ 
^  2  •  (a  —  a)  ^  2  .  (a  — -  a) 

Nun  ist  a  gegeben.    Die  neun  Stocke  b,  c,  a,  /?,  y,  A,  B,  E,  F  bestimmen  sich 

also  aus  den  neun  Gleichungen  b  =  A«a-f-B,   c  =  E«a  +  P»   /?  =  A«a  +  B, 

y  =  E.aH-P,  (E-A)a-+-F—  B=rK,  (E  —  A).a  +  F  —  B«Ä,  A-H 

d/w        dy« 
E  =  0.f(«,/»,y)=O,^  +  -^  =  O. 

Jetzt  ist  das  Prüfungsmillel  noch  herzustellen.  Zu  diesem  Ende  unterwerfe  man  die. 
Gleichoog  54  vorerst  einer  zweiten  gemischten  Mutation,  und  fQhre  sodann  für  ^ya« 
li^z^t  elc.  die  Ausdrucke  ein;  so  gibt  sich 

69)    ^y  —  i?2/?  =  0 

Durch  diese  Gleichung  ist  die  Abhängigkeit  zwischen  ^y  und  0^ß  gegeben.  Stellt  man 
DOD  die  allgemeine  Form  des  für  (^^ü  sich  ergebenden  Ausdruckes  her,  eliminirt  man 
dann  dy  und  t^y,  und  beachtet  man  noch  Gleichung  64;  so  bleibt  nur 

(1  +  A«  +  E»)«  •'•   "-^  /         \      /         \      /  J 

Znsatz  4.  Die  Gleichungen  33,  44  und  62  des  zweiten,  dritten  und  vierten  Falles 
sind  sehr  merkwürdig;  denn  durch  sie  sind  Beispiele  geliefert»  dass  es  oft  erst  im  Verlaufe 
der  Untersuchung  sich  zeigen  kann »  welche  Blemente  man  als  abhängig  nehmen  muss,  d.  h. 

II.  41 
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dass  es  Fälle  gehen  kann,  wo  wir  nicht  schon  im  Voraus  sagen  dürfen,  dieses  Elemenl 
wollen  wir  als  abhängig,  und  jenes  wollen  wir  als  unabhängig  behandeln.  Man  bat  also 
hiermit  eine  thatsächliche  Rechtfertigung  für  mein  Verfahren,  nach  welchem  ich  für  die 
Wertbänderungen  aller  nichtmutablen  Veränderlichen ,  sie  mögen  abhängig  oder  unabhängig 
sein,  unaufhörliche  Reiben  setze.  Ist  die  Untersuchung  bis  auf  einen  gewissen  Punkt  ge- 
diehen, dann  kann  man  noch  immer  entscheiden,  bei  welcher  Werthänderung  das  erste 
Glied  der  Reibe  genügt»  und  bei  welcher  Werthänderung  auch  noch  höhere  Glieder  der 
Reibe  nöthig  sind.  (Man  sehe  Rd.  I.  S.  117;  besonders  Zusatz  7  in  Aufgabe  160,  und  Zu- 
saU  3  in  Aufgabe  176.) 

Fünfter  Fall. 
Der  Anfangspunkt  (a,  b,  c)  der  gesuchten  kürzesteo  Entfernung  sei  wieder  nicht 
fest,  sondern  es  sei  wieder  nor  gesagt,  dass  er  in  der  Ebene  liege,  welche  im  End- 
pankte  der  Abscisse  a  auf  der  Abscissenaxe  senkrecht  steht  Man  sacht  auch  nicht 
die  absolut  kürzeste  Entfernung  von  besagter  Ebene  bis  zur  gegebenen  Gränzfläche, 
sondern  nur  die  kürzeste  unter  allen  denen,  bei  welchen 

1)  die  Somme  der  mit  der  Axe  Y  parallelen  Gränzordinaten  den  bestimmt  vor- 
geschriebenen Werth  R,  and 

2)  die  Samme  der  mit  der  Axe  Z  parallelen  Gränzordinaten  den  bestimmt  vor- 
geschriebenen Werth  ^  hat 

Dieser  Fall  verlangt  also,   dass  man  anter  allen  jenen  Linien,   für  deren  Gränz- 
pankte  die  Gleichongen 

70)  ya  =  ß)  172)    y^-h  y,  ^K 

71)  Za=-yy  (73)    2^+  2,  =Ä 

gellen,  die  kürzeste  soche,  die  von  besagter  Ebene  bis  zor  gegebenen  Gränzfliche  mög- 
lich ist. 

Unterwirft  man  Gleichang  72  und  73  einer  gemischten  Mutation,  and  verfahrt  man, 
wie  bisher;  so  folgt  aas  der  Gränzengleichang 

74)     2A  H-  -^  =  0,    and  75)    2E  +  -|-  =  0 

Und  so  fori. 

Sechster  Fall. 
Der  Anfangspunkt  (a,  b,  c)  der  gesachten  kürzesten  Entfernung  sei  wieder  nicht 
fest,  sondern  es  sei  wieder  nar  gesagt,  dass  er  in  der  Ebene  liege,  welche  im  End- 
punkte der  Abscisse  a  auf  der  Abscissenaxe  senkrecht  steht  Man  sucht  auch  wieder 
nicht  die  absolut  kürzeste  Entfernung  von  besagter  Ebene  bis  zur  gegebenen  Gränz- 
fläche,  sondern  nar  die  kürzeste  unter  allen  denen,  bei  welchen 

1)  die  Summe  der  zur  Abscisse  a  gehörigen  Gränzordinaten   den  bestimmt  vor- 
geschriebenen Werth  K,  and 

2)  die  Summe  der  zur  Abscisse  a  gehörigen  Gränzordinaten  den  bestimmt  vor- 
geschriebenen Werth  St  hat. 

Dieser  Fall  verlangt  also,  dass  man  unter  allen  jenen  Linien,  für  deren  Gränzpunkte 
die  Gleichungen 

76)  y«  =  /si  (78)  y«-i«=K 

77)  Za^yy  (79)    y.  -  ..  =  A 

gelten,  die  kürzeste  suche,  die  von  besagter  Ebene  bis  zur  gegebenen  Gränzfläche  mög- 
lich ist 

Wenn  man  verfährt,  wie  bisher,  so  bekommt  man 

80)    t9/?  -h  ^y  —  0,        und        81)    dj,  -H  dz,  =  0 
Man  betrachte  ^y  und  dz.  als  abhängig,  und  eliminire  ^y*  dz.,  dy^,    dz^i  ^a  aas  VU: 
so  bekommt  man 

82)    (a-E  +  ^  -^).fiß-iA-E).8y,  =  0 
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Aus  dieser  GleichoDg  kann  aber  das  willkürliche  Element  dy«  nur  dadorch  wegfallen, 
dass  sein  Goefflcienl  zu  Null  wird,  d.  h.  dass  man 

83)    A  -  E  =  0 
seIxL    Sonach  hat  man  anch 

Noo  ist  a  gegeben.  Man  hat  also  Gleichnngen  genng,  om  die  nenn  Stücke  b,  c,  a, 
ß^  /,  A,  B,  E,  F  zu  bestimmen. 

Siebenter   Fall. 

Der  Anfaogspunkt  (a,  b,  c)  der  gesuchten  kürzesten  Entfernung  sei  wieder  nicht 
fest,  sondern  es  sei  wieder  nur  gesagt,  dass  er  in  der  Ebene  liege,  welche  im  End- 
punkte der  Abscisse  a  auf  der  Abscissenaxe  senkrecht  steht.  Man  sucht  auch  wieder 
Dicht  die  absolut  kürzeste  Entfernung  von  besagter  Ebene  bis  zur  gegebenen  Grfinz- 
flache,  sondern  nur  die  kürzeste  unter  allen  denen,  bei  welchen  die  Summe  der  vier 
GranzordinateD  nebst  den  zwei  zugehörigen  Abscissen  den  bestimmt  vorgeschriebenen 
Werlh  St  hat. 

Dieser  Fall  verlangt  also,  dass  man  unter  allen  jenen  Linien,  für  deren  Gränzpunkte 
die  Gleichungen 

85)  ya  =  ß  ) 

86)  z     =y  \'      "°^  ^    a  -+-  a  H-  y,  -H  y^  +  1.  +  z«  -  Ä 

gelten,  die  körzeste  suche,  welche  von  besagter  Ebene  bis  zur  gegebenen  Gränzfläche  mög- 
lich ist. 

Unterwirft  man  Gleichung  87  einer  gemischten  Mutation,  so  bekommt  man 

^  "^    dl   "^   d^/-^«  =  ^ 

ddja  ddza 

89)    ^y,  H-  a»z.  4-  d^Ya  H-  ^^  +  2  •  —  -  ^a  +  2  •  -^  .  i?a 

/d2ya        d2za\  /,        dy«        dz^X     ^ 

^Ya  ^^a  ^Ya  ^^a 

Nun  ist  bekanotlich  -=—  =  A,  -x-  =  E,  -t-ö"  ==  Ö,  -j-r  =  0,    und  so  gehen  lelz- 
da  da  da^  öa^ 

lere  zwei  Gleiehungen  Ober  in 

90)    ay,  +  <5z,  H-  ay^  +  <5z^  +  (1  +  A  H-  E)  .  1?«  =  0 

91)     <5«y.  -h  a^z.  -h  (J2y^  4-  a»z^  -h  2  .  -^  •  i?a  -t-  2  •  -—  •  ^a 

+  (i  +  A  4-  E)  .  ^a  =  0 
Wenn  man  aus  Gleichung  90  die  Elemente  ^y^,  ^z^  und  ^a  ellminirt,   so  bekommt 
man  eine  Gleichung,  welche  nur  noch  mit  dy«,  dz«,  ^ß  und  ^y  versehen  ist.   Von  die- 
sen vier  Elementen  können  nur  drei  willkürlich,    und  eines  muss  abhängig  sein.    Man 
behandle  dy^  als  abhängig.    Man  nehme  nun  einen  (vorerst  unbekannten,  jedenfalls 

M 
aber)  constanten  Ausdruck  M,    und  multiplicire  Gleichung  90  mit  — ;  so 

ist  das  sich  ergebende  Product  anch  noch  Null.  Und  wenn  man  dieses  Product  zu 
Gleichung  VII  addirt,  so  ergibt  sich  eine  Summe,  welche  ebenfalls  Null  ist,  d.  h.  man 
bekommt 

92)     (M  -  A)  .  dy.  4-  (M  -  E)  .  dz.  4-  (M  4-  A)  •  dy„  4-  (M  +  E)  •  Si^ 

H-  (M  4-  MA  4-  ME  4-  t  4-  A2  4-  EO  •  »^a  «=  0 

wo  man  den  gemeinschaftlichen  Factor  ^  weggelassen   hat.    Wenn   man 

n  4-  A«  +  E« 
jetzt  dy^,   dza,  ^a  durch  Oß  und  ^y  ausdrückt;  so  geht  letztere  Gleichung  ober  in 
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93)    (M  -  A)  .  ay.  -*-  (M  -  E) .  ^2,  -h  (m  +  A  +  (I  -h  M)  .  -^\  -  ^ß 

+  (m  4-  E  +  (1  -f-  M)  .  -^j  •  i?y  =  0 

Damit  das  abhängige  dy^  aus  dieser  Gleichung  wegfalle,   muss  dessen  Coefficient  Null 
sein,  d.  h.  man  muss 

94)    M  -  A  =  0 

setzen.    In  Folge  dieser  Gleichung  zerlegt  sich  Gleichung  93  noch  weiter  in 

95)  M  -  E  =  0 

96)  M  -i-  A  -h  (1  -h  M)  .  ^  «  0 

97)  M  +  E  +  (1  +  M) .  ^  =  0 

Aus  den  Gleichungen  94  und  95  folgt,  dass 

98)  M  =  A,        und        99)    E  =  A 
so  dass  die  Gleichungen  96  und  97  übergehen  in 

100)      2A  -H  (i  -h  A)  .  -^  =  0 

KM)      2A  +  (1  +  A)  .  ^  -  0 
Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt 


102) 


6ßa        dya 


d.  h.  die  zu  dem  Punkte,  wo  die  gesuchte  kürzeste  Entfernung  in  der  Gränzfläche  ein- 
tritn,  gehörige  BerQhrungsebene  ist  so  gelegen,  dass  ihre  in  den  GoordlnatenebeneD 
X.Y  und  XZ  befindlichen  Spuren  mit  den  Axen  Y  und  Z  gleiche  Winkel  einschlie^seo. 
Weil  ferner  A  =  £,  so  schliessen  die  in  den  Goordinatenebenen  XY  und  XZ  befind- 
lichen Projeclionen  der  gesuchten  kürzesten  Entfernung  mit  der  Axe  X  gleiche  Win- 
kel ein. 

M 

Man  multipiicire  Gleichung  91  mit  dem  bereits  angewendeten  Ausdrucke  ^  =-=', 

so  ist  das  sich  ergebende  Product  auch  noch  Null.  Man  addire  es  zu  Gleichung  X, 
eliminire  ^yai  ^^a>  ^^i  ^^^  beachte  die  Gleichungen  94,  95,  96,  97;  so  bekommt  man 

— '—,  £  [*•  ■  {^  -  ^)'  -  (17  -  i^)']  ■  - 

Nun  ist  a  gegeben.  Ferner  ist  E  =  A.  Es  sind  also  Gleichungen  genug  vorhanden, 
um  die  noch  übrigen  acht  Stücke  b,  c,  a,  /?,  y,  A,  B,  F  zu  bestimmen. 

Achter  Fall 
Der  Anfangspunkt  (a,  b,  c)  der  gesuchten  kürzesten  Entfernung  sei  wieder  nirhl 
fest,  sondern  es  sei  wieder  nur  gesa/i^t,  dass  er  in  der  Ebene  liege,  welche  im  Eod- 
punkle  der  Abscisse  a  auf  der  Abscissenaxe  senkrecht  steht.  Man  sucht  auch  wieder 
nicht  die  absolut  kürzeste  Entfernung  von  besagter  Ebene  bis  zur  gegebenen  Gränz- 
fläche, sondern  nur  die  kürzeste  unter  allen  denen,  bei  welchen 

1)  der  Unterschied   der  zur  Abscisse  a  gehörigen  Gränzordinaten  den  beslimint 
vorgeschriebenen  Werth  K, 

2)  der  Unterschied   der  zur  Abscisse  a  srehörigen   Gränzordinaten  den  tiesliroml 
vorgeschriebenen  Werth  ^j 
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3)  das  Prodoct  der  mit  der  Axe  Y  parallelen  Gränzordioateo  nebst  dem  Producte 
der  zwei  zugehörigeo  Abscissen  deu  bestimmt  gegebenen  Werth  H,  und 

4)  das  Product  der  mit  der  Axe  Z  parallelen  Gränzordinaten  nebst  dem  Producte 
der  Twei  zugehörigen  Abscissen  den  bestimmt  gegebenen  Werth  ^  hat. 

Dieser  Fall  verlangt  also,  dass  man  unter  allen  jenen  Linien,  für  deren  Gränz- 
punkte  die  Gleichungen 

M03)    y^  =  ß     M05)  z,  -  y.  =  K     M07)     y, .  y^  +  a  •  a  =  H 

fi04)     z^^y     jl06)  2«-y«=Ä     jl08)     z.  •  z«  +  a  •  «  =  « 

gelten,  die  kfirzeste  suche,  welche  von  besagter  Ebene  bis  zur  gegebenen  Gränzfläche 
möglich  ist. 

Unterwirft  man  diese  Gleichungen  einer  gemischten  Mutation,  so  hat  man  zu  beach- 
ten, dass  a  constant  ist.  Man  wird  aber  ohneweilers  erkennen,  dass  wegen  der  Menge 
der  Gränzbedingungen  keine  Mutation  der  Gränzordinaten,  weder  eine  reine  noch  ge- 
mischte, stattflnden  kann,  wahrend  ^y,  ^z,  etc.,  wo  das  x  noch  allgemein  ist,  nicht  zu 
Null  werden. 

Nun  ist  a  gegeben.  Zur  Bestimmung  der  neun  Stucke  b,c,a,/9,>',A,B,£,F 
hat  man  die  neun  Gleichungen  b  =  A»a  +  B,  c  =  £«a  +  F,  /S^^A^a-t-B, 
y  =  E  •  a  +  F,  f(a,  /?,  y)  =  0,  (E  -  A)  .  a  +-  F  -  B  «  K,  (E  -  A)  •  a  4-  F 
-  B  =  Ä,  (A  •  a  -h  B)  •  (A  .  a  -+-  B)  -f-  a  •  a  =  H,  (B  •  a  -h  F)  •  (E  •  a  +  F)  + 
a  •  a  ==  ^. 

Wenn  man  den  Ausdruck  für  (df{]  herstellt,  so  wird  derselbe  keinen  Differenzcoef- 
ficienten  enthalten.  Der  Grund  davon  ist  bereits  auseinandergesetzt.  (Man  sehe  Zusatz 
8  in  Aufgabe  160.) 

Ware  eine  einzige  Gränzbedingung  mehr  gewesen,  so  hätte  dieser  achte  Fall  zu 
den  sogenannten  öberbestimmten  .Ausgaben  gehört.  (Man  sehe  den  siebenten  Fall  der 
IW"  und  der  16i''*"  Aufgabe.) 

Schaut  man  auf  den  achten  Fall  der  176'**"  Aufgabe  zurQck,  wo  nicht  eine  Gränz- 
fläche sondern  eine  Gränzcorve  gegeben  ist;  so  erkennt  man,  dass  bei  ganz  gleichen 
Gränzbedingungen  die  Aufgabe  bereits  eine  überbestimmte  ist,  d.  h.  dass  man  zur  Be- 
stimmung der  neun  Stücke  zehn  Gleichungen  hat,  welche,  weil  eine  zuviel  ist,  sich 
leicht  widersprechen  können. 

Schlussbemerkung.  Aufgaben  dieser  Art  konnten  erst  gelöst  werden ,  nachdem 
Ugrange  seinen  Variationsoalcal  erfunden  hatte.  In  der  zweiundzwanzigsten  Vorlesung 
seines  Werkes  „Le^ons  sur  le  Caicul  des  fonctions"  theilt  er  Beispiele  mit;  und  in  dem 
zweiten  derselben  wird  die  «l^solnt  kürzeste  Entfernung  zweier  Flächen  verlangt.  (Die 
nemlicbe  Forderang  wird  im  ersten  Falle  der  nächsten  Aufgabe  gestellt  werden.) 

Was  die  Methode,  womit  ith  dergleichen  Aufgaben  auflöse,  und  was  die  andern  Bei- 
träge, die  ich  zu  diesen  Aufgaben  selbst  hinzugeHigt  habe »  betrifft;  darüber  vergleiche  man 
die  Schlussbemerkung  zu  Aufgabe  160. 

Aufgabe    179. 

Man  sucht  die  kürzeste  Entfernung  zwischen  den  zwei  durch  die  Gleichungen 
f'(a,  b,  c)  =  0  und  f"(a,  /9,  y)  =  0  gegebenen  Flächen. 

Allgemeine    Einleitung. 

Zur  Bequemlichkeit  nehme  man  überall  das  rechtwinkelige  Coordinatensystem. 
Auch  bedarf  es  nicht  der  Erinnerung,  dass  sowohl  die  beiden  Gränzflächen  als  auch  die 
noch  zu  suchende  Linie  selbst  auf  ein  und  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinatensystem 
belogen  werden  müssen. 

Die  hier  vorgelegte  Aufgabe  sucht  eine  in  einem  noch  zu  ermittelnden  Punkte  der 
ersten  Gränzfläche  anfangende  und  in  einem  noch  zu  ermittelnden  Punkte  der  zwei- 
ten Gränzfläche  auftiörende  Linie,  deren  Länge  kleiner  ist,  als  bei  jeder  andern, 
der  gesuchten  Linie  stetsrort  nächstanliegenden  (und  entweder  durch  die  noch  zu  er- 
iniilelnden  oder  durch  die  ihnen  nächstgelegenen  übrigens  nur  in  den  Gränzflächen  be- 
ßndlicbeu  Nachbarpunkte  begränzten)  Nachbarlinie  der  Fall   sein  kann-    Man  verlangt 
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also  für  y  and  z  solche  Fanctionen  von  x,    and  für  a  and  a  solche  Werlhe,    dass  der 
Aasdrack 

ein  Minimamwerlh  eines  Minimam-slandes  wird. 

Bei  dem  jetzt  nöthigen  gemischten  Matiren  müssen  sowohl  a  als  aach  a  Werthän> 
derungen  erleiden.  Bei  der  ersten  Form  des  (d)U  werden  die  Mutationen  der  zur  ge- 
sachten Linie  gehörigen  Gränzordinalen  nicht  vorkommen.  Diese  Matationen  mossen 
aber,  wie  schon  (in  der  Einieitang  zar  160'^''''  Aafgabe)  aaseinandergesetzt  ist,  der 
Untersachang  unterworfen  werden.  Man  kann  also  die  erste  Form  des  (^)U  diesmal 
nicht  beachten;  and  desshalb  stelle  man  nur  die  zweite  Form  her,  welche,  wenn  man 

noch  zur  Abkürzung  p  statt  ^  und  \>  statt  ^  setzt,  folgende  ist: 

II)    (^)ü- 

Daraus  geben  sich  die  beiden  Hauptgleichungen 

III)    l .  d/- E =\  =  0,  und  IV)   1 .  d(—=^=\  =  0 

woraus  folgt 

V)    y  =  A.x  +  B,        VI)    z«E.x4-F 
welches  die  Gleichungen  einer  graden  Linie  im  Räume  sind,  wie  zu  erwarten  war.    Als 
Gränzengleichung  bekommt  man  jetzt 

VII)    _=L==-  .  [A  .  dy^  +  E  .  <5z„  -  A  .  <>y.  -  E  .  az, 
-h  (1  -t-  A2  -h  E2)  .  t?a  -  (I  4-  A2  ■+-  £2)  •  ,9a]  =  0 

wo  man  den  gemeinschaftlichen  Factor  ■  auch   hätte    weglassen  können. 

Yi  4-  A2  +  E2 

Mutirt  man  noch  einmal,  so  bekommt  man  im  Allgemeinen 

VIIO    fi?V  =  f  "a^V  .  dx  +  2  .  <JV^  .  i?a  -  2  .  dV. .  i?a 


^«•^«-^••^«-^(©.'^«'-(©a 


i9a2 


Nun  ist  =T=  =  •  (p  •  -T"?  +  t)  •  T^) ;   uöcl  weil  aus  den  Gleichungen 

dx         Kl  4.  p2  +  ^3      V*^    dx2  ^  *^     dx2/ 

(]2y  (]22 

V  und  VI  folgt,  dass  -7-^  =  0  und  -r-g  =  0,  so  ist  auch 

Nimmt  man  jetzt  mit  VIII  die  gehörige  Umformung  vor,    und  berücksichtigt  man  die 
Gleichungen  III,  IV  und  IX;  so  bleibt  nur 

X)  ^ '—, ./;  [(e  .  t  -  A .  f )* .  {^j .  (^)']  ■  - 

■^  n  +  I»  -H  E»  •  [a  •  ^y«  +  E  .  a»z„  -  A  .  d2y.  -  E  .a«z.  + 
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-H  (1  +  A2  H-  E2)  .  i?2a  —  (i  +  A2  +  EO  •  t^^al 

Man  ist  nan  soweit  gekommen,  dass  verschiedene  Gränzfälie  aafgestelit  werden 
können. 

Erster   Fall. 
Man  sucht  die  absolut  kOrieste  Entfernung  zwischen  zwei  durch  die  Gleichungen 
r(a,  b,  c)  =r  0  und  ^'(a,  ^,  y)  =:  0  gegehenen  Flächen.    Für  die  Punkte,   wo  die 
gesachte  Grade  durch  die  Gränzflächen  durchgeht ,  muss 

ya'^  ß 

y 

sein.  In  der  Gränzfläche  r(a,  b,  c)  =  0  sind  von  den  drei  Goordinaten  a,  b,  c  zwei 
dem  Werthe  nach  willkürlich,  und  eine  ist  dem  Werlhe  nach  von  den  beiden  andern 
abhängig.  Ebenso  sind  in  der  Gränzfläche  f''(a,  ^9,  y)  =r  0  von  den  drei  Goordinaten 
a,  ßy  y  zwei  dem  Werthe  nach  willkürlich ,  und  eine  ist  dem  Werthe  nach  von  den 
beideu  andern  abhängig.  Dieser  erste  Fall  kann  also  von  hier  an  auf  verschiedene 
Weise  durchgeführt  werden ,  je  nachdem  man  von  den  drei  Goordinaten  a ,  b ,  c  ent- 
weder a  oder  b  oder  c  als  das  dem  Werthe  nach  abhängige  Element,  und  je  nachdem 
man  von  den  drei  Goordinaten  a,  ß,  y  entweder  a  oder  ß  oder  y  als  das  dem  Werlhe 
nach  abhängige  Element  behandelt  Die  Dnrchliihrung  wird  aber  am  einfachsten,  und 
der  Galcul  selbst  nimmt  die  meiste  Symmetrie  an,  wenn  man  a  und  a  als  die  dem 
Werthe  nach  abhängigen,  dagegen  b,  c,  ^9,  y  als  die  dem  Werthe  nach  w.illkfirlichen 
Elemente  behandelt.  Man  sondere  also  a  und  a  aus  den  Gleichungen  r(a,  b,  c)  =  0 
and  r'(a,  /3,  y)  =  0  ab,  so  dass  man 

5)    a  =  x'(b,c),       und       6)    «  =  x"(/?,  y) 
bekommt    Wenn  man  nun  A  •  i  +  B  und  E  •  x  +  F  bezüglich  statt  y  und  z  in  die 
Gleichungen  1,  2,  3,  4  einsetzt,  so  bekommt  man 

7)  A-a-+-B"-b)  19)    X  -  a  -^  B  =  ß 

8)  E.aH-F=.c)    ""^    (10)    E-a  +  F-y 

und  wenn  man  hier  x'(b>  c)  und  x'Xßi  y)  bezüglich  statt  a  und  a  einsetzt,  so  be- 
kommt man 

11)  A.xXb|C)-h  B  «b)  M3)    A.x"(/?,  y)  +  B  =  /3 

12)  E  .x'(b,  c)   -+-  F  =  c)    """^    (U)    E  .x"(/?,  y)   +  F  =  y 

Mao  erkennt  aber,  dass  sich  aus  den  Gleichungen  11  und  12  nur  eine  bestimmte  An- 
zahl von  Werthen  des  b  und  c  ergeben,  dass  sie  sonach  keine  identischen  Gleichungen 
sind. 

Ebenso  erkennt  man,  dass  sich  aus  den  Gleichungen  13  und  14  nur  eine  bestimmte 
Anzahl  von  Werthen  des  ß  und  y  ergeben,  dass  also  auch  sie  keine  identischen  Glei- 
choogen  sind. 

Will  man  daher  den  beiden  Elementen  b  und  c  andere  Werthe  (b  +  Db)  und 
(c  +  De)  beilegen,  welche  den  Gleichungen  11  und  12  nicht  entsprechen;  will  man 
ebenso  den  beiden  Elementen  ß  und  y  andere  Werlhe  {ß  H-  D^)  und  (y  -+-  Dy)  bei- 
legen, welche  den  Gleichungen  13  und  14  nicht  entsprechen:  so  muss  man  an  die 
Stelle  des  y  eine  andere  Function  y  -}-  /^y  =  A  •  x  4-  B  4-  ^y  in  Gleichung  1  und  3 
einsetzen;  ebenso  muss  man  an  die  Stelle  des  z  eine  andere  Function  z  +  ^z  =  E  •  x 
+  F  +  ^z  in  Gleichung  2  und  4  einsetzen.  Man  muss  also  die  Gleichungen  1 ,  2,  3, 
4  einer  gemischten  Mutation  unterwerfen,  wie  bereits  (z.  B.  in  Aufgabe  160  und  161) 
hinlänglich  auseinander  gesetzt  ist. 

Aus  der  Gleichung  r(a ,  b ,  c)  =  0  folgt 

,5)      .,  =  ^-..b+-^..c 
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db.dc                       dt? 

=  0  folgt 
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16)    ^a  =  ^^^b  +  ^^f  ^c  +  ;i^.^b«+2.^^.^b.^c+^.*c« 

etc.  etc. 
Aus  der  Gleichung  f"(a,  ß,  y)  =  0  folgt 

17) 

d/ja  6ya  4«  d/jdy«  «^y« 

etc.  etc. 
ÜDterwirn  man  non  Gleichoog  1  virklich  einer  gemfsehten  Motation,  so  gibt  sich 

19)     «y.  +  ^  .  *?a  =  .^b 

etc.  etc. 
UnterwirA  man  ebenso  die  Gleichungen  2,  3,  4  einer  gemischten  Mutation,    und  ver- 
Tahrt  man  ebenso,    wie  im  ersten  Falle  der  vorigen  Aufgabe;   so  geht  Gleichung  VII 
über  in 

X,)     (A  +  ^).«^(E+fc).^-(A+44).«,-(E-Hg).,»  =  . 
WO  man  den  gemeinschaftlichen  Factor  ,  weggelassen   hat.     Weil    aber 

r  I  -+-  A3  -h  E2 

^ß,  ^y,  ^hf  ^c  ganz  willkürlich  sind,  so  zerlegt  sich  diese  Gleichung  in  folgeode  vier 

XII)  A^^  =  0)  (XIV)    A^^-O 

^  >    und  < 

XIII)  E  +  -^  =  Ol  f  XV)     E  H-  ^  =  0 
^               dy           I  \       ''  de 

Eliminirt  man  aus  dem  Ausdrucke  X  die  Elemente  ^Ja^  ^Zai  ^y»,  ^z^y  ^ol^  «^, 
i9a,  i^^a;  und  beachtet  man  dann  die  Gleichungen  XII,  XIII,  XIV,  XV;  so  bekommt 
man 

db^  db.dc  dc2  J 

Der  Theilsatz  mit  den  MulationscoefTScienlen  zeigt  an,  dass  jedenfalls  ein  Minimum- 
Stand  staltßudet;  dagegen  das  mit  Differenzcoeflicienten  versehene  Aggregat  wird  an- 
zeigen, was  in  secundärer  Beziehung  stattfindet. 

Die  zehn  Stöcke  a,  b,  c,  a,  |9,  y,  A,  B,  E,  F  bestimmen  sich  durch  die  Glei- 
chungen f'(a,  b,  c)  =  0,  r(a,  /?,  y)  =  0,  Aa-I-B=:b,  Ea-l-F«c,Aa 

-H  B  =  /?,   E  .  a  -h  F  «  y,  A  +   ^^^  -  0,  E  -f   ^  =  0,  A  +  ^^j?  =  0,    E  + 

^=0. 
de 

Was  die  Gleichungen  XII,  XUI,  XIV,  XV  anbelangt,  so  verfahre  man  mit  ihneo, 

wie  mit  den  Gleichungen  XUI  und  XIV  der  vorigen   Aufgabe  geschehen  ist.    Dann 

kommt  man  zu  der  Erkenntniss,  dass  die  absolut  kürzeste  Entfernung  und  die  betreffenden 
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NoraudeA  der  beMen  Grimiieheii  in  einer  mul  derselben  graden  Lkiie  liefen,   d.  h. 
die  absolut  kürzeste  EntferDung  steht  aof  bejdeo  GräDzflricheii  seokrecht.    Dadareh  ist 
eio  bequemes  Mittel  gegeben ,  diese  kürzeste  Entfernong  geometrisch  zu  construiren. 
Zusatz  1.     Die  theoretiMbe  Dnrchfübrung  dieses  ersten  Falles  bat  nur  Gebrauch  ge- 

dka    d  a     ^ßP^    <*y«    ^'b*    dud^a     <*?«     ^ß^ 
«.obtTondenpartiellenDiirerentialquotienten  ^,  ^,  ^  ,  _^,  g^,  Jl^^,  ^,  ^, 

dVd  *  ~^ '  ^*  ^  ^^  ^'^  ^^''^^  eineriei ,  ob  die  GranzflKohen  durch  die  Gleichesgan 
r(i,  b,  c)  r=  0  und  f''(a,  ^,  y)  =  0,  oder  durch  die  Gleichungen  a  =  x'(h,  c)  und 
a  =  x'\ß^  Y)  gegeben  sind;  denn  die  Differenlialquotienten  lassen  sich  herstellen,  ohne 
dass  mao  zuvor  a  uud  a  absondert» 

1)    Sucht   man   die  absolut  kürzeste   Eotfernung  zwischen   zwei   durch   die  Glei- 
choDgen 

2l)a  +  @.b-h*.cH-it  =  0  ^ 

22)  a+G/5-|-H.y-hK  =  0 
gegebenen  Ebenen;  so  bekommt  man 

23)  da  +  ^  •  <U>  +  «  •  de  »  0 

24)  da  -f-  G  •  d/?  -4-  H  .  dy  r=  0 

25)  d2a  =  0 

26)  d?a  »  0 

Daraus  folgt  ^  =  -®,^==-.*,^  =  -G,  7^  =  -H.    Die  Gleichungen 
ao  uc  dp  •  dy 

XIl,  XIU,  XIV,  XV  gehen  also  Über  in 

'  A=G,  E  =  H,  A«®,E  =  « 

»  dass  man  hätte  G  =  ®  und  H  =  <$.  Die  Aufgabe  ist  also  nur  möglich,  wenn  die 
beiden  Gränzebenen  parallel  sind.  Da  dabei  Gleichung  XII  mit  XIV,  und  Gleichung 
XIII  mit  XV  zusammenfällt;  so  hat  man  zwei  Gleichungen  weniger,  als  unbestimmte 
Stöcke.  Weil  aber  A  =  G  sc  €)  und  £  =  H  =s  *&  ist,  so  sind  die  zwei  Stücke  A  und  E  je- 
deDralls  bestimmt;  also  beünden  sieb  nur  unter  den  acht  Stücken  a,  b,  c,  a,  ß,  y,  B,  F 
diejenigen  zwei,  welche  unbestimmt  bleiben.  M(m  kann  daher  die  kürzeste  Entfernung 
ia  jeden  beliebigen  Punkte  nehmen ,  wenn  nicht  noch  eine  Nebenbedingung  vorgeaehrie- 
ben  ist    Weil  hier 


a 


®    dp  -  *'  dbTdc   =  **'  d^  "=  *''   d^  "  "•  WßAy  -  ^'  17?  -  " 
ist;  so  redoGirl  sich  Gleichung  XVI  auf 

.,„,  ^ L_..j-;[(B.-'-At-)'.,-^)V(f)']... 

(l4-A2-f-E«)a    '^^ 

Zaiatz  2.  Dass  dieser  für  ^^fl^  hergeslelHe  Ausdruck  keineu  DiiTerenzcoefficienlen 
eattiilt,  ist  eine  bemerkenswerthe  Erscheinung,  welche  aber  mit  dem  Umslaode,  dass  die 
b«ideo  Gräozliädien  diesmal  Ebenen  sind,  zusaoimenhangt.  Aus  den  GleichungeU|21  und 
22  folgen  nemlich  die  Gleicbungen  ®;  und  so  fallen  die  mit  <9b,  ^c,  t9ß  und  ^^  vorsehe- 
oen  Theilsatie  aus  XYff  hinweg.  Der  in  XVII  für  fil^U  hergestellte  Ausdruck  liefert  aber 
^eoDOch  ein  ganz  yollständiges  Prüfungsmittel ,  wie  man  sieb  durch  uachslebende  geome- 
trische Betrachtung  überzeugen  kann.  Von  der  gebuchten  Graden,  welche  auf  den  beiden 
mlteioander  parallelen  Grünzebenen  zugleich  senkrecht  stehen  muss,  kann  nemlich  jede  dieser 
ftriotebenen  nur  in  einem  einzigen  Punkte  getroffen  werden ;  lind  sonach  gibt  es  auf  der 
psochten  Graden  auch  nur  ein  einziges  Stuck,  das  in  der  ersten  Grünzebene  anfangt  und 
in  der  zweiten  aufhört.  Sowie  nun  von  unserer  Figur,  sobald  man  an  Irgend  einer  Stelle 
tiae  auf  den  beiden  Gränsebelien  senkrechte  Grade  gezogen  hat,  nur  ein  einziges  Stück 
dieser  Graden  zur  Beachtung  dargeboten  wird,  d.  b.  sowie  bei  der  Figur  keine  Verschieden- 
heiten in  secondärer  Beziehung  aufgefunden  werden  können:  ebensowenig  braucht  das  Prü- 
feagsmitlet  init  otwani.  DiffareoaeeefllelenteB  versehen  zu  sein. 
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3)    Soeht  man  di«  «baolst  Mnasle  Batferamg  i«iMh«o  twii  dnnh  «•   GM- 


29) 

(«- 

•) 

30) 

(G- 

«) 

31) 

(»- 

•) 

3ü) 

(G- 

«) 

27)  (®  -  a)2  +  (^  -  b)2  -H  (Ä  -  c)2  =  Ä« 

28)  (G  -  ay  +  (H  -  /S)2  -h  (K  -  y)2  =  R2 
gegebenen  Kugelflächen ;  so  bekommt  mau 

da  -I-  (<e  ^b)  .  db  H-  (ff  —  c)  .  de  =  0 
da  4-  (H  9ß^  .  d/?  -h  (K  —  r)  •  dy  =  0 
.  d^a  -«  da2  —  db»  -  de«  =  0 
d^a  -  da»  -  d/9«  —  dy«  =  0 

f.,M  «-b    dea  .ff- c    d/J«_.      H-g    V._LrLy 

Daraus  folgl  ^  = -^-_-^,  -^  =  -  @^r^»   diF  ^  ""  (T:^  '  "37  G-a 

Die  Gleichangen  XII,  Xlil,  XIV,  XV  gehen  also  Ober  in 

33)  «-b  =  A(Ö-a))  l35)    H-i»-A.(G-a) 

34)  Ä-c  =  E.(®-a)}    """^    (36)    K  -  y  =  E  •  (G  -  «) 
FOhrt  man  diese  AasdrQcke  in  die  Gleichungen  der  Kagelfläcben  ein,  so  ^bl  sich 

37)    a  =  ®  T  ^       —  ,      und  38)    a  ==  G  T  y 

^  n  +  A2  +  E2  ^  riH-  A2  -h  E« 

Es  gibt  also  in  Jeder  Kugelflftche  zwei  Punkte,  welche  zugleich  der  gesuchten  Graden 
angehören,  so  dass  es  vier  verschiedene  Stücke  der  gesuchten  Graden  gibt,  welche 
noch  einer  nShern  Belraclilung  unterworfen  werden  müssen. 

Zieht  man  nun  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kugeln  eine  Grade,  so  ist  diese 
die  gesuchte,  und  sie  steht  in  jedem  ihrer  Dorcbgangspunkte  senkrecht  auf  den  betref- 
fenden Kngelflächen. 

Gleichung  XVI  geht  nun  Über  in 

^  [((»  -  /9)  .  t^/9  -h  (E  -  y)  .  i9yy2  -h  (G  -«)»  •  (^ß^  +  ^)] 


(G-a)3.KTTÄ2-hE2 

1 


Jedes  der  beiden  mit  Differenzcoefüciente^  Versehenen  Aggreg;ate  besteht,  wie  man 
sieht,  aus  zwei  Factoren,  von  weichen  die,  die  sich  innerhalb  der  eckigen  Klammem 
befinden,  beständig  positiv  bleiben.    Man  mache  nun  folgende  drei  Cnterscheidnngen  •* 

91)  Wenn  a  <  G  und  a  >  ®,  so  sind  die  beiden  mit  Differenzcoeifipienlen  ver- 
sehenen Aggregate  positiv;  also  ist  auch  [ö?l]  positiv,  und  es  findet  der  Minimumwerth 
eines  Minimum-Standes  statt 

tB)  Wenn  a  >  G  und  a  <  ®.  so  sind  die  beiden  mit  DlfferenzcoelllcienteB  ver- 
sehenen Aggregate  negativ.  Dabei  exislirl^iirohl  ein  Minimum^stand,  aber  in  secondirer 
Beziehung  findet  ein  Grösstes  statt,  d.  h.  Aan  hat  den  Maxfmnmwerlh  eine^  Minimum- 
Standes,  welcher  Zustand  in  der  Aufgabe  jedoch  nicht  verlangt  wird,  also  auch  niebl 
beröcksichligt  zu  werden  braucht. 

(S)  Wenn  gleichzeitig  a  >  G  und  a  >  ®,  oder  wenn  gleichzeitig  a  <  G  und 
a  <  ®  ist;  60  können  die  beiden  mit  Differenzcoefficienten  versehenen  Aggregate  zu- 
sammen genommen  weder  als  positiv  noch  als  negativ  gelten,  so  dass  in  secun- 
dftrer  Beziehung  weder  ein  Maximumwerth  noch  Minimumwerth  staUfindet. 

Zusatz  3.  Wenn  die  beiden  Gränzfläcben  einander  nur  lierahrcn,  aber  siob  Biemab 
schneiden,  so  ist  ihre  absolui  kürzeste  Entfernung  gloloh  Null.  Dasselbe  gilt,  wenn  beidt 
Gränzfläcben  Ebenen  sind,  and  ganz  ineinander  fallen.  Wenn  aber  die  beide»  Qräns- 
fläcben  einander  schneiden,  so  kann  von  einer  absolut  kürzesten  Entferming  keine  Rede 
sein;  dagegen  eiiff*  relativ  kürzeste  Entfernung  kann  allerdings  gefordert  werden.  AHes 
dieses  ist  bereiu  (Aofaabe  161,  ZusaU  8)  hinlänglich  erläalert  , 

Es  sollen  nun  einige  Fälle  folgen,  wo  nan  reUiiv  kürzeste  Bntferamfen  sve^t 
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Zweiter   Pili. 

Man  BQCht  nicht  die  absolut  kftrzeste  Entferoong  zweier  Plllcben,  sondern  die  kftr- 
lesle  anter  allen  denen;  bei  welchen 

1)    die  Diiferenz  der  mit  der  Axe  Y  parallelen  Gränzordinaten  den  bealimml  vor- 

geachriebeneii  Werth  K,  und 
9)    die  Differenz  der  mit  der  Axe  Z  pa^lelen  Grftntordinaten  den  bestimmt  vor- 
geschriebenen Werth  ^  bat  * 
Dieser  Fall  verlangt,   dass  man  unter  allen  jenen  Linien,    Ihr  deren  Gränzponkte 
die  Gleichungen 

39)  y.  =  b)      41)    ya^ß]    „„.  «)    y«  -  y.  =  K 

40)  z.==cr     42)    za  =  y)'  ""''44)    z«  -   z,  ^  Ä 

gelten,  die  kürzeste  suche,  welche  zwischen  beiden  Gränzflichen  möglich  isl. 

ünlerwiHl  man  die  beiden  letzten  Gleicbongen  einer  gemischten  Mntation,  so  be- 
koount  man 

45)  ^ya-H'^-^«-^y.-^^«^a  =  0 

46)  dza  +  ^  •  «?a  -  ^z.  -  ^    «?a  =  0 

XuDisl  ^y«  -«  i^/J  —  A  .  i?a,  dy,  =.  «?b  —  A  •  t9a,  ^y«  =  ^  — /E  •  da,  dz,  =  dc^ 
E*<9a;  und  somit  gehen  die  Gleichungen  45  und  46  bezüglich  über  in 
47)    t?/9  -  ,yb  =  0,        und        18)    ^y  —  i?c  =  0 
Dnrch  diese   beiden  Gleichungen  isl  die  zwischen  i9ß  und  <9b  und  die  zwischen  dy  und 
^  stattfindende  Abhängigkeit  fesigestellt.    Man  nehme  ^b  und  t?c  als  abhängig,    und 
eliminire  dy^,  dy.,  di^^,  dz«,  i9a,  r9a,  «9b,  de  aus  VII;  so  bekomm!  man 

Wegen  der  Witlkürlichkeil  des  dß  und  dy  zerfiillt  diese  Gleichung  in  folgende  zwei 

Legi  man  nan  in  die  gesuchten  Punkte  der  gegebenen  Gränzflächen  Berührungsebeuen ; 
so  wird  durch  Gleichung  XX  angezeigt,  dass  die  in  der  Coordinateoebene  XT  liegenden 
Sparen  dieser  Beröhrungsebenen  parallel  sind ;  un4  durch  Gleichung  XXI  wird  ange- 
zeigt, dass  die  in  der  Coordinatenebene  jpRliegenden  Spuren  dieser  Beruh rungsebenen 
gleichfalls  parallel  sind.  Weil  aber  die  in  zwei  Coordinatenebenen  liegenden  Spuren 
parallel  sind,  so  sind  die  belrelTenden  Ebenen  selbst  parallel.  Die  hier  gesuchte  kür- 
leste  Entfernung  trifft  also  bei  beiden  GranzflS^to  in  solchen  Punkten  eih ,  deren  Be- 
rühroDgsebenen  parallel  laufen. 

Zusatz  4w  Bei  der  zweiten  Gränzfläche  tind  die  beiden  Coordinaten  ß  und  y  als 
wnikürlich  bebaDdelt  worden;  mid  sonach  mnsste  a  abhSngig  sein.  Wie  es  die  Gleichung 
^'(««  /3«  r)  —  0  mit  sich  bringt. 

Da  die  Gleichungen  43  und  44  nur  an* den  Gränzen  gelten,  so  sind  sie  gleichbedeu- 
tend mit 

49)    /J  -  b  ==  K,        und        50)    y  —  c  —  Ä 
Die  beiden  Elemente  b  und  c  sind  also  bezüglich  von  ß  und  y  abhängig;  denn  es  ist 

51)    b  =  i»  —  K  ,        und        52)    c  «  y  —  Ä 
Wenn  man   den   beiden   Coordinaten   b   und   c    was   immer  für  Wertbe  beilegt,    und  in 
f';a,  b,  c)  =  0  einführt;  so  ergibt  sich  dadurch  jedesmal  der  entsprechende  Werth  des  a. 
Mao  kaun  also   auch   den  beiden  Coordiuaten   b   und   c  ihre    bezüglich  von  ß  und  y  ab- 
lüngigen  Werthebeilegen.    Diabei  gebtr(a,  b,  c)  «»  0  über  in 
53)    r(a,  (ß  -  JC),  (y  ^  ^))  =  0 
«odarok  aargestellt  ist,  wie  a  von  ß  und  y  abhangt. 

Unterwirft  man  die  Gleichungen  45  und  46  abermals  einer  gi|Dischten  Mutation, 
wd^KmiHri  man  ^^  ^a«  ^.i  ^hi,  <9a,  da,  <^a,  i^a,  Sb,  de,  ^b,  ^^c;  so  geht 
X  fAm  in 
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XX«,  m = — i~,  ■  r  [(E  f  -  A  f )' + (f  )v  (S)'j  •  -. 

Dritter   Fall. 
Man  sucht  wieder  nicht  die  absolut  kürzeste  Eolferoung  zweier  Fliehen,   sondeni 
die  kArzeste  unter  aüen  denen,  bei  welchen 

•      I)    der  Unterschied  der  zur  Aheeisae  a  gehWgen  GriozordinaUka  den  bestimmt 
vorgeschriebenen  Werth  K,  und 
3)    der  Unterschied  der  zgr  Abscisse  a  gehörigen  Grfinzordinaten  den  bestimmt 

vorgeschriebenen  Werth  ^  hat. 
Dieser  Fall  verlangt  also,   dass  man  unter  allen  Jenen  Linien,   IQr  deren  Grinz- 
punkte  die  Gleichungen 

54)  y.  =  b       (56)    ya  =  ß       (58)     z«  -  y«  »  K 

55)  Za  =  c      (57)     «a  -  y.      (59)     z.  -  y,  =  JT 
gelten,  die  kiirzesle  suche,  welche  zwischen  beiden  Gränzflächen  m((glich  ist. 

Unterwirft  man  Gleichung  58  und  59  einer  gemischten  Mutation,  und  verfohrt  man, 
wie  bisher;  so  folgt  aus  der  Gränzeogleichung 

XXIII)  A  +  ^+E  -4-^-0 
und 

XXIV)  A4-^-l-E+^=0 

Und  so  fort. 

Vierter    Fall. 
Man  sucht  wieder  nicht  die  absolut  kikrzeste  Entfernung  zweier  Flächen,    sondera 
die  kiirzesle  .unter  allen  denen ,  bei  welchen 

1)  die  Summe  der  mit  der  Ax^  Y  parallelen  Gränzofdinaten  den  bestimmt  vor- 
geschriebenen Werth  K,  und 

2)  die  Summe  der  mit  der  Axe  Z  parallelen  Gränzordioaten  den  bestimmt  voi^ 
geschriebenen  Werth  ^  bat.  , 

Dieser  Fall  verlangt  also,   dass  man  unter  allen  jenen  Linien,   für  deren  Gränz- 
punkte  die  Gleichungen 

60)  y,  =  b)      62)    ya  =  /3{  ,    j6i)    y« -h  y,  =  K 

61)  z«=:cf      63)     za=yi'  f65)    z„  H-  z,  =  Ä 
gellen,  die  kiirzeste  suche,  welche  zwischen  beiden  Gränzflächen  möglich  ist. 

Unterwirft  man  Gleichung  6i  und  65  einer  gemischten  Mutation,  und  verfahrt  man, 
wie  bisher;  so  folgt  aus  der  Gränzengleichnng 

XXV)  SA+if  4-^-0 
und 

XXVI)  SE  -f-  -^  H-  5^  =  0 

Und  so  fort. 

Fünfter    Fall. 
Mm  sucht  wieder  nicht  die  absolut  ktkrzesle  Enifernoag  zweier  FMcheii,    sdadetv 
die  kürzeste  unter  allen  denen,  bei  welchen 
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1)  4ie  Smmdm  der  cur  Alraeifise  «  gehMgeo  GviniordiiialM  deo  bestiiiual  vor- 
geschriebenen Werlh  K,  und  ^ 

2)  die  SnaiBe  der  Bor  Absdss«  a  gehMgea  Graozordioalen  den  basiiiBmi  vor- 
geschriebenen 'Werth  ^  hat. 

Dieser  Fall  verlangt  also ,  dass  man  unter  allen  jenen  Linien ,  fOr  deren  Grini^ 
ponkle  die  Gleichungen 

66)  -yi-*)     68)    ya  =  ßf'  (?•)    y«  +  2«  =  K 

67)  z,  =  c j     69)     2„  -  y\  """*-  (71)    y,  +  «.  -  Ä 

gellen,  die  kürzeste  suche,  welche  zwischen  den  beiden  Grfinzflächen  mdglich  ist» 

Unterwirft  man  Gleichung  70  und  71  einer  gemiscbten  Mutation ,  und  verfahrt  laan, 
wie  bisher;  so  folgt  aus  der  Gräozengleichung 

XXVII)    A-h^-E-^  =  0 
ood 

xxvtio  *^-*-^-*^-^  =  ö 

Und  so  fbrt. 

Sechster   Fall. 
Mau  sochi  wieder  nicht  die  absolut  kürzeste  Entfernung  zweier  Flächen ,    sondern 
die  kürzeste  unter  allen  denen,  bei  welchen 

1)  die  Summe  der  zur  Abscisse  a  gehdrigen  Grlnzordlnaten  den  besUflimt  vorge- 
schriebenen Werth  Stf 

2)  die  Summe  der  zur  Abscisse  a  gehörigen  Gränzordinaten  den  bestimmt  vorge- 
schriebenen Werth  R,  und 

3)  die  Summe  aller  vier  GrSnzordinaten  nebst  den  zugehörigen  Abscissen  den  be- 
stimmt vorgeschriebenen  Werth  €^  hat 

Dieser  Fall  verlangt  also,  dass  man  unter  allen  jenen  Linien,  fAr  deren  Grinzordi- 
nalen  die  Gleichungen 

72)  j,  -  b  \        75)    y^^ß 

73)  z,  =  c  [         76)     z^  =  y 

74)  y.  -+-z,  =  ä)         77)    y„  -h  z«  «  K  . 

QOd 

7&)    a  +  a  -+-  y.  +  y«  4-  z,  -♦-  z«  —  © 
«eUen,  die  kftneste  snqhe,  die  zwischen 'den  gegebenen  GrSnzflicheii  m^llcli  iet 

Unterwird  man  die  drei  letzten  Gleichungen  einer  gemischten  Mutation,  und  ver- 
fahrt man  weiter,  wie  gewöhnlich;  so  ergibt. sich  aus  der  Gränzengleichung 

79)     (A~E).^-.  +  — -^  -^j 

^        \dß  dy/     \db  de/ 

Diese  Gleichung ,  verbunden  mit  folgenden  neun 

b  =  A-a-hB,    c  =  E.a4-F,    /?  =  A.a  +  B,    y==E.a-fF 
rCa,  b,  c)  =  0,    r(a,  /?.  y)  —  0,    (A  4-  E)  .  a  4-  B  -h  F  =  Ä 

(A  -h  E)  .  a  H-  B  -f-  F  =  K ,    (1  H-  A  +  E)  •  (a  4-  o)  -h  2B  +  2F  =  (S 
reichen  hin,  die  zehn  Stücke  a,  b,  c,  a,  ß,  y,  A,  B,  E,  F  zu  bestimmen. 

Wären  zwei  Gränzbedingungen  mehr  gewesen,  so  hätte  dieser  achte  Fall  za  den 
sogenannten  Qberbestimmten  Aufgaben  gehört.  (Man  sehe  den  siebenten  Fall  der  160^*" 
und  I6I-^-  Aufgabe.) 

Schaut  man  auf  den  fiinflen  Fall  der  177***"  Aufgabe  zurück,  wo  nicht  zwei  Gränz- 
ftichen,  sondern  zwei  Grftnzcorven  gegeben  sind;  so  erkennt  mau,  dass  bei  ganz  glei- 
chen GrintbedingQogeB  die  Aufgabe  bereits  eine  Qberbestimmte  ist ,  d.  h.  dass 
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üesliiiinioBg  der  zeirn  Stöcke  elf  GMehoD^eo  hat,  welche,  weil  eine  luviel  iat,  einaD- 
der  leicht  widersprechen  könneo. 

Sohlnssbeme.rkiiDg.    Ist  gaai  dhs  Demlicha,  wie  die  der  Torigen  Aafgabe. 


III)    ^^    ^    [^  ^   ^: .  [A  .  (Jy^  -h  E  .  a«^  -  A  .  dy.  -  B  .  d%. 


tA  a  f  g«  b  e    180.  ^ 

Mao  sacht  die  kfkrzeste  EotferDang  voa  der  darch  die  Gleichaogea  r(a,  b,  c)  =0 
Qild  r(a,  b,  c)  ea  0  gegebenea  räumlicheo  Corve  bis  zu  der  durch  die  Gleichung 
f*'(a,  ß,  y)  =  0  gegebenen  Fläche. 

Allgemeine   Einleitung. 
Man  vergleiche  die  Einleitungen  zu  den  vier  vorhergehenden  Aufgaben;  so  erkennt 
man,  dass  die  gesuchte  kürzeste  Entfernung  durch  folgekide  zwei  Gleichungen 

I)    y  =  A  .  X  4-  B,        und       II)    z  =  E  •  x  +  F 
gegeben,   d.  h.  dass  die  gesuchte  kürseste  Entfernung  4ie  gcade  Linie  im  Räume  ist 
Als  Gränzengleichung  bekommt  man  im  Allgemeinen 

ri  +  A2  +  E2 

+  (1  -^  A«  H-  E3)  .  I?«  -  (1  4-  A2  -h  E«)  .  i?a]  =  0 

wo  man  den  gemeinschaftlichen  Factor  ^  auch  hätte  weglassen  können. 

^      fl  4-A2H-E2 

F&r  den  gemischten  Mulationscoeflicient  der  zweiten  Ordnung  bekommt  man  im 
Allgemeinen 

H-  (I  4-  A^  -h  E2)  .  ^a   .  (t  -h  A«  4-  EO  •  i?2a] 
Man  iat  mm  soweit  gekommen ,  dass  verschiedene  GränzflUle  aqjQueslelll  werden  kteoen. 

Specieller   Fall. 

Man  sucht  die  absolut  kürzeste  Enireroung  zwischen  der  gegebenen  räumlicheo 
Curve  und  der  gegebenen  Fläche. 

Hier  gewinnt  der  Caicul  die  meiste  Symmetrie,  wenn  man  bei  der  gegebenen 
Curve  a  als  das  dem  Werlhe  nach  willkürliche  und  b  und  c  als  die  dem  Werthe  nach 
abhängigen  Elemente,  dagegen  bei  der  gegebenen  Fläche  a  als  das  dem  Werthe  nach 
abhängige  und  ß  und  y  als  die  dem  Werthe  nach  willkürlichen  Elemente  nimmt.  Za 
diesem  Ende  bilde  man  sich  folgende  Gleichungen 


<) 

^-  =  (S- 

-  A)  .  tfa 

2) 

'--(P,- 

-  e)  .  .?a 

3) 

**         <tß 

^^^  ^ 

♦) 

ay„  ^^ß- 

*    \dß 

■±:-''>y 


9ß-{- 


t") 
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5)    i,^=^-E.{^.^+^.^) 

etc.  elc.  ' 
l  III  geht  also  über  in 


etc.  etc. 
Die  GraaieogleiclMuig  III  geht  also  über  in 


wo  mao  den  gemeioschafllicheD  Factor   ..  weggelassen  hat     Wegen   der 

fi  H-  A2  +  E« 

Willkörlichkeit  der  Elemente  ^ßj  ^y^  i9a  zerlegt  sich  Gleichung  V  in  folgende  drei: 

VI)    A  -+-  -^  =  o]  db               de 

^          \  und        VIII)    1  4-  A  .  55  4-  E  .  ^  =  0 

dv«         l  ^                  da              da 

VU)    E  +  -g^  =  0 

Mittelst  der  Gleichungen  VI  und  VII  beweist  man,  dass  die  gesuchte  absolut  kürzeste 
Entfernung  auf  der  Gränzfläche  V*{a,  ^,  y)  =  0  senkrecht  steht,  wie  bereits  im  ersten 
Falle  der  178*'*''  Anfgabe  geschehen  ist. 

Mittelst  der  Gleichung  VIII  beweist  man,  dass  die  gesuchte  absolut  kürzeste  Ent- 
feroQDg  aaf  der  durch  f(a,  b,  c)  =  0  und  f'(a,  b,  c)  =  0  gegebenen  Gränzcurve  senk- 
recht steht,  wie  im  ersten  Falle  der  176'^'"  Aufgabe  geschehen  ist 

Eliminirt  man  jetzt  ^ya«  ^z^,  ^y«»  ^Za  ^^^  ^a  aus  IV,  und  beachtet  man  dabei 
die  Gleichongen  VI,  VII  und  VIII;  so  bekommt  man 


-(A.g  +  B. £)...] 

Solche  PiUe,  welche  sich  auf  Grfinzbedingungen  beziehen,  kann  man  (nach  dem  Vor- 
gänge früherer  Aufgaben)  beliebig  viele  aufstellen. 

Aufgabe    181. 
Man  soll  y  und  z  als  solche  Functionen  von  z  bestimmen,  dass 

€  =  pz  .  dl  .  n  +  p2  4-  p2 

ein  Mazimam-stand  oder  Minimum-stand  wird. 

MoHrt,  und  formt  man,  wenn  mao  die  erste  Form  des  dU  nicht  weiter  to> 
rikcksichtigen  will,  auf  die  gewöhnliche  Weise  um*,  so  bekommt  man  als  zweite  Form 
des  dU  folgenden  Aasdruck : 

Daraas  folgen  die  beiden  Haugtgleichungen 

^    *•     Wi  -h  p»  +  ^f 
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-'  "^  ««X      \»f  t  -H  p*  +  1>«/ 

GleiobQig  I  Mnt  sieh  obneweilera  iotegriren,  ood  man  bekommt 

HI)   ^        ^  -  k 

Daraas  folgt  p  =>  k  •  jl^    ^  _^g :    und  wenn  man  diesen  fBr  p  gefiindeneo  AuidMck 
in  n  einlührt,  so  gibt  sich 

Mao  llihre  die  angezeigte  Differentiation  aas ,    and  malUplicire  hierauf  die  ganze  Giei- 
cliong  mit  )f  (1  4-  p^)  •  (z«  —  k^) ;  so  gibt  sich 

z  ^(i  +  D«) .  dr  -  YTW  •  *  -  ^'  •  ^*  =  ^ 
Nan  ist  dz  =±:  p  •  dx ;  letztere  Gleichang  geht  also  über  in 

z.(!  -*-pS).dx  ~  ?l^J.dp~  z.p-di=0 

Daraas  f6lgt    ^  ^  vi  ^  j   i.   g  **  ö.    MoUipIrcirt    man   diese  ganze    Gleiirhong   mit 
-|-  =  p,  so  geht  sie  Ober  in  -j- ^ — r^  —  .  '     ^  ==  0.    Daraus   folgt  weiter 

I  X3  1^2  I 

5  •  lg  nat  Ä     t      2  ■■  ** »  ""^  ™'*  Veränderung  des  Constanten  h  in  tt  •  lg  nat  n*   gibt 

z3  —  k2 
Mch  z — — — «  =  n2,  woraus 

1     H-    P* 

IV)    P  =  j  •  If z«  -  k2  -  n« 

folgt.    Diesig  Gleichang  gehl  gradezo  über  in 

n  •  dz 


dx  = 


rz2  -  k2  -  n2 
lotegrtrt  «an,  so  gibt  sich 

V)     x  =  n.lgnatL+J^!!:EZ3 

m 

Baraas  folgt  e"  =  ^ —  ;    und  so  bekommt  man  endlich 

^  m 

VI)    2  =  2^'  ^^  '  ®^  ■*■  ^^^  "^  °^^  '  *~  "^ 
Fuhrt  man  den  (in  IV  gefundenen)  Aasdruck  von  p  in  Gleichung  ill  ehi,    so  bekommt 

man  g"*"  g i  ~  "^     ^*''*"*  ^^'*^  n«  •  p«  .  («2  -  k«)  =  k«  •  (z»  -  k^),  oder 

n  •  p  =  ^  k.    Also  ist 

VD)     y  =  ±l.,  +  E 

Sucht  man  eine  räumliche  Curve,  bei  welcher  der  hier  gegebene  Aasdrock  U  ein  Maxi- 
mnm-stand  oder  Minimum-stand  wird;  so  erkemat  man  an  Gleichung  VII,  daas  man 
eine  ebene  Curve  hat,  und  zwar  eine  solehe,  welche  in  einer  auf  der  Coordinatenebene 
XT  senkrechten  Ebene  liegt  An  Gleichung  V  oder  VI  erkennt  man,  dass  die  Curve 
die  gemeine  Kettenlinie  ist. 

Die  vier  Constanten  m,  n,  k,  E  kann  man,    nach  dem  Vorgange  fküherer  Aafga- 
bea,  durch  Bedingungen  bestimmen,  welche  der  Gräncengleichong 

Vlii)     k.^„  +  (if,«  ^  k»  -  n2)„  .  dz^  -  k  .^y,  -.  (ir,2-V-«,s)..#E,    a«0 
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iieoügen.    MoUrl  omo  noch  einmal,    und  beröcksichtigt  man  alles  Vorhergehende;   so 
bekommt  man 

OT  =  k  .  ify„  ■+■  (If  z*  -  V  -  n«)„  •  a«i„  -  K  •  i^y.  -  {Wz^-l^-lfi).  ■  öH. 

"Ja    (t4-p»^>,»)»   •LlP-dr-''-dT)  ^IdTJ  -^UJJ-^' 

Wegen  des   zweideoCigeo  Radicals  eDtscheidel  man  sich  (nach  Bd.  1.  S.  170)  aur  Toi- 
gende  Weise: 

A)  Hat  das  Radical  diejenige  Bedeutung,  dass  bei  allen  von  a  bis  a  stetig  neben* 
einander  liegenden  Werthen  des  x  der  Ausdruck  z  •  iTl  +  p^  +  p^  positiv  bleibt;  so 
sind  d<U  und  U'  zugleich  positiv.    Dabei  findet  ein  Minimuni-stand  statt. 

B)  Hat  das  Radical  diejenige  Bedeutung,  dass  bei  allen  von  a  bis  a  stetig  neben- 
einander liegenden  Werthen  des  x  der  Ausdruck  z  •  Wi  -f-  p^  4-  p^  negativ  bleibt;  so 
sind  ifiV  und  U'  zugleich  negativ.  Dabei  ßndet  ein  Maximun>-stand  statt,  jedoch  in 
dem  Sinne,  dass  in  der  Analysis  ein  negativer  Ausdruck  för  desto  grosser  gilt,  je  niher 
sein  Werth  bei  Null  liegt 

An  Gleichung  VI  erkennt  maUi  dass  das  z  bei  jedem  Wertbe  des  x  dasselbe  un- 
veränderliche Zeichen  behält ,  wie  m ;  denn  e  ist  als  Basis  des  natürlichen  Logarilhmen- 
systems  immer  eine  positive  Zahl. 

Alles  Weitere,  wie  gewöhnlich. 


Aufgabe    182. 
Man  sucht  für  y  und  z  solche  Functionen  von  x,  dass  der  Ausdruck 


"'/>•-" =r®'<s)'- 


ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird. 

dv  d'z 

Man  motire,  und  aetze  dann  p  statt  -^y  und  q  statt  7-^;  so  bekommt  man 

dx  dx* 


oder 


r( 


iotii3.^_  *aMti«)_.„).a. 


Wenn  man   nun  die  erste  Form  des  dl]  nicht  weiter  berücksichtigen  will;   so  ergeben 
Hieb  ans  der  zweiten  Form  folgende  zwei  Hauptsleichungen : 

I)  lü-^  =  0.  und  II)  ;ü^3_e!ja)  =  0 

Inlegrirt  man  diese  Gleichungen,  so  bekommt  man  bezäglich 

/,V)   ^I^)  =  B 
III)    p3.(,*  =  E«.       und    |„„d  d„aa8  folgl  weiter 

(v)    p*.q  =  B-x  4-  C 

Divklirl  man  V  in  III,  so  bekommt  man  —  «»  5 — --7,,  und  daraus  folgt 

p  nx   -f-  t* 

II.  i3 
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Aas  Gleichung  V  folgt  gradezu 

Wenn  man  q  aus  VI  aod  VII  eliminirt,  so  bekommt  man 

weil  man  aber  för  y  eine  reelle  Fonction  von  x  sacht,  so  genügt  es,  nar 


'i=]fi'-^f 


zu  setzen,  woraus  durch  Integration  folgt 

5 


VlII)    y  =  F  +  4.  j/A.(B.x+C)' 


d'z        1/        E^  dz         ^ 

Gleichung  VI  geht  nun  über  in  j^  =  |/?n--TrcV'    "°^    <*arau8    folgt    —  =   G 


IX)       «  =  H  H-  Gx  H-  t|^2  .  rE»  .  (Bx  -f-  Cy 


2^  •  KE8T(Bx  +  C)2.    Also  ist 

14B2 

Als  Gränzengleichung  bekommt  man 
X)    4E^  iiya  -  «yd  -  2B  (az„  -  «z.)  +  2  (Ba  +  C)  (g)^-  2  (Ba  +  C)  (^')^-  0 

Indem  man,  nach  dem  Vorgange  froherer  Aufgaben,  Gränzbedingungen  stellt,  welche 
letzterer  Gleichung  genügen;  werden  sich  die  sechs  Gonstanten  B,  G,  E,  F,  G,  H  be- 
stimmen. 

Mutirt  man  noch   einmal,  und  beräcksichtigt  man  alles  Vorhergehende;    so  be- 
kommt man 

d2[]  =  4E2 .  (d^y^  —  ^y.)  -  2B  •  (^z„  -  ^«z,) 

+  =.(... C,.(^)^-..(..  +  C).(S^)^ 

.j;[.v.,'.(*)V...p..,.S^.^^-p..(S)']- 

d^V  d^V  d^V  d^V         /^  j  v\^ 

Hier  ist  sowohl  ^  als  auch    ^  positiv,  dagegen  ist  ^   x    ^  -  \^J   = 

^  232  •  p^  •  q2  negativ ;  and  somit  findet  (nach  $.  239)  weder  ein  Maximam-«tand  noch 
Minimum-Stand  statt. 


Aufgabe    183. 

Man  sucht  die  räumliche  Curve,  deren  von  x  =  a  bis  x  »  a  erstreckter  Bogen  mit 
der  Gorve  der  KrQmmungsmittelpunkte  und  mit  den  zu  den  Gränzpunkten  gehörigen 
Krämmungshalbmessern  die  kleinste  Flache  einschliesst. 

Das  Goordinatensystem  sei  das  rechtwinkelige.    Wenn  p,  )p,  q,  q  bezuglich   statt 

dv    dz     d^y     d^z 

T^)  T-1  j^,  Y?  8^9^^^^  wird;  so  sind  die  Krümmungshalbmesser  der  räumlichen  Gar- 
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3 


__  (i  -f-  pg   -h  pg)» 


ven  bekannUich  =  ^         *^  ^  .    Die  Ausdehnung  der  auf  vorgeschriebene 

^(P^  -  PqP  -+-  q2  +  q2 
Weise  begränzten  Fläche  ist  also 

p^i.r     o  +  P'+p^p     .„ 

'  ^    Ja  KTW^  Pq)»  +  q^  +  q» 

Map  muUre,  nnd  setze  dann  zor  Abkörzong  R  statt  (1  +  p^  +  V")  »od  Q  statt 
''^(P*!  —  M)*  +  p*  +  q*;   so  bekommt  man 

M)  ^ü  =  4--J^[f3(*P-Q'-  W-Pq^qR)•^-  J^c>,q-pc»)p-l-q).  ^^ 

+  ^  (*^  •  ö*  -  *q  -  p<^^  ^'^^  •  dT  ""  Q3  ^^^  -  ^q>  P  +  ^)  •  -^j  '  d» 

Wenn  man  diese  erste  Form  des  d\]  nicht  weiter  berücksichtigen  will,  so  forme  man 
am;  und  aus  der  sich  ergebenden  zweiten  Form  bekommt  man  nachstehende  zwei 
Haoptgleichangen : 

DI)  i  •  <! ( J,  [*pO'  -  (p<»  -  pq) «»«])  +  5p  •  <«*(§ä*  [(pq  -  pq)  p  +  q]\  =  o 

iV)    ;^  •  d(|3  [4|,Q»  -  (>q  -  pq)  q»]j  +  ^,  -  d'(^  [(pq  -  pq)  p  +  q]\  =  0 

Beide  Gleichungen  sind  von  der  vierten  Ordnung ,  so  dass  die  allgemeinen  Integrale  zu- 
sammen mit  acht  willkürlichen  Constanten  versehen  sein  müssen.  Integrirt  man  vorerst 
eiomal,  so  bekommt  man 

V)  ^3  [4pQ*  -  (pq  -  pq)  <»»]  +  jj  •  «j(fl  •  [(pq  -  pq)  P  +  q])=  A 
VI)  ^,  [«PQ»  -  (pq  -  pq)  qR]  +  ^  •  i(^3  [(PO  -  pq)  P  +  «ü)  =  B 

Die  GrSnsengleicbnug  nimmt  jetzt  znnächst  folgende  Form  an 

VII)    A-dya  +  B'dZa—  A-dy^  —  B  •  dz, 

+  (i'  [(«  -  P.) .  +  ,1). .  (©.  +  (i*  t(P,  -  «)  •  P  -H ,]).  ■  i^l  =  0 

Man  mulliplicire  V  mit  q  und  VI  mit  q,  und  addire  beide  Producte;  so  bekommt  man 

*(pqH-M)-R  <    j/R^  Fi-  X      .    t\ 

■^  ^ '  3x  '  ^(q3  '^^'^^  — '^  <i)  P  +  <»])  =  -^<i  +  R<» 

oder 

^-H^  +  dV-^^sS  [ö«I-PO)  P4-q])    -53.(1  [(Pq-pq)   P-.q]) 

"^  i-''(''  |ä  [(PO  -  W)  P  +  q])  -  57-(|ä*  [(pq  -  pq)  P  +  q])  -  Aq  4-  Bq 

Wenn  man  links  den  ersten,  dritten  and  lünflen  Tbeilsatz  zusammen  nimmt,  and  ebenso 
deo  zweiten  and  vierten;  so  geht  letztere  Gleichung  Ober  in 

»ia+_pqIR_(t(,,_p,),^,j.5g^[(p<,_,,)p  +  ,j.g^»; 
+  S  •'*(|*  Kp**  -  pq)*+  q'  +  q«])  =  Aq  +  Bq 
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Die  beiden  ers(eu  Tiieilsätze  zusammen  sind  gleichbedeutend  o^'^  T"  '  ^^Itt)  :  ^^^  ^^^ 
dritte  hat  im  Zähler  und  Nenner  den  gemeinschaftlichen  Factor  [(pq  —  pqy  +  q^  +  4^]  t 
reducirt  sich  also  ohneweiters  ^"^T^'^ittI  *      Somit   zieht    letztere    Gleichong  sich 


zurück  auf 


Vni)     ».|;    ,|Q  =  A,+I1. 


,.PÖ1^^'  _  p.^.^öH^^Si«!)  ,  p.i..(f)_.p 


Diese  Gleichung  lässt  sich  gradezn  inlegriren;  und  es  gibt  sich 

IX)    2.~  =  A.p  +  B.p4-C 

Man  kehre  wieder  zu  den  Gleichungen  V  und  VI  zuräck.    Man  multiplicire  V  mit  p  und 
VI  mit  p;  so  bekommt  man  bez&glich 

4ppR 
Q 

Da  aber  9  =  ü^  uod  q  =  ^  ist ;  so  kann  man  in  jeder  dieser  Gleichungen  den  zweiten 
und  dritten  Theilsatz  zusammen  ziehen,  und  es  gibt  sich 

Diese  Gleichungen  kann  man  bezüglich  umformen  in 

4ppR         1       ./p2  .  (pq  ^  pq)  .  RA  dq    R«  ^  1      ./R3\  . 

4ppR         1      ./p2 .  (pq  —  pq)  •  R^    ,         dq    R«  1      ./RA        .. 

-^   -  T^'\-  Q3  )  ^  P'di'y  -^  P^'d;'^(Q^)  ^     "" 

Subtrahirt  man  die  vorletzte  Gleichung  von  der  letzten,  so  bleibt 

1      Jt^  -  (pq  -  pq)  R^\        1       /pg  >  (pq  ->  pq)  RA    .    /       dg  dq\       R^ 

-H  (pq  -  pq)  •  jj  •  dl^A  =  Bp  -  Ap 

Zieht  man  den  ersten  und  zweiten  Theilsatz  zusammen,    und  ebenso  den  dritten  und 
vierten;  so  wandelt  sich  letztere  Gleichung  um  in 

oder  in 

Integrirt  man  jetzt,  so  gibt  sich 

(i.^p.-Hp»)^^(p,_,q).R.  ^  By  _  ^,  ^  g 

oder 

X)    (pq  -  pq)  •  ilY  =  By  -  Az  +  E 
Führt  man  statt  R  und  Q  die  Ausdrücke  zurück,  so  gehen  IX  und  X  bezüglich  über  iu 
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XO    2 .  (I  -h  p3  -h  p2)2  =  (Ap  +  Bp  -h  C)  .  r(p<|  -.  9qy  H-  q2  +  <|2 
üod  8 

XII)  (p<,  -  pq>  .  (I  H-  p2  ^  p«)3  «  (By  -  Az  +  E)  -  [(pq  -  \>qy  -+-  q«  -+-  q^* 
Dieses  sind  zwei  totale  DichtliDeäre  Differentialgleichangen  der  zweiten  Ordnung.  WeoD 
mao  sie  voUatändig  iotegrirt,  so  gehen  noch  vier  weitere  ConstanteD  F,  G,  H,  K  eiD. 
Mao  wird  also  zwei  Urgleichaogen  bekommen,  weiche,  wie  schon  hinler  Gleichung  IV 
bemerkt  warde,  zusammen  mit  acht  wiilkilrlichen  Gonstanteo  A,B,C,£,F,G.I1, 
K  versehen  seio  werden. 

Wegen  Gleichung  XI  geht  Gleichung  I  gradezu  ober  in 


"-=5r 


(Ap  4-  Bp  4-  C)  .  dx 

and  wenn  man  integrirt,  so  bekommt  man 

XIII)    ü-  =  1 .  [A  .  (ya  -  y.)  4-  B  -  (z«  -  1.)  +  C  .  (a  -  a)] 

Dieser  Ausdruck  ist  desshalb  bemerkenswerth,  weil  er  in  geschlossener  Form  darge- 
stellt werden  konnte,  ohne  dass  es  vorher  nölbig  war,  die  Tür  y  und  z  gesuchten 
Fanctionen  auch  wirklich  aufgefunden  zu  haben. 

Erster  Fall.  Sollen  alle  in  Betracht  zu  ziehenden  Curven  mit  der  gesuchten 
Gonre  sowohl 

1)  den  Anfangspunkt  (a,  b,  c)  und  den  Endpunkt  (a,  ß,  y)  ^  als  auch 

2)  die  zu  diesen  beiden  Punkten  gehörigen  BerQhrungslinien  gemeinschaftlich 
haben} 

so  finden  zwischen  der  gesuchten  und  allen  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Curven  fol- 
eeode  acht  Gleichungen  statt : 

1)  y.  =  y.  +  «  •  dy.  4-  ;^  •  <5^y.  H-  ^  •  a^.  4- 

2  3 

2)  z,  =-  z,  -h  X  .  az,  4-  -^  •  ^%^  4-  j^  •  dh,  4- 

3)   ya-ya-^^-^ya-^- ^2-^y</+~^ -^a-»- 

*)     Za  -  Za  4-  )c  .  dz«  -t-  ^  .  ^z«  4-  j^  .  <Pza  4- 

M«).=(S).— r^).-^(m*^.(^).- 

«>  (di),  =  (s)«-^"(är)«-^r:i(Tr)„  +  ix-3-(^)„ 

~  ^'  ("di")  ~  ^'  ^5^"  ~  ^'  ^'»  =  ^»  c^-  c^c-  J^'c  Gränzengleichung  (aiit  also  jetzt 
TOD  selbst  hinweg. 

Sind  nun  Anflings-  und  Endpunkt  der  gesuchten  Curve  fest  vorgeschrieben,  so 
mössea  die  Werthe  der  Goordinaten  a,  b,  c,  a,  ^,  y  auch  fest  voi^eschrleben  sein, 
<i-  h.  man  hat  die  Gleichungen 

9)    y.  =  b,        10)    z,  ^c,        11)    y«  =  /S,        12)    z„  «  y 
Ist  auch  die  Lage  der  beiden  zu  den  Gränzpunkten  gehörigen  Berührungslimen  fest 
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vorgeschrieben,  so  mUssen  auch  die  Werihe  der  Ausdrücke  I -pj  ,  l-pj  ,  l-p  j  ,  1-t-\ 

fest  vorgeschrieben  sein,*  und  wenn  man  diese  Werthe  bezöglich  mit  U  m,  A,  /u  be- 
zeichnet, so  hat  man  noch  weifer  die  Gleichungen 

Die  acht  Gleichungen  9,  10,  II,  12,  13,  14,  15,  16  reichen  hin  zur  Bestimmong  der 
acht  willkQrlicben  Gonstanten.    Ferner  geht  Gleichung  XllI  jetzt  Ober  in 

XIV)    ü'  =  j  .  [A  .  (iS  -  b)  -h  B  .  (y  -  c)  -I-  C  .  (a  -  a)] 

Je  nach  den  verschiedenen  Werthen,  welche  man  fQr  b,  ß,  c,  y,  I,  A,  m,  ^u  vorschreibt, 
werden  sich  auch  verschiedene  Werthe  fürA,  B,  C,  E,  F,  G,H,  R  ergeben;  und  so 
kann  es  sich  auch  einmal  treffen,  dass  gleichzeitig  A  =  0,  B  =  0,£  =  0  wird.  In 
diesem  Falle  redociren  sich  die  Gleichungen  XI  und  XII  bezüglich  auf 


XV)     2  .  (I  4-  p2  4-  P^)^  =  C  .  K(pq  -  pq)2  +  q^  +  q^ 
XVI)    pq  ~  pq  =  0 
Integrirt  man  XVI,  so  bekommt  man 

XVII)    z  =  H  .  y  +  K 
welches  die  Gleichung  der  auf  der  Coordinalenebene  YZ  senkrechten  Ebene  ist.    Aus 
XVII  folgt 

p  =  H  •  p ,        und        q  =  fl  •  q 

Eliminirt  man  p  und  q  aus  XV,  so  bekommt  man 

xviii)  2 .  (I  4-  (1  +  fl2) .  p2)2  =  c .  (rmr«)  •  q 

Daraus  folgt 

Y,„.      .    _  C  ■  ri   -i-  H2      dp 

\iX)      dX  -  2  •    (1    ^   (i    +    H2j  .  p2)2 

dy 
und  wenn  man  diese  Gleichung  mit  -p  =  p  multiplicirt,  so  gibt  sich 


XX)    dv  ~  ^  '  ^"^  "'  .  P'^P 

aa;    ay  -  ^  (i  ^_  (H_  H2)  .  p2)2 

Integrirt  man  die  beiden  letzten  Gleichungen,  so  gibt  sich  bezüglich 


und 


XXIl)y  =  G  +  J.         P^'^T^H^ 


4        1  -^-  (1  +  H2)  .  p2 
Unsere  Gurve  ist  also  durch  drei   Gleichungen  (XVII,  XXI  und  XXII)  gegeben.    Sie 
ist  eine  Cycloide,  wie  aus  den  zwei  letzten  Gleichungen  hervorgeht. 

Es  ist  scheinbar,  als  halte  mau  nur  die  fünf  Constanten  H,  K,  C,  F,  G,  zu  deren 
Bestimmung  acht  Gleichungen  (Nr.  9  bis  16)  beständen.  Die  Wirklichkeit  ist:  Mao 
hat  in  der  That  acht  Constanten,  und  die  Werihe  von  b,  /?,  c,  y,  U  ^',  m,  (i  sind  so 
beschaffen,  dass  A  =  0,  B<=0,  E  =  0  wird,  wenn  den  acht  Gleichungen  (Nr.  9  bis  16) 
genügt  werden  soll. 

Hätte  man  p  =  H  •  p  und  q  =  H  •  q  in  die  Gleichungen  V  und  VI  substituirt,  und 
dabei  A  =  0  und  B  <«  0  beachtet;  so  hätte  man  bezüglich  bekommen 

i  r4p  .  [I  +  (1  +  H»)  .  p*]  1  1      ./l  +  0+H»)p»\»l  _ 

rTT^^'l  q  ^rTü^'T^"^\ -q  )J-" 

und 

H  i-tp  .[<+(<+  H')  •  p»]  I  1       /l  +  (i  +  HO  •  p'xn  ^  0 

rr+TP  ■  L  q  "^  i  +  rp '  d« '  "\         q  ^  J 
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Aos  diesen  beiden  Gleichungen  aber  folgt  nur  die  einzige 


^  i  +   H2  •  di  "'\  q  )    -^ 


Man  föhre  die  angedeutete  Differentiation  aus,  mulliplicire  Alles  mit  q,  und  setze  dann 
dp  statt  q  -  dl ;  so  bekommt  man 

Integrirt  man,  so  gibt  sich 

2  .  [t  H-  (1  4-  H2)  >  p2]2  ^  ^ 

q  

wo  L  der  durch  die  Integration  eingegangene  Gonstante  ist.    Setzt  man  G  •  Kl  +  H^ 
statt  L,  so  geht  letztere  Gleichung  über  in 

2 .  (1  4-  (1  -h  H2) .  p2y  =  c .  (rmp) .  q 

was  genau  wieder  Gleichung  XVIII  ist. 

Zweiter  Fall.  Hinsichtlich  des  Ortes  der  beiden  Gränzpunkte  sei  keine  Vor- 
schrift gemacht;  dagegen  sollen  die  zu  den  Abscissen  a  und  a  gehörigen  Berührungs- 
liDJen  aller  in  Betracht  zu  ziehenden  Gnrven  parallel  laufen  mit  den  betreffenden  Beruh- 
niDgslinien  der  gesuchten  Gurve. 

Wenn  zwei  Linien  parallel  sind,  so  sind  auch  ihre  Projectionen  parallel,  schliessen 
also  mit  der  Abscissenaxe  gleichgrosse  Winkel  ein. 

Desshalb  schliessen  die  in  der  Goordinatenebene  XY  liegenden  Projectionen  unserer 
zar  Abscisse  a  gehörigen  Beröbrenden  alle  mit  der  Abscissenaxe  einen  gleichgrossen 
Winkel  ein,  d.  h.  es  moss  wieder  Gleichung  5  stattfinden.  Ferner  schliessen  auch  die 
in  der  Goordinatenebene  XZ  liegenden  Projectionen  unserer  zur  Abscisse  a  gehörigen 
Berührenden  alle  mit  der  Abscissenaxe  einen  gleichgrossen  Winkel  ein ,  d.  h.  es  moss 
auch  wieder  Gleichung  6  stattfinden. 

Ebenso  beweist  man ,  dass  auch  die  Gleichungen  7  und  8  stattfinden  mQssen.    Es 

« -»  (tO.  -  »•  (f ). = »•  i^i = »•  (S). = «•  •'«•  ■»•  ««-«"^ 

choDg  VII  wird  also  nur   erfüllt,    wenn  A  =  0  und  B  =  0  ist.    Die  Gleichungen  XI 
QDd  XII  reduciren  sich  aber  auf 


XXni)    2  .  (1  -h  p2  4-  p2)2  =  G  .  K(pq-pq)2  -h  q2  H-  q2 

UDd  3 

XXIV)     (pq  -  pq)  .  (i   H-  p2  -H  ,,2)3  =  E  -  [(pq  -  pqy  -H  q?  4-  q«]» 
Ist  noQ  die  Richtung  der  beiden   zu  den  Gränzpunkten  gehörigen  Bernhrungslinien  fest 
Torgeschrieben,  so  müssen  auch  die  Werthe  der  vier  Ausdrücke  |-p|  ,    f-r-|   ,    l-pj   , 

1^1    fest  vorgeschrieben  sein;  und  wenn  man  diese  Werthe  bezüglich  mit  (,  m,  X,  // 

bezeichnet,  so  hat  man  wieder  die  Gleichungen  13,  14,  15,  16. 

Von  den  acht  Gonstauten  A,  B,  C,  E,  F,  G,  H,  K  sind  A  =  0  und  B  =  0.  Zur 
Bestimmung  der  übrigen  sechs  hat  man  aber  nur  vier  Gleichungen  (Nr.  13  bis  16),  so 
dass  zwei  unbestimmt  bleiben,  wenn  nicht  noch  neue  Bedingungen  hinzukommen. 

Wegen  Gleichung  XXIII  reducirt  sich  jetzt  Gleichung  1  auf 

XXV)     ü'  =  ~  (a  —  a) 

d.  h.  der  Werth  des  U'  ist  unabhängig  von  den  fünf  Gonstauten  E,  F,  G,  H,  K. 
Gleichung  XXIII  lässt  sich  auch  auf  folgende  Weise  umsetzen : 

xxvn       (<  +  p»  +  >»)«       _  c  1 

»"(pd  -  ?»q)*  -H  q'  +  <i«       ^     Kl  +  P«  +  p* 
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Nan  ist sowohl  der  Cosinus  des  vou  der  Beriihruugslinie  und  der  Abscis- 

senaxe,  als  auch  der  Sinus  des  von  der  Beröhrungsiinie  und  der  Coordinalenebeoe  YZ 
gebildeten  Winkels.  Durch  Gleichung  XWl  ist  also  von  der  in  diesem  zweiten  Falle 
gesuchten  räumlichen  Curve ,  die  wir  bis  jetzt  noch  nicht  einmal  kennen ,  ausgesprochen, 
dass  sie  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  folgende  Eigenschalt  habe: 

„Die  Krümmungshalbmesser  verhallen  sich,    wie  die  Cosinus  der  von  der  Be- 
„  rührungslinie  and  der  Abscissenaxe  gebildeten  Winkel'S 
oder,  was  dasselbe  ist: 

,t  Die  Kriimmangshalbmesser  verhallen  sich »  wie  die  Sinns  der  von  der  Beruh- 
Mrungslinie  und  der  Coordinatenebene  YZ  gebildeten  Winkel/* 
Dritter  Fall.    Ist  für  die  Gränzpunkte  durchaus  keine  Vorschrift  gemacht,    so 
kann  Gleichung  VII  nur  erfQllt  werden,  wenn  einzeln  stattfindet 

17)     A  =  0.       18)     ((pq  -  pq)  P  -+-  q)^  =  0,       19)     ((pq  -  pq,  p  4-  q),  =  0 
20)     B  =  0,      21)     ((pq  -  pq)  p  H-  q)^  =  0,      22)     ((pa  -  pq)  q  -h  q),  =  0 

Bei  den  Gleichungen  18  and  21  hat  man  den  gemeiDsehatllichen  Factor  i^i    ,  and  bei 

den  Gleichungen  19  und  22  hat  man  den  gemeinschaftlichen  Factor  t^^j    weggelassen. 

Von  den  acht  Constanlen  A,  B,  C,  E»  F,  G,  H,  R  sind  A  =  0  und  B  =  0.  Zur 
Bestimmung  der  übrigen  sechs  hat  man  aber  nur  vier  Gleichungen  (Nr.  18  bis  22),  so 
dass  zwei  unbestimmt  bleiben,  wenn  nicht  noch  neue  Bedingungen  hinzukommen. 

Uebrigens  hat  die  in  diesem  drillen  Falle  gefundene  Curve  die  neroliche  Eigcnschafl , 
welche  bereits  durch  Gleichung  XXVI  ausgesprochen  ist. 

Andere  Gr^nzbedingungen ,    namentlich  solche,    bei  denen  zwischen  den  Graniele- 

meolen  y,,  y«,  z,,  z«,  (^)   ,    l-M   ,    (~|  ,    (;=^|     eine  oder  mehrere  Abhingig- 


^«'(S)a'    (äi)«'    (di)a'    (s) 


keilen  stallfinden,    kann  man  (nach  dem  Vorgange  früherer  Aufgaben)  beliebig  viele 
aufstellen. 


Aufgabe    184. 
Man  sucht  die  kürzeste  Linie,  welche  auf  einer  durch  die  Gleichung 
I)A.x  +  B.y  +  C.z=:1 
gegebenen  Ebene  zwischen  zwei  zu   x  =  a   und  x  =  a  gehörigen   Punkten   gezogen 
werden  kann. 

Die  Aufgabe  ist  also:   Es  soll 

II)    U  «  f "  (Vi  -h  p2  -h  p2)  .  dx 

ein  Minimum-Stand  werden,  während  die  Tür  y  und  z  gesuchten  Functionen  von  x  nur 
aus  denen  herausgewählt  werden  dürfen,  welche  zusammen  die  Gleichung  I  identisch  ma* 
eben.  Man  erkennt  gradezu,  dass  die  Aufgabe  mit  gleicher  Bequemlichkeit  durchgeführt 
werden  kann,  es  mag  y  oder  z  als  das  mittelbar  mutable  Element  behandelt  werden. 
Man  behandle  z  als  mittelbar  mutabel.  Ferner  hat  (nach  Einleitung  zur  175***"  Anfgahe) 
das  Badical  nur  seine  positive  Bedeutung. 

iSrste  AvUflviig. 

Man  eliminire  z  und  p  schon  vor  dem  Mutiren.    Aus  I  folgt 

z  =  ^  .  (1  -  A  .  X  -^  B  .  y) 
somit  ist 

p  =  1  •  (-  A  -  B  .  p) 
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and  Gleichang  II  geht  Aber  in 

III)    üsr^.  r"(rA«  +  C2H-2.AB.p  -h  (B2  +  C2).p2].dx 

Man  iBoCire,  und  setze  dann  zar  Abkflrznng  Q  anstatt  KA» -h  ß^  +  2Aß  •  p -h  (B«  H- C«)  •  p*; 
80  bekommt  man  zunächst 

Wenn  man  nun  diese  erste  Form  des  dJ]  nicht  weiter  berQcksichtigen  will;    so  forme 
man  am',  und  man  bekommt  iOr  die  zweite  Form  folgenden  Aasdrack: 

Danas  folgt  die  Haoplgleichang 

VO    ^.j^AB-KB^+<y).p\       0 

■od  die  Gr&iiengleichang 

Führt  man  die  in  VI  angedeutete  Differentialion  ans,   so  bekommt  man  C^*  (A^  +  B< 
+  C^  •  dp  =  0,  d.  h.  es  Ist 

Vm)    dp  =  0 
Daraas  folgt  p  =  B»  and 

IX)    y  -  E  .  X  +  F 
d.  h.  man  hat  die  grade  Linie,  wie  za  erwarten  war;   and  well  p  =  E,  so  geht  die 
Graosengleichnng  YII  ober  in 

X)  A>B4-(B^4-C^).E  .(^,^ay,)=0 

r  A3  -+-  ß2  -t-  2  .  AB  .  E  -H  (B»  -f-  C2)  •  E«        ^ 
welche  bei  Beslimmang  der  beiden  Gonslanten  E  and  F  benutzt  werden  mass.    Dass 
man  aber  jetzt  nar  zwei  willkOrKche  €onstanten  hat,   and  nicht  vier,   wie  In  Aufgabe 
175;  das  ist  ein  bemerkenswerther  Umstand.    (Man  vergleiche  $.  245.) 

Matlrt  man  Gleichung  IV  noch  einmal,  so  bekommt  man  nach  der  gehdrigen  Um- 
formong 

XD    W AB-KB».^C»).E  .(a«y,-^y.). 

C  •  TA«  *|-  B2  -h  2AB  .  E  4-  (B«  -h  O)  •  E«  "  ^^ 


C  >  (A8  4-  B«  +  Cg) 


[A«  H-  B2  +  2AB  .  E  -♦■  (B2  +  C^  •  E^]« 

Das  Radical  Ist  gleich  anfangs  als  positiv  vorausgesetzt  worden ;  also  darf  es  auch  hier 
nor  als  positiv  gebraucht  werden. 

Erster  Fall.  Sollen  alle  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Linien  sowohl  den  An- 
fangspunkt (a,  b,  c)  als  auch  den  Endpunkt  (a,  ß,  y)  gemeinschafllich  haben,  und 
sind  die  Werthe  der  unmittelbar  mutablen  Gränzordinaten  y,  und  y^  bestimmt  vorge- 
sehrieben; so  ist  dy^  =  0,  dj^  =  0,  ^y.  =  0,  S^y^  =  0,  etc.  Die  Grfinzengleichung 
mit  also  von  selbst  hinweg. 

(Aus  den  Gleichungen  XII  und  XIII  folgt,  dass  bei  jedem  Werfhe  des  x,  bei  wel- 
chem man  dy  und  ^y  za  Null  werden  lisst,  auch  nothwendig  dz  und  ißz  zu  Null  wer- 
den.   Somit  Ist  in  diesem  Falle  aoch  ^z,  =  0,  Sta  =  0,  ^i.  b=  0,  iHa  =»  0,  etc.) 

H.  U 
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Gleichung  I  geht  an  den  Gränzeu  über  in 

1)    A.a-hBb  +  C.c=l,    und  2)    A.aVB./J-hC.y=l 
Gleichang  IX  gehl  an  den  Gränzen  über  in 

3)  b  =  B.a-hF,  and  4)  i3  ==  E  a  H- F 
Nun  sind  a  und  a  sowie  b  =  y«  und  ^  =  y^  gegeben.  Die  vier  Gleichungen  t,  2,  3, 
4  reichen  also  hin,  die  vier  SlOcke  £,  F,  c  =  z,  und  y  =  z^  zu  bestimmen.  Zagleich 
erkennt  man,  dass,  weil  schon  b  und  ß  vorgeschrieben  aind,  nicht  auch  noch  die 
Werthe  von  c  =  z«  und  y  »  z^  beliebig  vorgeschrieben  werden  können,  sondern  so 
hingenommen  werden  müssen,  wie  sie  sich  ergeben. 

Zweiter  Fall«  Sollen  alle  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Linien  nur  den  An- 
fangspunkt (a,  b,  c)  miteinander  gemein  haben;  so  kann  auch  nur  der  Werth  von  y, 
bestimmt  vorgeschrieben  werden,  dagegen  fkber  den  Werth  von  y^  kann  man  nicht  be- 
liebig verfügen.  Hier  ist  dy^,  «  0,  ^y,  =  0,  etc.;  dagegen  ^y^,  ^ya»  ®^<^'  können 
nicht  zu  Null  werden. 

(Weil  <5y,  =  0  und  ^y^  =  0  ist ,  w  werden  anch  ^z,  =  0  und  ^z»  =  0;  dagegen 
dz^  und  ^^Zq  werden  nicht  zu  Null,  eben  weil  auch  dy«  nnd  d^y^^  nicht  zu  Null  werden. 
Alles  dieses  sind  Folgen  der  Gleichungen  XII  und  Xllf.) 

Weil  dy^  nicht  zu  Null  wird,  so  fällt  die  Gränzengleichung  X  nur  hinweg,  wenn 
5)    A  .  B  4-  (B2  +  C2)  .  E  =  0 
stattOndet.    Ausserdem  hat  man  noch  die  vier  Gleichungen  1,  2,  3,  4  ded  vorigeo 
Falles,  d.  h.  man  hat  jetzt  fünf  Gleichungen,   welche  zur  Bestimmang  der  fünf  Stücke 
E,  F,  c  =  Zj,  /?  =  y<3t,  y  ==  Zßc  benutzt  werden,   während  a,  a  und  b  =  y.  gegeben 
sind.    Es  bleibt  also  auch  in  diesem  zweiten  Falle  kein  Stück  der  Aufgabe  unbestimmt 

AB 

Aus  Gleichung  5  folgt  E  =  —  ^s— ; — ^„ ;  nnd  man  hat  jetzt 

o*  -+"    \jr 

AB  „  .  A-C  ,    1   -  BF 

y  =  -  B^TT*  • » + "'  »»d « -  -  p-z^-gj  • » +  — e — 

als  die  Gleichungen  der  gesuchten  Graden,  wo  nur  noch  F  bestimmt  werden  mnss. 

Dritter  Fall.  Ist  weder  hinsichtlich  des  Anfangspunktes  ffoch  hinsichtlich  des 
Endpunktes  aller  in  Betracht  zu  ziehenden  Linien  etwas  vorgeschrieben;  so  hat  man 
jetzt  die  fünf  Gleichungen  1,  2,  3,  4,  5,  welche  bei  Bestimmung  der  sechs  Stücke  E, 
Fl  b  =3  y«,  c  =  Za,  /^'=«  y«»  7  =*  Za  benutzt  werden  müssen,  während  a  und  a  ge- 
geben sind.  AlMr  eben»  weil  nor  fünf  Gieichongen  gegeben  aind  vax  Besiimminig  Jener 
sechs  Stücke;  so  bleibt  eines  davon  ofiJbestimmt,  wenn  nicht  noch  eine  andere  Be- 
dingung hinzukommt. 

Und  so  fort. 

(Man  vergleiche  die  Gränzfälie  in  der  188'**''  Aufgabe,  wo  drei  willkürliche  Co«- 
stauten,  und  ebenso  die  Gränztalle  in  der  191"*"  Aufgabe,  wo  vier  willkürliche  Con- 
stanten vorkommen.)  » 

Zweite  AvUfiiiiig. 

Man  motire  zuerst ,  und  eliminire  alsdann  die  mittelbaren  Mutaiionscoeficienten.  Aus 
1  folgt 

XII)    B  .  iJy  H-  C  .  iJz  =  0,        XIII)    B  .  ^y  -H  C  .  (J«z  «  0 

XIV)    B  .  ^  +  C  .  ??  «  0 
dx  dx 


Man  mutire  auch  Gleichung  II,  und  setze  dann  zur  Abkürzung  u  statt  Kl  +  P^  -*"  ^^- 
Wenn  man  nun  die  erste  Form  des  dU  nicht  weiter  beachten  will,  so  forme  man  um: 
und  man  bekommt  für  die  zweite  folgenden  Ausdruck 

-r[(i<))'»-(f.<))'«]- 
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Aus  XU  folgt  dz  ==  —  jr  '  ^y-    Mao  elimioire  di  aus  XV,  so  bekommt  man 

-J:[i■<)-^i•<=)]•"^ 

Daraus  folgt  zuoSchst  die  HauptgleichuDg 

Wenn  man  die  angedeuleteo  DiffereotiaUonen  ausführl,    und  hierauf  das  C  aus  dem 
Nenner  wegmulüplieirt;  so  bekommt  man 

XIX)  C  .  (I  -+-  p2)  .  dp  —  Cp  .  p  .  dp  -  B  .  (I  -t-  p2)  .  dp  -h  Bpp  .  dp  =  0 
Nun  differentiire  mau  auch  Gleichung  I,  so  bekommt  man  zunächst  A  +  B*p  +  C*p  =  0; 
aod  daraus  folgt  weiter  B  •  dp  +  G  •  dp  *^  0.  Eliminirt  man  p  und  dp  aus  X|X, 
80  bekommt  man  (A^  4-  B^  +  C^)  •  dp  =  0,  d.  h.  man  hat  wieder  dp  =  0,  und 
y  =  £  -  X  +  F,  welche  Gleichung  noch  mit  Ax  +  By  +  Cz  »»  1  verbunden  werden 
moss.    Aus  XVll  folgt  auch  die  Grftaxeugleichiing 

Es  ist  also  Alles,    wie  bei  der  ersten  Auflösung.    Nun   eliminire  man  noch  ^z  und 

-r-  aus  XVI,  was  mittelst  der  Gleichungen  Xlll^od  XIV  geschieht;  und  man  bekommt 

geoan  wieder  den  im  XI  avfgestditen  Aasdrack. 
Gränzfälle,  wie  bei  der  ersten  Auflösung. 

Dritte  Avflöauig. 

Will  man  die  mittelbaren  Alutatiouscoeflicienten  lieber  mittelst  eiues  Multiplicalors 
eliminiren,  so  forme  man  Gleichung  I  um  in  folgende  identische 

XX)    Ax  +  ßy  4-  Cz  —  1  =  0 
oad  moltiplicire  diese  mit  einer  (vorerst  noch  unbekannten,  jedenfalls  aber)  niehtmu- 
Üblen  Fonction  L  von  x^dann  ist  das  Product  L  •  (Ax  +  By  +  Gz  —  t)  auch  noch 
eine  identische  Gleichung  ,^  und  es  ist  noch  vollkommen  genau 

XXI)    ü  =  P  [L  .  (Ai  H-  By  +  Gz  -  1)  -H  n~+  j^^T?^]  •  dx 

Man  mutire,  und  fiihre,  wenn  man  die  erste  Form  des  öU  nicht  weiter  beriicksichtigen 
^iil,  die  gehörige  Umformung  ans;  so  bekommt  man  für  die  zweite  Form  folgenden 
Ausdruck 

"">'«  =  Oa  ■ "'  +  (iL  ".-O."--  (';).  •  ■'■• 

Nun  soll  das  mittelbare  Jz  unler  dem  InlegraUeichen  nicht  vorkommen.    Mau  denke 
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sich  also  uoter  L  eine  solche  Fanclion  von  x ,  dass  der  bei  dz  befindliche  Factor  zo 
Noll  wird,  d.  b.  dass  die  identische  Gleichung 

XXIU)    L  .  C  -  jL  .  d(2)  «  0 

staltfindet  Eh'minirt  man  noch  mittelst  XII  das  ausserhalb  des  Integralieichens  ste- 
hende dz ;  so  geht  jetzt  XXII  Ober  in 

+J7['-"-dV<S)]  "•* 

Daraus  folgt  die  Haaptgleichang 

XXV)    L.B-l.d(E)  =  0 
und  die  .Gränzengleichung 

xxvD  f-^i^J^').  •  >,.  -  {^^J^^l  •«,.  =  » 

Aas  XXIII  und  XXV  eiiminire  man  L,  so  gibt  sich 

xxvu)  c.l.d(E)_B4,.d(8)  =  o 

Dieses  ist  aber  genau  wieder  Gleichung  XVIII.  Man  hat  also  auf  dieselbe  Weise  wei- 
ter zu  verfahren,  wie  bei  der  zweiten  Auflösung.  Man  wird  dann  y  =  £  •  x  +  F  be- 
kommen, welche  Gleichung  noch  mit  Ax  -f~  By  +  Gz  =  1  verbunden  werden  muss. 
Man  muture  nochmals,  und  forme  um;  so  bekommt  man  zunächst 

XXVUI)    W  -  (11 .  ^y«  +  Hl .  «Ha  -  ( J),  .  a»y.  -  (J)^  •  Pz, 

BerAcksichtigt  man  aber  die  Gleichungen  XXIII  und  XXV,  und  elimioirt  man  noch  d>z 
ausserhalb  sowie  —  unterhalb  des  Integralzeichens ,   was  mittelst  XIII  und  XFV  ge- 
schieht; so  bekommt  man  genau  wieder  den  in  XI  aufgestellten  Ausdruck. 
Gränzfälle,  wie  bei  der  ersten  Auflösung. 

Vierte  Avlttoug 

Man  differentiire  vor  Allem  Gleichung  I,   so  bekommt  man  die  totale  Differential- 
gleichung 

XXIX)    A  +  B.p-HC.p  =  0 

Diese  multipliclre  man  mit  einer  (vorerst  noch  unbekannten,  jedenfalls  aber)  nichtmu- 
tablen  Function  M  von  x;  dann  ist  das  Product  M  •  (A  +  B  •  p  +  G  •  p)  auch  noch 
eine  identische  Gleichung,  und  es  ist  noch  vollkommen  genau 


XXX) 


ü=  p[M.(AH-B.p-HC.p)H-  ri  +  p2  +  p2j  .  dx 


Man  mutire,  ,und  fiibre,    wenn  man  die  erste  Form  des  dJ]  nicht  berücksichtigen  will, 
die  gehörige  Umformung  aus ;  so  bekommt  man  fiir  die  zweite  Form  folgenden  Ausdruck 

XXXI)    <JÜ  =  /m  .  B  -t-  £\    '  «^y«  +  (m  •  C  +  2\    .  dza 

-(M.B  +  e)^.ay.-(M.c-H2)^.az.- 
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Damit  das  milCelbare  dz  unterhalb  des  Integralzeicheos  wegfalle,  lasse  man  die  iden- 
tische Gleicbong  ' 

XXXII)     i  .  d(M  .  C  -h  2)  -  0 

stattfinden.  Damit  aach  ausserhalb  des  Integralzeichens  das  mittelbare  dz  wegfalle,  be- 
stimme man  (nach  Bd.  I.  S.  390)  zwei  der  eingehenden  Constanten  so,  dass  aach  noch 
die  zwei  Gleichungen 

XXXilO    (M  •  C  H-  ?)^  =  0,   ond  XXXIV)    (m  •  C  H-  2)^  -  0 
stattfinden.    Gleichung  XXXI  redncirt  sich  also  auf 

Somit  hal  man  die  Hadptgleichong 

XXXV)    i  •  <J(m  •  B  +  J)  -  0 
ond  die  Gränzengleichang 

XXXVI)    (M.B  +  J)^.ay«-(M.B+E)^.«y.  =0 

Fahrt  man  die  in  XXXII  ond  XXXV  angedeuteten  Differentiationen  aus,  so  bekommt 
man  bezBglich 

C.?!+  *  .d(2)  =  0,    und  B.?  +  r-d(B)  =  0 
dx        dx      Vn/  '  dx    '    dx      \o/ 

HM 

Man  eliminire  -^  aus  diesen  beiden  Gleichnngen,  so  gibt  sich 

XXXVH)    C.^.d(2)-B.i.d©  =  0 
Au  XXXUI  ond  XXXIV  folgt 

Wenn  man  non  Mi,  und  M«  aus  XXXVl  eliminirl,  und  den  gemeinschaftliehen  Factor 
•o  weglissl;  so  bekommt  man  genau  wieder  Gleichung  XXVL 

Man  muüre  Gleichung  XXX  noch  einnud,  forme  um,  beachte  die  Gleichungen 
IXUI  bis  XXXV,  und  eliminire  noch  --p,  was  mittelst  Gleichung  XTV  geschieht;   so 

bekommt  man  genau  wieder  den  Ausdruck  XI. 

Grftozfaile,  wie  bei  der  ersten  Auflösung. 

Diese  Tierte  Auflösung  konnte  also  dnrchgefiihrt  werden,  ohne  dass  es  nöthig  war, 
die  Function  M  kennen  zu  lernen.  In  dieser  Hinsicht  vergleiche  man  den  Schluss  des 
$.  254.    Uebrigens  hatte  man  hier  eine  von  den  in  $.  255  bezeichneten  Specialitftten. 


Diese  Aufgabe  ist  allerdings  mit  vieler  Weitläufigkeit  dorchgefßhrt ;  allein  nur  aus 
dem  Grunde,  weil  es  höchst  instroctiv  ist,  zu  zeigen,  wie  die  verschiedensten  Methoden 
la  den  nemlichen  Resultaten  führen.  Desshalb  sollen  die  zwei  folgenden  Auljsaben 
gleichfdis  mit  vier  verschiedenen  Auflösungen  durchgeffihrt  werden. 


Aufgabe  185. 
Es  isl  ein  auf  der  Goordlnatenebene  XZ  senkrecht  stehender  Cyllnder  gegeben;  und 
ma  sucht  die  ktkrzeste  Linie,   welche  zwischen  zwei  zu  x  =  a  und  z  «•  a  gehörigen 
Punkten  dieses  Cylinders  gezogen  werden  kann. 
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Der  hior  in  Rede  stehende  Gylioder  habe  die  Gleichung  F(s,  x)  »>  0;   and  somit 
ist  die  jetzige  Aatj^abe :    Es  soll 

t  Ja 

ein  Minimum-Stand  werden,   während  z  eine  solche  Fnnclion  von  x  sein  muss,    dass 

dabei  die  Gleichung 

II)  F(i,  i)=.0 
identisch  wird. 

Knie  AvMswBg. 
Man  eliminire  p  schon  vor  dem  Mutiren.    Zu  diesem  Ende  sondere  man  vor  Allem 

das  z  aus  F(x,  z)  =  0  ab,  so  dass  man  z  =  ^(x)  bekommt.    Daraus  folgt  p  =    ^    ; 
und  1  geht  über  in  ^ * 

DD  »=J7()/.*p'  +  (ä^)')-^ 

Nun  ist     ^^    ein  ganz  bestimmter  Ausdruck,    welcher  keine  Mutation  erleiden  kann: 
dx 

und  sonach  folgt  aus  III  nur 

r         p  _ 

\i      dl 


au  =  |  ^'y  JT 


Daraus  folgt  nach  der  gehörigen  Umformung 
IV)     <5Ü  «" 


-r 

Umformung 

Wenn  man  nun  die  erste  Form  des  dl]  nicht  weiter  berücksichtigen  will,  so  wende  man 
sieh  sogleich  an  die  zweite;  und  daraus  ergibt  sich  folgende  Hanptgleicboiig : 


J/,+p.  +  (ä!E? 


Wenn  man  integrirt,  so  gibt  sich 

VI)  *'  =  A 

d. ; 

Diese  Gleichung  kann  man  erst  dann  weiter  integriren,  wenn  man  weiss,  was  -—--   flhr  eine 

Function  von  x  ist.    Wegen  Gleichung  VI  hat  man  als  Gränzengleichung 

VII)    A  .  (öy^  -  dy.)  .=  0 

welche  bei  Bestimmung  der  Goostanten  mitbenutzt  werden  muss. 

Aus  VI  folgt  also  für  y  eine  Function,  in  welche  zwei  willkürliche  Conslanten  ein- 
geben; und  weiter  gibt  es  keinen  willkürlichen  Conslanten  mehr,  da  z  eine  ganz  be- 
stimmte Function  ist. 

Dass  man  aber  hier  nur  zwei  willkürliche  Constanten  hat,  und  nicht  vier,  wie  in 
Aufgabe  175 ;  ist  ein  bemerkeaswerther  Umstand.    (Man  sehe  $.  213.) 

Man  mutire  noch  einmal ,  forme  um,  und  herücksichlige  alles  Vorhergehende ;  so 
bekommt  man 
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Das  Radleal  Kl  +  p*  +  p^  ist  nor  posilW,  also  ist  aach  dT  positiv,  und  es  Ondet  ein 
Mioimom-staod  statt. 

Zweite  Avlftraag. 

Mao  mutire  zuerst,  and  elimimre  dann  die  mittelbareo  MutationscoefBciepteD.  Mu- 
lirt  man  also  I,  and  setzt  man  dann  zar  Abkürzung  u  statt  Y^l  +  p^  +  p^;  so  be- 
kommt 


QOd 


«>«'=j";(s^-s-s)* 


^a 

X)    ^ü  = 


/•«rp    d^y    ^    p    dd^z  ^   i      //      ddy  dSz^    .    /ddy\^      /d<)z\«M     ^ 


e.c.    Aas  II  aber  folgl  ^-^^  •  ,Jz  -  0,  und  i^?^>  •  <J»z  +  ^^^  ■  ^z^  -  0. 
°         Q%  'dz  dz' 

Weil  P(x,  z)  »  0  eine  identische  Function  ist,   so  sind  aocb  die  totalen  Differential- 

qoctientea        .'        =  0,       a  2      ~^'  *^^*'  ^'^'  *"^**  *'®  ^'"^^  identische  Functionen 

d  Y(\     t\      ^z^C*»  0 
Tou  x;  dagegen  die  partiellen  Diiferentialqaolienten    *  -^  * — ,         ä~2 — ^^  ^^^  kömien 

keineswegs  zu  Null  werden.    Die  erste  der  obigen  zwei  Gleichungen  ist  also  nur  mög- 
lich, wenn 

XI)    az  »  0 

d.  h.  eine  identische  Function  ist.    Dabei  reducirt  die  zweite  der  obigeu  Gleichungen 

«eh  auf    *  ^— — ■  •  ^z  »0;    und  diese  Gleichung  ist  wieder  nur  möglich,  wenn  auch 

Xli)    ^  =  0 
d.  h.  gleichfalls  eine  identische  Function  ist.    Und  so  fort    Alles  dieses  hat  aber  darin 
seinen  Grand,   dass  z  selbst  eine  ganz  bestimmte  Function  von  \  ist,  also  nicht  mutirt 

werden  kann.    Da  aber  dz,  dH*  etc.  identische  Functionen  sind,  so  sind  auch  -^—  =  0, 

dx 

—  =  0,  etc.,  d.  h.  gleichfalls  identische  Functionen;  und  die  Gleichungen  IX  und  X 
reduciren  sich  auf 

pz   4.    pZ 

aod 

-)  -  .j-;p=^.[p.*+.-^f^,.(f)'].a. 

Wenn  man  die  erste  Form  des  dU  nicht  weiter  berücksichtigen  will ;  so  forme  man  um, 
Qod  CS  ea*gibi  sich  för  die  zweite  Form 

xv,.„=(5)^.^.-(.)..a,.-J-;(i..(9).a,.a. 

Darms  folgt  die  Haoptgleichung 

■'  d«     VKi  +  p«  +  W 
aod  indem  man  inlegrirt,  hckomml  man  iHedM- 


XUI)  au  =  f  "-,.=J==^  •  ^ .  dx 

Ja  »^1   4-  p»  +  p«       «*« 
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XVU)  P  =  A 

Kl  -f-  p«  -h  p« 

Man  hat  nao  p  miUelat  V(x^  z)  =  0  za  elimioiren,  ond  erst  dann  kann  man  die  In- 
tegration vollenden,  wobei  sich  y  als  Function  mit  einem  weiteren  willkMichen  Con- 
atanten  B  ergibt.  Bei  Bestimmung  der  beiden  Gonstanten  muss  die  Grinzengleicbang, 
welche  aacb  Jetzt  die  Form 

XVIIO    A  .  (ay„  -  ay.)  =  0 

annimmt,  noch  mitbenötit  werden.  Formt  man  XIV  am,  nnd  beachtet  man  die  Haupt- 
glelchong;  so  bleibt  nur 

XIX)    W  =  A  .  (a»y„  -  ^.)  +  f " ^  '^^      ,  •  i^)'  ■  dx 

Also  Alles,  wie  bei  der  ersten  Auflösung. 

Will  man  lieber  mittelst  eines  Multiplicators  eliminiren,  so  multiplicire  man  die 
identische  Gleichung  F(x,  z)  =  0  mit  einer  (vorerst  unbekannten,  jedenfalls  aber) 
nichtmutablen  Function  L  von  x;  dann  ist  auch  das  Product  L  •  F(x^  z)  noch  eine  iden- 
tische Gleichung.  Man  kann  es  also  unter  das  Integralzeichen  addiren,  ohne  daas  U 
sich  im  Geringsten  ftndert,  d.  h.  es  ist  noch  vollkommen  genau 

XX)     ü  =  P{L  .  F(x,  z)  H-  Kl  H-  p2  +  p2) .  dx 

Man  mutire,  und  setze  zur  AbkQrzung  u  statt  Ti  4-  p^  •+-  p«.  Wenn  man  dann  die  erste 
Form  des  dJ]  nicht  weiter  beachten  will,  so  bekommt  man  für  die  zweite 

«0  •"  =  ©/"«  *  ©.  •  *.  -  (S).  •  "■  -  (I).  •  "■ 

Nun  soll  das  mittelbare  dz  unter  dem  Integralzeichen  nicht  vorkommen;  man  denke 
sich  also  unter  L  eine  solche  Function  von  x,  dass  der  bei  dt  befindliche  Faetor  zu 
Null  wird,  d.  h.  dass  die  identische  Gleichung 


xxio    L.i%J)^±.d(5)=o 


Stattfindet.  Elimlnirt  man  noch  mittelst  XI  das  ausserhalb  des  Integralzeichens  befind- 
liche dz;  so  reducirt  sich  XXI,  weil  d%  eine  identische  Function  von  x  ist,  auf 

xxno  «.-  ©.»r.  -  ©."»-/."(i^S))"-* 

Dieses  ist  aber  wieder  ganz  die  Gleichung  XV;  sie  wird  also  zerfftllt,  wie  bei  der  vo- 
rigen Auflösung.  Man  mutire  noch  einmal,  forme  um,  und  beachte  die  Gleichungen 
XVI  und  XXII ;  so  bleibt  zunSchst 

XX.V)  «,  -  (t)^ .  ^„  ^  (E)^ .  *.,  -  (f)_^  •  ^.  -  (5).  •  «H. 

Nun  hat  man  das  ausserhalb  des  Integralzeichens  stehende  ^z,  und  ebenso  die  unter- 
halb des  Integralzeichens  stehenden  Ausdrficke  dt  und  -p  zu  elhniniren,   was  mitteist 

der  Gleichungen  XI  und  XII  geschieht.    Dort  steht  aber,  dz,  ~r^,  d^,-^,  etc. 
identische  Functionen ;  und  somit  reducirt  sich  XXIV  auf  XIX. 
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Vl«rt0  AvMsug. 
Man  differentiire   zuerst  GleichoDg  II,  so  bekomml  man  die  totale  Differentiaiglei- 

chong 

^^^)  '^-^¥"  =  *> 

Diese  mnltiplicire  man  mit  einer  (vorerst  noch  anbekannten,  jedenfalls  aber)  nichtmn- 

(HI?  Hl?        \ 

-^ — h  -j-  •  t>)  eine  identische 

Gleiebttng,  und  es  ist  noch  vollkommen  genau 

xxvo  ü  =  £  [m  .  (^f  -^  ^^^ ,)  -h  n  -h  p.  -h  p^]  .  d« 

Mao  mutire,  und  führe,  wenn  man  die  erste  Form  des  ^U  nicht  ber&cksichtigen  will, 
die  gehdrige  Umformung  aus ;  so  bekommt  man  fttr  die  zweite  Form 

XXVII)    <5Ü  = 

Damit  das  mittelbare  dz  unterhalb  des  Integralzeichens  wegfalle,  lasse  man  die  iden- 
liwhe  Gleichung 

XXVIII)  ^•'^-^i<i(H)=o 

stattfinden.  Damit  auch  ausserhalb  des  Integralzeichens  das  mittlere  dz  wegfalle , '  be- 
slimme  man  (nach  Bd.  1.  S.  320)  zwei  der  eingehenden  vier  Gonslanten  so,  dass  auch 
noch  die  zwei  Gleichungen  * 

XXIX)   (M.i?  + 2)^  =  0,    und  XXX)    (m  •  g  +  J)^  -  0 

Stattfinden.  Gleichung  XXVII  reducirt  sich  also  auf 

was  wieder  genau  Gleichung  XV  ist.  Man  mutire  noch  einmal ,  forme  um ,  und  beachte 
die  Gleichungen  XXVIII  bis  XXX;  so  bekommt  man  zunächst 

H  1?\ 

Da  aber  (man  sehe  Gleichung  XI)  der  Ausdruck  dz  schon  identisch  Null  ist,  so  ist  «nch 

ddi 

-r-  schon  identisch  Null;  und  es  bleibt  nur 

was  genau  wieder  der  Ausdruck  VUI  oder  XIX  ist. 

Die  vierte  Auflösung  konnte  also  durchgeführt  werden,  ohne  dass  es  nCthig  war. 
die  Function  M  kenneu  zu  lernen.  (In  dieser  Hinsicht  vergleiche  man  den  Schluss  des 
S*  254.    Auch  lese  man  die  Anmerkung  in  Bd.  I.  S.  321.) 

Erstes  Beispiel.    Ist  der  gegebene  Gylinder  ein  circulärer  mit  der  Gleichung 

I*  -h  2»  =  r«;  so  folgt  daraus  jj  =  —  ——  .    Somit  kann  man  aus  den  Gleichun- 

gen  VI  oder  XVII  entwickeln 

tl.  45 


3M 
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Daraas  folgt  durch  lotegration 

.       XXXII)    y  ^  B  ■+- 

Diese  Gleichang,  verbundcD  mit  x^  -h  z^  =  r^,  gibt  die  Projectiouen  der  gesuchten 
Linie,  wobei,  wie  schon  öfters  gesagt,  nur  zwei  willkürliche  Con^tanteo,  nemlich  A 
und  B  vorkommen.  Wird  die  Cylinderfläche  in  eine  Ebene  abgewickelt,  so  ist  klar, 
daa»  die  gesuchte  Curve  auch  jetzt  noch  uDter  allen  zwischen  den  beiden  (gegebenen 
oder  nichtgegebenen)  Punkten  die  kürzeste  ist,  also  sich  als  grade  Linie  aoftragt.  Die 
kijrzeste  Linie  auf  der  Cylinderfläche  ist  somit  eine  Schraubenlinie,  in  einigen  Fällen 
ist  sie  auch  ein  mit  der  Grundfläche  paralleler  Kreis. 

Erster  Fall.  Sollea  alle  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Linien  sowohl  den  An- 
fangspunkt (a,  b,  c)  als  auch  den  Endpunkt  (a,  ß,  y)  gemeinschaftlich  haben,  und 
sind  die  Werthe  der  unmittelbar  mutablen  Gränzordinaten  y,  und  y^  bestimmt  vorge- 
schrieben; so  ist  iy,  «=*«  0,  ^y^  =  0,  d^y;  =  0,  ö^y^  *«  0,  etc.  Die  Grauzengleichung 
fällt  also  von  selbst  hinweg. 

(Aus  den  Gleichungen  Xf  und  XII  folgt,  dass  bei  jedem  Werthe  des  x  die  Aas- 
drücke dz  und  d^z  zu  Null  werden;  somit  ist  auch  dz»  =  0,  dza  =  0,  ^z,  =  0.  ^z^ 
=  0,  etc.) 

Die  Gleichung  der  Cylinderfläche  gehl  an  den  Gränzen  über  in 
1)    a2  H-  c^  =  r2,        und        2)    a2  -h  y»  =  r« 
Die  Gleichung  X*XXII  geht  an  den  Gränzen  über  in 

3)    b  »  B  +  ^  •  arc  siu  -,    and  I)    /3  =  B  -4-  — =L=  •  arc  sin  - 

^  r  1  -  A2  r  ^    ^  If  1  -  A2  r 

Nun  sind  a  and  a  sowie  b  =  y,  and  ^  t==  y^  gägebeö.  Die  Gleichungen  f ,  ^,  3,  4 
reichen  also  hin,  die  vier  Stücke  A^  B,  c,  y  zu  bestimmen.  Zugleich  erkennt  man, 
dass  man  die  Werthe  von  c  »  z«  und  y  =:  z^  nicht  auch  beliebig  vorschreiben  kann, 
sondern  dass  diese  sich  aus  den  Gleichungen  1  und  2  ergeben. 

Zweiter  Fall.  Sollen  alle  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Linien  nur  den  An- 
fangspunkt (a,  b,  c)  gemeinschaftlich  haben*,  so  kann  auch  nur  der  Werlh  von  y,  be- 
stimmt vorgeschrieben  werden,  dagegen  über  den  Werlh  von  y^  kann  man  nicht  be- 
liebig verfügen.  Hier  ist  dy,  =0,  ^y^  =  0,  etc.,  dagegen  Jy«,  d^Jai  etc.  müssen 
nicht  zu  Null  werden.  Die  Gränzengleichung  wird  also  nur  erfüllt,  wenn  A  =  0  ist 
Dabei  geht  Gleichung  XXXII  über  in 

XXXIU)    y  =  B 
d.  Ii.  y  ist  coostant,  and  die  gesuchte  kürzeste  Linie  ist  eine  mit  der  Gnudfläeke  pa- 
rallele Kreislinie. 

Die  Gleichung  der  Cylinderfläche  geht  an  den  Gränzen  über  in 
5)    a«  -f  c«  =  r2,        und        6)    a«  4-  y»  =  r« 
Die  Gleichung  XXXIII  geht  an  den  Gränzen  über  in    . 

7)    b  =  B,        und       8)    B  =  /? 
Nnn  sind  a,  a  nnd  b  =  y,  gegeben.    Die  Gleichungen  5,  6,  7,  8  reichen  also  hin, 
dfe  vier  Stücke  B,  ß,  c,  y  zu  bestimmen.    Zugleich  erkennt  man,  dass  man  die  Werthe 
von  c  =n  z,  und  y  =  z«  nicht  auch   beliebig  vorschreiben  kann,    sondern   dass  dieM 
sich  aus  den  Gletchtmgen  5  und  6  ergeben. 

Dritter  Fa IL  Ist  hinsichtlich  der  Gränzpunkte  nichts  vorgeschrieben,  sondern 
nur  gesagt ,  dass  die  gesuchte  Linie  zwischen  den  za  x  =  a  bis  x  =  a  gehörigen  GränE- 
ordinalen  genommen  werden  soll;  so  ist  wieder  A  ==:  0,  and 


Digitized  by 


Google 


355 

\X\IY)    y  =  B 
4.  h»  y  ist  coDstant,  und  die  gesuchte  Linie  mit  der  Grundfläche  parallel.    Da  aber  xar 
BestimmoDg  von  B  keine  Bedingung  vorhanden  ist,  so  kann  man  die  gesnchte  Linie  in 
jeder  beliebigen  Botfernung  ven  der  tirundfläelie  nebmen ,  also  avch  in  der  GnmMMie 
selbst 

(Mao  vergleiche  die  Gränzfalle  in  der  188*'*"  Aufgabe,  wo  drei  willkärliche  Con- 
slanlen,  ond  ebenso  die  Gränzfalle  in  der  191*'*"'  Aufgabe,  wo  vier  willkürliche  Con- 
slaolen  vorkommen.) 

Zwei  t es  Beispiel.    Ist  der  gegebene  Gylinder  ein  parabolischer  mit  der  Gleichung 

2i 

I*  es  m  •  z ;  so  folgt  daraus  p  «  — .    Aus  den   Gleichungen   VI  oder  XVIi  kann  man 

also  entwickeln 

Daraaa  gibt  sieb  durch  Integration 

XXXV) 

A 


fWf 


2.?rr 


=iö[-F*©'*^"-(i^F' *<='')] 


Diese  Gleicbung,  verbunden  mit  x^  =  mz,  gibt  die  Projectionen  der  gesuchten  Carve, 
wobei  wieder  nur  zwei  willkiirliche  Gonstanten  vorkommen. 

Wird  auch  diese  Cylinderfläche  in  eine  Ebene  abgewickelt,  so  ist  klar,  dass  aurh 
jelzt  die  gesuchte  kürzeste  Linie  sich  als  eine  Grade  auf  diese  Ebene  aufträgt. 

In  der  folgenden  Aufgabe  kommt  noch  eine  Abwickelung  vor.  Das  Abwickelunus- 
Problem  wird  gani  allgemeiD  vorgetragen  werden  in  der  999**^"  Aufgabe. 


Der  Grund,  warum  auch  diese  Aufgabe  mit  vier  verscbiedeaen  Auflösungen  durch- 
geführt wurde,  ist  schon  am  Ende  der  vorigen  Aufgabe  angegeben. 


A  u  f  g  a  b  e    186. 

Man  sacht  die  kfirzeste  Linie,  welefae  auf  der  Kugelflücbe  zwiaeben  zwei  zu  lesleii 
Abscissen  gehörigen  Punkten  gezogen  werden  kann. 

Es  schadet  der  Allgemeinheil  der  Angabe  nicht,*  aber  ihre  Durchführung  wird  ver- 
einfacht, wenn  man  den  Anfang  des  Coordinatensystems  in  den  Mittelpunkt  der  Kugel 
verlegt.  Die  festen  Abscissen,  welche  der  Anfangs-  und  Endgränze  entsprechen,  seien 
a  und  a;  ond  so  hat  man  jetzt  folgende  Aufgabe:    Es  soll 


I)      11=    P(n    +  p2   +p2).dx 


ein  Minimam-stand  werden ,   während  die  fiir  y  und  z  gesuchten  Functionen  von  i  nur 
aus  denen  herausgewählt  wierden  dürfen,  welche  zusammen  die  Gleichung 

II)    X»  -f-  y2  H-  »«  -  r«  —  0 
identisch  machen.  ^^ 

Brate  AvMewig. 

Aus  II  folgt  p  =  :^—^  —  P  •  y  .  QQ^  go  gelil  Gleichung  I  über  in 

Wt^  —  x2  —  y2 

Man  mutire,   und   setze  dann   zur  Abkürzung  v  atatt   Kr^  —  x^  — y^,    und   w   statt 
Kl«  _  y2  -I-  p2  .  f2  _  jjt .  x2  4-  2pxy ;  so  bekommt  man 
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Weuo  man  aber  die  gehörige  Umformaog  ausfahrt,  80  bekommt  man 

V,   »  =  (SiLl^^)^  .^,  -  {--'■%-\>,. 

f «  r(»  +  Py)  '  (^y  H-  p  » (r^  •>  x^p  _  J^     ^xy  +  p  .  (rz  ~  x^vn  .  .    ,  ^^ 
"*"J^   |_  v^'W  dx      V  v-w  ^J 

Wenn  man  nan  die  erste  Form  des  dV  nicht  weiter  berücksichtigen  will,  so  wende  mao 
sich  sogleich  an  die  zweite.    Daraas  ergibt  sich  folgende  Hauptgleichang : 

(x  H-  py)  >  (xy  4-  p  » (r^  -  x«))  _   i^  ^  ^/xy  -h  p  -  (r^  --  x^)\  ^  ^ 
v^  •  w  dx      v  V  •  w  / 

Führt  man  die  angezeigte  Differentiation  aas,  and  setzt  man  q  statt  ^;   so    bekommt 

man 

q  .  r2  .  (r2  -.  x2  ^  yg)  H-  (y  —  px)  -  (r«  —  y2  4-  p2  .  ,2  —  p2  ■  x«  4-  2pxy) 

1  1  ^ 

(r2  -  x2  -  y2)2  .  (r2  -  y2  4-  p2 .  r2  -  p2 .  x2  +  2pxy)« 

oder  vielmehr  nur 

VI)    q  .  I«  .  (r2  —  x2  -  y2)  4-  (y  -  px)  .  (r2  _  y2  +  p2  .  ,2  _  p2  .  x«  +  2pxy)  «  0 

Diese    Gleichung   wird   integrabel,    wenn   man    sie   mit   1^ 

(y^px)2.(,«-x*-y2)l 
multiplicirt;  denn  führt  man  die  Mnltiplication  wirklich  aus,  so  kann  man  das  dadurch 
entstehende  Product  gradezu  zerlegen  in 

rg  .  [qx  .  (rg  -  x»  ■-  y«)  H-  (y  ~  px)  .  (x  -h  py)] 

3 
(y  -  P^y  •  («-2  -  x2  -  y2)2 

p  .  (fg  -  X2  ~  y2)  +  y  .  (I   -t-^py)   ^  ^ 

(x2  -  X«  -  y2)8 
Diese  Gleichung  ist  aber  gleichbedeutend  mit  folgender 

^*      \(y  ~  pO  •  iTr«  -  x2  -  y2/       d»      \irr2  -  x2  -  y2^ 
welche  mau  gradezu  integriren  kann,  so  dass  man 

yii\    5 y __.  A 

(y   —   px)  •  If  I^  —   X2   —   y2  r r2  _    i2  —  y2 

bekommt.    Letztere  Gleichung  kann  aber  umgeformt  werden  in 
x>(x  +  Py)-H(r2^x2^y2)^^^ 

If  r2  -  x2  —  y2  ^  7 

Diese  wird  integrabel,  wenn  man  sie  mit  -^  multiplicirt:   denn  dadurch  bekommt  man 

X  '  (X  +  py)  +  (r«  -  x«  -  yg)        A  >  (px  -  y)  ^  ^ 
,2  .  if  r2  —  x2  —  y2  «^ 

Diese  Gleichung  ist  aber  gleichbedeutend  mit  folgender 

welche  man  wieder  ohneweilers  integriren  kann,  so  dass. man  endlich  bekommt 


_  ^^-''-y'  +  A^y  +  B  - 
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oder 


VIII)    Ay  +  Bx  =  rr«  -  x2  -  yi 


r2 


Aus  GleicboDg  II  folgt  aber  z  =  Wr^  —  »2  —  yz,  and  somit  ist 

IX)    E  =  A  .  y  +  B  .  X 
Dieses  ist  die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten, 
d.  h.  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  geht.    Die  kürzeste  EDlfernung  zweier  Punkte 
auf  der  Kogelfläche  ist  also  der  Bogen  eines  grössten  Kreises ,  wie  schon  aus  der  Ele- 
menlargeoinetrie  bekannt  ist. 

Als  Gränzengleichung  hat  man  jetzt 

welche  bei  Bestimmung  der  zwei  hier  vorkommenden  Constanten  mitbenfitzt  wird.  Dass 
man  aber  jetzt  nur  zwei  willktirliche  Constanten  hat,  und  nicht  vier,  wie  in  Aufgabe 
175;  ist  ein  beachlenswerther  Umstand.    (Man  vergleiche  §.  245.) 

Specieller  Gränzfall.  Sollen  alle  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Linien  sowohl 
den  ADfangspuBkt  (a,  b,  c)  als  auch  den  Endpunkt  (a,  ßy  y)  miteinander  gemeiB- 
schafUich  haben,  und  sind  die  Werthe  der  unmittelbar  mutablen  Grftnzordinaten  y«  and  y^ 
bestimmt  vorgeschrieben*,  so  ist  ^y«  =  0,  dy^  =  0«  ^y«  =  0,  ^y^  »  0,  etc.  Die 
Gränzengleichung  fallt  also  von  selbst  hinweg. 

(Aus  den  Gleichungen  XIII  und  XIV  folgt,  dass  bei  jedem  Werthe  des  x,  bei  wel- 
chem man  dy  und  ^y  zu  Null  werden  lässt,  auch  nothwendig  dz  und  ^z  zu  Null  wer- 
den; und  somit  ist  in  diesem  Falle  auch  dz.  =  0,  dz^  =  0,  d^z.  =  0,  ^z^  =  0,  etc;) 

Die  Gleichung  der  Kogelflftche  geht  an  den  Gränzen  über  In 

I)    a^  +  b«  +  c«  ==  r»,        und        2)    a«  -+-  /9«  -h  y^  «  ,2 
Die  Gleichung  IX  geht  an  den  Gränzen  Ober  in 

3)  c  =  A  .  b  H-  B  •  a,  und  4)  y  =  A  •  /?  4-  B  •  a 
Nun  sind  a  und  a  sowie  b  =  y,  und  /9  =  y^  gegeben.  Die  Gleichungen  1,  2,  3,  4 
reichen  also  hin,  die  vier  Stücke  A,  B,  c  =  z«  und  y  =  z^  zu  bestimmen.  Zugleich 
erkennt  man,  dass,  weil  sbhon  b  und  ß  vorgeschrieben  sind,  nicht  auch  noch  die 
Werthe  von  c  ■-  z,  und  y  =  z^  beliebig  vorgeschrieben  werden  können,  sondern  so 
hingenommen  werden  müssen,  wie  sie  sich  ergeben. 

(Man  vergleiche  die  Gränzfalle  in  der  188'^*''  Aufgabe,  wo  drei  willkürliche  Con- 
stanten, und  ebenso  die  Gränzfalle  in  der  ISI"**"  Aufgabe,  wo  vier  willkürliche  Con- 
stanten vorkommen). 

Um  entscheiden  zu  können,    6b  hier  wirklich  ein  Minimum-Stand  stattfinde   oder 

nicht,  hat  man  den  zu  (~p-)  gehörigen  Coefficient  herzustellen;  und  dafür  bekommt  man 

rg  »  (r^  —  x»  ~  yg) 1 /r«  —  yg  4-  p^  -  r»  —  p^  « i^  -h  2pxy 

(r»  -  y2  +  p2  .  r2  -  p2  .  x2  ^.  2pxy)2  ^  |^  r^  -  x«  ~  y« 

Dieser  Ausdruck  besteht  nun  aus  zwei  Factoren,  aus  einem  rationalen  und  einem 
irrationalen.  Da  r^  —  x^  —  yg  =  zg  ist,  also  positiv  sein  muss;  so  ist  der  rationale 
Factor  positiv.    Da  ferner  der  irrationale  Factor  gleichfalls  nur  seine  positive  Bedeutung 

bat;  so  ist  auch  der  obige  ganze  Ausdruck,  d.h.  der  zu  (7p  i  gehörige  CoelBcient  po- 
sitiv.   Also  ist  auch  ^U  positiv,  und  es  findet  ein  Minimum-stand  statt. 

Zweite  AvMswig. 

Man  behandle  z  als  mittelbar  mutabel,  und  eliminire  nur  die  von  z  herrührenden 
Mutatiooscoeffieienten.    Ans  II  gibt  sich  durch  Mutiren 

XI)    y  '  (5y  -+-  z  .  ^z  =  0 
XII)    y  .  iJgy  +  «yg  H-  azg  -i-  z  •  ^z  :==  0 
etc. 
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und  daraas  folgt  dorch  Absonderong 


XIII)    (Jz  =  -  ?  .  ay 

XIV)     a^E  :n=  -  I  .  ^y    -   ^--^~^  •  dy- 

elc. 
Hieraus  folgt  durch  Differentiation 

elc. 
Wenn  oMn  die  Moss  angeseigten  DiffeMOliationen  ausfftbren  will,   so  bekoMmt  man 

-T-  =  —^ — 2"^""  •  ^y  — •  -  •  -j^j  etc.;  allein  die  bloss  angezeigten  Differentiationen 

sind ,  wie  man  in  weiteren  Yerlaüa  sehen  wird»  begoemer.    Man  mölke  nun  Gleichiing 
J ,  and  seile  zur  Abkikrzaag  auch  u  anstatt  fi  -h  ^  -\-  v^;  so  bekommt  man  zanichsl 


•"=/;(:'•  ?  +  5-S)- 


Han  kann  nun  zuerst  umforn^ao,  und  dann  die  mittelbaren  Mnlationscoeilficienten  eli- 
miniron  (wie  dieses  in  der  184'*"''  Aufgabe  geschoben  ist);  oder  man  kann  zuerst  die 
mittelbaren  MutationscoefOcienteo  eliminiren ,  und  dann  umformen.    Tbut  man  lelzleres , 

d.  h.  eliminirt  man  -r-  vor  dem  Umformen,  so  bekommt  man 

oder 

Wenn  man  den  Yheilsati,  welcher  ein  vollständiges  Differential  ist,  integrirt:  so  ergibt 
sich  für  die  zweite  Form  des  <^U  folgender  Ausdruck : 

Daraus  folgt  die  Hauplgleichung 

und  die  Gränzengleichung 

Man  führe  nun  die  in  XVII  angedeuteten  Differentiationen  aus,   so  bekommt  man  eine 

Differentialgleichung  der  zweiten   Ordnung.    Man  differenliire  dann  auch  Gleichung  II 

dz    d^z 
zweioial  hiotereinandßr,  und  eliminire  z»  t-i  t-b*    ^adprcb  bekommt  man  wiederum 

Gleichung  VI,  und  es  ergibt  sich  lilr  y  dieselbe  Function,  wie  m  der  eraleii  Anid- 
sung. 

Man  kann  aber  auch  imf  folgende   Weite  verfahren:  Man  multiplicire  Gleichung 
XVII  mit  2,  so  bekommt  man 


Digitized  by 


Google 


359 


Diese  Gleicbang  lägst  sich  gradezu  inlegriren,  uad  man  bekoniml  &^  —  ^  =  h,  oder 

or         n 
«)    px  —  py  —  h  •  u 

Wenn  man  diese  letztere  Gleichung  quadrirl,  so  gibt  sich 

i8)    p2  .  «3  —  ap^  .  y  .  z  4-  ^>*  -  y2  =.  h«  .  (1  -h  p2  +  pö) 
Aus  x2  -*-  y2  -+-  z2  =  r2  folgt  die  totale  Differentialgleichong  y«pH-z-p=—  x; 
und  weno  man  diese  letztere  Gleichang  quadrirt,  so  gibt  sieb 

y)    p2  •  y2  4-  2p)) .  y  .  f  4-  p2  .  zJ  =  X« 
Addirt  man  die  Gleichungen  ß  und  y.  so  bekommt  man 

<J)      (p2   4-  p2)  .  (y2  4-   22)   «  x3  -p   hH  .  (i    +   p2  -j.   p2) 

Aus  II  folgt  y2  4-  z2  r=  r2  —  x2.  Gleichung  ^  geht  also  über  in  (p2  4-  ^)2)  •  (r?  —  x^) 
=  x2  4-  h2  .  (1  4-  p2  4-  p2).  und  ^enn  man  hier  beiderseits  (r'^  —  x^)  addirt,  so  be- 
kommt man  (1  4-  p»  4-  P^)  .  (f  —  j2)  =  r2  +  h»  .  (1  4-  p2  4-  x^)     Daraus  folgt 

Kl  4-  pg  4-  pg  =  ^  "^  

rr2  —  h2  -  x2 

Die  oben  gestellte  Gleicbang  pz  —  py  :ss  h  •  q  gehl  also  über  in  pz  — *py  ss  ■■;  '  —  . 
Man  dividire  einerseits  mit  (y^  +  z^)  und  andererseits  mit  (r^  —  i2),    so  gibt  sich 

P^-  »y  ^  »»f  oder       ^'/       =  h  v^« 

y»  +  «2        (r8  _  X»)  .  rr*  -  h«  -  x« '  ^  ^  M«       (r«  -  x«)  •  rr«-h«-x» 


y  h  •  1 

Man  integrire,  so  bekommt  man  g  4-  arc  tg  -  =3  arc  tg ;: —       '-— .-^<   wo   g  der 

2  •'r  .Kr«  -  h2-r^ 

dorch  die  lelzte  Integration  eingegangene  willkürliche  Gonslante  ist.    Mit  Aenderung 

dieses  Constanten  kann  man  auch  setzen  arc  tg  r  ■+-  arc  tg  -  =  arc  tg '        =  ; 

*k  *z  '^r  .rr2-h2-x2 

QDd   daraus    folgt   arc    Ig   ^ /"    \  =-    arc  tg      Vo— — uö^^^^  '  ^^^^  v^     v  ** 

KZ  —  y  r  •  r  r^  —  h^  —  x^  kz  —  y 

*«  -  •  fz    4-  kyV 

Wenn  man  beiderseits  qaadrirt,  so  bekommt  man  \^  _     i^  = 


h2.x2 


-    ^ .^  '  '■^^.    Nach  einer  bekannten  Regel  ans  der  Proporlionenlehre  kann  man 

r-  •  (r^   —   n^  -^  x*j^ 

betderseils  den  Zähler  zum  Nenner  addiren,  und  dann  hat  man 

(z  4-  kyy  __  h2«x2 

(kz  —  y)2  +  (z  4-  ky)2  "~  r«  -  (r2  —  h«  —  x^)  4-  M  •  x« 
Diese  Gleichung  reducirt  sich  gradezu  auf  folgende  Form 

(z  4-  ky)g  ^^      h2.x2 

(1  4-  M)  .  (y2  4-  z2)  "^^  jjr«  -  h2)  .  (r«  •-  x«) 
Weil  aber  (y2  4-  z*)  soviel  ist  als  (r«  -  x^),   so  reducirt  sich  letztere  Gleiehnng  auf 
(z  4-  ky)2         hJ^ .  x2  ,  ^  _      .  ,  , 

- 1  ^  ^2  «  f2-r:-h2  5  ""^  ^»'^"»  ^<^>8^^ 

h  .  ff rTk2 

,z  =  —  k  •  y  4 ^  •  X 

^  rr2  -  h» 

Dieses  ist  aber  die  Gleichung  der  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  d.  b.  darch 
den  Mittelpunkt  der  Kugel  gehenden  Eben«.    Setzt  man  A  statt  {—  k),   und  B  statt 

.h.j^l  4-  k2 


rr2  -  h« 


;  so  bekommt  man  wieder  Gleichung  IX. 
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Eine  andere  Integratioo  der  Gleichung  XVII  befindet  sich  in  der  i weilen  Aoflösang 
der  189*^"  Aufgabe.    (Die  betreffende  Gleichung  ist  dort  mit  XIII  bezeichnet.) 
Mutirt  man  noch  einmal,  so  bekommt  man  zunächst 

Man  substituire  für  —r —  den  in  XVI  befindlichen  Ausdruek,  führe  die  gehörige  Umfor- 
mung aus,  und  beachte  die  Hauptgleichung  XVII;  so  bekommt  man 

Hier  hätte  man  noch  für  -r-  den  Ausdruck  einzusetzen,    damit  jede  Spur  der  vpn  z 

herrührenden  Mutation  verschwindet;  und  dann  hat  man  den  zu  (-^)   sich  ergebenden 

Factor  zu  untersuchen.  Dieser  Weitläufigkeit  braucht  man  sich  aber  nicht  zu  unter- 
ziehen; denn  man  erkennt  gradezu,  dass  derselbe  kein  anderer  isC,  als  ein  solcher, 
welcher  bei  jedem  Werthe  des  x  positiv  bleibt.  Es  ist  also  abermals  erwiesen,  dass 
ein  Minimum-Stand  stattfindet. 

Dritte  AvM«iiiig. 

Will  man  lieber  mittelst  eines  Multfplicators  eliminiren,  so  multiplicire  man  die 
identische  Gleichung  \^  -\-  y^  •\'  i^  —  t^  =  0  mit  einer  (vorerst  noch  unbekannten , 
jedenfalls  aber)  nichtmutablen  Function  L  von  x ;  dann  ist  das  Product  L  •  (x^  +  y'  + 
z^  —  r^)  auch  noch  eine  identische  Gleichung,  und  es  ist  noch  vollkommen  genau 

XX)      ü  =  r    [L  .  (x2  +  y2  H-  2«  -  r2)  -4-  Kl  H-  p2  -I-  pä]  .  dx 

Man  mutire,  und  führe  die  gehörige  Umformung  aus;  so  bekommt  man  für  die 
zweite  Form  des  ^U  folgenden  Ausdruck: 

Nun  soll  das  mittelbare  dz  unter  dem  Integralzeichen  nicht  vorkommen;  man  denke 
sich  also  unter  L  eine  solche  Function  von  x,  dass  der  bei  dz  befindliche  Factor  zu 
Null  wird,  d.  h.  dass  die  identsiche  Gleichung 

XXII)   iU-l.d(l\  =  o 


stattfindet.    Eliminirt  man  noch  mittelst  Xlli  das  ausserhalb  des  Integralzeichens  ste- 
hende d%\  so  geht  XXI  über  in 

Damit  nun  ^U  =c  0  werden  kann,  hat  man  die  Hauptgleichung 

XXIV)    2Ly-l.d(£)  =  0 
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ond  die  Grihueogl«ichang 

Elimiiiirt  mao  L  aas  XXII  ond  XXIV,  so  bekommt  man 

XXVI)    z.d(B)_y.d(H)=0 

welches  wieder  Gleichang  XYII  der  zweiten  Aaflösang^  ist,  so  dass  man  jetzt  weiter 
nichts  mehr  za  Ihnn  hat,  als  das  PrOrangsmittel  herzustellen.  Motirt  man  nochmals, 
und  beachtet  man  nach  ausgeführter  Umformung  die  Gleichungen  XXil  und  XXIV;  so 
bekommt  man 

«VII)  m,  -  (t)^ .  *,.  +  (5)^ .  *..  -  (S), .  >;.  -  (8), .  >..      ■ 

Jetzt  ist  man  soweit  gekommen,  dass  man  die  von  z  berrikhrenden  Mutationscoefficien- 
len,  welche  noch  nicht  weggefallen  sind,  eliminire.  Dabei  ist  zunächst  die  Frage: 
welche  Gestalt  moss  alsdann  das  ausserhalb  d^s  Integralzeichens  stehende  Aggregat 
haben?  Diese  Frage  beantwortet  sich  (nach  $.  248  und  250)  dahin,  dass  alsdann 
ausserhalb  des  Integralzeichens  nur  die  beiden  MutationscoefBcienteo  ^y,  and  ^y«  ste- 
hen dürfen.    Eliminirt  man  also  vorerst  das  ^z  aas  XXVII,  so  bekommt  man 

xxv.il)  «,  =  (Ej=J?)^ .  *,.  -  {ti^l .  ^. 

Das  ausserhalb  des  Integralzeichens  stehende  Aggregat  hat  also  nicht  die  richtige  Form, 
weil  daselbst  sich  die  zweiten  Potenzen  dy\  and  dy^  befinden.    Nun  folgt  ans  Gleichung 

XXII,  dass  3L  «a  -  •  -p  •  d|-j;  ferner  ist  dz  =  —  -  •  dy;  und  somit  bekommt  man 

Sabstiloirt  man  diesen  Ausdruck  in  XXVill,  ond  wendet  man  aof  den  Theilsatz,  w«l* 
eher  ein  Yollstftndiges  DifTerential  ist,  die  Integration  an;  so  tritt  folgendes  Aggregat 

ausserhalb  des  Integralzeichens  auf,  wodurch  das  bereits  ausserhalb  stehende  Aggregat 

lerstSrl  wird.    Gleichung  XXVHI  redaeirt  sich  also  wieder  aof  XIX. 

vierte  AvMvwig, 
Itoi  difTerenlüre  vor  Allem  Gleichung  11,  so  bekommt  man  die  totale  Differential- 

g|eichlftg 

XXIX)    x  +  y.p-hzM>  =  0 

Diese  raoltiplicire  man  mit  einer  (vorerst  noch  anbekannlen,  jedenfalls  aber)  niehtmo- 

th  46 
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f ablen  FuncUon  M  von  x ;  dann  ist  das  Prodact  M  •  (x  +  y  •  p  -f- 1  *  )>)  auch  noch  eine 
identische  Gleicbang,  ond  es  ist  noch  yollkommeu  genao 


XXX) 


ü=r    [M.(xH-y.p  +  f^)-+-  ri  +  p2  -H  »>»]  .  dx 


Man  moUre,  und  führe,  wenn  man  die  erste  Form  des  ^U  nicht  weiter  berücksichtigen 
will,  die  gehörige  Umformung  aus;  so  bekommt  man  fiir  die  zweite  Form  folgenden 
Ausdruck 

XXXI)    ^ü  =  (2  H-  My)    •  ay^  "«-  (j  +  Mz)    •  6%^ 
^(E^My)^.ay.-(?-*.Mz)^..Jz. 

Damit  das  mittelbare  ^z  unterhalb  des  Integralzeichens  wegfalle,  lasse  man  die  iden- 
tische Gleichung 

XXXII)   «.^  +  ^.d(?)=0 

stattfinden.  Damit  auch  ausserhalb  des  Integralzeichens  das  mittelbare  ^z  wegfalle, 
bestimme  man  (nach  Bd.  I.  S.  320)  zwei  der  eingehenden  Gonstanlen  so,  dass  auch 
noch  die  zwei  Gleichungen 

XXXIII)    (?  -4-  Mz)    =0,     und    XXXI V)    (?  +  Mz)    =0 
\u  /ßj  «u  /g 

stattfinden.    Gleichung  XXXI  reducirt  sich  also  auf 
Somit  hat  man  die  Hauptgleichung 


und  die  Gränzengleichung 

XXXVl)    (5+  Myj^.^y«-^J-HM.y\   .^y.-O 

Wenn  man  -p-  aus  XXX 11  und  XXXV  eliminirt ,  so  bekommt  man 


Dieses   ist  wieder  Gleichung  XVII,    welche  bereits  integrirt  isU    Aus  XXXIII  and 
XXXIV  folgt 

Wenn  man  nun  M^  und  M.  aus  XXXVI  f^liminirt,  so  gibt  sich 

welches  genau  wieder  Gleichung  XVIII  ist. 

Man  mutire  noch  einmal,   forme  um,   und  beachte  die  Gleichungen  XXXII  bis 
XXXV ;  so  bekommt  man  zunächst 

XXXVIII)    ^Ü  =  (E+  M.y\    .^y^-Zj-h  M.y\   .a«y. 

-/:  [»-(s  '^  -  ^' ")  -  i  (('  ^  -  p  f )'  -  m*  (")')]  • " 
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Mao  eliaiiiiire  die  noch  anter  dem  Integralzeichen  stehende  Fanction  M,  welche  man 
aher  his  jetzt  noch  nicht  kennen  gelernt  bat.  Diese  Elimination  mag  aof  folgende 
Weise  geschehen: 


Nun   folgt  aus  Gleichung  XXXil,  dass  ~—  =  —  -  *  j=  -  d(^|;  und  somit  ist 


Nach  allem  diesem  ist  also 

»'(^"-S")  =  f.<(»-5^)w*'«)-Ss'(jW-'-'>) 

FGhrt  man  jetzt  diesen  für  2M  •  f^y  •  -p-  +  ^z  •  -~)  gefundenen  Ausdruck  in  Gleichung 

XXXyfll  ein,  und  wendet  man  auf  den  Theilsatz,  der  ein  vollständiges  DilTerential  ist, 
die  Integration  an;  so  bekommt  man  zunächst 

XXXIX)    fiV  =  (My  +  J)^ .  32y„  +  (1)^ .  (mz  +  J)^  •  (»y^  +  ax^) 
-(My+E)^.a^y.-(l)^.(Mz-^f)^.(»y2+a.^ 

Eliminirt  man  noch  M.  und  M««  was  mittelst  XXXin  und  XXXIV  geschieht;  so  be- 
kommt man 

Aus  diesem  Ausdrucke  hat  man  unter  dem  Integralzeichen  noch  dz  und  -r-  wegzu- 
bringen, was  mittelst  der  Gleichungen  XIII  und  XV  geschieht;  ein  Geschäft,  welches 
nicht  grade  ausgeführt  zu  werden  braucht,  wie  man  aus  der  zu  Gleichung  XIX  beige- 
setzten Erläuterung  erkennt. 

Die  vierle  AuQösung  konnte  also  durchgefiibrt  werden,  ohne  dass  es  nöthig  war, 
die  Function  M  von  x  kennen  zu  lernen.  In  dieser  Hinsicht  vergleiche  man  den  Schluss 
zu  8.  254. 

Die  vierte  Auflösung  hat  den  Vorzug,  Mass  sie  ganz  direct  zu  der  richtigen  Form 
des  ^U  röhrt.  Diesen  Vorzug  hat  die  dritte  Auflösung  nicht,  sondern  der  in  XXVIII 
für  ^C  hergestellte  Ausdruck  enthält  ausserhalb  des  Integralzeichens  noch  das  Aggregat 

welches,  et>en  um  dem  d^U  seine  richtige  Form  zu  geben,  noch  unter  das  Integral- 
zeichen gebracht  werden  musste.    (Man  sehe  die  Anmerkung  Bd.  I.  S.  321.) 

Zusatz.  Die  Kugelfläche  kann  nicht  in  eine  Ebene  abgewickelt  werden.  Wenn 
M)«fi||ennoch  eine  aof  der  Rugelfläche  gezeichnete  Curve  abgewickelt  werden  soll ;  so 
legt  man  in  diese  Curve  eine  abwickelbare  Berflhrungsfläclie. 

Die  aof  der  Kugelfläche  gezeichnete  Curve  sei  ein  Kreis,   so  ist  die  in  demselben 
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liegende'  BerOhrangifläehe  die  des  gradeii  Kegels.  Es  sei  9t  der  Halbmesser  dieses 
Kreises,  s  die  Seile  des  Berfthrungskegels  von  seiner  SpiUe  bis  zoro  berfkbrlen  Kreise, 
und  a>  sei  die  Neigung  von  9t  gegen  die  Seile  s  des  Kegels;  so  isl  91  =  s  •  cos  o».  Wickell 
man  nan  millelst  des  Beröhrangsliegels  den  Kreis  von  der  Kugel  ab,  so  gehl  derselbe 
in  einen  Kreisbogen  Qber,  dessen  Halbmesser  die  Seile  s  des  Kegels  ist  Es  findet 
also  zwischen  dem  aur  der  Ragel  gezeichneten  Kreise  und  seiner  Abwickelang  die  Be- 
ziehung statt,    welche  durch  die  Gleichung 

9t   a    8  •  cos    6) 

ausgesprochen  ist,  und  wo  sich  s  als  Krümmungshalbmesser  der  abgewickelten  Curve 
betrachten  lässt.  Ist  aber  dieser  auf  der  Rogelflache  gezeichnete  Kreis  ein  grdsster 
Kreis,  so  geht  der  Berührungskegel  in  einen  Ber&hrongscy linder  über.  Dabei  wird  s 
nnendl  ich  gross :  und  da,  wie  gesagt,  s  sich  als  Krümmungshalbmesser  der  abgewiekellen 
Gurre  betrachten  Ifisst,  so  ist  jetzt  die  abgewickelte  Gurve  eine  grad^jLinie,  wie  zu 
erwarten  war. 

(Das  Abwickelungsprobleip  wird  ganz  allgemein  vorgetragen  werden  in  Aufgabe  282.) 
Schlassbemerkung.    In  Ealer^s    Werke   (methodus  inveniendi,  etc.  S.  138  —  141) 
wird  die  Aufgabe 

„Die  kürzeste  Linie  auf  einer  Fläche  zu  finden" 
ganz  allgemein  für  jede  Fläche  gestellt,  zuletzt  aber  für  die  RotatioDtfläcben  specUlisirt 
Für  die  auf  solchen  Flächen   liegende  kürzeste  Linie   befindet  sich  dort  (S.  141)  die  Diffe- 
reiizialgleichnng 

z  •  dy  —  y  •  dz  =  b  .  fdx^  -+-  dy^  -h  dz^^ 

wo  b  der  durch  die  erste  Integration  eingegangene  Constante  ist  Diese  Gleichong  ist  aber  ge- 
nau dieselbe,  welche,  mit  a)  bezeichnet,  in  der  zweiten  Auflösung  der  hiesigen  Aufgabe 
steht.  Sie  kann  erst  dann  weiter  integrirt  werden,  wenn  znvor  die  Rotationsfläche  selbst 
bestimmt  gegeben  ist. 

mit  der  kürzesten  Liuie  auf  den  Rotationsflächen  hat  sich  schon  Johann  Bernoolli 
beschäftigt,  und  man  findet  diese  Aufgabe  mit  vielen  Einzelheiten  im  vierlen  Bande  seiner 
Werke,  welche  folgenden  Titel  führen:  Johannis  Bernoulli  opera  omnla.  Lausann«  et 
GenevsB.     174-2. ,    in  -  4^.    4  vol. 

Die  Aufgabe  von  der  kürzesten  Linie  auf  der  Kugelfläcbe  befindet  sich  fast  in  allen  Schrif- 
ten, wo  über  den  sogenannten  Yariationscalcul  etwas  vorgetragen  wird.  Von  den  betreffen- 
den Schriftstellern  ist  dabei  einer  zu  Werke  gegangen  wie  der  andere.  Nachdem  sie  nem- 
lieh  bei  der  Gleichung  z  •  dy  —  y  •  dz  =  b  *  Kdx^  +  dy^  +  dz^  angelangt  waren,  haben 
sie,  um  diese  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  weiter  zu  integriren,  sich  zu  fol- 
gendem Hilfsmittel  geflüchtet :  Es  wurden  plötzlich  alle  drei  Coordinatendifferentiale  dz,  dy, 
dz  als  verändern ch\  dagegen  das  Bogendifferential  iTöx^  -f-  dy^  -|>  dz^  als  unveränderlich 
angenommen,  so  dass  sich  durch  dessen  Differentiirung  die  Gleichung 

dx  .  d^x  -I-  dy  .  d^y  -h  dz  •  d^z  =  0 
ergab«  etc.  etc.    Dass  es  aber  nicht  nöthig  war,   eine  Differentialgleichung  der  zweiten 
Ordnung  zu  Hilfe  zu  rufen,  um  dann  eine  der  ersten  Ordnung  integriren  zu  können;  das 
kann  man  in  der  zweiten  Auflösung  ersehen. 

Unter  den  von  mir  gemachten  Beiträgen  beachte  man: 
1}     Die  ganze  erste  Auflösung,   wo   Ich  die  dortigen  Differentialgleichungen  einfach 
mittelst  hinzugefügter  Factoren  integrirt  habe. 
^      2)     Die  Integration  der  Gleichung  a)  in  der  zweiten  Auflösung. 
^\  )      3)     Die  ^anze  vierle  Auflösung,  welche,  wie  bereits  auseinandergesetzt,  bedeutende 
Vorzüge  vor  der  dritten  hat. 
4)     Die  in  der  zweiten,    dritten    und  vierten  Auflösung  befindliche  Darstellung  des 
für  d^CJ  sich  ergebenden  Ausdruckes,   welcher  jedesmal  einen  guten  Theil  der 
Untersuchung  ausmacht 


Aufgabe    187. 

Man  sucht  die  kürzeste  Linie,  welche  auf  einer  Kugelfläcbe  zwischen  zwei  andern 
die  Kugel  schneidenden  Flächen  möglich  ist. 

Es  schadet  der  Allgemeinheit  der  Aufgabe  nicht,  aber  ihre  DurchfUhrong  wird 
vereinfacht,  wenn  man  den  Anfang  des  Coordinatensystems  in  den  Mittelpunkt  der 
Kugel  verlegt.    Dann  ist  ihre  Gleichung  folgende: 
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I)    »^  "+-  y^  -+-  2»  —  r2  =  0 
wo  r,  eben  weil  die  Kugel  eiue  gegebene  ist,  einen  bestimmten  Werth  bat.    Die  beiden 
Grinzfläclien ,  deren  Coordinatenanrang  gleichfalls  der  Mittelpunkt  der  Kugel  sein  ronss, 
seien  gegeben  durch 

II)    Xla.  b,  c)  «  0,        und        III)    ^a,  /?,  y)  =  0 
Die  Aaigabe  ist  also  jetzt  folgende:   Man  sucht  fQr  y  und  z  solche  Functionen  und  für 
a  und  a  solche  Werthe.  dass  dabei  das  Integral 


IV)   ü  =  P(ri  +  p«+j,2) . ds 


^a 

der  Minimum  werth  eines  Minimum-Standes  wird,  während  die  för  y  und  z  gesuchten 
Functioneo  nur  aus  denen  herausgesucht  werden  därfen,  welche  zusammen  die  Glei- 
ebang  I  identfp^h  machen. 

Die  Durchführung  der  Aufgabe  gewinnt  am  meisten  Symmetrie,  wenn  man  die 
mittelbaren  Mutationen  durch  einen  Moltiplicator  eliminirt.  Dieses  soll  in  folgenden 
zwei  Auflösungen  geschehen. 

Kntm  AvMsvMg. 

Damit  der  fQr  ,^^0  sich  ergebende  Ausdruck  gradezu  die  richtige  Form  bekommt^ 
verfahre  man,  wie  in  der  vierten  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe.  (Man  sehe  die  Aji- 
merkung  in  Bd.  I.  S.  321.)  Man  differentiire  nemlich,  weil  y  und  z  Functionen  von  x 
sein  sollen,  die  Gleichung  1  nach  allem  x;  so  bekommt  man 

V)  xH-p-y  +  p*z  =  0 
Diese  Gleichung  ist  eine  identische,  weil  auch  I  eine  identische  ist.  Multiplicirt  man 
V  mit  einer  (vorerst  unbekannten,  jedenfalls  aber)  nicbtmutablen  Function  St  von  x; 
so  ist  auch  das  Product  Jt  •  (x  -t-  p  •  y  +  ^  •  z)  noch  eine  identische  Gleichung .  und 
man  kann  es  unter  das  Integralzeichen  addiren,  ohne  dass  U  sich  im  Geringsten  ändert, 
d.  h.  es  ist  noch  vollkommen  genau 


VI) 


ü  =  r"[Ä  .  (x  H-  p  .  y  +  >».*)+  ri  -+-  p2  H-  1,2]  .  dz 


Diesen  Ausdruck  hat  man  einer  gemischten  Mutation  zu  unterwerfen,  wobei  sowohl  a 
als  auch  a  Werthänderungen  erleiden.  Wenn  man  zugleich  u  statt  K*!  H-  p^  +  |>'  setzt. 
80  bekommt  man  zunächst 

VII)  (<J,Ü  =  (Ä  .  (X  H-  p  •  y  4-  p  •  z)  4-  ö)^  •  »^a  —  (Ä  •  (x  -+-  p  •  y  -h  p  •  z)  +  u),  •  i?a 

Diese  erste  Form  des  (^)U  kann  (man  vergleiche  die  Einleitung  zur  160*'*°  Aufgabe) 
nicht  weiter  beachtet  werden.    Man  forme  also  um,  so  gibt  sich  flir  die  zweite  Form: 

VIII)  (3)11  =  (Ä  .  (X  -h  p  •  y  4-  p  •  z)  -h  a)^  •  ^  —  (Ä  •  (X  +  p  •  y  +  p  •  z)  -f-  u), .  i?a 

+  («7  +8)^-'?.  +  (*«+«).•  '■. -  {"y+D, ■»!.-(«.  +f),-fc 

Mao  unterwerfe  Gleichung  VII  einer  zweiten  gcmisehten  Untation,  and  forme  am;  ao 
bekommt  man 

IX)    A*D  —  (Ä  •  (X  +  py  +  P«  +  »)„  •  <»*o  —  (Ä  .  (I  +  py  +  p«  +  b),  .  ^» 
+  ^<»[-»-(x  +  py  +  P«)^o]^    .  ^„j  _  (d[it.(.-t-py^+p.)H-a1|      ^^ 

.2.(.(p.ay  +  ..,«.y§..-)+B.^^.?-)^I- 
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Man  mache  vorerst  Doch  folgende  zwei  Nebenunlersachongen: 

$0    Wenn  man  Gleichung  I  einer  gemischten  Mutation  unterwirft,  so  bekommt  man 

X)    2y  .  ay  +  2«  .  iJz  -h  ^(^^  +  y^^^  '^  -  ''^) .  i?x  =  0» 
XO      2y.i5«y +  2z.a2»  -+-  2  .  dy^  +  2  -  dz^  ^  g    d  (2y  .  <^y^-H  2z  ■  fe)  ^^ 

^    d(x2  4-  y^  H-  z2  -  r^)    ^^    ^    d2(x^  -H  y2  +  z2  ^  r^)     ^^,  _  ^ 
dx  dx^ 

etc.  etc. 
Nun  sollen  y  und  z  solche  Functionen  von  x  sein ,  dass  dadurch  der  Gleichung  I  iden- 
tisch gen&gt  wird.    Es  sind  also  auch 

d(ig  -H  y»  -f-  z2  -  rg)  ^ 


XII)       ^  ctT  '^  =  ^'        ""** 

identische  Gleichungen.    Gleichung  X  reducirt  sich  somit  auf 

XIV)    2y  .  dy  +  2z  .  az  =  0 
Da  nun  auch  diese  Gleichung  eine  identische  ist,  so  ist  auch 


•'  dx 

eine  identische,  und  Gleichung  XI  reducirt  sich  sonach  auf 

XVI)    2y  .  d^y  -h  2z  .  ^z  +  2  .  ay2  H-  2  .  <Jz2  =  0 
Es  ist  also  Alles,  wie  wenn  Gleichung  I  nur  eine  reine  Mutation  erlitten  hätte;    and 
diese  Erscheinung  ist  darin  begrQndet,  dass  Gleichung  I  eine  identische  ist. 

IB)    Wenn  man  Gleichung  V  einer  gemischten  Mutation  unterwirft,    so  bekommt 
man 
•       XVll)    p.ay  +  yg-^p.Oz^zg-H'^(--^j'yt»">.^,  =  0 

XVIII)    p.giy  +  y^  +  p.i2^   +,^'  +  2.ay.^  +  2.a..^ 

^d(p.ay-^yg-Kp.a,-H,g)     ^         ,(,^p,^,,)     ^ 
dx  '  dJt 

etc.  etc. 
Nun  ist  Gleichung  V  eine  identische.    Desshalb  sind  auch 

^,^^    d^x^tl^j^+lli}  =  0.     and    XX)    fÜ+^JL+l^  =  0 

identische  Gleicbnngen.    Gleichung  XVII  redocirt  sich  somil  auf 

XXI)     p.ay  +  y.^  +  p-ax  +i-~  =  0 

Da  nan.aoch  diese  Gleichung  eine  identische  ist,  so  ist  auch 
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xxn)   -i °^  ^   2L:  =  o 

eine  identisch«.    Gleicliong  XVIII  redncirt  sich  somit  auf 

XXIII)    p.^  +  y^  +  ,.^  +  ,Üg  +  2.ay.f'  +  2.»,.^'  =  0 

Es  ist  also  Alles,  wie  wenn  Gleicbong  V  nor  eine  reine  Mutation  erlitten  bitte;  and 
diese  Erscheinaog  ist  gleichfalls  darin  begründet,  dass  Gleichnng  V  eine  identische  ist. 

Man  kehre  jetzt  wieder  zor  Hauptaufgabe  zurQcIc. 

Da,  wie  gesagt,  die  Gleichungen  V,  XIX  und  XXI  identische  sind;  so  gelten  sie 
auch  bei  X  =  a  und  bei  x  =  o.  Die  Gleichungen  VIII  und  IX  stehen  sich  also  zo- 
Dichst  sarflck  auf  . 

XXIV)    ,a,ü  =  u„.*«  +  /«y  +E\   .ay„  +  Uz  +5)^-  »«a  ' 
-o..^.-(Äy+E)^.«y.-(Äz+H)^.»z. 

-^[-(y^^fx•<))•^-('^^i•<-))•-]- 

--(S^)a— ©a-(m— Ma-r^).- 

Damit  das  mlüelbare  dz  in  Gleichang  XXIV  unterhalb  des  Integralzeichens  wegfalle, 
lasse  man  die  identische  Gleichung 

^^^«^  -d-^-^K'O^«» 

slattfinden.  Damit  aach  aosserhalb  des  Integralzeichens  das  mittelbare  Sz  wegfalle, 
bestimme  man  (nach  Bd.  I.  S.  320)  zwei  der  eingehenden  Constanten  so,  dass  auch 
Doch  die  zwei  Gleichungen 

XXVII)      Uz  +  J)    =0,     und    XXVUO    (^  +  5)    -  ^ 

stattfinden.    Gleichuog  XXIV  reducirt  sich  also  auf 

XXIX)    <^)ü  =  u;  .  t^a  +  Uy  -h  jj  •  dy^  -  u.  •  ,9a  -  ^Äy  +  2J^  •  ^y. 

Man  hat  daher  die  Hanptgleichung 

^^^)      y-d-x-^fx-"'©=» 
and  die  Granzengleichnng 

XXXI)    Ua  •  t^a  -I-  /jTy  -h  j\    •  ^y«  -  «•  *  ^«  -  («^  -^-  j)    •  ^.  =  ^ 


4- 
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Weno^r-  aus  XXVI  und  XXX  eliminirl  wird,  so  bekommt  maa 
dl  ' 

XXXII)  yK«'©-«E-0  =  " 

Dieses  ist  wieder  Gleicboog  XVII  der  vorigeo  Aufgabe.  Die  gesachte  Carve  ist  also 
gegeben  durch  die  beiden  Gleichongeo 

x2  +  y2  4-  z2  —  r2  r=  0,        uod        z  =  A  •  y  -h  B  •  X 

d.  h.  die  gesuchte  Gurve  ist  ein  grösster  Kreis,  wie  in  voriger  Aufgabe,  wo  a  und  a 
unveränderlich  waren. 

Aus  den  Gleichungen  XXYII  und  XXVIU  folgt 

Eliminirt  man  St^  ond  j(.  aus  XXXI,  so  gibt  sich 

XXXIIO    na-^a  -f.  (2  -  ».|)^.ay„  -  a..^a  -  (E  -  E .  ?)^  .  ay.  =  0 

Beachtet  man  die  Gleichungen  XXVI— XXX,  und  eliminirt  man  St^  und  St^;  so  geht 
XXV  ober  in 

^  - -■'^  +  (ai).-'^  -  »•{SV{^?V'- »-©.-(SV- 

Man  bringe  die  Function  St  aus  diesem  Ausdrucke  weg;  dann  ist  die  Aufgabe  aus- 
flkhrbar,  ohne  dass  es  o5thig  ist,  diese  Function  kennen  zu  lernen.  Zu  diesem  Ende 
bilde  maü  sich,  wie  im  vierten  Falle  der  vorigen  Aufgabe,  folgende  Gleichung: 

Sobstituirt  man  jetzt  die  beiden  rechts  stehenden  Theilsatze  statt  des  links  stehenden 
anter  das  lutegralzeichen,  und  wendet  man  auf  das  vollständige  Differential  die  Integra- 
tion an;  so  bleibt  unter  dem  Integralzeichen  noch  ~~  ^  *  7"  '  M^  (ßj^  +  ^z^))  zurück, 
dagegen  ausserhalb  tritt  folgendes  Aggregat  auf: 

Wegen  der  Gleichungen  XXVII  und  XXVIU  ist  aber  (st  +  ~ V  %  0  und  f^  +  -^)  =  0 ; 
und  sonach  geht  der  letzte  für  (J^U  hergestellte  Ausdruck  über  in 

-  - '•- (M).  •  - -' ■  (5).  •  (S).  • '— (S).  •  (^l.  -  " 
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Noo  mass  noch  die  GräDzengleichaog  erfiklU,  aad  zu  diesem  Eode  milMeii  Gränzbe- 
dingangen  aafges(elU  werden.  VerschiedeDe  Fälle  dieser  Art  befinden  sich  in  der  |77'**^ 
Aufgabe.    Hier  mag  es  an  einem  einzigen  genügen. 

Gränzrall.  Man  sucht  die,  von  allen  Nebenbedingangen  unabhängige,  kürzeste 
Linie ,  welche  auf  der  Kugelfläche  zwischen  zwei  andern  (die  Kugelfläche  schneidenden) 
Flächen  gezogen  werden  kann. 

Die  Fläche  der  Anfangsgränze  und  die  Kageifläche  schneiden  sich  nach  einer  räum- 
lieben  Curve,  deren  Gleichungen  folgende  sind : 

1)    x(a,  b,  c)  =  0,       and       2)    a^  +  b«  -h  c«  —  r«  =  0 
Die  Fläche  der  Endgränze  und  die   Kugelfläche  schneiden  sich  nach  einer  räumlichen 
Curve,  deren  Gleichungen  folgende  sind: 

3)    {(«,  /?,  y)  =  0,        und      4)    a?  h-  /?2  +  y2  —  r»  =  0 
Da  nun  in  hiesigem  Falle  die  Gränzordinalen  der  gesuchten  Curve  keiner  weitem  Ne- 
benbedingung unterworfen  sind;    so  hat  man  für  den  Anfangspunkt  nur  folgende  zwei 

Gleichungen  : 

5)    y,  =  b,        und        6)    z,  —  c 

ond  für  den  Endpunkt  hat  man  nur  folgende  zwei  Gleichungen: 

7)    y«  «  ß,       and       8)    z^  =^  y 

Wenn  man  Gleichung  5  einer  gemischten  Mutation  unterwirft,  so  gibt  sich 

etc.  etc. 
Ganz  gleichförmige  Mulationsgleichungen  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  6,  7,  8; 
ond  so  bekommt  man 

/AK  \ 

t?a 

^a 

1?« 


") 

«y. 

/db 
-[in 

P.) 

12) 

ix. 

=  (2i- 

■  V,\ 

13) 

»y« 

/d/J 

■  Po) 

14) 

"a 

\da 

■  \>a\ 

15) 

»»y. 

/db 

■  P»\ 

16) 

»*i. 

/de 
"\da 

■  pA 

17) 

^y« 

=  ^- 

p«) 

18) 

ifta 

/dy 
\da 

-  O 

-+(^-..)---(s).- 


Die  totalen  Differentialquotienten  p,  q,  )),  q  bekommt  man  durch  Verbindung  der  Glei- 
chungen x«  -I-  y!^  +  z2  —  r»  =  0  und  «  =  A  •  y  H-  B  •  X. 

Die  totalen  Differentialquotienten  j- ,  j- .  ^-y »  ji  bekommt  man  durch  Verbindung 

der  Gleichungen  I  und  2. 

dß    dv    d^ß    d^y 
Die  totalen  Differentialqootienlen  ^ ,  j^»  g^>  ^  bekommt  man  durch  Verbindung 

der  Gleichungen  3  «ad  4. 

II.  47 
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GleicIiQDg  XXXIII  kann  man  amformea  in 

19)     ,^  [«  +  P»   +  V')a  .  *?a  +  (p  -  I  p)^  .  3y„J 

-  j^  [(1  +  P»  +  P*).  •  *a  +  (p  -  f  p)^  •  «y.]  =  0 
Eliminirl  man  8y,  und  ^y^  aas  dieser  Gleichang,  so  bekommt  man 

Weil  aber  i9a  and  i?a  ganz  unabhängig  and  willk&rlich  sind ;  so  zerfallt  diese  Gleichung 
in  folgende  zwei 


„,.     .  d/9    .  /y«  •  Pa  -t-  «a  •  Pa        Ya    d/J\        ^ 


und 


'ya- 

Pa 

+ 

*a 

•p« 

k 

«« 

/y. 

•P. 

+ 

z. 

•>. 

«)  >*'-t+'-f '•:.'■■'■-¥.?:)-' 


Diesen  Gleichungen  sieht  man  nicht  so  leicht  an,  was  f&r  geometrische  Bedeutung  sie 
haben.  Man  suche  also ,  sie  zu  vereinfachen.  Man  differentiire  Gleichung  I  nach  allem 
X ,  so  bekommt  man  y*p  +  z*|)«a^x;  und  daraus  folgt 

23)    ya-Pa  -t-  Za-Pa  =  —  "»    «"><>    24)    y,  •  p.  4-  z,  •  <),  =  —  a 
Die  Gleichungen  21  und  22  gehen  also'  Ober  in 

25)    1  +p„.^  +  p«.^-w---.-j  =  0 
und 

»).-p.f^p.(-i-^s)-» 

Wenn  man  hier  hy  e,  ß,  y  bezQglich  statt  y«,  z,,  ya»  Za  ^^^xt,  was  in  Folge  der  Glei- 
chungen 5)  6,  7,  8  geschehen  darf;  so  gehen  die  letzten  Gleichungen  Aber  in 

und 

clQ^     .    ,  <*b    .  /      a       b    db\        ^ 

28)     lH-p,.-+p..^----^.^j  =  0 

Wenn  man  a^  +  zJ^  +  y*  —  r>  =  0  nach  allem  a  differentiirt,  so  bekommt  man 

29)    ^  =  _  ?  _  ^  .  ^ 
,  ^    da  y        y     da     ' 

Wenn  man  ebenso  a^  +  b^  H-  c^  —  r^  =  0  nach  allem  a  4ifferentiir( ,  so  bekommt 
man  * 

„^v    de       a  ^    ^ 

da  c       c  '  da 

Die  Gleichungen  27  und  28  gehen  also  über  in 


und 


»0  '*p.-t*"-t 


a,   ,  +  p..«^,..g_. 


Aus  diesen  Jl)eiden  Gleichungen  geht  hervor,  dass  die  gesuchte  kürzeste  Linie  auf  den 
beiden  Gränzcurven  senkrecht,  steht.    (Man  sehe  S.  300  dieses  Bandes.) 


Digitized  by 


Google 


371 

Die  Gleichong  z  ■»  A  •  y  4-  B  •  x  geht  an  den  Gränzen  über  in 

33)    c  —  A  •  b  +  B  •  a,        und        3i)    y  =  A  •  /?  +  B  •  a 

und  80  können  die  acht  Slücke  a,b,c,a,i9,y,  A,B  bestimmt  werden  durch  die  acht 
Gleichungen  1«  2,  3,  4,  31,  32,  33,  34. 

Man  hat  jetzt  das  Prikfangamittel  herzustellen,    und  zu  diesem  Ende  vorerst  -:— 

aus  XXXIV  zu  eliminiren.    Aus  XXI  folgt 

Setzt  man  diesen  fQr  -r—  hergestellten  Ausdruck  in  XX XIV,  und  eliminirl  man  daun 
noch  dy«,  dz^^  dy^,  dz^,  ^y.,  ifiyai  was  mittelst  der  Gleichungen  11,  12,  13,  14, 
15,  17  geschieht;  so  iällt  (--p)  und  i-r^)  von  selbst  mit  hinweg.  Man  beachte  dann 
die  Gleichungen  21  und  22 ,  sowie  dass 

XXXVI)    $f  =  PiS  +  Lii 

^     dx  u  u 

isL    Differentiirt  man  noch  Gleichung  I  zweimal»  so  gibt  sich 

XXXVII)    y.q-*-z.qH-p2-i-»)»=0 
Dieses  ist  eine  identische  Gleichung,  sie  gilt  also  auch  bei  x  =  a  und  bei  x  =  a. 
Beräcksichtlgt  man  nun  Alles  dieses,  so  bleibt  für  (^^U  nur  folgender  Ausdruck 

XXXXVIIQ    (^j*ü  = 

Man  muss  nun  versuchen  den  ausserhalb  des  Integralzeichens  stehenden  Theiisatz  et- 
was ebenmässiger  zu  machen.  Man  differentiire  daher  a^  +  /9^  +  y^  —  r^  =  0  zwei- 
mal nach  allem  a,  so  bekommt  man 

^^     y'S?  da«        y     LW  WJ 

Man  dilferenlüre  ebenso  a«  +  b«  +  c«—  r«  =  0  iweimal  oach  allem  a,  so  bekommt 

man 

„.    b    d«b  d»c        I     r/dby  ^  /dcVl 

^-'    c'dP  =  ~dJ?~c'  Wdi)   "^  [Ti)  J 

Sebl  man  in  diesen  beiden  letzten  Gleichungen  y,,  x,,  y«,  z^  statt  b,  c,  ß,  y,  was 
in  Folge  der  Gleicbongen  5,  6,  7,  8  geschehen  darf;  so  gehen  sie  Ober  in 

y.     d*b_        d«c         1      r/dbV  J. /«•«VI 

Subsliluirl  mau  diese  Aosdrttcke  in  XXXVIU,  so  bekommt  man 

XXXIX)    (Vü  = 
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Aus  diesem  Ausdrucke  hat  man  uuler  dem  Integral  zeichen  noch  dz  und  -=--  zu  elimiDi- 

ds 

ren,  wa<  mittelst  der  Gleichungen  XIV  und  XXI  f^escbiehl;  und  dann  bat  man  den  zu 

(-T^j    sich  ergebenden  Factor  zu  untersuchen.    Dieser  Weitläufigkeit  braucht  man  sieh 

aber  nicht  zu  unterziehen;  denn  man  erkennt  gradezu,  dass  besagter  Factor  kein  ande- 
rer sein  kann,  als  ein  solcher,  der  bei  jedem  Werthe  des  x  positiv  bleibt. 

Andere  Gränzfälle  kann  man  sich  nach  Belieben  bilden.    (Man  sehe  Aufgabe  177.) 
Darüber,  dass  man  diese  Auflösung  durchrühren  konnte,  ohne  die  Function  ^  von 
X  kennen  zu  lernen,  vergleiche  man  den  Schluss  zu  $.  254. 

Zweite  Avl5«vBg. 

Man  führe  die  Aufgabe  durch,  ohne  dass  man  Gleichung  f  zuvor  diflerentiirt.  Dann 
muss  aber  der  für  (S)^\]  sich  ergebende  Ausdruck  sowohl  unterhalb  als  ausserhalb  des 
Integralzeichens  noch  limgestaltet  werden,  wenn  er  seine  richtige  Form  bekommen  soll. 

Man  multiplicire  Gleichung  I  mit  einer  (vorerst  unbekannten,  jedenfalls  aber)  nicht- 
mutablen Function  L  von  x;  dann  ist  auch  das  Product  L  •  (x^  -1-  y^  +  z^  —  r^  noch 
eine  identische  Gleichung,  und  kann  bei  Gleichung  IV  unter  das  Integralzeichen  addirt 
werden,  ohne  dass  U  sich  im  Geringsten  ändert,  d.  h.  es  ist  noch  vollkommen  genau 

XL)      U  =    I         (L  .  (x2  +  y2  4-   z2  -  T^)  -f-  Kl    +  p2  +    p«)  •  dx 

Man  unterwerfe  diesen  Ausdruck  einer  gemischten  Mutation ^  und  setze  dann  zur  Ab- 
kür/ung  u  statt  fi  +  p^^+^^;   so  bekommt  man 

XLI)    (^jü  =r  (u  +  L  .  (x2  -h  y2  +  z2  -  T^))a  •  t5»a  -  (ü  +  L  .  (x2  4-  y2  -H  z2  —  r2))a  •  ^a 

Weil  GleichoDg  I  eine  identische  isl,   so  ist  auch  (x^  +  y^  +  z^  —  r^«  =  0  and 
(»»  +  y*  +  z*  —  r»)a  =  0;  and  wenn  man  amformt,  so  belcemmt  man 

XLII)    ,a,ü  =  o„  . .?«  +  (^"j^  .  dy^  +  (l\    .  <J,„ 
_„...a-(B)^..y.-(2);.az. 

■^  Ja"  [("-'  -  ^«  •  '©)  •  "  +  (''^  -  ^x  •  '©)  •  '•]  •  '' 

Damit  das  mittelbare  dz  unter  dem  Integralzeichen  wegfalle,  lasse  man  die  Identische 
Gleichung 

XLIII)    2Lz  -  1 .  d(2)  =  0 
Stattfinden.    Man  hat  also  die  Hanptgleichung 

XLIV)    2Ly  -  i  .  d(E)  -  0 
und  die  Gränzengleichung 
XLV)    a„  .  ^a  +  (E)    .  *y„  -H  (J)    •  dz„  -  a.  •  tfa  -  (?)    •  ^y.  -  (?)    •  dz.  =  0 

aus  welcher  jedoch  die  mittelbaren  Elemente  öz^  und  öz^  noch  eliroinirt  werden  mGssen. 
Eliminirt   man   L  aus  XLIII  und  XLIV,   so  bekommt  man   wieder  XXXII,  deren 
Integral  " 

z  »  Ay  +  Bx 
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bereits  hergeslellt  ist,  und  woraufi  hervorgehl,  dass  die  gesachte  Carve  ein  grösster 
Kreis  ist. 

G  ranz  fall.  Sucht  man  wieder  die,  von  allen  NebenbedinRungen  unabhängige^ 
kürzeste  Linie,  welche  auf  der  Rog^lfllche  zwischen  zwei  andern  (die  Rugeifläche  schnei- 
dendeo)  Tlächen  gezogen  werden  kann;  so  hat  man  die  Elemente  dy.,  dy^,  dz,,  dz^,  aus 
XLV  zu  eliminiren,  was  niittelat  der  Gleichungen  II,  12,  13,  14  geschieht.  Dadurch 
gibt  sich  gradezu 

Weil  aber  t^a  und  ^a  unabhängig  und  willkürlich  sind,  so  zerfallt  diese  Gleichung  io 
zwei  einzelne,  welche  schon  einmal  (siehe  Gleichung  31  und  32)  vorgekommen  sind,  und 
woraus  man  erkennt,  dass  die  gesuchte  kürzeste  Linie  auf  beiden  Gränzcurven  zugleich, 
senkrecht  steht. 

Mutirt  man  Gleichung  XLI  noch  einmal,  so  bekommt  man  zunächst 

XL VII)  A2ü«(u  -+-  L  .  (x2  4-  y^  -H  «^  —  r»))«  •  i^»« _  (q -|-  l  •  d» -h  y«  +  z«^  ,«j)^  .  ^a 
^/d[u4-L.(x2^J2  +  ^2_^,]^       ^^      /d  [u -i- L  .  (»^  ^j«  +  z^  -  r^1\    ^  ^, 

+  2.(2L.(y..y^z..z)  +  e.^y  +  ?.S)^-^a 

-,.(«,.(,..,-...*.)H-E.^'  +  t.^    .,. 

Man  forme  om.  Dann  berücksichtige  man  die  Sdentischen  Gleichungen  XLfll  und  XLIV. 
Zugleich  beachte  man,  dass  die  Gleichungen  I,  XII  und  XIV  ebenfalls  identische  sind, 
also  auch  bei  x  =  a  und  bei  x  =  a  zu  Null  werden.  Es  bleibt  daher  nur 

-.....-(-)..,.-..(e)_.(^^...-..(;)..(^).... 

.j;[«..„^ . .n . .^((p ^-P^y - (^7 * (f )•)]  - 

Nun  hat  dieser  Aosdruck  (wie  schon  in  der  dritten  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe  dar- 
gethao  ist)  weder  unterhalb  noch  ausserhalb  des  Integralzeichens  die  richtige  Fom. 
Um  aber  diese  herzustellen,  verfahre  man  auf  folgende  Weise:   Aus   GleichuDg  XLIil 

folgt  2L  =  -•==  .d(-),  und  somit  ist 
®  z    dx      Vu/' 

2L  .  W  -h  ^z^  =  1 .  W  H-  ^2»)  •  ^  •  <l(5) 

SobsCilttirt  man  den  letzten  Ausdruck  statt'  2L  •  (Öy^  +  dz^  unter  das  Integralzeichen, 
ond  wendet  man  dann  auf  das  vollständige  Differential  die  Integration  an;  so  geht  XL  VIII 
Ober  in 
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-— (3i).-— •(s).-(m-"-^-(s).-(S).- 

ElimiDirt  man  jelzC   dy.,  ^z«,  ^y«,  ^z«,  ^y»?  ^«a.  ^y«»  ^%»  ''»^^s  miüelst  der  Glei- 

changen  11,  12 18  geschieht;    so  bekommt  man  genau   wieder  den  Aosdrack 

XXXIX. 

Somit  erkennt  man ,  dass  man  bei  dieser  zweiten  Anflösong  genau  zu  den  nemlichen 
Resultaten  gelangen  kann,  wie  bei  der  ersten.  Ich  sage  „gelangen  kann'S  welche  Re- 
densart durch  das  Folgende  noch  näher  erläutert  werden  soll. 


Vergleicht  man  die  erste  Auflösung  mit  der  zweiten,  so  gewahrt  man  an  der  zwei- 
ten den  Nachlheil,  dass  sie  nicht  direct  zu  der  richtigen  Form  des  för  fja?\}  gesuchlen 
Ausdruckes  fuhrt ,  sondern  dass  noch  eine  indirecte  und  auf  einem  Kunstgriffe  beruhende 
Transformation  nölhig  ist.  Desshalb  kann  man  aussprechen»  dass  die  in  der  zweiten 
Auflösung  angewendete  Methode  gradezu  keine  Methode  sei.  Dessenungeachtet  haben 
alle  Schriftsteller  jedesmal  nur  die  zweite  angewendet,  was  aber  zur  Noth  noch  ent- 
schuldigt werden  kann;  denn  sie  haben  niemals  das  Präfungsmittel  hergestellt,  sind 
also  auch  niemals  bis  zu  dem  Punkte  gekommen,  wo  sie  einen  Fehler  hätten  machen 
können.    (Man  vergleiche  den  Schluss  des  %.  251,  und  den  Schluss  des  $.  256.) 

In  dieser  Aufgabe  hat  der  Galcul  viel  Eigen thümliches ,  was  bei  früheren  Aurgaben 
nickt  vorgekommen  ist,  oder  vielmehr  nicht  vorkommen  konnte;  und  das  ist  auch  die 
Ursache,  warum  ich  alle  Formeln  vollständig  hingesetzt,  d.  h.  vor  die  Anschauung  ge- 
bracht habe. 


Aufgabe    188. 

,  Man  soll  unter  den  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Goordinalensystem  bezogenen  räum- 
lichen Curven,  deren  Normalebenen  alle  mit  einer  gegebenen  Graden  parallel  laufen, 
diejenige  heraussuchen,  welche  zwischen  zwei  zu  den  Abscissen  x  =  a  und  x  =  a 
gehörigen  Punkten  die,  kürzeste  ist. 

Die  Gleichung  irgend  einer  Ebene  sei 

I)    A  .  z''  4-  B  .  y"  -H  C  .  1"  -h  E  =  0 
Die  Gleichungen  der  gegebenen  Graden  aber  sind 

II)    z'  =  a  .  X'  -h  6,    und    III)    y'  =  ö  .  X'  +  (S 
Der  Winkel,   welchen  die  Ebene  und  die  Grade  miteinander  bilden,    hat  bekannflicfa 
einen  Sinus,  der  gegeben  ist  durch 

A  ■«  -H  B  >S8  4-  C 

(rf  A2  4-  ß2  -i-  C2)  .  (rf  1  4-9(2-1-  a») 

In  dem  Falle,  dass  Grade  und  Ebene  parallel  sind,  ist  dieser  Sinus  Null,   d.  h.  es  ist 

IV)    A  .  a  4-  B  •  JB  4-  C  =  0 
Die  Gleichung  der  Normalebene  im  Allgemeinen  ist 

(x"  -  x)  4-  (y"  —  y)  •  p  +  (z''  -  z)  .  p  -  0 
oder  in  anderer  Ordnung 

V)    V  •  2"  4-  p  •  y"  4-  x"  -  (x  4-  py  4-  v«)  =  ö 
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Vergpieichl  man  V  uod  I,  so  sieht  man,  dass  A  «»  p,   B  =:  p,  and  €  «  I  ist;    Glei- 
chung IV  gebt  also  nber  in 

VI)    a.p4-Jö.p-f.i--o 
Jede  räomliche  Carve,    dorch  welche  diese  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung 
identisch  wird,   hat  die  Eigenschaft,    dass  alle  ihre  Normalebenen  mit  der  (durch  die 
Gleichungen  II  und  III)  gegebenen  Graden  parallel  laufen.    Die  Aufgabe  ist  also  jetzt 
folgende:    Es  soll 

VII)      ü  =  f "" (ri  +p«4-»>«)  •  dx 

ein  Minimum-Stand  werden,   während  die  fOr  y  und  z  gesuchten  Functionen  nur  solche 
zusammengehörige  sein  d&rfen,  dass  dabei  die  Gleichung  VI  identisch  wird. 

finto  A«fl«suig. 

Man  integrire  die  Gleichung  VI,    welche,    weil  y  und  z  als  Functionen  Yon  x  ge- 
dacht werden  mössen,  eine  totale  DiiTerentialgletchong  ist;  und  es  gibt  sich 

VIII)  «.z-t-«.y-hx  =  F 
Durch  diese  Gleichung  sind  aber  jene  uoeodiichvielen  Ebenen  dargestellt,  welche  auf 
der  (durch  die  Gleichungen  II  und  III)  gegebenen  Graden  senkrecht  stehen;  die  ver- 
schiedenen Werthe  des  willktkrlichen  Gonstanten  F  werden  den  jedesmaligen  Ort  dieser 
Ebenen  bestimmen.  In  jeder  dieser  unendlichvielen  Ebenen  liegen  unendlichviele  Cur- 
ven,  welche  in  allen  ihren  Punkten  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  Normalebenen  mit 
der  gegebenen  Graden  parallel  laufen. 

Aus  Vin  folgt  P  =  -^   •  (—  I  —  IB  .  p).    Eliminirt  man  p  aus  VII,   so  gibt  sich 

IX)     ü  =  ^   J     (r  1  4-  IP  -+.  2©  .  p  -+.  («2  -h  »2)  .  p»)  .  dx 

Man  mutire,  forme  um,  und  setze  dann  zur  Abkürzung  noch  Q  anstatt 

1^1  +  SP  4-  2»  .  p  +  («2  -h  »2)  .  pf 

so  bekommt  man,  wenn  man  die  erste  Form  des  ^ü  nicht  weiter  berücksichtigen  will, 
für  die  zweite  folgenden  Ausdruck: 

Daraus  folgt  die  Hauptgleiehung 

Fuhrt  man  die  angedeutete  DliTerentiation  aus,  so  bekommt  man  dp  »  0;  und  daraus 
folgt 

XII)    y  ==  H  .  X  -f-  K 

Als  Gränsengleichung  bekommt  man 

XIII)  «    +    (SP4-«»).H  .(.y  ,yj^n 

welche  bei  Bestimmung  der  Constanten  noch  mitbenutzt  werden  muss.  Eliminirt  man 
y  aus  Vin,  so  bekommt  man 

XIV)     ,  =  _L±^.,  +  (F-K.«) 

Hier  hat  man  drei  willkOrliche  Constanten  F,  H,  K.  Zwei  davon,  nemlich  H  und  K, 
sind  eingegangen  durch  Integration  der  Hauptgleichung  XI;  und  einer,  nemlich  F,  ist 
eingegangen  durch  Integration  der  Bedingungsgleichung  VI.  Hinsichtlich  der  Bestim- 
mung dieser  Constanten  sehe  man  die  der  Aufgabe  beigelügten  Granzfalle. 
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Dass  man  aber  hier  nur  drei  willkQrliehe  GonsUDlen  bat,    aod  nicbC  vier,    wie  io 
Aafgabe  175,  ist  ein  beachtenswerther  UmstaDd.    (Man  vergleiche  Bd.  I.  S.  323.) 

Mao  mutire  noch  eiDmal,  und  beachte  die  allgemeine  Gleichung;  so  bekommt  man 
XV)    ^ü  =  IB^(«»4-^^).H  ,  ^ 


g  ■  (1   H-  «g  4-  »2) 


1-r©'- 


[1-+-  «3  -4-  2»  .  H  4-  (r  +  ©2)  .  H2] 

Zweite  A«fl5a«Bg. 

Man  mdttiplicire  Gleichang  VI  mit  einer  (vorerst  noch  unbekannten,  jedenfalls  aber) 
nicbtmatablen  Function  91  von  x;  dann  ist  auch  das  Product  ^  •  ($tp  +  93  •  p  +  I) 
noch  eine  identische  Gleichung.  Man  kann  es  also  unter  das  Integralzeichen  addiren, 
ohne  dass  U  sich  im  Geringsten  ändert,  d.  h.  es  ist  noch  vollkommen  genau 

XVI)    ü  =  r*[»  .  («p  -h  95p  +  1)  -f-  n  4-  p2  4-  p2]  •  dx 

Man  mutire y  und  führe  die  gehörigen  Umformungen  aus;  so  bekommt  mao,  wenn  man 
noch  n  statt  Tl  +  P^  +  P^  setzt,  und  die  erste  Form  des  d[]  nicht  weiter  beachten 
will,  für  die  zweite  folgenden  Ausdruck 

XVII)     (Jü  -  1^91  .  ©  4-  S\    •  ^y«  -+-  (91  •  «  4-  ^\    •  Sza 

-j:[(»-^-J:-<))-"-(«-f-^-'©)--']-<" 

Damit  das  mittelbare  dz  unterhalb  des  Integralzeichens  wegfalle,  muss  die  identische 
Gleichung 


stattfinden.  Damit  auch  ausserhalb  des  Integralzeichens  das  mittelbare  ^z  wegfalle,  be- 
stimme man  (nach  Bd.  I.  Seite  324)  zwei  der  eingehenden  Anf  Gonstanten  so,  dass  auch 
noch  die  zwei  Gleichungen 

XIX)    (91  •  «  4-  ^\    =0,    und  XX)    /^t .  «  +  £\    =r  0 
stattfinden.    Aus  letzteren  Gleichungen  folgt 

Somit  reductrt  und  transforroirt  sich  Gleichung  XVII  auf  folgende 

XX.)  ao  =  • .  C-'^^X  ■ .,.  -  (l^I^i^').  •  >,. 

Man  hat  also  die  Haoptgleichung 
«ad  die  Grleiengleichaiig 
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69t 
Man  eiimiDire  -j-  aas  XVIII  und  XXII;  so  bekommt  man 

Fahrt  man  die  angezeigten  Differentiationen  ans,  so  bekommt  man 

XXIV)    «  .  (1  -♦-  vO  •  dp  H-  JBpt) .  dp  —  «pp  .  dp  -  «  .  (I  -4-  p«)  •  dp  =  0 

Nqq  differentiire  man  aoch  Gleicbang  VI,  so  gibt  sich 

XXV)    a  .  dp  +  »  .  dp  =  0 

Weoo  man  jetit  p  and  dp  aas  XXIV  eliminirt,  was  mittelst  VI  ond  XXV  geschieht;  so 
bekommt  man 

(1    -h   «2   -,-   SQ2)  .  dp   =  0 

d.  h.  es  ist  dp  =  0;   and  daraas  folgt 

XXVI)    y  =  Hx  4-  K 
Ans  dieser  Gleichung  and. ans  VIII  folgt  abermals 

XXVir)    z  =  -  ^  \^^  .  X  -+.  (F  -  K  .  ©) 

Man  malire  noch  einmal,  forme  am,  and  beachte  die  Gleichnngen  XVIII  bis  XXI;  so 
bekommt  man  zanächst 

XXVIII)    a^ü  =  /gi»  H-  2)    •  a«y^  —  /«R»  +  E\    .  ^y, 

-;;^- [(.-§- pi/-(f)V(t)"]... 

Aqs  Gleicbang  VI  folgt 

"'^     dT  ""  ^   «  '  "ST'        ^^^->    "dT  """"¥'  "dT 
Wenn  man  nan  --p ,    91^  nnd  91.  eliminirt ,  and  ansserdem  noch  fOr  p  and  p  die  Aas- 

drficke  setzt;  so  bekommt  man  genan  wieder  Gleichong  XV. 

Um  zo  sehen»  wie  dz,  ^^z,  etc.  von  ^y,  d^y,  etc.  abhangen;  moss  man  Gleichong 
Vlll  motiren.    Dadurch  bekommt  man 

xxxo  az=-^-^y,  xxxn)  a2z  =  — ~.^y 

Die  zweite  AaflSsang  konnte  also  darchgeftthrt  werden,  ohne  dass  es  ndthig  war,  die 
Fonction  91  von  x  kennen  za  lernen.  In  dieser  Hinsicht  vergleiche  man  den  Schlass 
ZQ  %.  254.  IJebrigens  ist  die  jetzige  Aufgabe  eine  von  den  in  §.  255  bezeichneten 
Specialit&len. 

Erster  Fall.  Sollen  alle  hier  in  Betracht  za  ziehenden  Linien  sowohl  den  An- 
bngspankt  (a,  b,  c)  als  auch  den  Endpunkt  (a,  ß^  y)  gemeinschaftlich  haben,  und 
sind  die  Werthe  der  unmittelbar  mutablen  Gränzordinaten  y,  und  y^  bestimmt  vorge- 
schrieben; so  ist  dy.  =  0,  dy^  »  0,  ^^y,  =  0,  ^y^  =  0,  etc.  Die  Gränzengleichung 
lallt  also  von  selbst  hinweg. 

(Aus  den  Gleichungen  XXXI  und  XXXII  folgt,  dass  bei  jedem  Werthe  des  x,  bei 
welchem  man  dy  und  d^y  verschwinden  lässt,  auch  nothwendig  dz  und  <)^z  zu  Null 
werden;  und  somit  ist  in  diesem  Falle  auch  dz,  =  0,  dz«  =  0,  d^z,  =  0,  d^z«  =  0, 
etc.) 

Gleichung  XII  geht  an  den  Gränzen  ober  in 

I)    b  =  H-a  +  K,        2)    /?  =  H.a-i-K 
Gleichung  VIII  geht  an  den  Gränzen  über  in 

3)    «•c-MB-b-+-a  =  F,    4)    a.y  +  ».^-l-a  =  F 
Non  sind  a  ond  a  sowie  b    — >  y.  ond  ß  ^  ya  gegeben.    Weil  aber  drei  willkörliehe 

IL  48 


Digitized  by 


Google 


378 

Conslanten  H,  K  and  F  bestimmt  werdeo  sollen;  so  kann  aoch  noch  der  Werth  von 
einem  der  zwei  Stöcke  c  =  z«  oder  y  =  z^  vorgeschrieben  werden.  Man  schreibe 
den  Werth  des  y  »  z^  vor,  so  können  die  noch  übrigen  vier  Stücke  H,  K,  F  and  c 
darch  die  vier  Gleichungen  i,  S»  3,  4  bestimmt  werden. 

Zweiter  Fall.  Sollen  alle  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Linien  nur  den  Anfang»- 
punkt  (a,  b,  c)  miteinander  gemeinschaftlich  haben;  so  kann  auch  nur  der  Werth  von 
y„  bestimmt  vorgeschrieben  werden,  dagegen  über  den  Werth  von  y^  kann  man  nicht 
beliebig  verfügen.  Hier  ist  dy„  =  0,  d^y^  «  0,  etc.;  dagegen  dy«,  ^y^i  etc.  kdunen 
nicht  zu  Null  werden. 

(Weil  ^y,  »  0  und  üßy^  «  0  sind,  so  werden  auch  6z^  =:  0  und  d*z«  =  0;  dage- 
gen dza  ond  d^z^  werden  nicht  zu  Null ,  weil  dy^  and  ^y^  nicht  zu  Null  werden.  Alles 
dieses  sind  Folgen  der  Gleichungen  XXXI  und  XXXII.) 

Weil  nun  dy^^  nicht  zu  Null  wird,  so  fallt  die  Gränzengleichung  noi;,weg,  wena 
man  den  bei  dy^  beflndlichen  Factor  zu  Null  werden  lässt.  Aus  Gleichung  XXIII  folgt 
also 

und  ans  XIII  folgt  die  ganz  gleichbedeutende  Gleichung 

5)  »  +  (3(2  -h  852)  •  H  «  0 
Ausserdem  hat  man  noch  die  vier  Gleichungen  des  vorigen  Falles,  d.  h.  man  hat  jetzt 
fiünf  Gleichungen,  welche  bei  Bestimmung  der  sechs  Stücke  H,  K,  F,  c  =  z,,  /?  «=  y^ 
und  y  =  Zq  benützt  werden  missen,  während  a,  a  und  y«  =  b  gegeben  sind.  Weil 
aber  zur  Bestimmung  der  besagten  sechs  Stücke  nur  (Ünf  Gleichungen  vorhanden  sind; 
so  kann  man  den  Werth  von  c  =  z«  vorschreiben;  and  dann  haben  alle  in  Betracht 
zu  ziehenden  Linien  einen  und  demselben  festen  Anfangspunkt.  Die  Gleichungen  i,  2, 
3,  4,  5  reichen  dann  hin  zur  Bestimmung  der  noch  übrigen  fünf  Stücke  H,  K,  F, 
i»  =  y«  und  y  =  z«. 

Dritter  Fall.  Ist  weder  hinsichtlich  des  Anfangspunktes  noch  hinsichtlich  des 
Endpunktes  aller  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Linien  etwas  vorgeschrieben ;  so  hat 
man  jetzt  die  Gleichungen  1,  2,  3.  4,  5,  welche  bei  Bestimmung  der  sieben  Stücke 
H,  K,  F,  b  =  y«,  c  =  z«,  ^  =  y^  und  y  =  z^  benützt  werden  müssen,  während  a 
und  a  gegeben  sind.  Aber  eben  weil  nur  fünf  Gleichongen  existiren  zur  Bestimmung 
jener  sieben  Stücke,  so  bleiben  zwei  davon  unbestimmt,  wenn  nicht  noch  andere  Be- 
dingungen hinzukommen. 

(Man  vergleiche  die  Gränzfalle  der  191*^*"  Aufgabe,  wo  vier  willkürliche  Gonstanten, 
und  ebenso  die  Gränzßille  in  der  184"**'  Aufgabe,  wo  nir  zwei  willkürliche  Constanten 
vorkommen.) 

Schlussbemerkung.  Diese,  sowie  die  Aufgaben  189,  190,  191,  192,  193,  wo  die 
Bedingungsgleichang  eine  DifTerentialgleichung  ist,  habe  ich  mit  zwei  Auflösungen  durcb- 
gefiihrt.  Bei  der  ersten  Anflösong  habe  ich  das  mittelbar  mutable  Element  schon  vor  dem 
Motiren  direct  eliminirt.  Bei  der  zweiten  habe  ich  die  Multiplicatorenroetbode  angewendet, 
and  zwar  mit  solcher  Vollständigkeit,  dass  nichts  zu  wünschen  übrig  bleibt,  wShreod  in 
andern  Schriften ,  wo  bei  ähnlichen  Aufgaben  die  Maitipiicatorenmethode  angewendet  wird , 
noch  so  Vieles  im  Unklaren  gelassen  oder  gar  ganz  unerledigt  geblieben  ist 


A  u  f  g  a  b  e    189. 

Man  soll  unter  den  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinatensystem  bezogenen  räum- 
lichen Cnrven,  deren  Normalebenen  alle  durch  den  nemlichen  festen  Punkt  (n,  m,  (). 
gehen,  diejenige  heraussuchen,  welche  zwischen  zwei  zu  festen  Absdssen  gehörigen 
Punkten  die  kürzeste  ist. 

Jede  räumliche  Gurve,  durch  welche  die  totale  DiJQTerentialgleichung 

I)     (n_,)  +  (m-y).g  +  (l-i).g=0 

erfüllt  wird,  hat  (man  sehe  Aufgabe  115}  die  Eigenschaft,  dass  alle  Ihre  Normalebenen 
durch  den  festen  Punkt  (n,  m,  I)  gehen.    Die  Dnrohfuhrung  der  Aufgabe  wird,   ihrer 
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AlJgemeinheit  anlMBchadet,  vereinfacht,  wenn  man  deu  festen  Punkt  (n,  m,  f)  als  An- 
fang der  Coordinaten  wählt.    Dabei  geht  Gleichung  I  über  in 

II)    x  +  y-p  +  z-)>=rO 
Wenn  nach   dieser  Verlegung  des  Goordinatenanfangs  die  festen  Gränzabscissen  mit 
a  Qud  a  bezeichnet  werden;  so  ist  die  Aufgabe  jetzt  folgende:    Es  soll 

UI)         ü  =    P  (ri    -f-  p2  -f-  p2)  .  dx 

ein  Minimum-Stand  werden,  während  die  gesuchten  Functionen  y  und  z  nur  solche  zu- 
samroengebörige  sein  dürfen,  dass  dabei  die  Gleichung  II  identisch  wird. 

Man  integrire  die  Gleichung  II,  welche,  weil  y  und  z  als  Functionen  von  x  gedacht 
werden  mttsaen,  eine  totale  Differentialgleichung  ist;  und  es  gibt  sich 

IV)  x«  +  y«  -h  z»  =  r« 
Dorch  diese  Gleichung  sind'  aber  alle  jene  unendlich  vielen  Kugelflächen  dargestellt, 
welche  ihren  Mittelpunkt  im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  haben;  die  verschiedenen 
Werthe  des  willkurtichen  Gonstautea  r  werden  den  jedesmaligen  Halbmesser  dieser 
Kogehi  bestimmen.  In  jeder  dieser  unendlichvielen  Kugelflächen  liegen  unendlichviele 
Conren,  weiche  in  jedem  ihrer  Punkte  die  Blgenschafl  haben,  dass  die  Normalebenen 
durch  den  lüttelpunkt  der  Kugel  gehen. 

Aus  IV  folgt  z  =  ifr*  —  x^  —  y2,  und  daraus  folgt  weiter 

_        3L  +py 

Ifrz  —  x2  -  y2 
filiminirt  man  jetzt  p  aus  III,  und  verfahrt  man  weiter,  wie  gewöhnlich;  so  bekomwl 
man  von  Stufe  zu  Stufe  dasselbe,  was  man  in  der  ersten  Auflösung  der  186*''"  Aufgabe 
bekommen  hat,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  jetzt  auch  r  ein  willkQrltcher  Constanter 
ist,  während  dort  (in  der  186*'*'''  Aufgabe  nemlich)  der  Werth  des  r  vorgeschrieben  war. 
Die  geaachte  Curve  ist  also  ein  Kreis,  und  zwar  ein  grösster  Kreis  derjenigen  Ku- 
gel, deren  Halbmesser  r  aas  gegebenen  Bedingungen  noch  bestimmt  werden  muss. 

Zweite  AnflSsmig 

Man  multiplicire  Gleichung  II  mit  einer  (vorerst  noch  unbekannten,  jedenfalls  aber) 
Dichtmutablen  Function  fft  von  x;  dann  ist  auch  das  Product  91  •  (x  4-  y  •  p  4-  /  •  p) 
Doch  eine  Identische  Gleichung,  und  es  ist  noch  vollkommen  genau 

V)     ü  =  r"[lR  .  (x  -+-  y  •  p  4-  z  .  0  ■+•  1^1  +p2  +  D»]  .  dt 

Man  mntlre,  führe  die  gehörige  Umformung  aus,  und  setze  dann  u  statt  K I -+- p« -i- p2 ; 
so  bekommt  man  (Qr  die  zweite  Form  des  ^U  folgenden  Ausdruck 

VI)    ^U  =  (!».y-h5)^.^y«4-  (9l.»  +  5)^.dza 
~(9l.y-H2)^.ay.^(9l.z4.?)^.az. 

Damit  das  mittelbare  dz  unterhalb  des  Integralzeichens  wegfalle,  muss  die  Identische 
Gleichong 

stattfinden.  Damit  auch  ausserhalb  des  Integralzeichens  das  mittelbare  dz  wegfalle, 
bestimme  man  (nach  Bd.  I.  S.  324)  zwei  der  eingehenden  Gonatanten  so,  dass  auch 
noch  die  zwei  Gleichungen 
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VIII)    (jR  .  X  4-  ?)     =0,      und    IX)    (%  .  z  +  ?)    =0 
BlaUfindeD.    Daher  bat  mao  folgeode  Hauptgleichang 

und  folgende  GränzeDgleichang 

Bliminirt  man  aber  91^,  nnd  91^,  was  miUelst  VIII  und  IX  geschieht;  so  gehl  XI  über  io 

d9l 
Elimioirt  mao  -^  aus  VU  and  X,  so  bekommt  man 

XIII)    «.d(5)-y.d(5)=0 

Fuhrt  man  die  hier  angedeuteten  Differentiationen  aus,  so  gibt  sich 

XIV)    (z  -+.z.p»4-y.pp).g-  (y  4.y  .p2-h  z.p|)).g|  =  0 

Diese  totale  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  hat  man  mit  II  zu  verbinden. 
Aus  II  aber  folgt  yp  =  —  x  —  z  •)>;  und  wenn  man  diesen  Ausdruck  aus  XIV  elimi- 
nirt,  so  bekommt  man 

(z-,>.x).5E_(y_p,).g  =  0 

oder,  wenn  man  zur  Abkfirzung  q  statt  -r^,  und  q  statt  -r-  setzt 

XV)    z.q  —  y.qH-x.(p.q— p.q)  =  0 

Dieses  ist  aber  die  Differentialgleichung  derjenigen  räumlichen  Gurve,  welche  in  jedem 
ihrer  Punkte  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  Krummungsebenen  alle  durch  den  Anfangs- 
punkt der  Goordinaten  gehen.  Das  allgemeine  Inlegral  der  Gleichung  XV  ist  aber 
(man  sehe  Aufgabe  122.    Differentialgleichung  I  und  Integralgleichung  II  und  IV) 

XVI)    z  =  F  •  y  +  H  .  X 
hieraus  folgt  p  =  F  •  p  -h  H;  und  wenn  man  p  und  z  aus  II  eliminirt,  so  gibt  sich 

x-t-yp  +  (P-y  +  H.x).(F.pH-H)  =  ü 
Daraus  folgt  durch  Integration 

XVII)     x2  -+.  y2  4.  (F  .  y  4-  H  .  x)2  =  r»    • 

so  dass  im  Ganzen  jetzt  die  drei  Gonstanten  F,  H,  r  zu  bestimmen  sind.  BenQlzt  man 
Gleichung  XVI,  so  kann  man  XVII  umformen  in 

XVIll)    x2  -i-  y2  +  z2  =  r2 
Bfan  hat  also  genau  dasselbe  Resultat,  wie  bei  der  ersten  Auflösung. 

Eine  andere  Integration  der  Gleichung  XIII  befindet  sich  in  der  zweiten  Auflösung 
der  186'**"  Aufgabe.    (Die  betreffende  Gleichung  ist  dort  mit  XVII  bezeichnet.) 

Man  mutire  noch  einmal,    forme  um,   und  beachte  die  Gleichungen  VII  bis  X;  so 
bekommt  man 

Verfahrt  man,  wie  bei  der  vierten  Auflösung  der  186'*'"  Aufgabe;  so  bekommt  man 
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SoiMÜtairt  man  non  die  beideo  rechts  stobeDden  Theilsfitse  statt  des  links  siehenden 
unter  das  Integralzeichen ,   and  wendet  man  aaf  das  vollstAndige  Differential  die  inte- 

gration  an;  so  bleibt  unter  dem  Integralzeichen  nar  noch  —  -•?■•  <*(-  (^y*  ■+•  ^*^)) 
zorück,  dagegen  ansserhalb  tritt  folgendes  Aggregat  aaf: 

Wegen« der  Gleichungen  VIII  und  IX  ist  aber  (^  +  ^)    =  0  und  ^91  +  j^)     =   0 ; 
und  somit  gebt  Gleichung  XIX  ober  in 

Ans  diesem  Ausdrucke  hat  man  noch  d%  und  --r—  zu   eliminiren.    Aus    Gleichung   IV 

XXI)    (5z  =  -|.^y,    XXU)    ^z  =  —  |.a3y-5l+j!.  ^y2 
Daraus  folgt  weiter 

Diese  zweite  Auflösung  konnte  also    durchgerührt  werden,   ohne  dass  es  nöthig  war, 
die  Fouction  91  von  x  kennen  zu  lernen.    Man  sehe  den  Schluss  desr  S-  254. 

Specieller  GrAnzfall.  Sollen  alle  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Linien  sowohl 
den  Anfangspunkt  (a,  b,  c)  als  auch  den  Endpunkt  (a,  ßy  y)  miteinander  gemeinschaft- 
lich haben,  und  sind  die  Werthe  der  unmittelbar  mutablen  Gränzordinaten  y,  und  y^ 
bestimmt  vorgeschrieben;  so  ist  ^y,  =  0,  dy^  =  0,  ^y^  =  0,  d^y^j  ==  0,  etc.  Die 
Gränzengleichung  fällt  also  von  selbst  hinweg. 

(Aus  den  Gleichungen  XXI  und  XXII  folgt,  dass  bei  jedem  Werthe  des  z,  bei 
welchem  mao  dy  und  d^y  verschwinden  lässt,  auch  noth wendig  dz  und  d^z  zu  Null  wer- 
den; and  somit  ist  in  diesem  Falle  auch  dz«  =  0,  dz^  =  0,  d^z.  >»  0,  d^z^  ■»  0,  etc.) 

Gleichung  XVI  geht  an  den  Gränzeu  ober  in 

1)    c=»P.b-fH.a,        und    ?)    y  =  F./5-hH-a  * 

Gleichong  XVIII  geht  an  deii  Gränzeu  über  in 

3)    a«  4-  b2  H-  c2  =  r«,       und      ♦)    a«  4-  /?«  -|-  y«  «  r« 
Nan  sind  a  und  a  sowie  b  =  y«  und  /?  =  y^  gegeben.    Man  hat  also  nur  die  vier 
Gleichongen  1,  2,  3,  4  zur  Bestimmung  der  fdnf  St&cke  c,  y,  r,  F,  H,  so  dass  eines 
oobestimmt  bleibt,  wenn  nicht  noch  eine  neue  Bedingung  hinzukommt 

Man  vergleiche  die  Gränzfälle  der  vorigen  Aufgabe. 

Scblossbemerkong.-  Ist  die  nemllche,  wie  die  der  vorigen  Aufgabe;  desshalb  ge- 
Boft  es ,  dahin  za  verweisen. 


Aufgabe    190. 

Unter  allen  räumlichen  Curven,  welche  die  Eigenschaft  gemeinschaftlich  haben,  dass 
die  goniometrische  Tangente  des  von  der  BerOhrangslinie  und  irgend  einer  festen  Ebene 
gebildeten  Winkels  eine  bestimmte  Function  der  Abscisse  wird,  sucht  man  diejenige 
heraus,  deren  zu  zwei  festen  Abscissen  gehöriger  Bogen  der  kürzeste  ist 

Es  schadet  der  Allgemeinheit  der  Aufgabe  nicht,  aber  ihre  Durchführung  wird  ver- 
eiolacht,  wenn  man  besagte  Ebene  zur  Goordinatenebene  XY  nimmt  Dann  Ist  des  ge- 
nannten Winkels  goniometrische  Tangente  =  -  ;  und  wenn  die  bestimmt  gege- 

M  4-  p^ 
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beae  FunetioD  vod  x,   wodurch  diese  gooiooietrMche  Tangeote  gleiohfaUs  aoagedrüekl 
werden  soll,  kurzweg  mit  w  bezeichoet  wird,  so  hat  mau  die  Gleichong 

I)    -r-g— =  w 

Die  fesIeD  Abscissen,  welche  der  Anfangs-  und  EndgrSnze  entsprechen,  seien  a  ond  a; 
and  so  bat  man  jezi  folgende  Aafgabe:   Es  soll 


II) 


ü  =  r*  (n  V  p»  +  p2)  •  dx 


ein  Minimom-stand  werden,   während  die  fiir  y  ond  z  za  suchenden  Functionen  von  x 
solche  zusammengehörige  sein  müssen,  dass  auch  noch  Gleichung  I  erlÜiU  wird. 


Ans  1  folgt  p  s  w  •  Kl  +  p* ,  und  somit  geht  II  Qher  in 

III)    0=1^  (r(l  -h  w»)  .  (i  -h  p«))  .  dl 

Man  mutlre,  und  forme  um,  so  bekommt  man  (Qr  die  zweite  Form  des  d\}  folgenden 
Ausdruck : 

Man  hat  also  die  Hauptgleichong 
Daraus  folgt  durch  Integration 

VI)  p-!i±r-A 

und  daraus  folgt  weiter 

VII)  ^=.—=L== 

Um  diese  Gleichung  abermals  integrlren  zu  können,  muss  zuvor  an  die  Stelle  des  w 
eine  bestimmte  Function  von  x  gesetzt  werden,  sei  es  nun,  dass  diese  für  w  zu  setzende 
Function  nach  Willkör  genommen  werden  kann,  oder  .dass  sie  auf  irgend  eine  Weise 
vorgeschrieben  Ist  Durch  Integration  der  Gleiehung  VII  geht  noch  ein  weiterer  Con- 
stanter  B  dn.    Als  GrAnzengleichung  hat  man 

VIII)    A  .  (dya  -  <Jy.)  =  0 
welche  bei  Bestimmung  der  willkQrlichen  Gonstanten  noch  mit  beni&tzt  werden  muss. 
Wenn  man  in  Gleichung  I  das  p  absondert,  so  bekommt  man  p  »  w  •  Kl  -+-  p« ;   und 

wenn  man  hier  fQr  p  den  Ausdruck  aus  VII  einsetzt,  so  gibt  sich  p  =  w  •  ^1  + 


I-+-W2  — A2 

oder 


IX)5?=w  ^'-^ 


<*»  Kl  -h  w2  -  A2 

Indem  man  diese  Gleichung  integrirt,  bekommt  man  auch  z  als  Function  von  x,  wobei 
noch  ein  dritter  Constanter  C  eingeht,  so  dass  mau  im  Ganzen  drei  willkürliche  Cod- 
stauten  hat.    Mutirt  man  abermals,  so  bekommt  man 

,,  «,=.*.,^,-,,j.j;fflÄ^:gEa-.(^)'.,. 
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Das  Radical  1^(1  -h  w^)  (1  4-  p*)  isl  gleich  anfangs  nur  als  positiv  vorausgesetzt  wor- 
den; und  man  erkennt,  dass  ein  Minimum-stand  stattfindet. 

Swelto  A«99a«af  . 
Man  forme  Gleichung  I  in  die  identische 

XI)    u  —  w  .  Kl  -f-  p2  —  0 
am,   und  multiplicire  sie  mit  einer  (vorerst  noeh  unbekannten,  jedenfalls  aber)  nicht- 
routablen  Function  L  von  x ;  so  ist  auch  noch  das  Product  L  *  (p  —  w'  Kl  -+-  p')  eine 
identische  Gleichung,  und  es  ist  noch  vollkommen  genau 

XII)    ü  =  f  **  [L  .  (^>  -  w  .  Kl  +  pJO  H-  n^Tl^Tl^]  .  dx 

Man  mulire ,  und  forme  um ;    so  gibt  sich  för  die  zweite  Form  des  dV 

V3«      \        Kl  +  p«  -h  W/       J 
Damit  das  mittelbare  dz  unterhalb  des  Integralzeichens  wegfalle,  muss  die  identische 
Gleichong 


XIV)    1  >  d^L  4-  —       ^  \  =  6 

dz      \         Kl  +  p»  -+-  »,«/ 


stattfinden.  Damit  auch  ausserhalb  des  Integralzeichens  das  mittelbare  H  wegfalle,  be- 
stimme man  (nach  Bd.  I.  S.  324)  zwei  der  eingehenden  fünf  Gonstanten  so,  dass  auch 
noch  die  zwei  Gleichungen 


XV)     /l  -h  ^         ^  \    =  0 .    und  XVI)    (l  -h  ^  \    -  0 

\         Kl  -+.  p2  -h  pV«  '    \         Kl  +.  p2  4-  p«/a 

stattfinden.    Gleichung  XllI  reducirt  sich  also  auf 

J^ysi    \    IT  +  p»     rn.  p»  + ».»/ 

Uan  hat  somit  die  HaopIgleicbuDg 

d»      \      Kl  -h  p2        Kl  -f.  p«  -h  W 
und  die  Gränzengleichung 

Inlegrirt  man  Gleichung  XIV,    so  bekommt  man 

XX)    L  -f.  ^  =  E 

^  Kl  -f.  p2  -h  »»» 

d.  h.  der  Ausdruck  ( L  +  1  ist  constant  bei  jedem  Werthe  des  x,  und 

V         Kl  -h  p«  -h  W 


M  jedem  Werthe,  der  durch  Integration  eingehenden  Cowtaotea.  Die  Gleiohvngen  XV 
und  XVI  gehen  also  dber  in  die  einzige 
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XXI)    E  =  0 
Dadurch  redacirt  sich  Gleichang  XX  auf 


XXII)    L  4-  ^'        ^  =  0 

ri  -+-  p8  +  p2 

Man  iolegrire  XVIH,  so  bekommt  man 

xxui)    ^J^!!LLP,  +  -      P  =A 

Yi  H-  p2        n  +  p2  -f-  p2 

and  somit  hat  man  die  Gränzengleichung 

XXIV)     A  'X^Ya  -  <5ya)  =  0 

Wenn  man  mittelst  i,  XXII  and  XXUI  das  L  and  das  p  eliipinirt,  and  dann  p  abson- 
dert; so  bekommt  man 

xxv),Jy  =  — =A_^ 

•^    dx        If  1  -h  w2  -  A2 

Dieses  ist  aber  genau  wieder  Gleichung  VII,  welche,  wie  gesagt,  erst  integrirl  werden 
kann,  wenn  an  die  Stelle  des  w  eine  bestimmte  Function  kommt. 

Man  mutire  noch  einmal,  forme  um,  und  beachte  die  Gleichungen  XIV  bis  XVIH; 
so  bekommt  man 

XXVI)  am  =  A .  (a«y„  -  a^y.)  +  r  r-  -kiy— .  m 

(1    +  p3  -4-  p2)2      ^^  /  \         /  \        /  yj 

Aus  Gleichung  I  folgt  p  «  w  •  Kl  -+-  p^  und  -r-  •-    ^  *        •  ~  .    Femer  aus  Glei- 
^  *^  dX'     KTTp«    «i'^ 

chung  XXII  folgt  L  = .    Eliminirt  man  diese  drei  Stücke  aus  XXVI, 

Kl  4-  p2  4-  p2 

so  gibt  sich 

« = * .  (^.  -  ^0 -H  £■  ni^s^±2 .  (S)' -. 

was  genau  wieder  Gleichung  X  ist. 

Man  denke  sich  Gleichung  I  integrirt,  und  z  abgesondert;  so  bekommt  man 
z  a  ;r(x,  y,  c),  wo  c  der  durch  Integration  eingegangene  Constante  ist    Daraus  folgt 

««-^•*y.  «nda»z=f^.ay»+i^.a»y 

Hierdurch  ist  die  Abhängigkeit  gegeben,  in  welcher  ^z,  ^^z,  etc.  zu  dy,  d^,  etc.  ste- 
hen. Namentlich  erkennt  man,  dass,  wenn  9y^  «  0,  ^y,  =  0,  etc.  ist,  auch  dz«  »  0, 
^Za  =  0,  etc.  sein  muss ;   und  so  fort. 

Hinsichtlich  der  Bestimmung  der  drei  willkörlichen  Constanten  A,  B  und  C  ver- 
gleiche man  die  in  der  188'***^  Aufgabe  befindlichen  Gränzfälle. 

Diese  zweite  Auflösung  konnte  also  durchgeführt  werden,  ohne  dass  es  nöthig  war, 
die  Function  L  von  x  kennen  zu  lernen.  Man  sehe  den  Schluss  des  %.  254.  Uebrigens 
hat  man  hier  eine  von  den  in  $.  255  bezeichneten  Specialitäten. 

Schiassbemerkung.  Ist  die  nämliche,  wie  die  der  189^'"  Aufgabe;  desshalb  ge- 
nügt es,  dahin  za  verweisen. 


Aufgabe    191. 

Man  soll  unter  den  räumlichen  Curven,  deren  Rrümmungsebenen  alle  mit  einer  ge- 
gebenen Graden  parallel  laufen,  diejenige  heraussuchen,  welche  zwischen  zwei  so  den 
Abscissen  x  «  a  und  x  «»  a  gehörigen  Punkten  die  kürzeste  ist 


Digitized  by 


Google 


385 

Di«  Gteiehmigen  der  gagebeoeD  Gradeo  sind 

T)    «-'  =  «.  T''  H-  6,    ODd  II)    y"  =  »  .  X''  +  e 
Qod  jede  räomliche  Gurve,  durch  welche  folgende  totale  DilTereatialgleichang  der  zwei- 
ten Ordnung 

in)    ««q  —  5B.q  —  (p.q--p-q)  =  0 

identisch  wird,  hat  (man  sehe  Aufgabe  121)  die  Eigenschaft,  dass  alle  ihre  KrQmmongB- 
ebenen  mit  der  (darch  die  Gleichungen  I  und  II)  gegebenen  Graden  parallel  laufen. 
Die  Aufgabe  ist  aUo :   Es  soll 


IV)  u  =  P(ri -f  p2+p2).dx 


ein  Minimnm-stand  werden,  während  die  fftr  y  und  z  gesuchten  Functionen  solche  xu- 
sammengekdrige  sein  mässen,  dass  dabei  die  Gleichung  III  identisch  wird. 

Brate  A«99s«Mg« 

Man  integrire  die  Gleichung  III,  welche,  weil  y  und  z  Functionen  Ton  x  sind,  eine 
totale  Differentialgleichung  ist;  und  es  gibt  sich  (nach  Aufgabe  121) 

V)    z«ny-f-(9l  —  n-»).xH-m 
wo  n  und  m  zwei  willkörliche  Gonstanten  sind.    Durch  diese  Gleichung  sind  alle  mög- 
lichen Ebenen  dargestellt,  die  mit  der  gegebenen  Graden  parallel  laufen.    Liegt  aber  in 
so  einer  Ebene  eine  Gurve,  so  ist  diese  eine  ebene  Gurve;  und  somit  ist  die  Ebene  auch 
Krümmnngsebene  fOr  alle  Punkte  der  in  ihr  liegenden  Gurven. 

Aus   y  folgt  p  =  np  +  9  —  nQ9;    und  wenn  man  p  aus  lY  eliminirt,  so  be- 
kommt man 


VI) 


ü  —  r*  dx  .  ri  +  («  -  n^y  -h  2  .  D  .  (a  -  n«)  .  p  -h  (1  +  nO  •  p2 


Man  mutire,  forme  um,  und  setze  zur  Abk&rzung  noch  u  anstatt 

K"l  -h  («  —  n©)»  +  2n  .  («  —  nö)  .  p  +  (1  +  n«)  •  p« ; 
80  bekommt  man  fUr  die  zweite  Form  des  ^U  folgenden  Ausdruck : 

vn)  aü  =  /■'•(«-■»g>  +  0+''')p\  .  ay„_  /°(«-°»)  +  (<+°')-p\  .  ^y. 
_  r  [-jL.d/°<:«-''^)-;('-^°'>'P)]  .^.dx 

Daraus  folgt  die  Hauptgleichung 

vni)  l.d(niLr-!^L±iL±J^IiP\.o 

und  die  Grinzengleiehung 
^j  /o(tl-n«)  +  (l4-o9.p\    .  ay,-/°-(«-°«)^+('+i^)^\   .  Oy.  =  0 

Wenn  man  die  in  VIII  angedeutete  Differentialion  ausführt,  so  bekommt  man 

X)    [1  H-  n2  -h  (a  —  nSB)3]  •  dp  =0 
Daraus  folgt  dp  =  0,  p  =  A,  und 

XI)    y  =  Ax  -h  B 
ond  wenn  man  diese  Gleichung  mit  V  verbindet,  so  bekommt  man 
XIO    z  =  (9t  +  nA  -  nJB)  .  X  -f-  (m  +  nB) 
Die  GrSnzengleichung  IX  geht  jetzt  über  in 

XnO n.(«-olB)-Ki+D»).A  .r.y,-.y,.-0 

•'    ri  +  (a  _  nVy  +  2d  •  (a  -  n»)  .  A  +  (1  +  n«)  .  A« 

weldie  bei  BesUmmang  der  Conslanten  noch  mitbenfilzl  werden  moss. 
II.  49 
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Hier  hat  man  vier  willkarlidhe  GoDSUDlen  A,  B,  m,  n.  Zwei  dayoo,  nemlich  A 
und  B,  sind  eingegangen  darch  Integralion  der  Haoptgleichong  YIU;  und  die  beiden 
andern,  nemlich  m  nnd  n,  sind  eingegangen  durch  Integration  der  Bedingnngsglei- 
chang  III. 

Matirt  man  noch  einmal,  und  beachtet  man  alles  Vorhergehende;  so  bekommt  man 

XIV)    ^-^                   n.(g-o«B)  +  (l+n»).A 
,  1  +  B»  +  (g  -  ngy 


•  —  »T©'-'"' 

(«+(«-  nSS)«  +  2n  .  («  —  n») .  A  +  (1  +  n«)  •  A«)«  Ja 

Zweite  AmMMammg. 

Man  moltiplicire  Gleichung  III  mit  einer  (vorerst  unbekannten,  jedenfolU  aber) 
nichlmutablen  Function  9t  von  x;  so  ist  auch  das  Prodnct  91  •  (8q  —  Sq  —  pq  +  P4) 
noch  eine  identische  Gleichung,  und  man  kann  es  unter  das  Integralzeichen  addireo, 
ohne  dass  C  sich  im  Geringsten  ändert,  d.  h.  es  ist  noch  vollkommen  genau 

XV)    ü  =  f  *[«  •  («q  -  »<l  -  pq  +  Pd)  +  n  +  p»  +  »«]  .  dl 

Man  mutire,  forme  um,  nnd  setze  zur  Abkürzung  u  statt  Kl  +  p*  +  p*;  so  bekomm! 
man 

XVI)    dV  = 

i^'^  +  l-h' '^^^^  ~  ""^ia •  ^y« -  («o  +  5  - sj •  «J(««  - »•«))g •  »y. 
+  (- «q + 5 -i<«(-»«  +  m)  . «z„ - /- 9iq  +  5 - ld( - m +9^)\  ■  »i. 

+r[(~^"*'^'  "^  J)  +  37, •  dK««  -  >9i)) •  ^y 

Hier  hat  man  die  beiden  identischen  Gleichungen 

XVII)    -gj  .  d/-  9lq  4-  2\  H-  jlj  .  d2(-  «  •  91  H-  p9l)  =  0 


und 


XVIil)    -  ^  •  ^(^^  +  5)  +  3^  •  d^a^  -  p5R)  =  0 


Dieses  sind  zwei  totale  Differentialgleichungen  der  dritten  Ordnung.  Wenn  man  XVU 
integrirt,  so  gehen  drei  willkürliche  Constanten  ein;  wenn  man  XVUI  integrirt.  so  ge- 
hen wieder  drei  willkürliche  Constanten  ein;  und  wenn  man  III  integrirt,  so  gehen 
zwei  willkürliche  Constanten  ein«  Damit  nun  jede  Spur,  der  von  x  herrührenden  Mu- 
tation verschwindet,  bestimme  man  vier  dieser  acht  Constanten  so,  dass  auch  noch  fol- 
gende vier  Gleichungen 

XIX)  /-  9lq  -♦-  5  ""  i  •  ^('  ®^  "*■  P^))    =  ^ 

XX)  ^-  9lq   4-  J  -  1  .  d(-  «IR  ^  m]    =  0 
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XXO    ««•(-«  +  P)a=0 

XXII)   !R.  •  (-  as  -H  p).  =  0 
t(a((findeo.    Es  sind  also  Doch  vier  wiilk&rlicbe  Cooslaoten  zu  beslimmen. 
Gleichong  XVI  rodncirt  sich  in  Folge  alles  VorhergeheDdeo  aaf 

xxui)  au  = 

lotegrirt  mao  GleichoDg  XYII,  so  bekommt  man 

XXIV)    giq  -  2  H-  ^ .  d(-  «91  +  p9l)  =  « 

d.  h.   coDstanl  bei  jedem  Werthe  des  s  and  bei  ji^em  Wertbe  der  dorch  Integration 
eingebenden  Gonstanten.    Die  Gleicbnngen  XIX  ond  XX  geben  also  Ober  in  die  einiige 

XXV)    «  =  0 
Dadurch  reducirt  sich  XXIV  auf 

XXVI)  giq  -  ?  -^  1 .  d(-  355»  -h  piR)  =?  0 

Man  integrire  aach  Gleichung  XVllI ,  so  bekommt  man  « 

XXVII)  -  9lq  -  B  -h  ^ .  d(««  -  ^,91)  =  Ol 

FQhrt  man  in  den  beiden  Gleichungen  die  angedeuteten  Differentiationen  aus,  so  be- 
kommt mao  bezQglich 

XXVIII)    asHq  -  ?  +  (-  58  +  p)  ~   :=,  0 
und 

XXIX)  -  29lq  -  E  +  (a  -  p)  .  ^  -  ® 

Gleicbung  III  lässt  sich  umformen  in 

XXX)  (-  SB  +  p)  .q  +  (St  .  ^)  .  q  =  0 

Daraus  folgt  (—  0  +  p)  =  —  (It  —  p)  •  9 ;  und  wenn  man  (—  S  +  p)  aus  XXVIII 
eliminirt,  so  bekommt  man 

XXXI)    2!»q.(,-lLl5_  (a_p).q.^^_0 

Wenn  man  femer  XXIX  mit  q  mulliplicirt,  so  bekommt  man 

XXXIl)  -  29lqq  -^H-(a_j,).q.g«®.q 

Nun  addlre  man  XXXI  und  XXXII ,  so  gibt  sich 

u  ^ 

oder 

XXXIII)    (®  .  u  +  p)  .  q  +  pq  =  0 

Aus  XXX  folgt  aber  q  = ^— —  •  q ;   und  somit  geht  XXXIII  über  in 

—  «5  -rp 

XXXIV)    /@.a+p-  J^=p-^.A.q  =  0 

Daraus  folgt  q  =  0,  ond  man  hat . 

XXXV)    y  =  Ax  +  B 
was  wieder  Gleichung  XI  isl.    Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  V,  so  bekommt 
abermals 
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XXXVI)    ^  =  («  +  nA  -  D«)  .  X  -^-  {m-h  n  .  B) 
Daraas  folgt,  dass  bei  jedem  Werthe  des  z  Dachsteheade  Gleichungen  gellen 
p  =  A,  q=0.    — »-+-p  =  A-ö 

))  =  a  +  nA  —  n»,    q  =  0,    «  —  p  =  —  n-(A  —  ») 
Die  Gleichungen  XIX  bis  XXIII  gehen  also  jetzt  über  in 

'  a 
dSlll 


XXXVII)  (8^(A-8).^)^o.O 

XXXVIII)  (5-(A-«)-^)^-0 


und 


XXXIX)    (A  -  »)  .  gia  =  0 
XL) 


(A- 

»)•!». 

,  =  0 

d9t\ 
Axla 

•^y«- 

-(S-- 

(A 

-8). 

d9t\ 
di/a 

lA8y\ 
VdJ« 

(A- 

8) 

•«. 

•o, 

1 

XU)    aü^(B  ^  n.(A  -  «V;;)    -^y«  -  (^  -H  n.(A  -.  «)  •  ^)    •  ^y. 


—  n  .  (A  -  ö)  .  9 

Damit  XXXIX  und  XL  erfüllt  werden,  muss  sein 

^^  =  0,       und       91.  =  0 
Ans  XXXVII  und  XXXVIII  folgt 

(S«  =  A^-(5)„'    ""^    (S)a  =  A^-(s)a 
Somit  reducirt  und  transformirt  Gleichung  XLI  sieb  auf 

XU.,  ™-(t±™)^.,,„-(^"_-)^.„. 

Eliminirt  man  jetzt  p  und  p,  so  gibt  sich  die  Gr'änzengleichung 

XLUl)  n.(^~n2^)  +  (iH-na).A  .  _  ^  ^ 

n  +  (St  -  n»)2  +  2n  .  (St  -  n«)  .  A  -h  (1  +  u«)  .  A«         ** 
welches  genau  wieder  Gleichung' XIII  ist,    und  bei  Bestimmung  der  noch  Qbrigen  yier 
Constanten  mitbeoQtzt  werden  muss. 
Afis  Gleichung  V  folgt 

XLIV)    az  =  n  .  ay,       XLV)    <J2z  =  n  •  c5«y 
und  daraus  folgt  weiter 

XLVI)    -d7  =  n.^.etc. 

Der  Herstellung  des  Prüfungsmiltels  steht  nun  keine  weitere  Schwierigkeit  mehr  ent- 
gegen. 

Erster  Fall.  Sollen  alle  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Linien  sowohl  dan  Aa- 
faofjspunkl  (a,  b,  c)  aU  auch  den  Endpunkt  (a,  ß^  y)  miteinander  gemeinschaftlich 
haben,  und  sind  die  Werthe  der  unmittelbar  mutablen  Gränzordinaten  y«  und  y^  be- 
stimmt vorgeschrieben;  so  ist  ^y,  =  0,  dy^  =  0,  ^y,  =  0,  Ö^Ya  «=»  0,  etc.  Die  Grän- 
zengleichung  fallt  also  von  selbst  hinweg.  . 

(Aus  den  Gleichungen  XLIV  u|id  XLV  folgt,  dass  bei  jedem  Werthe  des  x,  bei 
welchem  man  dy  und  ^y  verschwinden  lässt,  auch  nolhwendig  di  und  ^z  zu  Null 
werden;  und  somit  ist  in  diesem  Falle  auch  ^z.  =  0,  dia  =0,  ^z,  =»  0,  ^z«  =  0,  etc.) 

Die  Gleichung  y  =  Ax  +  B  geht  an  den  Gränzen  Ober  in 

I)    b  =  A.aH-B,       und       2)    ß  =z  X  -  a  -^  B 
und  Gleichung  V  geht  an  den  Gränzen  über  in 

3)  c  =  nb  -h  (91  —  n»)  •  a  -4-  m 
and 

4)  y  =z  nß  -h  (91  —  n©)  •  a  +  m 
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Nim  sind  a  ood  a  sowie  b  =  y.  uud  /9  ■»  y«  gegeben.  Weil  aber  vier  wiUkftrlicbe 
CoostsDlen  A,  B,  m,  n  besUmmt  werden  solleu;  so  kann  auch  nocb  der  Werih  von 
c  =  z,  ond  Yon  y  =  z^  vorgeschrieben  sein. 

Zweiter  Fall.  Sollen  alle  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Linien  nur  den  Anfangs- 
pnokl  (a,  b,  c)  gemeinsehafllich  haben;  so  kann  aach  nor  der  Werth  von  y,  bestimmt 
vorgeschrieben  werden,  dagegen  Ober  den  Werth  von  y^  kann  man  nicht  beliebig  ver- 
fügen. Hier  ist  dy.  =  0,  d^ya  =  0,  etc.,  dagegen  &Say  ^^Va^  ®^<^*  können  nicht  zu 
Null  werden. 

(Weil  dy^  =  0  and  d^y«  »  0  sind,  so  werden  aach  dz«  =  0  and  ^z.  =  0;  dagi^ 
gSD  dia  uod  ^%a  werden  nicht  zu  Null ,  weil  dy^  und  d^y^  nicht  zo  Null  werden.  AU 
les  dieses  sind  Folgen  der  Gleichongen  XLIY  und  XLV.) 

Weil  nun  dy^  nicht  zo  Nall  wird,  so  fallt  die  Gränzengleichang  nur  weg,  wenn 
5)  n  .  (Sl  -  n®)  H-  0  -h  n2)  .  A  «  0 
staltfiodet.  Ausserdem  hat  man  noch  die  vier  Gleichongen  I,  2,  3,  4  des  vorigen  Fal* 
les,  d.  h.  man  hat  jetzt  fünf  Gleichongen,  welche  bei  Bestimmung  der  sieben  Stöcke 
m,  n,  A,  B,  e  =s  Za,  i9  =  y^,  y  »p  z^  benfitzt  werden  m&ssen,  während  a,  a  und 
b  =  ya  vorgeschrieben  sind.  Nun  sollen  alle  hier  in  Betracht  zo  ziehenden  Linien  den 
Anraogspunkt  gemeinsehafllich  haben ;  und  desshalb  darf  auch  der  Werth  von  e  =:  z« 
vorgeschrieben  werden.  Dann  hat  man  nor  noch  die  sechs  StOcke  m,  n,  A,  B,  /?  ■■  y« 
Qod  y  SB  z^,  zu  deren  Bestimmung  jedoch  nor  die  fCüif  Gleichungen  I,  2^  3,  4,  5  vor- 
baadeo  sind,  so  dass  ein  Stück  unbestimmt  bleibt,  wenn  nicht  noch  eine  weitere  Be- 
diogang  hinzukommt. 

Dritter  Fall.  Ist  weder  hinsichtlich  des  Anfangspunktes  noch  hinsichtlich  des 
Kcdponkles  aller  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Linien  etwas  voageschrieben ;  so  hat 
mao  jetzt  die  fünf  Gleichungen  I,  2,  3,  4,  5,  welche  bei  Bestimmung  der  acht  Stücke 
m,  D,  A,  B,  b  =  ya,  c  =  Za,  /?  =  y^j  und  y  =  z^  benützt  werden  müssen,  während 
a  ond  a  gegeben  sind.  Aber  eben  weil  nur  fünf  Gleichungen  existiren  zur  Bestimmung  ^ 
jener  acht  Stücke,  so  bleiben  drei  davon  anbestimmt,  wenn  nicht  noch  andere  Be- 
diogongen  hinzokommen. 

(Man  Yerglelohe  die  Gränzfalle  in  der  188^*°  Aufgabe,  wo  nir  drei  willkttrliohe 
Constanten,  ond  ebenso  die  GränzfUle  in  der  184*'*"  Aufgabe,  wo  sogar  nor  zwei  will- 
kürliche Constanten  vorkommen.) 

SchluftsbemerkuDg.  btdie  nemliche,  wie  die  in  der  188'**"  Aufgabe;  desshalb 
genügt  es,  dahin  zu  verweisen. 


Aufgabe  192. 

Man  soll  anter  den  räamlichen  Curven,  deren  fi rümmungsebenen  alle  durch  den 
festen  Pankt  (g,  h,  k)  gehen,  diejenige  heraussuchen,  welche  zwischen  zwei  zo  festen 
Abscissen  gehörigen  Punkten  die  kürzeste  ist. 

Jede  raumliche  Curve,  durch  welche  folgende  totale  DiiTerentialgleichong  der  zwei- 
ten Ordnung 

I)    (k  -  z)  .  q  -  (h  -  y)  .  q  -  (g  -  i)  .  (pq  -  pq)  =  0 
identisch  wird,  hat  (nach  Aufgabe  122)  die  Eigenschaft,  dass  alle  ihre  Krümmangsebe- 
oen  durch  den  festen  Punkt  (g,  h,  k)  gehen.    Die  Durchführang  der  Aufgabe  wird, 
ihrer  Allgemeinheit  unbeschadet,    vereinfacht,    wenn  man  den  festen  Punkt  (g,  h,  k) 
als  Anfang  der  Goordinaten  wählt.    Dabei  geht  Gleichung  I  über  in 

II)    —  z  •  q  -h  y  .  q  -+-  X  .  f  <>q  —  pq)  =  0 
Wenn   nach  dieser  Verlegung  des  Coordinatenanfangs  die  festen  Abscissen  mit  a  and 
a  bezeichnet  werden;  so  ist  die  Aufgabe  jetzt  folgende:   Es  soll 


110 


u  =  f"(ri  -h  p«  -H  p«) . dl 
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ein  Minimam-stand  werden ,   wälirend  die  fikr  y  und  z  gesuchten  Functionen  nar  soldw 
zosammengehdrige  sein  dürfen ,  bei  welchen  Gleichung  II  identisch  wird. 

Erste  AvlSflVBg. 

Man  integrire  Gleichung  II,  welche,  weil  y  und  z  Functionen  von  x  sind,  eine  to- 
tale Differentialgleichung  ist;  und  es  gibt  sich  (nach  Aufgabe  122) 

IV)    mz  -h  ny  =  X 
wo  n  und  m  zwei  willkürliche  Constanten  sind.    Durch  diese   Gleichungen  sind  alle 
möglichen   Ebenen  dargestellt,    die   durch  den  Anfangspunkt  der   Coordinaten  geheo. 
Liegt  aber  in  so  einer  Ebene  eine  Curve,  so  ist  diese  eine  ebene  Curye;  und  somit  ist 
die  Ebene  auch  KrOmmungsebene  für  alle  Punkte  der  in  ihr  liegenden  Gurven. 

A^s  IV  folgt  z  = =-  und  p  =  : -;   und  wenn  man  p  aus  III  eliminiri, 

so  bekommt  man 

V)     ü  =  —  .  f*  (Kl  +  m2  —  2np  +  (m«  -h  n^)  .  p«)  .  dx 
™    Ja 

Man  mutire,  forme  um,  und  setze  zur  Abkürzung  noch  Q  anstatt 

r^l  -h  m2  —  2np  -H  (m2  +  n«)  •  p2 

so  bekommt  man  für  die  zweite  Form  des  d\]  folgenden  Ausdruck : 

VO   »  =  l.(:^i+(^±J!2j)^.„„.i.(^JL±i|±^P)_.^. 

Daraus  folgt  die  Hauplgleichaog 

1 .  ^/-P  +(ing+p»).p^ 


VIT)    ^.d(3JLil51lM^P)=o 


und  wenn  man  die  ^gedeutete  Differentiation  ausführt,    so  bekommt  man  m^  •  (1  -f 

m2  -h  n»)  .  dp  =  0,  d.  h-  dp  «a  0;  und  daraus  folgt 

VIII)    y  =  Ax  +  B 

Wenn  man  diese  Gleichung  mit  IV  verbindet,  so  gibt  sich 

.--^             1  —  An              o     o 
IX)    z  = •  X •  B 

^  m  m 

Als  Gränzengleichung  hat  man  jetzt 

X)  -~n  +  (m^  +  n^).A  .  (.  ,y^>  ^  p 

m  .  ri  -h  m2  -  2An  -h  (m«  -h  n^)  •  A«    ^    " 
welche   bei   Bestimmung  der  Gonstanten  noch  milbenulzt  werden  muss. 

Hier  hat  man  vier  willkürliche  Constanten  A,  B,  m,  n.    Zwei   davon,    nemlicb  A 
und  B,  sind  eingegangen  durch  Integration  der  Haapigleichung  VII;  und  die  beiden  an- 
dern, nemlich  m  und  n,  sind  eingegangen  durch  Integration  der  Bedingungsgleichung  II. 
Mutirt  man  noch  einmal ,  und  beachtet  man  alles  Vorhergehende ;  so  bekommt  man 
XI)      ^U:^         ,        -n-f-(m^4-n2).A  .  (^      ^  ^y^) 

m  .  r^l  -h  m2  -  2An  -h  (m^  +  n2) .  a2    ^    ''^ 


m    (1  -f-  mg  4-  n«) 


(i   4-  in2  —  2An  +  cm«  +  n«)  .  A«) 


dz 


Man  mulliplicire  Gleichung  II  mit  einer  (vorerst  noch  unbekannten,  jedenfalls  aber) 
nichtmutablen  Function  91  von  x;  so  ist  auch  das  Product  91  •  (—  zq  +  yq  +  x^  —xiki) 
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noch  eine  identische  Gleichung.    Diese  liann  man  nnler  das  Inlegralzeicheq  addiren, 
ohne  dass  D  sich  im  Geringsten  inderl,  d.  h.  es  ist  noch  vollkommen  genao 

xio     ^  =  r   l«  •  (—  «q  -I-  y<l  +  XM  —  xp<l)+  »^1+  p«  +  »)«] .  dl 

Man  mntire,  forme  am,  nnd  setze  znr  AbkQrznng  a  statt  Kl  +  p*  -h  p*;  so  bekommt 

man 

XIII)    dV  = 

(B  -  a«x.,  +  (X  -x,).f  )^.<>y„  _  (E  -  2«x<,   +  (z  -  ;,).f  )^.ay. 

+  ««-(y-.p)a.©„-«.(y-xp)..®, 

"^  (~  *'  ~  i  •  **(?  "^  *'')  +  d?  ■  *'*(*y  ~  "*p>)  *  *^]  •  *'" 

Hier  hat  man  die  beiden  identischen  Gleichungen 

XIV)    _Slq_^.d(2  +  5Rxq)  +  -ly.d»(!»y-9lxp)-0 


oad 


XV)    (»q  -  1  .d(P  -    (»xq)  -h  glj  -  d2(-  IRz  +  !Rxp)  =  0 


Dieses  sind  zwei  totale  Differeolialgleichungen  der  dritten  Ordnaog.  Wenn  man  XIV 
iDtegrirt,  so  gehen  drei  willkQriiche  Constanten  ein;  wenn  man  XV  integrirt,  so  gehen 
wieder  drei  willkürliche  Gonstanten  ein  3  nnd  wenn  man  II  integrirt,  so  gehen  zwei 
willkQriiche  Constanten  ein.  Damit  nun  jede  Spor  der  yon  z  herrührenden  Mutation 
verschwinde,  bestimme  man  vier  dieser  acht  Constanten  so,  dass  auch  noch  folgende 
vier  Gleichungen   . 


XVI)     (?  -h  2(»iq  ~  (y  -  xp)  ^)^  =  0 
XVO)     il  +  25»xq  -  (y  -  »P)  •  ^)^  =  0 


xvin)  9ia(y-«p)a  =  o 

XIX)    91.  .  (y  -  xp).  =  0 
slattOnden.    Es  sind  also  noch  vier  willkürliche  Gonstanten  zu  bestimmen. 
Gleichong  XIII  reducirt  sich  in  Folge  alles  Vorhergehenden  jetzt  auf 

")    »D  =  /t  -  Mlq  +  (.-»)■  ^§\    ■ »,,  -  (e-SSto  +  (•-») .  äf  );»y. 

-«.•(.-.P).-(i5),  +  «.-(.-»).-(^'). 

Man  fähre  jetzt  die  in  den  Gleichungen  XIV  nnd  XV  angedeuteten  Differentiationen 
ans,  so  bekommt  man  bezüglich 


d«9l 
dx2 


=  0 


^^0    -i-d(?)--31Rq-2i»x.ä9-3xq.f  -H(y-xp) 
^«0-i.d(E)-H3«,^2«x.ä5^3xq.f  -(z-x,).J5-0 
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Man  oiQUiplfcire  XXI  mit  q,  and  XXII  mit  q,  und  addir«  dann  bM«  ^rodnete;  bd 
gibt  sich 

xxni)  -,.f^.d(B)-<,.^.d(fi)  +  ,«x.(<,.g-,.S) 

M-  ((y  -  px) .  q  -  (2  -  <)X) .  q)  .  ^j^  ^  0 

Glelcbang  U  lässt,  sieb  aacb  in  folgende  amformen 

XXIV)    (y  -  px)  .  q  -  (z  -  i>x)  .  q  -  0 


nnd  80  erkennt  inan,  daaa  der  bei  -p,  beflndliche  Factor  gleich  Null  ist,  dass  also  Glei- 
chung XXin  sich  larQckzJeht  auf 

XXV)  -<,.i.d(E)-<,.l.d©-.«,.(,.5a-,.g)  =  o 

Wenn  man  Gleichung  II  differentiirt,  so  bekommt  man 

dq        z  —  »X    dq 
dz       y  —  px  *  dx 

Non  eliminire  man  ^  aus  XXV,  so  gibt  sich 

-q4.d/py-,  « .d/g\-«,.(y-'p)-^-('-'»-^.jg-o 

^    dx      \a^        ^    dx      yu^  y   -  xq  dx 

so  dassancb  der  bei  91  befindliche  Factor  za  Not!  wird  (man  sehe  XXIV),  und  letz- 
tere Gleichung  sich  xarflcksieht  aof 

xxyi)-,4.d(E)-,.i.a(8)-. 

Man  sondere  aas  II  das  q  ab,  so  gibt  sich 

q  =•  •  q 

y-  »P 

ond  wenn  mah  q  ans  XXVI  eüminirt,  so  bekommt  man 

«™)-(f.--(S)  +  r^f.-<S))-=« 

d.  h.  es  ist  q  =  d,  woraus 

XXVIIO    y  =  Ax  +  B 
folgt,  was  wieder  Gleichung  VIII  ist.    Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  IV,  so  be- 


kommt man  abermals 


XXIX)     z  =  ? ^  .  X  -  -5.  B 

m  .  m 


Daraus  folgt,  dass  bei  jedem  Werthe  des  x  nachstehende  Gleichungen  g^ten; 
p  =  A,      q  =  0,      y  —  xp  =  B 
i  —  An  ^  n     „ 

m  m 

Die  Gleichungen  XVI  bis  XX  gehen  also  jetzt  über  in 

™)  (Sl-»(^),-» 

XXXII)    B  .  91«  =  0 
XXXin)    B  •  9t«  =  0 
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™")'«=(5-^»f)„-».-(S-ff»f)."- 

Damit  XXXn  and  XXXIII  erf&llt  werden»  mass  sein 

9ta  =  0,        Qod       «a  =  0 
Aas  XXX  ond  XXXI  folgt 

(f).-i(S),--(S).  =  ^(S). 

Somit  redacirt  und  transfonnirt  Gleichung  XXXIV  sich  in  folgende 

Eliminirt  man  jetzt  p  und  )>,  so  gibt  sich  die  Gränzengleichung 

XXXVI)  -n  +  (m^^tf).A _-  .  (^y^  -  ^yQ  =  0 

m.ri  +  m«  -  2An  H-(m2-+-n2).  A«         " 

welches  genau  wieder  Gleichung  X  ist,    und  bei  Bestimmung  der  noch  übrigen   vier 
Constanten  niitbeontzt  werden  muss. 
Aus  Gleichung  IV  folgt 

XXXVII)      dz  =  —  -2-  .  ay,        XXXVin)    ^«z  «  —  ~  .  d8y 

ond  daiaos  fplgt  weiter 

XXXIX)     ~-  =  —  —  .  --i ,  etc. 
-^      dx  m      dl 

Der  Herstellung  des  PrQfnngtmfUel^  steht  nun  keine  weitere  Schwierigkeit  mehr  ent- 
gegen. 

Was  die  Bestimmung  der  vier  Constanten  m,  n,  A,  B  betriHI,  so  kann  man  sieh 
GränzHIIIe  bilden,  wie  bea  der  vorigen  Aufgabe. 

Aach  bemerke  man  abermals,  dass  diese  zweite  Auflösung  durchgeführt  werden 
konnte,  ohne  dass  es  nötbig  war,  die  Function  91  von  x  kennen  zu  lernen. 

SchlnssbemerkaDg.  Ist  die  Demliche,  wie  die  der  188^*"  Aufgabe;  desshalb  ge« 
DQgt  es,  dahin  zu  verweisen. 


Aufgabe    193- 

ÜMter  allen  rSomUclien  Corvea,  welche  in  ihrer  ganzen  Aosdehnoog  die  Eigenschaft 
haben ,  dass  die  goniometrische  Tangente  des  von  der  Berfihrungsiinie  und  irgend  einer 
festen  Ebene  gebildeten  Winkels  immer  den  nemljchen  constanten  Werlh  m  behält, 
sacht  man  diejenige  heraus,  deren  zu  zwei  festen  Abscissen  gehöriger  Bogen  mit  der 
Carve  der  KrOmmungsmiUelpunkte  und  mit  den  den  beiden  Gräozpunkten  entsprechen- 
den Krfimmungshalbmessern  die  kleinste  Fläche  einschliesst. 

Es  schadet  der  Allgemeinheit  der  Aufgabe  nicht,  aber  ihre  Durchführung  wird 
vcreioCieht,   wenn  man  besagte  feste  Ebene  zor  Coordinatenebene  XY  nimmt.    Dann 

ist  des  genannten  Winkels  goniometrische  Tangente  =  ;    und   wenn   der   be- 

stimmte Werth,  welchen  diese  goniometrische  Tangente  beständig  behalten  soll ,   durch 
m  bezeichnet  wird,  so  hat  man  die  Gleichung 

i) 


ri   +  p2 

Die  festen  Abscissen,  welche  der  Anfangs-  und  Endgranze  entsprechen,  seien  n  and  a; 
U,  50 
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und  da  die  KrOmroongshalbmesser  der  räumlichen  Corven  bekanntlich 

0  +  P»  +  »¥ 
K(|Kf  -  pqy  +  q2  +  q« 

sind .  80  ist  die  Ansdebnang  der  auf  vorgeschriebene  Weise  begrSnzten  Fläche  gegeben 
durch 

2   J^   ^(p  .  q  _  p  .  q)2  4-  q2  ^.  q2 

Dieser  Aasdnick  soll  ein  Minimom-sCaDd  werden,  während  die  flir  y  and  x  zu  suchen- 
den Fonctionen  von  x  solche  zasammengehörige  sein  mUssen ,  dass  aoch  noch  Gleichung 
1  erfQllt  wird. 

Erste  AiilSs«Bg. 

Ans  I  folgt  ))  =  m  •  fi  +  p*  and  q  «  -r===.    Eliminirt  man  p  and  q  aus  II, 

Kl  -+-  p* 
so  gibt  sich 

III)     ü  =  J.(t  +  m2)t.pö-JtJÖ?.dx 
^  Ja  ^ 

Man  matire,  and  flihre  die  gehörige  Umformang  aus;  so  bekommt  man  für  die  zweite 
Form  des  ^U 

Daraas  folgt  die  Haoptgleichnng 

V,   ^^.,(fedL±ia).,J,.a.(l±P')'_, 

Man  bekommt  daher  (wie  in  der  173"**"  Aufgabe)  die  zwei  Gleichungen 

VI)    '  =  H  +  /;J-^^+|..rctgp 
und 

Die  in  der  Coordinatenebene  XY  liegende  Projection  der  gesuchten  Gurre  ist  also  eine 

Cycloide.  

Eliminirt  man  arc  tg  p,  so  ergibt  sich  der  Ausdruck  fQr  ri  -h  p^j  und  Gleichung 
I  geht  Ober  in 

m  «  (F  -  p  ~  E) 


•- 


-  ^  .  (t  -4-  m! 


P  = 


2.rF.y  —  E.xH-E.H  —  FK 


Wenn  man  wieder  j-  und  -^  bezüglich  statt  p  und  p  zurQckfQhrt ,  mit  dx  mnltiplicirt 
und  dann  integrirt;  so  bekommt  man 

z  4-  N  =  m  .  fT'  y  —  Ex  +  E-H-FK 

oder 

VIII)    (z  +  N)2  «  F  .  m«  .  (y  -  K)  -  E  .  m2  .  (i  -  H) 

Durch  diese  Gleichung  ist  die  FISche  dargestellt,   in  welcher  unsere  Gurre  mit  allen 
ihren  Punkten  liegt. 

Als  Gränzengleichung  hat  man  jetzt 
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Mao  hat  hier  IGof  willkQrliche  Coostanten.  Vier  davon,  nemlich  E,  F»  H,  K,  sind 
eingegangen  durch  Integration  der  Haaptgleichnng  V;  ond  einer,  nemlich  N,  ist  einge- 
gaogen  durch  Integration  der  Bedingungsgleichung  I. 

Man  mutire  noch  einmal,  forme  um,  und  lieachte  alles  Verhergehende;  so  gibt  sich 

X)    ^ü  - 

Man  forme  Gleichung  1  um  in  )>  <»  m  •  Kl  -h  p2  .  Quadrirt  man ,  so  gibt  sich 
^  =  ni^  .  (1  4-  p2);  und  daraus  folgt  die  identische  Gleichung  )>2  —  m  •  (1  +  p^  =0. 
Wenn  man  diese  mit  irgend  einer  (vorerst  noch  unbekannten,  jedenfalls  aber)  nicht- 
motablen  Function  91  multiplicirt;  so  Ist  auch  das  Product  SR  •  [p'  —  m'  •  (1  H-  p^)]  eine 
identische  Gleichung.  Dieses  kann  man  unter  das  Integralzeichen  addiren,  ohne  dass 
U  sich  im  Geringsten  Ändert,  d.  h.  es  ist  noch  vollkommen  genau 

2  Ja  L  r(pq-~pq)*-*-q«  +  q*J 

Wenn  man  jetzt  mutirt,  und  die  gehörigen  Umformungen  ausführt;  so  i)rerden  ausser-^ 
halb  des  Integralzeichens  die  zu  |-r-)    und  (~|— )    gehörigen  Goefficienten  nicht  mit 

91.  und  Sta  versehen  sein»  so  dass  zur  Wegbringung  der.  beiden  AusdrQcke  l-r-X    und 

1^1    noch  eine  directe  Elimination  nöthig  wäre.    Dieser  WeitiAutigkeit  entgeht  man, 

wenn  man  (nach  Bd.  I.  S.  327)  die  identische  Gleichung  p'  —  m^  (1  +  p^)  =  o  zuerst 
differentiirt.    Dadurch  bekommt  man  die  fernere  identische  Gleichung 

XI)    p  .  q  —  m2  .  pq  =  0 
Wenn  man  diese  mit  einer  (vorerst  unbekannten,  jedenfalls  aber)  sicbtmntablen  Fonc- 
(ioo  L  von  X  multiplicirt:   so  ist  auch  das  Product  L  •  ()>q  —  m'  •  pq)   eine  identische 
Gleichung.    Dieses  kann  man  unter  das  Integralzeichen  addiren,  ohne  dass  U  sich  im 
Geringsten  tndert,  d.  h.  es  ist  noch  vollkommen  genau 

•'  «  Ja  L       ^  »^(pq  -  pq)«  H-  q*  +  q»J 

Map  motire,  ond  sette  zur  AbkOnang  R  statt  (t  +  p*  +  t>0>  ""^i  Q  ^'o" 
'(Pfl  —  pq)*  +  ^  +  fl*;   80  bekommt  man  zunächst 

X...)    ,ü.^.£'[(-Lm«.<,-H^-«:ÖK,-.q).).^> 

+  ^_  Lm'.p-  ^*  (Oq  -  pq,  p  +  q)^.^ 

.  /,         4)>R       R«  .  .     \    ddz  ^  /,         R« ,  ^   .\    d*dt-\     . 

+  y^+-Q    -Qj(<«I-P<l)q)-  dr+(l4>-  öj((p<|-|>q)p  +  <l)j-5p  Jdx 

Formt  man  um,  so  gibt  sich 
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XIV)   dv  = 

I (- Lm«  .  q  +  ^ - ^3  (pq  -  pq)  q  -  1 .  d[- Litf  .  p -  ^jOPq  -  pq) D  +  q)]K  ay» 

-  i^-Lm'  .  q  +  *gl-L*(p<,_pq)(,_^  .  dj^-Lm»  •  P-  ^((N-p<|)q  +  q)]\    -  «y. 

+  1  (-  Lm»  .p  -  g  ((„  _  pq,  p  +  q))^  •(^)^ 

-|(-Ln.-p-g(n>q-p<„..-q))^.(^)^ 

-  ä  (^^  "^  "^  —  Q3  (w  -  pO  q  -  3;  •  ^[^p  -  Q3  Op<»  -  w  p  +  q)"l\  •  *«. 

+  |(U-g(.H-,,P^,))„.(S),-|(U-|(»,-^,.,)).(S). 

-  gp  •  <!'(-  Lm«  •  p  -  ^,  ((pq  -  pq)  p  +  q)\\  .  iy 

+  (1 .  d^Lq  +  ♦^  - 1;  Cpq  -  pq)  q^  -  ^5  .  d«(Lp  -  ^  Opq  -  M)  p  4- <t))) .  ^«]  dx 

%Iier  hat  man  die  beiden  identisclien  Gteichoogen 
XV)^.d[Lq  +  ^-g(pq-pq)q^-g^.d«[Lp-^((pq-pq)p+q)]=0 
und 

XVI)    ^.d[-  Lm'.q  +  ^-g(pq-pq)  q] 

""  di^  •  "*"  [~  ^™*  •  P  ^  Q3  (^''^  -  p<»>  p  -^  q)  J  =  0 

Dieses  sind  iwei  totale  DiffereDtialgleichungen  der  vierten  Ordnung.  Wenn  man  XV 
itttegrirt,  so  gehen  vier  willkürliche  Gonstanlen  ein;  wenn  man  XVI  integrirt,  so  gehea 
wieder  yier  willkürliche  Constanlen  ein;  und  wenn  man  I  integrirt,  so  geht  ein  wiilkör- 
lieber  Gonstanter  ein.  Damit  nun  jede  Spur  der  von  i  herrührenden  Mutation  verschwia- 
det,  bestimme  man  vier  dieser  nenn  Gonstanten  so,  dass  auch  noch  folgende  vier  Glei- 
cbungen 

XVII)  ^L,  +  *g^  -  I'  (pq  -  pq)  q  -  ^  •  d[Lp  -  g'Opq  -  W  P  +  <t)])^  =  « 

XVIII)  (L,  +  M_^(pq_p<,)q_^.dj^Lp-g((pq-pq)p  +  q)])^-0 

XIX)    /lp  -  ^3   ((pq  -  pq)  p  +  ci)]    =  0 

XX)    /lp  -  ^  (cpq  -  pq)  p  +  q)\    =  0 
slattflnden.    Integrirt  man  Gleichung  XV,  so  bekommt  man 

XXI)    Lq  +  -L_  -  öj  (M  -  P<»)  q  -  5^  •  d(Lp  -  q,  (<P<I  -  W  P  +  <ö)  "  ^ 
d.  h.  conslant  bei  jedem  Werthe  des  x  und  bei  jedem  Werihe  der  durch  lotegraüoo 
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eingehenden    ConstaDten.    Die   Gleichangen  XVn  and  XYIIl   gehen  also  ober  in  die' 
einzige 

XXII)    G  »  0 

Dadurch  redacirt  sich  auch  Gieichong  XXI  auf 

«111)    L,  +  ^  -  ^'  (^q  -  pq)  q  -  l.dj^Lp  -  ^,  ((pq  _  pq,  p  +  q) J  =  0 

Man  integrire  auch  XVI,  so  bekommt  man 

XXIV)    -Lmt.q  +  ^-|3(>q-pq)q-^.d/-Lm«.p~|-3((pq-p(|)p  +  qW*B 

AU  GräDzen^leichnng  hal  man  jetzt 

XXV)    B.dy^  +  /-Lm2.p-|^. (q>q  -  pq)  D  +  q)J^  •  (^^^ 

-B.^y, -(-Lm«.p-g.((pq-pq)  P  -^  0\    '  (^\^^ 

welche  bei  Bcstimmnug  der  noch  übrigen  ftknf  Constanten  mitbenOlzt  werden  moss. 

Wenn  man  in  Gleichung  XXni  hei    Lp  die  angezeigte   Differentiation   ansflkhrt, 
so  bleibt  nur 

MVl)     ^  _  g*  (pq  _  pq).  q  _  g.p  +  h"^\%  ^'^  "  W  P  +  q)]  =  0 

Wenn  man  ebenso  in  Gleichung  XXIV  bei  —  Lm^  •  p  die  angezeigte  Differentiation  ans- 
fährt,  so  bleibt  nur 

XXYIO   ^_|^(pq_pq)  q  +  ^  •  m*  •  p  +  1  •  d[^'(,K,  -  pq)  p  +  q^j  =  B 

Man  multiplicire  Gleichung  XXVI  mit  q  und  Gleichung  XXVII  mit  q,  und  addire  beide 
Produete;  so  gibt  sich 

xxvui)  ^q  +^M) ■  R  ,  d^i.  ^^^  ^  ^,^^  ^<^'ii'^[%  Opo- w  p  -h  a)] 

-H  q  •  5j  •  dPgj  ((pq  -  pq)  p  +  q)l  =  B  .  q 

Aus  Gleichung  I  folgt  p  =  m  -  Kl  -4-  p«  und  q  ■«      *  ^  '  ^.    Wenn  man  nun  für  p  und 

» 1  -h  p* 
q  die  Ausdrücke  in  XXVUI  einsetzt,  so  wird 

pq  —  m^  •  pq  =  0,        und        (pq  —  pq)  •  p  +  q  =  0 

and  es  bleibt  nur 


XXIX)    4p(l  4-  p«)  •  (i  -+■  m«)«  H-  q  •  3J  •  d(-^^  ^^^  •  (I  -h  m«)«)  -  B  •  q 

a 
ganze  Gleichung  mit^q  •  (1  +  m^)'; 

q  dl      \     q     f    "' 


a 
Man  dividire  diese  ganze  Gleichung  mit^q  •  (1  +  m^)';  so  gibt  sich 

JB 

q  dz      \      q     /    ~  I 

(i  -h  m«)' 
ß 
aod  wenn  man  E  statt ^  setzt,  so  gebt  letztere  Gleichung  über  in 

(t  +  m«)« 

was  genau  wieder  die*  Gleichung  ist,   welche  sich  als  erstes  Integral  der  GIcielMing  V 
ergeben  haL 

Aus  XIX  oml  XX  folgt 
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ond 


Xmi)    L.  -  ^^,  .  [(pfl  _  pq)  .  p  +  <,]\ 
Eliminirt  man  jetzt  L^,  L,,  y,  4  aas  XV;  so  bekommt  man 

MDII)    B.(«,„-J,.)-(H-m«)'(lY^^(^i 

i  B 

Wenn  man  diese  ganze  Gleichang  mit  (1  +  m')'  dividlirt,  ond  dann  EsteU 1 

(I  +  m«)« 
setzt,  so  geht  sie  über  in 

Wenn  man  (wie  in  Aufgabe  173  geschehen  ist)  Gleichang  XXX  integrirt,  so  gibt  sich 
ond  somit  geht  Gleichong  XXXIV  Ober  in 

was  genau  wieder  Gleichong  IX  ist. 

Wenn  man  p  ■■  m  •  1^1  +  p^  matirt ,  so  bekommt  man 

■'      dx        n  +  p»     dx 

dx      n+p«    dx     ^^^^1  \dx; 

etc.  etc. 
Wenn  man  p  ■-  m  •  fi  -h  p«  differentiirt ,  so  bekommt  man  q  =      '^  '^-   und  wenn 

*  ri  +  p« 

man  diese  Gleichong  motirt,  so  bekommt  man 

XXXVUI)     ^ 5L.^  +  ;,5^.?^ 

^      dl*  A     dx  l^t  +  D*     dl» 

etc.  etc. 
Der  Herstellong  des  Prüftingsmittels   steht  non  keine  weitere  Schwierigkeit  mehr  ent- 
gegen. 

Man  denke  sich  Gleichong  I  integrirt,  und  z  abgesondert;  so  bekommt  mao 
z  =  .t(x,  y,  N),  wo  N  der  dorch  Integration  eingegangene  Gonstante  ist.    Daraas  folgt 

Hierdorch  Ist  die  Abh'ängigkeit  gegeben,  in  welcher  di,  ^z,  etc.  zo  ^y,  ^y,  etc.  ste- 
hen. Namentlich  erkennt  man,  dass,  wenn  ^y,  =  0,  ^y.  a  0,  etc.  ist,  aoch  noth- 
wendig  dz«  »  0,  d^z«  =  0,  etc.  sein  rooss;  ond  so  fort. 

Bei  Bestimmong  der  IQnf  willkürlichen  Constanten  E,  F,  H,  R,  N  verfahrt  man 
nach  Analogie  der  fk'Ohem  Aofgaben. 

Aoch  bemerke  man  abermals,  dass  diese  zweite  Auflösong  dorchgelührt  werdea 
konnte,  ohne  dass  es  nöthig  war,  die  Fanction  L  von  z  kennen  zo  lernen. 
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Sehlossbemerkong.    Ut  die  nemliche,  wie  die  der  188"**  AvCgabe;   deuhelb  ge- 
nü^  «ft,  dahin  zo  Terweisen. 


Aufgabe    194. 

Man  socht  eine  Gorve,  welche,  wenn  sie  am  die  Axe  X  rolirl,  eine  Rotalionsflflche 
eneogt ,  die ,  während  sie  nach  der  Richtong  dieser  Axe  in  einem  flikssigea  Mittel  sich 
bewegt,  den  geringsten  Widerstand  erleidet. 

Der  Widerstand,  welchen  eine  auf  Torgeschriebene  Weise  sich  bewegende  Rota- 
tionsfläche erleidet,  ist  (nach  der  Theorie  der  Hydrodynamik)  proportional  mit 

Daraas  folgt  flhr  die  zweite  Form  des  dV 
Man  hat  also  die  HaoptgleichoA|^ 


""-^    i-hp2       dx    "^y     (i  -+-p2p     ) 


Wenn  man  die  angedeutete  Differentiation  ausfthhrl,  so  bekommt  man  eine  Differential- 
gleichnng,  welche  man  auf  folgende  Weise  zerlegen  kann 

_  dy  _  3 -dp  _  4p    dp 
^         y  ""     p  i  -hp2 

Diese  Gleichung  lisst  sich  gradeza  integriren,  und  man  bekommt 

V)    lg  nat  -  =  Ig  nat  p3  —  Ig  nat  (I  -f-  pO  +  A 

Daraas  folgt  mit  Aenderong  des  Constanten 

-.     dy 

Da   :—  =  p ,  so  ist 

VII)     dx  =  l.dy 
Nun  folgt  ao8  VI,  dass  dy  —  d|ß  •  • 3--'  |;  and  somit  geht  Gleichaog  VII  Oberin 

Integrirt  man  diese  Gleichung,  so  bekommt  man 

IX)      x  =  C  +  B.(^-^,  +  l  +  l  +  lgnatp) 

Die  gesachte  Curve  ist  also  durch  zwei  Gleichungen  (VI  und  IX)  gegeben,    und  kann 
durch  ihre  Tangenten  conslrnirt  werden. 
Die  Grflnzengleicbung  gebt  nun  über  in 

r>   ..(liPf)^.^,_..(l±i!)^.^.  =  „ 

Alles  Weitere  wie  gewöhnlich. 

SchloBsbemerkang.    Dieses   Problem   ist  das   erste   unter  denen,    wo  sogar  die 
Corre  selbst ,    welche  einen  von  ihr  auf  bestimmte  Weise  abhängigen  Ausdrnok  in  einem 
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lfaiimm*tUn4e  o4er  Bliiiiiniiai*8tande  nacht,  getvcht  j/itd.  Newton  ist  et ,  der,  oocii 
ehe  eine  andere  Untersuchoog  solcher  Art  angestellt  war,  die  hiesife  Aufgabe  gelöei  hat, 
man  weiss  aber  nicht,  anf  welche  Weise.  Wer  Newton*s  Schriften  Yergleichen  will, 
lese:  ,,Principia  philos.  naturalis  mathematica.  Sect.  II.  prop.  35.  Seh.  Ausgabe  toq  1687.^' 
(In  den  neuern  Ausgaben  aber  prop.  34.  Seh.) 

Auch  findet  sich  diese  Aufgabe  in  Buler'a  Werke  (methodus  Inveniendi,  etc.  S.  51). 


#  Aufgabe    195. 

Zwiflcliea  zwei,  in  einer  vertioaleo  Ebene  liegeodeo,  borixontaleo  (also  paratleleo) 
Graden  sucht  na«  diejenige  ebene  Corve,  in  welcher  ein  schwerer  PaoU  in  der  kür- 
zesten Zeit  YOD  der  oberen  Graden  zur  unteren  herabfallt,  wenn  dabei  weder  Reibung 
noch  ein  widerstehendes  Mittel  stattfindet. 

Die  hier  gesuchte  Linie  wird  die  Brachystochrone  genannt,  d.  h.  Linie  des  scbnell- 
sten  Falles.   Denselben  Namen  fuhren  auch  die  Linien  in  den  acht  folgeodeo  Aulgaben. 

Der  fallende  Punkt  unterliegt  hier  nur  dem  Gesetze  der  Schwere  g,  und  ist  aus- 
serdem gezwungen,  in  einer  ebenen  Curye  zu  bleiben,  die  aber  nodi  getocht  werden 
soll. 

Man  nehme  die  Aie  X  horizontal  und  die  Axe  Y  vertical.-  Femer  alle  positiven  y 
sollen  Yon  oben  nach  unten  gerichtet  sein ,  d.  h.  mit  der  Richtung  der  Schwere  parallel 
laufen,  t  sei  die  Zeit,  s  sei  die  während  der  Zeit  t  40rchlaufene  Bahn,  v  sei  die  am. 
Ende  der  Zeit  t  yorha|^ene  Geschwindigkeit,  und  ^  sei  die  bei  der  Geschwindigkeit  v 
wirkende  Kraft.    Die  Gruudgleichungen  der  Bewegung  sind  bekanntlich 


Daraus  folgt  weiter 


I)  v-j-;.  and  10  ä  =  ^; 

im    i_^  _  Y_^ 


ds 
wobei  8 ,  V  aod  £  FmeliimeB  der  Zeit  t  «nd.    Aa*  1  folgt  tum  dt  *>  —  ,   «der,    was 

dasselbe  isl  

IV)  ai  =  ^J^^^ 

80  dass  zur  Herstellung  der  Aufgabe  nur  noch  v  als  Function  von  y  zu  bestimmen  isl. 
Jede  Kraft  Iftsst  sich  in  andere  zerlegen,  welche  mit  den  Coordinatenaxen 
parallel  wirken.  Diejenige  Kraft  Q,  welche  den  sich  bewegenden  Punkt  zwingt,  in  der 
festen  Bahn  zu  bleiben,  wirkt  senkrecht  auf  die  jedesmalige  Tangente,  d.  h.  in  der 
Richtung  der  jedesmaligen  Normale ,  welche  nffit  der  Axe  X  den  (von  den  Goordinaten 
abhängigen)  Winkel  e,  und  mit  der  Axe  Y  den  (gleichfalls  von  den  Goordinaten  ab- 
hängigen) Winkel  e'  bilden  mag.  Die  mit  den  Coordinatenaxen  parallel  wirkenden 
&rifte  aind  also  jetzt  :^ 

V)   gj  =  Q  --cos  *,    und  VI)  g  «.  g-h  Q  .  cos  £' 

Man  multiplicire  die  erste  dieser  Gleichungen  tnit  dx,   die  zweite  mit  dy,    und  addire 
beide  Producte;  so  bekommt  man 

VII)    ^^'^^^  ^z^^"'^^  =  g  •  dy  +  0  •  ((COS  Ä) .  dt  +  (COS  «')  •  dy) 
Nun  folgt  aus  der  Gleichung  der  Normale ,    dass  (cos  £)  -  dx  +  (cos  e')  -  dy  =  0  isL 
Ferner  ist  5^  =  v»;  und  daraus  folgt  ^Ll^!L.±^^yji!y  ==  v  .  dt.    Oie  Gleichung  vn 

geht  also  fkber  in 

VIII)  v  •  dv  =  g  •  dy 
Integrirt  man,  so  gibt  sich 

IX)  v2  =  2g  .  y  -H  2k 
oder 

X)  n  ^r^.y  +."5* 
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Hier  ist  9k  der  dprcb  die  Integration  eingegangene  Conslaote.  Mao  hat  also,  schon 
ehe  man  die  gesachte  Car\e  kennt ,  für  die  Geschwindigkeit  v  eine  ganz  bestimmte  und 
nor  von  der  Fallhöhe  y  abhängige  Function.    Man  erkennt  sonach: 

„Beim  Falle,  wo  weder  ein  widerstehendes  Mitlei  noch  Reibung  stattfindet',  hat 
,,der  fallende  Pnnkt  in  irgend  einer  Stelle  der  gesachten  Gurve  dieselbe  Ge- 
„schwindigkeit»  wie  wenn  er  rein  vertical  bis  in  eine  dieser  Stelle  gleicbkom- 
,,mende  Tiefe  herabgefallen  wäre/' 

Setzt  man  w  statt  -r-  ,  so  geht  Gleichung  IV  über  in 

n  +  w2    . 
dt  =  ' •  dy 

V  ^ 

Wenn  nun  die.  obere  horizontale  Grade  durch  y  =  b  und  die  untere  durch  y  =  ß  ge- 
geben ist;  so  ist  die  Zeit,  in  welcher  der  schwere  Pankt  seine  Bahn  durchfällt,  darge^ 
stellt  darch 


,0  >-f^n^-^ 


Eliminirt  man  v ,  so  geht  letzterer  Ausdruck  über  in 


-A— ^*^-  ■  dy 
b  f  2gy   -f-  2k 


and   unsere  Aufgabe  ist  jetzt  nur  folgende :    Man  soll  für  x  eine  solche  Function  von 
y  soeben,  dass  der  in  Xli  aafgestellte  Ausdruck  ein  Minimum-stand  wird. 

Da  die  Differenz  (ß  —  b)  positiv  ist,   so  muss  auch  die  erste  Ableitung  der  Zeit 

positiv  sein;  und  somit  ist  gerechtfertigt,  den  mit  der  Ableitung  j-   gleichbedeutenden 

Aoadnick  ^-  als  positiv  voraoagesetzt  zo  haben.    Man  matire,  so  bekommt 

r2g.y  +  Sik 

Man  fomie  mn,  so  bekommt  man 

"^  U(2gy  +  2k)nCr4-  w2)//?  "^""'^  ""  U  (2gy  +  2k)  .  (1  +  w2)/b  '  ^^'^ 
Unter sochong  der  ersten  Form  des  dU    Hier  kann  man  nur  w  =  0  setzen. 
Man  hat  also  die  Gleichung  -r-  ==  0,  woraus 

XV)    X  «  E 

folgt,   60  dass  man  die  mit  der  Axe  Y  parallele,  d.  fa.  die  vertkale  Grade  hat    DiiMt 

Linie  ist  aber  in  allen  den  Fällen  nnznlässig,  wo  der  Endpunkt  der  Fallbahn  nicht  mit  dem 

Anfangspunkte  in  einer  und  derselben  vetticalen  Graden  liegen  darf.    (Man  vergleiche 

den  zweiten  Gränxfall  dieser  Aufgabe.) 

Untersochang  der  zweiten  Form  des  ^t.    Hier  bekommt  man  die  Hanpt* 

gleichnng 

^Vl)     1  .  d(  ^  ^  — \  rr^  0 

^     dy      \r(2gy  +  2k)  .  (I  -H  w2)/ 

ond  die  Gränzengleichung    ' 

^^"^     Vi^gy  -h  2k)  .  (I  -h  w2)//?  '  ^^^  ""  ' r(2gy  "h  2k)~.  (1  -h  w2))b  •  ^»^  =  ^ 
Integrirt  man  Gleichung  XVI,  so  bekommt  man 

iV  51 
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xviin  ^  =  -J-. 

Man  sondere  w  ab,  so  bekommt  man 

dx  ^        fgy  -hk        ^^^^  dx  ^  gy  +  k 

<iy       fc  -  (gy  -h  k)  dy       rc .  (gy  +  k)  -  (gy  +  k)« 

Wenn  man  nochmals  integrirt,  so  bekommt  man 


XIX)    1  =  E  -  J.rc(gy  +  k)  -  (gy-4-k)2  -^  ^  .  steig -^^  /^  ^ 

g  g  Tc  —  (gy  -4-  k) 

Man  hat  also  jetzt  drei  willkürliche  Constanten.  Einer  davon.,  nemlich  k,  ist  einge^ 
gangen  durch  Integration  der  Gleichung  VIII;  und  die  beiden  andern,  nemlich  E  und 
c,  sind  eingegangen  durch  Integration  der  Gleichung  XVI. 

Bei  dem  Falle,  wo  weder  widerstehendes  Mittel  noch  Reibung  stattfindet,  ist  also 
die  Cycloide  die  Gurve  des  schnellsten  Niederganges. 

Die  Gränzengleichung  XVII  geht  jetzt  über  in 

XX)    p|=  .  (<Jiß  -  <Jih)  =  0 

welche  bei  Bestimmung  der  Integrationsconstanten  mitbenutzt  werden  mnss. 

Um  zu  erkennen,  ob  ein  Maximum-stand  oder  Minimnm-stand  stattfinde,   hat  mao 

nur  den  zu   ( -p- )  gehörigen  Factor  zu  untersuchen.  Dieser  ist  ^ — i — =^5  •  — -. , 

Vdy/  (i  +  w«)2     K!2gy-+.Ä 

also  positiv,  weil  der  Quotient    ..  — .  nur  als  positiv  vorausgesetzt  ist-    Es  findet 

r  2gy  -+-  ük 
daher  ein  Minimum*stand  statt. 

Erster  Fall.  Es  seien  zwei  feste  Punkte  (a,  b)  und  (a,  ß)  gegeben,  welche 
sich  zwar  in  einer  verticalen  Ebene  befinden,  aber  nicht  auch  in.  einer  rein  verlicalen, 
sondern  in  einer  schieren  Linie  liegen;  und  man  sucht  diejenige  Curve,  in  welcher  ein 
schwerer  Punkt  in  der  kürzesten  Zeit  von  dem  oberen  Punkte  (a,  b)  bis  zu  dem  unteren 
(a,  ß)  herabfallt.  Hier  ist  Xh  »  a  und  x^  =  a;  und  somit  ist  ^X),  =0,  dzß  =  0, 
d^Xb  =  0,  ^x^  =  0,  etc.  Die  Gränzengleichung  flIlU  also  von  selbst  hinweg,  und 
Gleichung  XIX  geht  an  den  Gränzen  über  in 

XXI)  a  ^  E  -~l.rc(gb  +  k)-(gb  +  k)g  +  g.arctg      /jl+JL,, 

g  g  Kc  —  (gb  +k) 

XXII)  a^E-l.rc(g/?H-k)->(g/?-^k)»-hg.arctg      ^^^ ;W    ^^ 

g  g  Kc  —  (g/J  +  k) 

Soli  zugleich  die  Bewegung  in  einem  Punkte,  dessen  Ordinate  »  h,  beginnen;  so  ist 
y  =:  0,  wenn  y  =  h.    Dabei  geht  Gleichung  X  über  in 

XXIII)    2gh  +  2k  =  0 
Die  drei  letzten  Gleichongen  reichen  hin,  die  drei  Gonstanten  E,  c,  k  zu  bestimmen. 

Legt  man  z.  B.  den  Anfang  der  Goordinaten  in  den  Anfangspunkt  der  gesuchten 
Curve,  so  ist  a  =  0,  b  =  0.  Soll  zugleich  die  Bewegung  im  Anfangspunkte  der  Curve 
beginnen,  so  ist  auch  h  =  0.  Wenn  aber  h  =  0,  so  ist  auch  k  =  0,  wie  ans  XXIIl 
erhellet.    Dabei  folgt  aus  XXI,  dass  auch  E  »  0;  und  XXII  geht  über  in 

XXIV)    «  =  -l.Kc.gi8-g2./J2+£.arctg-^^ 
o  g  r  c  —  g^ 

Die  gesuchte  Zeit  ist  also  in  diesem  Falle 
Nun  folgt  «D8  XXiV,  dass 
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arc  tff      ^      «  tt  .  g  +  rc  .  gff  -  g«  >  /?« 
*  Kc  -  gjJ  c 

Also  kann  die  gesuchte  Zeit  auch  dargestellt  werden  durch 

XXVI)    r^n""+Vg  ,  jy  ^  (g ' g  +  rc  ■  gff  -  g«  >/?«)- 1^ 

ZShler  und  Nenner  des  rechts  stehenden  Ausdruckes  werden  homogen,  sobald  man  den 
willkOrlichen  Gonstanten  c  bestimmt.  Diese  Bestimmung  geschieht  aber  mittelst  Glei- 
chung XXIV. 

Zweiter  Fall.  Es  sei  der  Punkt,  in  welchem  die  Bewegung  anfängt,  fest  vor- 
geschrieben durch  y  =  b  und  X|,  =  a;  dagegen  für  den  Punkt,  wo  die  Bewegung  auf- 
hören solly  sei  nur  y  =  ^,  aber  nicht  auch  x  vorgeschrieben.  Dabei  verlangt  man 
diejenige  Curve,  in  welcher  der  schwere  Punkt  in  der  kiirzesteu  Zeit  von  dem  festeq 
Punkte  (a,  b)  bis  zu  der  durch  y  =  ß  gegebenen  horizontalen  (übrigens,  wie  auch 
die  Aurgabe  verlangt,  mit  dem  Punkte  (a,  b)  in  einer  verlicalen  Ebene  gelegenen) 
Graden  herabfällt.  Hier  ist  wieder  dx^  =  0,  d^x^  ■»  0,  etc.,  dagegen  ^x^,  fiiLß,  etc. 
sind  dem  Werlhe  nach  willkürlich.    Die  Granzengleichung  XX  wird  also  nur  dadurch 

erfüllt,  dass  man  — =  =  0,  oder,  was  dasselbe  ist,  dass  man  Y^  ^=  g  setzt.  Da  hier- 
bei das  Integral  XIX  Null  in  den  Nenner  bekommt,  so  muss  man  die  Integralion  für 
diesen  Fall  besonders  vornehmen.    Gleichung  XVIII  geht  also  für  diesen  Fall  über  in 

w 

=  0,  woraus  aber  our  w  =  0  folgl.    lolegrirt  man  w  =  0 , 

T(8gy  +  2k).(l  +  w») 

SO  gibt  sich 

XXVII)    X  =  E 
Die  gesochte  Curve  ist  also  eine  in  der  Entfernung  x  =  E  mit  der  Axe  Y  parallele , 
d.  h.  eine  verticale  Grade,   wie  sich   erwarten  Hess.    Da  aber  diese  Grade  durch  den 
PoDkt  (a,  b)  gehen  soll,  so  geht  Gleichung  XXVII  über  in 

XXVill)    X  =  a 
Die  Zeit,  in  welcher  hier  der  schwere  Punkt  herablUll,  ist 

•  -  jT  ?i^  • -»y "  i  (•^^■^^  - -^^^^^ 

Der  Constante  fc  kann  bestimmt  werden,  wie  im  vorigen  Falle.  Dieser  zweite  Fall 
hat  also  xo  dem  nemlichen  Hesullate  gefuhrt,  wie  die  erste  Form  des  dt. 

Dritter  Fall.    Ist  weder  X|,  =  a  noch  x^  -«  a  gegeben,  aber  festgesetzt,  dass 

immer 

XXIX)    X^g  —  Xb  =  Ä 
d.  h.  eonstanl  sein  solle;   so  ist  jetzt  dxß  -«  dx|.,  ^x^  =  d^X],,  etc.    Die  Grinzeoglai- 
chong  XX  geht  also  über  in 

-L.(axH-dXb)  =  0 
f  2c 

d.  b.  die  Grinzengleichung  wird  von  selbst  erfttltt.  Statt  Gleichung  XXIX  kann  man 
auch  setzen 

XXX)  a  -.  a  —  i( 
Non  sind  b  und  ß  gegeben.  Man  hat  also  noch  fünf  Stücke  a,  a,  fc,  c,  E  zu  bestim«^ 
men,  wozu  jedoch  nur  drei  Gleichungen  XXI,  XXII  und  XXX  existlren.  Bestimmt  man 
k  80,  wie  im  ersten  Falle,  so  muss  immer  noch  eine  weitere  Bedingung  hinzugefügt 
werden,  damit  sicher  alle  jene  fünf  Stücfce  etwas  Bestimmtes  ergibt.  (Man  ver- 
gleiche den  vieifften  Fall  Seite  2S5.) 

Die  Gränzfaile  kann  man  nach  Belieben  vermehren. 

SchlDSsbemerkang.  Der  Folge  nach  Ist  dieses  Problem  das  zweite  unter  denen, 
wo  logar  die  Curve  selbst,  welche  einen  von  ihr  auf  bestimmte  Weise  abhängigen  Aus- 
druck zu  einem  Maximum-Stande  oder  Minimum-Stande  macht,  gesucht  wird.  (Man  sehe 
die  Schlossbemerfcung  der  vorigen  Aufgabe.) 

Das  hiesige  Problem  kann  aber  als  der  Anlass  zu  jener  laugen  Reihe  von  Arbeiten 
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betrachtet  werden,    welcbe  nach   and  nach  zu  dem  (sogenaonteo)  VariatiODScalcal  geführt 
haben. 

Schon  Galilsi  hat  es  sich  gestellt,  and  behauptet,  der  Kreis  sei  die  gesuchte  Gurre. 
(Man  sehe  dessen  Über  de  motu  et  mech. ;  dial.  II. ;  p'rop.  XXXYI ;  schol.  pag.  209.) 

Johann  Bernoulli  hat  zuerst  (1693)  gefanden,  dass,  wenn  weder  Reibung  nocb 
widerstehendes  Mittel  statten det,  die  Cycloide  die  Curve  des  schnellsten  {Niederganges  sei. 
Die  Acta  Eruditorum  Lipsiensia  (Ton  1696,  Seile  269>  enthalten  folgende  von  ihm  ge- 
machte Aufforderung : 

Probleme  novuro 

ad  cujus  solotionem  malhematici  in?ilantur. 

,,Dalis   in   piano   Terticale   duobus   punctis   A  et  B,    assignare  mobili  M  ¥iam  AHB,    per 

,,quam  gravitate   sua  descendens,   et  moyeri  incipiens  a  puncto  A,    breTissimo  tempore 

„perveniat  ad  allerum  punctum  B.*' 

Es  wurde  gelost  yon  Leibnltz,  Newton,  Jakob  Bernouili  und  Tom  Marquis 
de  TH^pital. 

Es  kommt  auch  vor  in  Euler's  Werke  (methodus  inveniendi,  etc.,  Seite  49  und  50). 
Daselbst  findet  sich  nemlich  folgende  Formel : 


-  roi±i 


welche  von  der  gesuchten  Curve  zu  einem  Miniroum-stande  gemacht  werden  soll.  Die 
mit  der  Richtung  der  Schwere  parallelen  Coordinaten  sind  dabei  mit  z  bezeichnet,  wahrend 
ich  dieselben  mit  y  bezeichne ,  und  zwar  bei  allen  hier  von  mir  über  die  Brachystochrone 
mitgetheilten  Aufgaben.  Die  Euler^sche  Formel  leidet  aber  an  einer  sehr  bedeutenden 
Vnvollkommenheit ,' welche  in  der  Scblussbemerkong  der  200*'*"  Aufgabe,  wo  die  fdr  den 
freien  Raum  geltende  Brachystochrone  gesucht  wird  ,  naher  auseinandergesetzt  werden  solL 
(Man  vergleiche  also  besagte  Schlussbemerkung.) 

Bei  allen  diesen  Lösungen  konnten  aber,  weil  der  (sogenannte)  Yariationscalcul  noch 
nicht  erfunden  war,  keine  Gränzbedingungen  gestellt  werden. 

Ich  habe  hier  nur  drei  Gränzfälle  beigegeben.  Andere  kann  man  sich  bilden,  z.  B. 
nach  dem  Vorgange  derer,  welche  ich  in  der  158**"^  Aufgabe  aufgestellt  habe. 

Ich  habe  auch  die  erste  Form  des  dt  untersucht;  erwähne  aber  dieaos  Umstandes  hier 
nur  desshalb,  weil  die  erste  Form,  obgleich  sie  sehr  oft  zu  Resultaten  führt,  bis  Jetzt  von 
allen  andern  Schriftstellern  unbeachtet  geblieben  ist. 


Aufgabe    196. 

In  einer  verticalea  Ebene  liegen  zwei  durch  r(a,  b)  =  0  und  f"(a,  /?)  =  0  ge- 
gebene Cnrven.  lo  der  ersten  bewegt  sich  ein  schwerer  Punkt,  und  zwar  so,  dass  er 
an  einer  gewissen  Stelle  dieser  Curve  eine  besiiromte  Geschwindigkeit  hat.  Man  suehl 
eine  drille  Curve,  in  welcher  der  schwere  Punkt  in  der  kürzesten  Zeit  von  der  ersten 
zor  zweiten  Grinzcurve  herabfällt,  unter  der  Veraussetzung,  dass  weder  Rei bang  noch 
widerstehendes  Mittel  vorhanden  sei. 

Wie  bqi  früheren  Aufgaben«  so  müssen  auch  hier  sowohl  die  beiden  Gränzcarven 
als  die  gesuchte  dritte  Curve  auf  ein  und  dasselbe  Coordinatensyslem  bezogen  werden. 
Man  nehme  die  Abscissen  horizontal  und  die  Ordinalen  vertical,  und  zwar  so,  dan 
alle  positiven  Ordinalen  von  oben  nach  unten  gerichtet  sind,  d.  h.  mit  der  Richtung 
der  Schwere  parallel  laufen. 

Wenn  nun  die  positiven  (d.  h.  abwärts  gerichteten)  Ordinalen  der  ersten  Grinz- 
curve durch  b  bezeichnet  werden,  und  v  die  bei  irgend  einer  Fallhöhe  herrschende 
Geschwindigkeit  ist;  so  ist  die  zwischen  ihnen  staltßndende  Relation  durch  folgende 
Gleichung 

I)  v2  =  2g  .  b  H-  2k 

gegeben ,  wie  aus  voriger  Aufgabe  erhellet.  Hier  ist  k  ein  noch  unbestimmter  Gonslan- 
ter.  Nun  sei  die  (in  der  ersten  Grinzcurve  gelegene)  Stelle,  wp  der  schwere  Ponkt 
eine  bestimmte  Geschwindigkeit  =  e  hat,  gegeben  durch  die  Ordinate  h;  so  gehl  Glei- 
chung I  über  in  y 

II)  e2  =  2g  .  h  H-  2k  . 

Daraus  folgt  k  =  ^  •  (e^  —  2g  .  h) :    und  man  hat  jetzt  zwischen  der  Geschwindigkeit 


und  Fallhöhe  folgende  Relation : 
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111)    V»  =  2g  .  (b  --  h)  +  e» 
wo  keio  uobestimmter  Constanler  mehr  vorkommt. 

Der  eiofachste  hierher  gehörige  Fall  ist  der,  wo  in  der  besagten  Stelle  der  ersten 
GranKcorve  die  Bewegung  erst  beginn! ,  d.  h.  die  daselbst  herrschende  Geschwindigkeit 
e  >»  0  ist.    Dabei  reducirt  sich  Gleichung  111  auf 

IV)  v2  =  2g  .  (b  -  h) 
Weil  nun  der  schwere  Punkt  in  einer  gewissen  Stelle  der  ersten  Gränzcnrve  eine  be- 
stimmte Geschwindigkeit  hat,  so  ist  die  im  Anfangspunkte  der  gesuchten  dritten  Curve 
herrschende  Geschwindigkeit  von  der  Fallhöhe  abhängig,  d.  h.  je  tiefer  dieser  Anfangs- 
punkt liegt,  desto  grösser  ist  die  in  ihm  herrschende  Geschwindigkeit;  und  in  dem 
Augenblicke,  wo  die  Bewegung  aus  der  ersten  Gränzcurve  in  die  gesuchte  Curve  über- 
geht, geht  auch  Gleichung  111  über  in 

V)    V«  =  2g  .  (y  -.  h)  +  e2 
Die  Aufgabe  ist  also  jetzt:    Man  sucht  für  x  eine  solche  Function  von  y,  und  f&r  b 
and  ß  solche  Werthe.  dass  das  Integral 

?ß       rrTw2 

dy 


"'  •=/. 


Fb  J^2g.(y  -  h)  -h  e2 

ein  Minimumwerth  eines  Minimum-Standes  wird. 

Diesen   Ausdruck  hat  man  nun  einer  gemischten  Mutation  zu  unterwerfen,   wobei 
sowohl  b  als  auch  ß  Werthänderungen  erleiden.    Für  die  erste  Form  des  (^)t  ergibt  sich 

vii)  At=(_j:ES=)  .,ß-^(-j^^==j)  ..b 

VrSg  .  (y  -  h)  +  eV/?  \r2g  .  (y  ^-.  h)  -h  e2/b 

4-  r^  w  /d£x\ 

Jb  '^Pg  .  (y  -  h)  -h  e2]  .  (t  +  wO  '  *  dy/      ^ 

Da  man  aber,  wie  schon  früher  (in  der  Einleitung  zur  160^*''  Aufgabe)  auseinanderge- 
setzt ist,  die  erste  Form  des  (^)t  nicht  weiter  beachten  darf;  so  stelle  man  gradezn  die 
zweite  her,  und  es  gibt  sich 

VUI)    ^  =  -J^(l.d(p^=^_=^^==_^))....dy 
Vi%  .  (y  -  h)  +  e«]  .  (1  +  m*)}ß  '     ^  ■*"  Väg  .  (y  _  h)  +  e«//J 

/  w  \  ^^     /      rrrip      \  ^^ 

V  [^  •  (y  -  h)  -t-  c«]  .  (1  +  w«J^  '     *■       \r'2g  .  (y  -  h)  +  e«/b  ■ 
Man  bat  also  die  Haaptgleichang 

^^^   ^  "*m  •  (y  -  h)  +  e*l .  (1  -}- ^)  ""  " 
integrirt  man,  so  bekommt  man 

»'[2g-(y-h)  +  e»].(t-4-wi')       ilrk 

wo  r  der  darcb  die  |a(egraÜon  eiogegangene  Conatante  ist.  Sondert  maa  w  ab,  so  be- 
kommt man 

xn  ^  =      r^.jy  -uy  +  t? 

dy       r4rg  _  [2g  .  (y  _  b)  +  e»] 
Integrirt  man  diese  Gleichong  weiter,  so  gibt  sich 
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XII)    X  -  E  -  1 .  Urg  .  [2g  .  (y  -  h)  -h  ei  -  [?g  .  (y  -  h)  H-  e^« 

2g  .  (y  —  h)  +  c« 

-H  r  •  arc  sin  vers  -^ — 5^— s — 

2rg 

Man  bat  also  aoch  jetzt  die  Gycloide,  wie  in  voriger  Aufgabe,  wo  die  Grftnzen  ooTer-, 
änderlich  waren. 

In  dem  Falle,  wo  e  =  0,  redocirt  sich  XII  auf 

XIII)    X  =  E  —  r2r  .  (y  —  h)  -  (y  -  h)^  -h  r  •  arc  sin  vers  3LlI^ 

Als  Gränzengleichang  hat  man  zunächst 

XIV)    /  ^  \    .^,.  +  (_^^g_\    .^ß 

V[2g(y-h)  +  e«]  .  (1  -»-  w»)//J       ^       Väg  (y  -  b)  +  e»//J 

\»^[2S  (y  -  h)  +  e«]  .  (1+  w«)/b       *      Vstg  (y  _  h)  +  eVb 

Aas  Gleichung  X  folgt  

«  I  ri  -1.  wS 

•^2g  (y  -  h)  -»-  e«       K*Fg  w 

Diese  Gleichung  gilt  bei  jedem  Werthe  des  y,  also  aoch  bei  y  •<■  b  und  bei  y  ~  ^; 
daher  geht  XIY  fiber  in 

WO  man  den  gemeinschafliichen  Factor  --^=  auch  hätte  weglassen  können.. 

Mrg 

Nun  wäre  noch  die  allgemeine  Form  des  Prürongsmittels  herzustellen,   wie  dieses 

in  froheren  Aufgaben  (man  sehe  z.  B.  Gleichung  III,   Seite  246)  geschehen  ist    In 

dieser  Beziehung  wird  aber  nicht  die  geringste  Schwierigkeit  entgegentreten;  und  dess- 

halb  sollen  nur  noch  einige  Gränzfälie  aufgestellt  werden. 

Erster   Fall. 
Während  die  in  der  Aufgabe  gemachten  Voraussetzungen  gelten,  sucht  man  unter 
allen  möglichen  Curven  diejenige  heraus,    in  welcher  der  schwere  Punkt  in  der  kür- 
zesten Zeit  von  der  ersten  zur  zweiten  Grfinzcurve  herabfällt. 

Da  die  gesuchte  Gurve  die  beiden  Grfinzcurven  schneidet,    so  müssen  bei  diesen 
Durchscbnittspunkten  die  Gleichungen 

1)    X],  =  a,        und       2)    x^  =  a 

stattfinden.  Hier  sind,  wie  schon  einmal  (Seite  247)  auseinandergesetzt  wurde,  vier 
verschiedene  Auflösungen  möglich.  Man  löse  aber  diesen  ersten  Fall  dadurch,  dass 
man  b  und  ß  als  die  dem  Werthe  nach  willkQrlichen,  und  a  und  a  als  die  dem  Wertbe 
nach  abhängigen  Elemente  behandelt.  Unterwirft  man  die  Gleichungen  1  und  2  einer 
gemischten  Mutation;  so  bekommt  man 

3)    dXB  +  (Jp)^  .  ^b  =  ,9a,  und  ♦)    dx^  -h  (g)^  .,?/?  =  ^a 

Aus  den  Gleichungen  r(a,  b)  =  0  und  r'(a,  /?)  =  0  folgt  bezüglich 

5)    '^a  =  55  •  ^b>      «nd    6)    ^^  =  ^'^ß 
Elhninirt  man  ^a  und  ^a  aus  den  Gleichungen  3  und  4,  so  bekommt  man  bezüglich 

Gleichung  XYI  geht  also  über  in 
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*)  v.-0^vr;)-^''-wvO-^'"-35)-*''  =  « 


wo  man  den  gemeiiwchaniicben  Factor  weggelassen  bat.  Weil  aber  &ß  aod  A  gpni 
onabhingig  unlereinander  sind,  so  zertllU  letztere  Gleicbang  in  folgende  zwei 

*^)    ^+^/?-^  =  ^'    ""^   ")   *  +  ^^-5B""^ 

Man  hat  also  dieselben  Gleichangen,  welche  bereits  (S.  249)  für  die  absolut  kür- 
zeste Entferoang  zweier  io  einer  and  derselben  Ebene  liegenden  Garven  gefanden  sind. 
Non  ist  W),  die  goniome Irische  Tangente  des  Winkels,  welcher  von  der  die  gesuchte 
Cycloide  im  gesachlcn  Punkte  (a,  b)  berührenden  Graden  und  von  der  Axe  Y  gebildet 

da 
wird.    Ebenso  ist  -tr  die  goniometrische  Tangente  des  Winkels,    welcher  von  der  die 

erste  Gränzcurve  im  gesuchten  Punkte  (a,  b)  berührenden  Graden  und  von  der  Aie  Y 
gebildet  wird.  Somit  erkennt  man  aus  Gleichung  11;  dass  diese  beiden  berührenden 
Graden  sich  unter  einem  rechten  Winkel  schneiden,  d.  h.  dass  die  gesuchte  Cycloide 
auf  der  ersten  Gränzcurve  senkrecht  steht.  (Den  näheren  Nachweis  Gndet  man  S.  236.) 
Ebenso  folgt  aus  Gleichung  10.  dass  die  gesuchte  Cycloide  auch  auf  der  zweiten  Gränz- 
curve senkrecht  steht.    Hieraas  folgt: 

„Wenn  die  im  gesuchten  Anfangspunkte  der  Brachystochrone  herrschende  G^schwin- 
^digkeit  von  der  Tiefe  dieses  Punktes  abhängig  ist,  so  werden  beide  Gränzcunren  von 
„der  Brachystochrone  rechtwinklig  durchschnitten.'* 

Die  vier  Gleichungen  1,  2,  10,  11,  verbunden  mit  r(a,  b)  =  0  und  P'(a,  ß)  »0, 
reichen  hin  zur  Bestimmung  der  seehs  Stücke  a,  b,  a,  ßy  r,  E. 

Zweiter  Fall, 
wahrend  die  in  der  Aufgabe  gemachten  Voraussetzungen  gelten,  sucht  man  nicht 
anter  allen  möglichen  Curven,  sondern  nur  unter  allen  jenen,  bei  welchen  die  Differenz 
der  Gränzabscissen  den  nemlichen  Werth  K  behält,  diejenige  heraus,  in  welcher  der 
schwere  Punkt  in  der  kürzesten  Zeit  von  der  ersten  Gränzcurve  bis  zur  zweiten  her- 
abfallt. 

Dieser  Fall  verlangt,  dass  für  die  Gränzponkte  aller  hier  in  Betracht  zo  ziehenden 
Cnrven  folgende  drei  Gleichungen 

12)    Xfc  =  a,        13)    iß  =  a,        U)    x^  -  x^  ==  K 

statt6nden  sollen.  Unterwirft  man  Gleichung  14  einer  gemischten  Mutation,  so  bekommt 
man 

''^  ^v  +  (r;V''''-«''''-(äp)b  •''»  =  « 

Eliminirt  man  d\ß  und  dXb»  was  mittelst  der  Gleichungen  7  und  8  geschieht;  so  be- 
kommt man 

Durch  diese  Gleichung  ist  dargestellt,  wie  i9b  und  ^ß  voneinander  abbangen.  Behan- 
delt man  ^b  als  abhängig,  und  eliminirt  man  ^Xb,  ^x^,  i9b  aus  XVI;  so  bekommt  man 

M^    r/4*     V.  da         *     V.  <*a\    dbT     ^^       ^ 

'^   [fe^d-b-l^Xd^)  =  d-b]"^'»  =  <> 

Ans  dieser  Gleichung  folgt 


oder,  was  dasselbe  ist 


.18)  -JLxJ?--1-x3?  =  o 

^    w^        db        Wh        d/J 


da  da 


")  '"'•db^'*/' 


Aß 
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Die  y|^r  Gleichaogea  12,  13,  14  und  18  (oder  19  oder  20),  verbunden  mit  f(a,  b)=:0 
and  f'(a,  ^)  =  0,  reichen  bin  zur  Bestimmung  der  sechs  Stücke  a,  b,  a,  /?,  r,  E. 

Man  vergleiche  den  zweiten  Fall  der  Tolgenden  Aufgabe. 

Auch  vergleiche  man  in  der  1^1*^"  Aufgabe  den  dritten  Palt«  Dort  steht  (S.  256) 
die  Bedingungsgleichung 

ya  -  y.  =  K 

welche  der  hiesigen  Glefchung  14  entspricht,  indem  x  und  y  vertauscht  sind. 

Dritter    Fall. 

Während  die  in  der  Aufgabe  gemachten  Voraussetzungen  gelten,  sucht  man  wieder 
nicht  unter  allen  mdglichen  Curven,  sondern  nur  unter  allen  jenen,  bei  welchen  die 
Summe  der  Gränzabscisseu  den  nemlicben  Werth  K  t)ehäU,  diejenige  heraus,  in  wel- 
cher der  schwere  Punkt  in  der  kürzesten  Zeit  von  der  ersten  Gränzcarve  bis  zur  zwei- 
ten herabfallt. 

Dieser  Fall  verlangt  also,  dass  Tür  die  Gränzpunkte  aller  hier  in  Betracht  zu  zie- 
henden Curven  folgende  drei  Gleichungen 

21)    Xh  =  a,        22)    x^  =  a,       23)    z^  -h  i»,  =  K 
stattfinden  sollen.    Unterwirft  man   Gleichung  23  einer  gemischten  Mutation,   so  be- 
kommt man 

Eliminirt  man  ^z^^  und  ^Zh>  was  mittelst  der  Gleichungen  7  und  8  geschiebt;  so  be- 
kommt man 

Dnrch  diese  Gleichung  ist  dargestellt,  wie  ^ß  und  ^h  voneinander  abhangen.  Behan- 
delt man  ^h  als  abhängig,  und  eliminirt  man  ^X),,  ^z^,  ^b  aus  XVI;  so  bekommt  man 


«>[(;^><S  +  4:x|-»ataf)4:] 


=  0 


Aus  dieser  Gleichung  folgt 


s=» 


27)    ±^p+±^p  +  2.p      p^O 

^    w^        db         Wb        d/?  db      d/? 

oder,  was  dasselbe  ist 

Die  vier  Gleichungen  21,  22,  23  und  27  (oder  28),    verbunden  mit  r(a,  b)  =  0  ond 
f"(a,  /?)  =  0,  reichen  hin,  die  sechs  StQcke  a,  b,  a,  /?,  r,  E  zu  bestimmen. 

Man  vergleiche  den  dritten  Fall  der  folgenden  Aufgabe. 

Auch  vergleiche  man  in  der  161'^*''  Aufgabe  den  vierten  Fall.  Dort  sieht  (S.  257) 
die  Bedingungsgleicbung 

y.  -t-  y«  =  K 

welche  der  hiesigen  Gleichung  23  entspricht,  indem  x  und  y  vertanscht  sind. 
Diese  Gränzfälle  kann  man  nach  Belieben  vermehren. 

Schlussbemerkang.  Probleme,  wo  auch  die  Gränzelemente  veräDderlich  sind, 
konnten  erst  gelöst  werden,  ntchdem  der  Yariationscalcol  erfbnden  war;  und  das  im  erileo 
GräDzfalle  dieser  Aufgabe  milgelheilte  Besaitet  ist  auch  bereits  von  Lagrange  ausgesprochen 
im  vierten  Bande  der  Miscellanea  Taurinensia.  (Man  sehe  Seite  180  und  187  der  zweiten 
Abtheilong  dieses  vierten  Bandes.) 

Ich  habe  noch  zwei  weitere  Gränzfälle  betgefügt.  Andere  kann  man  sich  bilden ,  z.  B. 
nach  dem  Vorgänge  derer,  welche  ich  in  der  161'^*"  Aufi^abe  aufgestellt  habe. 

Deber  die  Methode,   welche  ich  bei  dergleichen  Auflösungen  anwende,   habe  Ich  nick 
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beretu  (in  dar  Seile  245  beflndlioben  8cbla0sbemerkan(f)  tiisgesproebeii ;   weatbalb  icb  da- 
bin Terweite. 

Ansserdem  Terweif«  ich  noch  auf  die  zar  nächstfolgenden  Aufgabe  gehörige  Schlags- 
bemerknng,  wo  Manches  Torkommt,  was  auch  die  hiesige  Aafgabe  angeht,  und  zwar  nicht 
oor  in  theoretischer,  sondern  andi  in  historischer  Beziehung. 


Aafgabe    197. 

In  einer  verticalen  Ebene  liegen  zwei  durch  P(a,  b)  »  0  und  r'(a,  ^)  =  0  gege- 
bene Gonren.  Man  socht  eine  dritte  Gorve,  in  welcher  ein  schwerer  Ponkt  in  der  kür- 
zesten Zeit  von  der  ersten  zur  zweiten  Gränzcurve  herabrällt,  anter  der  Voraosselzung, 
dass  weder  Reibung  noch  widerstehendes  Mittel  stattGnde,  und  dass  in  dem  gesuchten 
ADfaegspaiikte  (a,  b)  der  gesuchten  Gurve,  dieser  Anfangspunkt  mag  hoch  oder  tief 
liegen,  eine  bestimmt  vorgeschriebene  Geschwindigkeit  herrsche. 

Wie  hei  ik-überen  Aufgaben,  so  mijssep  auch  hier  sowohl  die  beiden  Gränzcurven 
als  die  gesuchte  dritte  Gurve  auf  ein  und  dasselbe  Goordinatensystem  bezogen  werden. 
Man  nehme  die  Abscissen  horizontal,  und  die  Ordinalen  vertical,  und  zwar  so,  dass 
die  positiven  Ordinalen  von  oben  nach  unten  gerichtet  sind,  d.h.  mit  der  Richtung  der 
Schwere  parallel  laufen. 

Wenn  nun  v  die  in  irgend  einer  Stelle  der  gesuchten  Gurve  herrschende  Geschwin- 
digkeit, und  y  die  zu  der  nemlichen  Stelle  der  gesuchten  Gurre  gehörige  Ordinate 
Torstelit;  so  ist  die  Ewischen  y  und  v  stattfindende  Relation  (wie  in  der  195'*'"  Aafgabe) 
gegeben  dnrch 

I)  v2  «  2g  .  y  -h  2k 

wo  2k  ein  noch  unbestimmter  Gonstanter  ist. 

Die  bestimmt  vorgeschriebene  Geschwindigkeit,  welche  im  gesochten  Anfangspunkte 
der  gesochten  Gurve  berrscben  soll,  sei  durch  e  bezeichnet. 

Der  Anfangspunkt  der  gesuchten  und  aller  mit  ihr  zu  vergleichenden  Gurven  liegt 
in  der  ersten  GrSnzcurve ,  er  hat  also  die  Ordinate  b.  Man  muss  daher  das  in  Gtei- 
choDg  I  beGndliche  k  so  bestimmen,  dass  v  =  e  wird,  wenn  man  y  =  h  setzt.  Glei- 
chong  I  geht  dabei  ober  in 

II)  e«  ==  2g  .  b  -^  «k 

Daraus  folgt  k  =  ^  •  (e^  —  2g  •  b);  and  man  hat  jetzt  zwischen  v  und  y  folgende  Re- 
lation 

III)    v2  =  2g  .  (y  -  b)  4-  e« 

Der  einfachste  hierher  gehörige  Fall  ist  der,  bei  welchem  im  Anfangspunkte  der  ge- 
sochten Gurve  die  Bewegung  erst  beginnt,  d.  h.  die  in  diesem  Punkte  herrschende  Ge- 
schwindigkeit e  =  0  ist.    Dabei  reducirt  sich  Gleichung  III  auf 

IV)    v2  =  2g  .  (y  -  b) 
Weil  Doo  die  im  Anfangsponkte  der  gesachten  Gurve  herrschende  Geschwindigkeit  be- 
stimmt vorgeschrieben  ist,   so  ist  sie  oaabhängig  von  der  höheren  oder  tieferen  Lage 
dieses  Punktes;   und  grade  diese  Unabhängigkeit  ist  es,   wodurch  sich  die  hiesige  Auf- 
gabe von  der  vorigen  unterscheidet. 

Man  hat  also  för  x  eine  solche  Function  von  y,  «nd  für  b  ond  ß  solche  Werthe 
aofzDsachen,  dass  folgendes  Integral 


^  --J^,.^  V.;   :..■.-> 


JüX±zL 

r-2g-  (y  -  b)  -+-  e5 

ein  Minlmamwerth  eines  Minimnm-standes  wird. 

Diesen  Ausdruck  hat  man  nun  einer  gemischten  Mutation  zu  naterwerfen,  wobei 
sowohl  b  als  auch  ß  Werthanderangen  erleiden.  Man  beachte,  dass  die  Ordinate  b 
der  Anfangsgrdnze  schon  im  Nenner  vorkommt ,  und  dass  desshalb  die  Mutation  der 
Aofangsgränze  zusammengesetzter  ausfölll,  als  die  der  Endgränze.  (Man  vergleiche 
Aolgabe  157.)    Es  gibt  sich  nun  f&r  die  erste  Form  des  fi^  folgender*  Ausdruck 

II.  52 
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Da  man  aber,  wie  schon  früher  (in  der  160^'"  Aufgabe)  auseinander  gesetzt  ist,  diese 
erste  Form  des  (d)t  nicht  beachten  darf;  so  stelle  man  geradezu  die  zweite  her,  und  es 
gibt  sich 

VII)    At« 

JbVdy      \r[2g.(y-b)-he«].(i4-w2);j  U2g  •  (y-b)  +  c^//» 

V     VK^^Ö^nöi:^-^^       •'»>[2g.(y-b)  +  e^]t       ^ 

"^  \  »^[2g  •  (y  -  b)  +  e2]  .  (1  H-  w^y^  '  ^'''^  V  [2g  •  (y  -  b)  +  e^~(rr^/b  '  ^^^ 
Man  hat  also  die  Hauptgleichung 

vni)   4- .  h/  ^  \  »  0 

^    d*      \K[2g  .  (y  -  b)  +  e3]  .  (1  4-  w«)/ 

Durch  Integration  bekommt  man 

w  t 


^^  r[2g . (y  -  b)  +  e»] . (iH-  wo     n?^ 

wo  r  der  durch  Integration  eingegangene  Gonstante  ist    Sondert  man   w  ab,  so  be- 
kommt man 


dx  ^  r  2g  .  (y  -  b)  +  eg 

dy       Urg  -  [2g .  (y  -.  b)  +  e«] 
Integrirt  man  diese  Gleichung  weiter,  so  gibt  sich 

XI)  z  =  E-l.r4rg.[2g.(y~b)  +  e«]  -  [2g  .  (y  -  b)  +  e»^p 

2g  .  (y  —  b)  4-  e« 

+  r  •  arc  sm  vers         ^    eu.   "^ 

2rg 

Man  hat  also  auch  jezt  die  Gycloide,  wie  in  der  195'^*'^  Aufgabe ,  wo  die  Grinzen  on- 
veränderlich  waren. 

In  dem  Falle,  wo  e  =r  0,  d.  h.  wo  die  Bewegung  erst  im  Anfangspunkte  der- ge- 
suchten Curve  beginnt,  reducirt  sich  Gleichung  XI  auf 

XII)  X  =  E  —  r2r .  (y  —  b)  —  (y  —  b)«  +  r  •   arc  sin  vers  i-Z^ 
Ais  Gränzengleichung  bekommt  man  zunächst 

\r2g(y  — b)  +  e«//J  V      Vr2g(y-b)  +  e«/b 

"  \r[2g  .  (y  ~  b)  +  e«]  .  (1  +  ^/b  •  ^"»^  ""  ^ 
Wenn  man  (Ür  w  seinen  Ausdruck  aus  X  entnimmt,  so  bekommt  man 
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g-ri  -H  w«     ^ 

[2g(y  -  b)  +  e*]« 


KiF^  LV  r2g.(y  -b)  +  e»  fß        \     r'2g(y  -  b)  +  e*    /b J 
Schaut  man  irieder  aof  Gleichung  X  zarfick,  so  sieht  man,  dass 


»^  -  ßg  •  (y  -  b)  H-  e»]  ^  J^ 
r2g.(y_b)  +  e*  » 

ist  mid  somit  kann  man  auch  setxen 

•"*  [2g(y  -  b)  +  e«]«  ''*'»    \   '' 

1  +  w' 
Moltiplicirt  man  Gleichang  IX  beiderseits  mit ,  so  bekommt  man 

r2g  .  (y  -  b)  +  e»       KiFi  w 

Mittelst  der  Gleichungen  IX,  XIY,  XY  kann  man  also  der  Grftniengleichang  XIII  fol- 
geode  Form  geben 

Man  redncire  den  bei  i^b  befindlichen  Goefficient,   und  lasse  den  gemeinschaftlichen 

Factor  weg;  so  bekommt  man 

r*rg 

XVI)    dXß.^  (^"^X  •  ^^  "  ^*''  ■"(''''  "^  ^)  •  '^^^  =  ^ 

Dieses  ist  eine  sehr  einfache  und  bequeme  Form  der  GräDzengleichoug. 

Nun  wäre  noch  die  allgemeine  Form  des  PrOfongsmittels  herzustellen.  In  dieser 
Beziehung  wird  aber  nicht  die  geringste  Schwierigkeit  entgegentreten;  und  dessbalb  sol- 
len nur  noch  einige  Gränzfälle  aufgestellt  werden. 

Erster   Fall. 

Während  die  in  der  Aufgabe  gemachten  Voraussetzungen  gelten,  sucht  man  unter 
allen  mdg^chen  Curven  diejenige  heraus,  in  welcher  der  schwere  Punkt  in  der  kürze- 
sten Zeit  von  der  drsten  zur  zweiten  Gränzcurve  herabrällt. 

Da  die  gesuchte  Corve  die  beiden  Gränzcurven  schneidet,  so  mikssen  bei  diesen 
Darchschnittspunkten  die  Gleichungen 

I)    Xh  a  a »    und    2)    x^  =  a 

stattfinden.  Hier  sind,  wie  schon  einmal  (Seite  247)  auseinander  gesetzt  wurde,  vier 
verschiedene  Auflösungen  möglich.  Man  löse  aber  diesen  ersten  Fall  dadurch,  dass  man 
b  ond  ß  als  die  dem  Werthe  nach  willkOrlichen ,  dagegen  a  und  a  als  die  dem  V^erthe 
nach  abhängigen  Elemente  behandelt.  Unterwirft  man  die  Gleichungen  1  und  2  einer 
gemischten  Mutation,  so  bekommt  man  (wie  im  ersten  Falle  der  vorigen  Aufgabe) 

tileichung  XVI  gebt  also  jetzt  ober  in 

Weil  aber  ^h  und  ^ß  ganz  unabhängig  untereinander  sind ,  so  zerfällt  letztere  Glei- 
chung in  folgende  zwei 

6)    1-Hw^.|  =  0.    oml    7)    5j  +  ^=0 
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üatersocht  man  Gleichaog  6  nach  dem  Vorgänge  dea  efsten  Falles  der  voti^^  Aolisabe, 
80  erkennt  man,  dass  die  gefundene  Brachystochrone  auf  der  zweiten  GcansäürVe  fBot.- 
recht  steht. 

Aas  Glerchang  7  folgt,  dass  die  Beröhrende  der  ersten  Gränzcorve  (im  Anfangs- 
punkte der  gesuchten  Bahn  nemlich)  senkrecht  steht  auf  der  Berührenden ,  welehe  dem 
Endpunkte  der  Bahn  selbst  angehört.  Die  beiden  Berührenden  der  Gränzcurven  in 
den  gesuchten  Punkten  (a,  b)  und  (a,  ß)  laufen  also  miteinander  parallel,  wie  sich 
auch  noch  daraus  ergibt,  dass  man  atfs  den  Gleichungen  6  and  7  gradezo 

gv     da da 

^    db  ~  d^ 
bekommt. 

„Wenn  also  die  im  gesuchten  Anfangspunkte  der  Brachystochrone  herrschende  Ge- 
„schwindigkeit  von  der  Tiefe  dieses  Punkjes  unabhängig  ist,  so  findet  zweierlei  statt :** 

1)  Nur  die  zweite  Gränzcurve,   nicht  aber  auch  die  erste,    wird  von  der  Bra- 
chystochrone rechtwinkelig  durchschritten;  dagegen  sind 

2)  die  zwei   zu  den  Punkten  der  beiden  Gränzcurven,  wo  die  Brachystochrone 
einschneidet,  gehörigen  Beröhrenden  parallel. 

Die  vier  Gleichungen  1,  2,  6,  7,  verbunden  mit  r(a,  b)  «  0  und  f"(a,  ß)  =  0, 
reichen  hin  zur  Beßtimmong  der  sechs  Stöcke  a,  a,  b,  ß^  t,  E. 

In  dem  Falle,  wo  e  =  0,  d.  h.  wo  die  Bewegung  erst  im  Anfangspunkte  der 
Brachystochrone  beginnt,  reducirt  sich  Gleichung  X  auf 


dx  ^       Y2%    (y  -  b) 
dy        r4rg  -  2g  .  (y  -~  b) 
und  daraus  folgt 

»)  ©.-» 

d.  h.  die  gefundene  Brachystochrone  hat  in  ihrem  eigenen  Anfangspunkte  eine  yerticale 
Berührende,  oder,  was  dasselbe  ist,  der  schwere  Punkt  @llt  im  ersten  Augenblicke 
rein  vertical. 

„Wenn  also  die  Bewegung  erst  im  Anfangspunkte  der  Brachystochrone  beginnt, 
„so  findet  dreierlei  statt  :'^ 

1)  Der  schwere  Punkt  fallt  im  ersten  Augenblicke  rein  vertical. 

2)  Nur  die  zweite  Gränzcurve,    nicht  aber  auch  die  «erste,    wird  von  der  Bra- 
chystochrone rechtwinkelig  durchschnitten;  dagegen  sind 

3)  die  zu  den   Punkten  der  beiden  Gränzlinien,  wo*  die'Brachystoshroiie  ein- 
schneidet, gehörigen  Berührenden  parallel. 

Z  w  e  i  t  e  r  F  a  1 1. 

Während  die  in  der  Aufgabe  gemachten  Voraussetzungen  gelten,  sucht  man  nicht 
unter  allen  möglichen  Curven,  sondern  nur  unter  allen  jenen,'  bei  welchen  die  DifTerenz 
der  Gränzabscissen  den  nemlichen  Werth  K  behält,  diejenige  heraus,  in  welcher  der 
schwere  Punkt  in  der  kürzesten  Zeit  von  der  ersten  Gränzcurve  zur  zweiten  herabfallt 

Dieser  Fall  verlangt,  dass  für  die  Gränzpunkte  aller  hier  in  Betracht  zu  ziehenden 
Curven  folgende  drei  Gleichungen 

10)    XH  =  a,        II)    x^  =  a,  12)    x^  -  x»,  =  K 

stattfinden  sollen.  Unterwirft  man  Gleichung  12  einer  gemischten  Mutation,  so  be- 
kommt man 

•'>  "«^  +  (IV ''^ -'''--©.•  "^»^ = » 

Eliminirt  man  dxh*  und  ^x^,  was  mittelst  der  Gleichungen  3  und  4  geschiebt,  so  be- 
kommt man 

,4)    g..,_ä«..t  =  0 
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Durcb  iBese  Glel/chnng  M  dargestellt,  wie  t^b  and  ^ft  yoneinander  abhangen.    Behan- 
delt mair^  als  abhängig,  and  eliminirt  man  #xi„  ^x^,  ^h  ans  XVI;  so  bekommt  man 


'«  ^l{m-%)-'I^--^" 


Daraoa  folgt 

-«)  u-$  =  o 

Diese  Gleichung  sagt:    Die  beiden  BerQhrendes^^er  Grftnzcnrven  in  den   gesuchten 
Ponhlen  (a,  b)  nnd  (a,  /?)  sind  parallel. 

^Die  vier  Gleichangen  10,  11,  12,  16,  verbanden  mit  r(a,  b)  »  0  and  f'(^,  ß)  =  0, 
reichen  liiA  zur  Bestimmung  der  sechs  Stocke  a,  b»  a,  /?,  r,  £. 

Man  vergleiche  den  zweiten  Fall  der  vorhergehenden  Aufgabe. 

Aach  vergleiche  man  in  der  161**^  Aufgabe  den^ dritten  Fall.    Dort  steht  (S.  256) 
die  Bedingungsgleichung  *  * 

welche  der  hiesigen  Gleichung  12  entspricht,  indem  x  und  y  vertauscht  sind. 

Drit(%r  Fall. 
Während  die  in  der  Aufgabe  gemachten  Voraussetzungen  gelten,  sucht  man  wieder 
nichl  anter  allen  mdgiichen  Curven,  sondern  nur  unter  allen  jenen,  bei  welchen  die 
Summe  der  Gränzabscissen  den  nemlichen  Werth  K  behält,  diejenige  heraus,  in  wel- 
cher der  schwere  Punk^  in  der  kürzeilen  Zeit  von  der.  ersten  zur  zweiten  Granzcurve 
herabföUt« 

Dieser  Fall  verlangt,  dass  f&r  die  Gränzpunkte  aller  hier  in  Betracht  zu  zieheoden 
Corven  folgende  drei  Gleichungen 

17)    Xk  =  a,        18)    x^ip  a,        19)    Xb  +  x^  =  K 

gelten  sollet*    Unterwirft  man  Gleichung  19  einer  gemischten  Mutation,   so  bekommt 
man 

Eliminirt  man  dxß  and  ^x^y   was  mittelat  der  Gleichungen  3  und  4  geschieht;   so  be- 
kommt man  ^ 

Durch  diese  Gleichung  ist  dargestellt,   wie  i^a^und  ^ß  voneinander  abhangen.    Behan- 
delt man  ^  als  abhängig,  nnd  eliminirt  man  ^Zb,  ^z^.  ^b  aas  XVII;  so:ta|komint  man 

Aas  dieser  Gleichong  folgt 

»»)4-(3B  +  l)  +  ^lK  •-©  =  <•     . 
oder,  was  dasaelbe  ist  «   * 

^^    db-^di^-^^Md^)^-  db-Tß"^ 

Die  vitf  Gleichungen  17,  18,  19  und  23  (oder  24),   verbunden  mit  fCa,  b)  =  0  und 
f"(a,  ^  =  0,  reichen  hin  zur  Bestimmung  der  sechs  Stucke  a,  b,  a,  ß^  r,  E. 

Man  vergleiche  den  dritten  Fall  der  vorigen  Aufgabe. 

Auch  vergleiche  man  in  der  161'^'''  Aufgabe  den  vierten  FaU.    Dort  steht  (S.  257) 
die  Bedingnifgsgleichang  • 

y.  +  y«  =  K 

weiche  der  hiesigen  Gleichung  19  entapricbt,  indem'  x  und  y  vertanscht  sind. 
Diese  Gränzfälle  kann  man  nach  Belieben  vermehren. 
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Schlassbemerkang.   Als  Lagrange  seine  neue  Methode  lum  ersten 
Titel  „Essai  d'ane  nouyelle  methode  poar  determioer  les  Maxima  et  les  Mioii 
integrales  ind^flnies^'  öffentlich   bekannt  machte,   hat  er  die  Aufgabe  „Tön 
chrone  im  leeren  Ranme'*  als  erstes  Beispiel  hinzagefügt   Man  sehe  Miscell 
Tomas  alter,  pro  annis  1760  et  1761.    pag.  176.  etc. 

(Dieser  zweite   Band  besteht  ao^drei  Abtheilungen.    Jede  fangt  mit 
grange's  Abhandlung  steht  in  der  zweiten  Abiheilung.) 

Daselbst  stellt  er  folgende  Integral  Formel 


__  fKdxg  +  <iy^  +  dzg 


auf,  welche  Ton  der  gesuchten  Brachystochrone  zu  einem  Minimum-Stande  gemacht  werden 
soll.  Dabei  sind  die  mit  der  Richtung  der  Schwere  parallelen  Coordinaten  mit  x  bezeich- 
net, während  ich  dieselben  mit  y  bezeichne,  und  zwar  bei  allen  hier  Yon  m(t  ^iber  die 
Brachystochrone  mitgelheilten  Aufgaben. 

Obige  Formel  des  Lagrange  paest  aber  nur  für  den  Fall ,  dass  die  Bewegung  grade  da, 
wo  X  =  0  ist,  ^ginne,  und  sie  ist  unpassend  für  alle  jene  Fälle,  bei  denen  die  Bewegung 
an  irgend  einer  andern  Stelle  beginnen  soll.  Diese  Bemerkung  beachte  man  sorg- 
fältig.   (Auch  sehe  man  die  Schlussbemerkung  zur  200''*"  Aufgabe.]|| 

Als  nun  Lagrange  (a.  a.  O.  Seite  180)  die  „Brachystochrone  im  leeren  Räume  zwischen 
zwei  Flächen**  suchte,  war  i^ie  in  dem  Punkte,  wo  die  erste  Gränzfläche  Ton  der  Bra- 
chystochrone getroffen  wird,  herrschende  GcWiwindigkeit  abhängig  Ton  der  Tiefe  dieses 
Punktes.  Das  Resultat,  welches  Lagunge  bekam,  konnte  daher  kein  anderes  sein,  als:  „die 
gesuchte  Brachystochrone  steht  auf ^n. beiden  gegebenen Gränzflächen  senkrecht*'  Dieses 
Resultat  ist  dem  analog,    welches   sich  im  ersten  Gränzfalle  der  Torigen  Aufjgabe  befindet. 

Lagrauge^s  Formel  musste  also  noch  Teryqllkommnet,  d.  h.  noch  so  eingerichtet  wer- 
den, dass  man  vorschreiben  kann,  welche  Gesctoindigkeit  in  ivend  einer  Stelle  der  ge- 
suchtmi  Brachystochrone  herrschen,  oder  in  welifler  Stelle  die  fiMvegung  beginnen  sbll. 

Bei  dieser  Yeryollkommnung  ist  es  dann  auch  möglich,  folgende  Vorschriften  zn 
machen : 

1)  In  dem,  Torerst  noch  unbekannten,  Punkte,  wo  die  erste  Gränzcurve  (oder  Fläche) 
Ton  der  gesuchten  Brachystochrone  geschnitten  werden  wird,  soll  eine  bestimmte  Ge- 
schwindigkeit herrschen.  Diese  GeschwindigUt,  weil  sie  vorgeschrieben  ist,  ist  also  un- 
abhängig von  der  höheren  oder  tieferen  Lage  oes  besagten  Punktes. 

2)  In  dem,  vorerst  noch  unbekannten,  Punkte,  wo  die  erste  Gränzcurve  toder  Fläche) 
von  der  gesuchten  nrAc1]y>iui!hrone  geschnitten  wird,  soll  die  Bewegung  grade  beginnen. 
Dieser  Anfang  der  Bew(?{rur)|^,  weil  er  vorgeschrieben  ist,  ist  also  gleichfalls  unabhängig 
von  der  höheren  oiltjf  tieferen  Lage  des  besagten  Punktes.  (Diese  zweite  Yorscbrifl  ist 
aber  in  der  vorigen  eEilhailert^  wie  man  im  ersten  Gränzfalle  der  hiesigen  Aufgabe  gesehen  hat.) 

Macht  man  nun  eine  die<;er  beiden  Vorschriften,  so  kommt  die  mit  der  Richtung  der 
Schwerd^arallcle  Coordir^ati'  der  ersten  Gränzcurve  (oder  Fläche)  schon  von  Anfange  her 
unter  das  Integralzeichen;  und  wenn  man  iann  die  Integral  forme!  einer  gemischten  Muta- 
tion t^uterwirfl,  so  wird  die  der  Anfangsgränze  zusammengesetzter  ausfallen,  als  die  der 
Endgranze;  «es  mnss  sich  also  auch  für  die  Anfangsgränze  ein  anderes  Resultat  ergeben, 
als  für  die  Endgranze.  * 

Bor  da  Mt  die  ünvollkommenheit  der  Lagrange'schen  Formel  zuerst  bemerkt,  ond  in 
einer  4m  JanK  1767  geschriebenen  Abhandlung  den  Gegenstand  aufgeklärt.  Dieses  ist 
also  nicht  gar  lange  nach  der  öffentlichen  Bekanntmachung  von  Lagrange*s  neuer  Erfindung 
gescAehen.  (Borda's  Abhandlung  befindet  sich  in  den  Mdmoires  de  TAcad.  des  Sciences 
de  Paris.     1767  et  1768.     pag.  551.) 

Lagrange  schrieb  hierauf  (zu  Berlin  in|  Mai  1770)  über  seine  Methode,  welche  unter- 
dessen Yon  Euler  den  Namen  calcoluiL variationnm  erhalten  hatte,  eine  zweite. Abhandlung, 
die  sich  im  vierten ^Bande  der  ^isceQlnea  Taorinensia  befindet.  (Dieser  Band  ist  eigentlich 
für  die  Jahre  1766-1769  gedruckt,  (^gleich  er  sogar  eine  Abhandlung  vom  Jahre  1771 
entliält,  wie  Seite  250  der  zweiten  Abtheilung  zu  sehen  ist.)  Dieser  Abhandlung  fügte  er 
(S.  18 i)  folgende  Aufgabe  bei:  „In  einer  Terlicalen  Ebene  itind  zwei  bestimmte  Curven 
M gegeben.  Man  sucht  eine  dritte  Curve,  in  welcher  ein  schwerer  Körper  am  schnellsteo 
„von  der* ersten  zur  zweiten  Gränzcurve  herabrällt,  unter  der  Voraussetzung,  dass  weder 
„Reibung  noch  widerstehendes  Mittel  stattfinde."  Dann  macht  er  (S.  186  und  187)  fol- 
gende zwei  Unterscheidungen :  ^ 

1)  4>er  Körper  besitze  in  dem  Punkte,  wo  die  Brachystochrone  die  erste  Gränzcurve 
schneidet,  eine  Geschwindigkeit,  welche  von  einer  bereits  durchfallenenfiöhe  abbangt 
Hierfür  bekommt  Lagrange  das  Resultat ,  dass  beide  Gränzcurven  yon  der  Brachystochrone 
rechtwinkelig  durchschnitten  werden;  und  er  spricht:  Dieses  Resultat  stimmt  mit  *dem 
überein ,  welches  wir  in  dem  (scnou  citirten)  zweiten  Bande  der  Miscellanea  Taurinensis  ge- 
funden haben. 

2)  Der  Körper  habe  in  dem  Punkte  der  Brachystochrone,  wo  sie  die  erste  Gräns- 
curve  schneidet,  noch  keine  Geschwindigkeit,  d.  h.  fange  daselbst  erst  an,  sich  lo  bewegen. 
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Blerför  bekonuiit  Lagrasfe  du  BesiilUt«  daas  die  Berilbranden  der  beiden  GiüniGvireo 
paraliel  sein  müsseD;  und  er  sprich!:  Dieses  Besaltal  stimmt  mit  dem  oberein,  welches 
uns  ▼CO  Borda  in  dem  schon  eitirten  Memoire  mitgetkeilt  ist  (Dieses  ist,  -^  ich  oben 
gesagt,  der  specielle  Ftll,  welcher  im  ersten  Granzfalle  der  hiesigen  Aufgabe  cJUmaUen  ist) 
Ich  habe  noch  einen  iweiten  uod  dritten  Gränzfall  hinsngefägt,  welche  nicht  möglich 
gewesen  wären,  wenn  ich  nicht  der  GrXnzengleichong  XYI  eine  so  bequeme  nnd  zweck- 
mässige Form  gegeben  bitte.  Und  grade  4iese  meine  Form  lässt  es  zu,  dass  man  alle  be- 
liebigen GränsfäUe,  wie  ich  dergleichen  schon  in  der  161'**''  Aofgabe  aufgestellt  habe, 
mit  der  grössten  Leichtigkeit  durchführen  kann.  ^ 


Aufgabe   198. 

Zwifli^hen  iwei,  in  einer  verücalen  Ebene  liegenden,  horizontalen  (also  parallelen) 
Graden  sacht  man  diejenii^e  Curve,  in  welcher  ein  schwerer  Punkt  in  der  körzesten 
Zeit  TOD  der  oberen  Graden  zur  untern  herabfällt,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
Bewegong  in  einem  Mittel  staltßnde,  welches  im  YerhAUnisse  des  Quadrates  der  G»- 
sehwiodigkeit  entgegen  wirkt,  dagegen  keine  Reibung  yorhanden  sei. 

Man  nehne  die  Aze  X  horizontal ,  und  die  Aie  Y  yertical.  Femer  alle  positiven 
y  aoUeo  von4>ben  nach  unten  gerichtet  «ein,  d.  h.  mit  der  Riehtnng  der  Schwere  pa- 
rallel laufen.  Die  jedesmalige  Normale  der  gesuchten  Curve  mache  mit  der  Axe  X  den 
Winkel  «,  und  mit  der  Axe  Y  den  Winkel  £'•  Wenn  das,  Mittel,  in  welchem  die  Be- 
wegung stattfindet,  nicht  entgegenwirken  würde;  so  wären  die  in  der  Riehtnng  der 
Coordinatenazen  wirkenden  Kräfte  gegeben  durch 

d'x  d^ 

^  =s  Q  •  CM  a,       und       ^  =  g  -4-  Q  •  cos  «' 

wie  dieses  flröher  (in  der  195'**''  Aufgabe)  der  Fall  war.  Allein  der  herrschende  Wi- 
derstand m  •  v^,  wobei  m  conslant  ist,   wirkt  in  der  Richtung  der  jedesmaligen  Tan- 

d'x  d^y 

gente  verzögernd,  so  dass -^  ^^^  diT  ^^^  ^^^^  Yermindernng  erleiden.    Wenn    nun 

17  ond  ij'  die  Winkel  sind,   welche  die  jedesmalige  Tangente  bezüglich  mit  den  Axen 

X  ond  Y  macht;  so  ist  cos  17  =s  7-  und  cos  v*  »  -r.    Es  ist  also 

US  as 

^    d]?  =  0«>«'-«»-^*Ts 
^     ^=g  +  Qcos*'-m.v«.g 

Mnitiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  dx,  die  zweite  mit  dy,  nnd  addirt 
beide  Producte;  so  bekommt  man 

UO  !!il^L^^I:J5^_g.dy  +  Q.((c«8.).dx+(co.*Vdy)-m.T».^5l+^ 
Aus  der  Gleichung  der  Normale  folgt  (cos  «)  •  dz  +  (cos  «^  *  <ly  =  ^-    Ferner  ist 

ds  |rdx2  ^  dy« 

ds'  dx  •  d'x  -¥-  dy  •  dHr 

Weü  endlich  ^,  =  v«  ist,  so  folgt  daraus  ^2  =  v  •  dv. 

Glaichong  III  geht  somit  tkber  in 

IV)    v  •  dv  =  g  •  dy  —  m  .  v«  •  (Kl  -+-  w«)  •  dy 

Man  hat  hiermit  eine  Gleichung,  durch  iTelche  dargestellt  ist,  wie  die  Geschwindigkeit 
V  von  den  Goordinaten  x  und  y  der  gesuchten  Curve  abhangt  Wenn  nun  die  obere 
horizontale  Grade  durch  y  =  b,  und  die  untere  durch  y  «  /9  gegeben  ist;  so  ist  un- 
sere Aufgabe  folgende:  Man  sucht  flir  x  und  v  solche  zusammengehSrtge  Functionen 
von  y,  dass  dadurch  der  Gieichong  lY  identisch  genOgt,  nnd  folgender  Ausdruck 
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^^-JT'^^--' 


ein  MiDimom-sfaQd  wird. 

Die  Anrangspunkte  aller  hier  In  Betracht  zu  zieheDdeo  Carven  liegen,  wie  die  Auf- 
gabe vorsclireibt,  in  der  oberen  ^horizontalen  ßraden.  Soll  aber  die  Aufgabe  auch  wirk- 
lieh einen  Sinn  haben,  so  muss  in  den  Anfangspunkten  aller  dieser  Carven  einerlei 
(entweder  gegebene  oder  nichtgegebene)  Geschwindigkeit  herrschen;  denn  nur  unter 
dieser  Bedingung  ist  dq^  schnellste  Niedergang  rein  von  der  Gestalt  der  Curve  abhängig. 
Zwischen  der  Geschwindigkeit,  welche  im  Anfangspunkte  der  gesuchten  Gurre,  und 
zwischen  den  Ge8chwindig[keiten,  welche  in  den  Anfangspunkten  aller  nächstanliegenden 
Nachbarcurven  herrschen,  besteht  also  folgende  Gleichung 

VI)     Vb  "=  Vh  -+-  X  .  dVfe  +  — -  .  a«Vb    -h  -^  .  ^3v^  + 

d.  h.  es  mosB  einzeln  stattfinden  ^Vb  «"  0;  dhry,  =  0,  ^^Vb  «>  0,  etc. ;  und  grade  hier- 
durch ist  eine  der  Grundbedingungen  der  ganzen  Aufgabe  mrtausgesprochen. 

Den  Umstand,  dass  in  den  Anfangspunkten  aller  in  Betracht  zu  ziehenden  Curven 
einerlei  Geschwindigkeit  herrschen  muss,  kann  man  dazu  benfitzen,  ihr  einen  feslea 
Werth  beizulegen.  (Dieses  ist  z.  B.^der  Fall,  wenn  man  Torschreibt,  dass  die  Bewe- 
gung erst  im  Anfangspunkte  .bef^inne ,  d.  h.  dass  die  Geschwindigkeit  im  Anfangspunkte 
Null  sei) 

Brate  Ji«ll5siuig. 

Man  integrire  Gleichung  IV,  und  sondere  v  ab;  so  bekommt  man 

VIO    v  =  <x,  y,k) 
wo  k  der  durch  die  Integration  eingegangene  Constante  ist.    Man  eliminire  v  aus  Glei- 
chung V,  so  bekommt  man 

•'»IT 


vny     t  =  f    \^  +  ^J,  .  dy 

Jb  »(«.  y.  k) 


Man  setze  W  statt  -p |pr,  mutire,  und  forme  um,  .so  bekommt  man 

Somit  hat  man  jetzt  die  Hauptgleichung 

dx  dy 


^^-^.•fi?)=« 


und  die  Gränzengleichung 

Die  Hauptgleichung  X  ist  von  der  zweiten  Ordnung.  Durch  deren  Integration  gebeo 
also  zwei  willkOrliche  Gonstanten  ein.  Durch  Integration  der  Gleichung  IV  ist  bereits 
ein  solcher  eingegangen.  Man  hat  daher  im  Ganzen  drei  willkOrliche  Constanteo. 
Ebensoviele  hat  man  in  der  196***°  Aufgabe  bekommen ,  welche  eigentlich  ein  besonderer 
Fall  der  hiesigen  ist;  denn  diese  geht  in  jene  Ober,  wenn  man  m  =  0  setzt. 

Die  Gränzengleichung  XI  kann  zur  Bestimmung  zweier  Constanter  benutzt,  der 
dritte  aber  muss  auf  andere  Weise  bestimmt  werden,  z.  B.  dadurch,  dass  man  der  Ge- 
schwindigkeit im  Anfangspunkte  einen  bestimmten  Werth  beilegt. 

Zweite  A«ll5aiuig. 

Die  Geschwindigkeit  v  ist,  wie  gesagt,  von  den  Coordinaten  der  Curve  abhängig, 
d.  h.  die  Geschwindigkeit  v  ist  daa  mittelbar  nmtable  Elevent.  Man  eüminire  die  mit- 
telbaren Mutationen  mittelst  eines  Moltiplicntors. 


Digitized  by 


Google 


417 

Die  OqrchAhriing  der  Aufgabe  wird  yereiofachl ,  wenn  man  U  stall  v^  selzt.    Dabei 
geht  Gleichaog  IV  Ober  in 

XII)    dH  =  2g  .  dy  -  2mII  •  (Yi  -h  w«)  •  djr 
ood  Gleichong  V  gebt  über  in  

Man  beachte,  dass  11  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  vorstellt  Da  (wie  bereits  in 
der  Einleitung  näher  begrOndet)  in  den  Anrangspunkten  aller  in  Belracht  zu  ziehenden 
Corven  einerlei  (entweder  gegebene  oder  nich (gegebene)  Geschwindigkeit  herrschen 
moss ,  wenn  unsere  Aufgabe  einen  Sinn  haben  soll ;  so  hat  auch  das  Quadrat  der  in 
allen  diesen  Anfangspunkten  herrschenden  Geschwindigkeiten  einerlei  (entweder  gege-* 
beoen  oder  nich(gegebenen)  Werth.  Zwischen  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit, 
welche  im  Anfangspunkte  der  gesuchten  Gurve,  und  zwischen  dem  Quadrate  der  Ge- 
schwindigkeiten, welche  in  den  Anfangspunkten  der  ndchstanliegenden  Nachbarcurven 
herrschen,  besteht  also  folgende  Gleichung 

XIV)   n,«iz^  +  x.aiZi,  +  :^.a«jDri,-t- j^-wy,,  + 

d.  h.  es   mass   einzeln  statiGnden  dtlf,  «  0,  ä^ITy,  r=s  0,  6^11^  =  0,  etc.;    und  grade 
hierdurch  ist  eine  der  Grundbedingungen  der  ganzen  Aufgabe  mitausgesprochen. 
Man  verwandle  Gleichung  XII  in  folgende 

XV)    ^  -  2g  +  2mIZ .  n  +  w2  =  0 

Diese  Gleichung  ist  eine  nach  y  identische;  und  wenn  man  sie  mit  einer  (vorerst  un^ 
bekannten,  jedenfalls  aber)  nichtmutablen  Function  L  von  y  multiplicirt ,    so  ist  auch 

das  Product  L  •  l-^ ^g  +  ^m^  *  ^i  +  v^)    noch  eine  identische  Gleichung ,  und 

man  kann  es  unter  das  Integralzeichen  addiren,  ohne  dass  l  sich  im  Geringsien  ändert, 
d.  h.  es  ist  noch  vollkommen  genau 

XVI)     t  -  J    \j^^^^  +  L  .  (^  ^  2g  +  2mil  .rnr^)]  .  dy 

Wenn  man  die  erste  Form  des  di  nicht  weiter  beachten  will,  so  stelle  man  die  zweite 
her;  und  dann  bekommt  man 

+  I  ^  -H  ^  I    •  ^Tt/j  +  La  .  dllß 

\Kir.(l  -h  w2)       n  +  w^/z?       P         P        P 

/  w  ,    2LmJZ>w\      .  -       ,_ 

\irn  •  (I  -H  w2)      r  I  +  wvb 

Damit  das  mittelbare  du  unter  dem  Integralzeichen  wegfalle,  lasse  man  L  eine  solche 
FoDction  von  y  sein,  dass  die  identische  Gleichung 

XVIII)     -  ?T^^  _  ^  ^-  2Lm  .  n  -H  w2  =  0 

stattfindet    Man  bat  also  folgende  Hauptgleichung 

XIX)     1../  *         _-^gLmfljj;\       ^ 

dy     \rxr .  (1  +  w«)      fi  +  wv 

GlefehaBg  XVIII  ist  von  der  eraleo  Ordnoog,    aiid  dorch  ihre  lolegration  geht  ein 
II.  53 
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willkfirlichev  Gonstottter  eitt«  Gleiebung  XiX  iaC  voa  der  sweitoa  OrdMAg«  opd  durch 
ihre  lolegratioD  geben  zwei  willkörlicbe  GoDslanlen  ein.  Dorch  lolegratioo  der  Glei* 
ehoDg  XII  geht  auch  ein  wülkQrlicIier  CoDslanler  ein.  Mao  bat  daher  im  Ganzen  vier 
solcher  Conslanler,  von  denen  jedoch  einer  zuviel  ist;  denn  es  wären  nar  drei  einge- 
gangen, wenn  man  das  miUelbar  mutable  Element  n  schon  vor  dem  Mutiren  direet 
eliminirt  hätte.    (Ist  aus  der  ersten  Auflösung  bekannt.) 

Nun  ist  ^/7b  =  0,  weil  dieses  eine  Grundbedingung  unserer  Aufgabe  isL 
Damit  aber  jede  Spur  der  von  n  herrQhrenden  Mutation  verschwinde,«  beaümme 
man  von  den  vier  eingegangenen  Gonstanten  denjenigen,   welcher  zuviel  iat,   in  der 
Weise,  dass  die  Gleichung  . 

<X)    Lß  =  0 

stattfindet    Gleiehong  XIV  reducirt  sich  somit  auf 

XXO    ^i  = 
/  ^.  2Lm£^\    ^         _  i  w  2Lmn^\    ^ 

Vn .  (1  -h  w2)     ri  +  w2//?    ^    Vn-ii  4-  w2)     rmv5/b 

Integrirt  man  Gleichung  XIX,  so  gibt  sich 

XXII)  ^gLmJT^w^^ 

rir.(i  -+-w2)     ri  4-  w« 

Gleichung  XXI  geht  also  über  in  dt  ■»  A  •  dxß  —  A  •  d\^;  und  man  hat  folgende  Grin- 

zengleichung 

XXIII)    A  .  ax^  —  A  .  aib  =  0 

Von  den  vier  eingegangenen  Gonstanten  ist  derjenige,  welcher  zuviel  ist,  durch  Glei- 
chnng  XX  bestimmt.  Man  bat  alsa  noch  drei  solcher  Gonstanten.  Zwei  derselben  kön- 
nen bestimait  werden,  indem  man  die  Gränzengleichung  XXIil  benutzt;  der  letztere 
muss  aur  andere  Weise  bestimmt  werden,  z.  B.  dadurch,  dass  man  der  Geschwindig- 
keit im  Anfangspunkte  einen  bestimmten  Werth  beilegt 

Es  ist  also  alles ,  wie  bei  der  ersten  Auflösung. 

Nun  wäre  noch  zu  bestimmen,  was  x,  U  und  L  für  Fanctionen  von  y  sind.  Zu 
d^m  Ende  sondere  man  L  aus  XXII  ab,  und  man  bekommt 


XXIV)    L^^»"*^*^'  * 


2miZ .  w  2nj .  Yn^ 

Man  difierenliire  nach  allem  y,  so  gibt  sich 


^j^.     dL  _         3  d/T  A  d^x        A .  Y\  -h  w«    d/I 


<*y        4m  .  I^/I*      dy        2m7T  •  w»  •  K"!  -h  w»    <*y^        2m  •  i7>  .  w      dy 
man  diese   flkr  L  und  --r—  gefundenen  AusdrQcke  In  XVIII,  so  bekommt  man 
3  .  n  -f-  w«    .    A  >  (I  -f  wQ  3  dJT  A  d^x 


2.K1I        '  w  4m -»^'dy     '    2m  •  w«  •  Kl  4- w»  '  ^j' 


A  ■  Kl  -^  wg    dJT 
"*■      2ro/I  •  w     '  dy  "■ 

Aus  dieser  Gleichung  ist  nun  noch  77  und  -p  zu  eliminiren,    weil  man  eine  Gleichaog 

zwischen  x  und  y  herstellen  soll.    Man  elimtnire  ans  XV  nnd  XXVI  zunächst  das  -r-, 
'  dy 

so  ergibt  sich  

XXV..)  --^H- -4„.?|  +  ^^^:^-^^  =  o 

.  2  .  r/T3  '      2w2  .  Kl  4-  w2    dy2  71 .  w 

Man  eliminire  nun  das  L  aus  XVIII  und  XXII;  so  bekommt  man 


XXV...)   «i  =  ^±^)  _  ?--ri;t; 

^      dy  77.  w  2.rn3 
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Nan  folgt  aos  Gtoicbaog  XXTll 

A  » (I  4-  wg)  _  3  >  ri  4-  wg  _       A  d^x 

oAd  weon  man  diesen  Aasdruck  io  XWIII  einselzC,  so  bekoininl  mau 

X\n^    dL A  d^x         _      A  dw 

^^*AJ    dy   -       2  .  g  .  w2  '  dy«  *        2g.  w«  '    dy 
Daraus  folgt  durch  Jnlegraüoo 


Aus  XXX  und  XXIY  folgt  also 


XXX)    L  =  E  +  .:^ 

^gw 


XXXI)    2Em  H 4-  — = = =  0 

g-w       K^  /T.W 

Mittelst  der  beiden  Gleichungen  XXXI  und  XXVn  kann  man  auf  algebraiscbem  Wege 
das  n  eliminiren,  und  hat  dann  swischen  x  und  y  eine  Differentialgleichung  der  zwei- 
ten Ordnung,  welche  durch  Integration  noch  zwei  neue  Gonstanten  einführt,  so  dass 
man,  wie  bereits  bemerkt,  im  Ganzen  vier  willkürliche  Gonstanten  hat,  von  welchen 
aber  einer  zuviel  ist. 

Hat  man  integrirt,  and  zwischen  x  und  y  eine  Gleichung  x  =  ^y)  gefonden;  so 
bestimme  man  hierauf  n  r=  ^y),  was  (durch  Gleichung  XXYII  oder  XXXI)  auf  alge- 
braischem Wege  geschieht  Zuletzt  bestimme  man  auch  L  =  F(y),  was  (durch  Glel- 
cbong  XXiV  oder  XXX)  gleichfalls  auf  algebraischem  Wege  geschieht.  Gleichung  XX 
gehl  jetzt  aber  in 

XXXII)    F(ß)  =  0 

Aber  eben  weil  diese  Gleichung  zur  Bestimmung  des  Gonstanten,  welcher  zuviel  ist, 
dienen  soll;  so  muss  sie  stattfinden,  unabhängig  von  den  Gränzbedingungen,  welche 
noch  aufgestellt  werden  mögen. 

Der  Herstellung  des  Pröfongsmittels  steht  nun  keine  weitere  Schwierigkeit  mehr 
entgegen. 

Grinzfall.  Der  Anfangspunkt  (a,  b)  und  der  Endpunkt  (a,  0)  sotten  fest  vor- 
geschrieben sein.  Hierbei  ist  diy,  =  0,  dxß  =0,  d^i),  »0,  ^xa  =0,  etc.  Die  Grän- 
zengleichnng  XXin  fällt  also  von  selbst  hinweg.  Soll  zugleich  die  im  Anfangspunkte 
herrschende  Geschwindigkeit  den  festen  Werth  e  haben,  so  hat  man  die  Gleichung 
Tb  =  e,  welche,  eben  weil  77  =  v'  ist,  Obergeht  in 

ilh  =  jtb)  =  e2 
Fär  den  festen  Anfangspunkt  und  Endpunkt  bestehen  folgende  Gleichungen 

a  ==  <3P(b),        und        a  >=  q)(ß) 
Die  drei  letzten  Gleichungen  dienen  dazu,   den   drei  willkürlichen  Gonstanten  eine  Be- 
stimmung zu  geben,   so   dass  in  diesem  speciellen  Falle  nichts  Unbestimmtes  zurück 
bleibt. 

Schlassbemerknng.  Die  Aufgabe ,  die  Linie  des  schnellsten  Niederganges  Im  wider- 
tleheoden  Mittel  zu  finden,  wurde  Ton  Boler  gestellt  und  gelöst 

I)  Zuerst  an  folgenden  zwei  Orten: 

1)  im  siebenten  Bande  der  älteren  Petersburger  Commentarien, 

2)  im  zweiten  Bande  seiner  Mechanik.    Pelersb.  1736. 

Ao  beiden  Orten  ist  aber  das  angewendete  Verfahren  nicht  als  richtig  sn  betrachten,  wie 
sich  auch  Lagrange  in  seinem  Werke  „Le^oos  sor  le  Caicul  des  fonctions*^  ausspricht  (Man 
sehe  die  21**  Vorlesung.    Geschichte  des  Isoperimetrischen  Problems.    Nr.  343.) 

II)  Hierauf  bringt  er  diese  Aufgabe  an  zwei  Stellen  seines  Werkes  (metbodus  inveni- 
eodi«  etc.)  wieder 

1)  Seite  126  stellt  er  die  Aufgabe  auf  folgende  Weise:  Man  sucht  die  Curve 
des  schnellsten  Niederganges,  wenn  die  Bewegung  in  einem  Mittel  stattfin- 
det, das  nach  Verhältnlss  der  2n**"  Potenz  der  Gescbwmdigkeit  entgegen- 
wirkt 

2)  Seile  214  stellt  er  die  Aufgabe  noch  allgeaaeiner :  Man  sucht  die  Curve  des 
schnellsten  Niederganges,    wenn  die  Bewegung  in  einem  Mittel  stattfindet. 
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das  nach  Verbältniss  irgend  einer  beliebigen  Fnnetion  der  GeschwindigkeU 
entgegenwirkt. 

Das  Yerfabren  an  den  beiden  letzten  Stellen  ist  richtig. 

Diese  zwei  Aufgaben  von  Buler  sind  alsq  allgemeiner,  aber  ihre  Dnrchrdhruog  ist 
nicht  Tiel  schwieriger,  als  bei  der  hier  von  mir  durchgeführten  Aufgabe,  wo  ich  die  Ee- 
wegung  in  einem  Mittel  geschehen  lasse,  welches  nach  dem  Verhältnisse  der  zweiten  Po- 
tenz der  Geschwindigkeit  entgegenwirkt. 

Fast  alle  Schriftsteller,  die  über  den  sogenannten  Tariationscalcal  schrieben,  babea 
diese  Aufgabe  aufgenommen,  und  mittelst  der  hier  stehenden  zweiten  Auflösung  durchge- 
führt. Dabei  haben  sie  aber  die  Bedeutung  der  eingehenden  Constanten  ganz  und  gar  miss- 
kannt.    Ich  habe  nun 

1)  dadurch,  dass  ich  die  zweite  mit  der  ersten  Auflösung  verglich,  nachgewiesen, 
dass  hei  der  zweiten  Auflösung  ein  Constanter  eingeht,  welcher  seiner  wahren  BedeotnoK 
nach  zuviel  ist;  und  desshalb  muss  seine  Bestimmung  immer  auf  die  nemliche  Weise  ge- 
seheben, unabhängig  von  den  verschiedenen  Gränzrällen,  welche  man  aufstellen  mag. 

2)  Ausserdem  habe  ich  genau  hervorgehoben,  dass  die  Aufgabe  nur  dann  einen  Sinn 
hat,  wenn  in  den  Anfangspunkten  aller  zu  betrachtenden  Gurven  einerlei  Geschwindigkeit, 
sei  sie  nun  gegeben  oder  nichtgegeben,  herrscht;  und  diesen  Umstand  habe  ich  als  Gnind- 
bedingung  der  Aufgabe  vorangestellt. 


Aufgabe    199. 

In  einer  verlicalen  Ebene  ist  eine  horizonfale  Grade  und  eine  darch  die  Gleichnog 
f(<z,  ^)  «  0  bestimmte  Gorve  gegeben.  Man  sacht  die  Bahn,  in  welcher  ein  schwerer 
Pankt  In  der  kOrzeslen  Zeit  von  jener  horizontalen  Graden  bis  za  dieser  Corre  herab- 
fallt, anter  der  Voraassetzang ,  dass  die  Bewegung  in  einem  Mittel  staUfinde,  welches 
im  Verhältnisse  des  Quadrates  der  Geschwindigkeit  entgegenwirkt,  dagegen  keine 
Reibung  vorhanden  sei. 

Die  Einleilnng  ist,  wie  in  voriger  Aufgabe.  Man  gebrauche  die  Moltiplicatorenme- 
thode,    and  setze  zu  diesem  Ende 

piesen  Aasdrack  muss  man  einer  gemischten  Matation  unterwerfen,  wobei  aber  das  b 
constanl  ist;  and  da  man  (nach  der  Einleitung  zur  160'*"*  Aufgabe)  die  erste  Form  des 
(d)l  nicht  beachten  darf,  so  stelle  man  gradeza  die  zweite  her,  IDr  welche  sich  folgender 
Ausdruck  ergibt: 

^         Jb  Lv    <»y    \rn.(n-w2)     Vi  +  wV/ 

^  /w_+2Lm  .  w  .  iriv\      ^        ,    ,       ,„ 
\    r  71 .  (1  +  w2)    /b 


ß 


Man  bekommt  zunächst  folgende  zwei  nach  y  identische  Gleichungen: 

rrrw2        dL 


iri)    -     '  "_JL  -  .^  +  2Lm  .  Kl  +  w2  =  0 

^         2.  r/73  dy   ^ 


und 

IV) 


t4 


2Linn< 


r  n .  (1  +  w2)  *  rt  + 
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Dieses  sind  dieselben  Gleichungen,   wie  in  voriger  Aufgabe;   man  bekommt  also  aach 
wieder  (Ür  x  ond  17  ganz  die  nemlicbeu  Functionen  von  y. 

HinsIchlHcb  der  ausserhalb  des  Integralzeichens  stebencAn  Theilsätze  beachte  man: 

1)  Es  ist  SU},  =  0,    weil  dieses  eine  Grundbedingung  der  Aufgabe  ist,    wie  man 
in  der  vorigen  Aufgabe  ersehen  kann. 

2)  Es  ist  Lß  =  o,  damit  jede  Spur  der  von  U  herrOhrenden  Mutationen  wegfällt 

3)  Weil  (^  —  2g  4-  2m JT •  KThTw^J  bei  jedem  Werlhe  des  y  zu  Null  wird; 

so  wird  auch  fh  •  (^  -  2g  H-  2mII  •  Tl  -h  wA"^     =  0. 
Sooach  redueirt  sich  Gleichung  11  auf 


V)  '^^,^/w^2Lmw.rn3\  ,  /rXJwA  . 

^  \  rjT.(i  -f  w2)  Iß     1^     \  rn    Iß 

_  /w  +  2Lmw  >  KJ73\       ^^ 
\  rjT.(l  +  w«)    /b  '    *** 


Integrirt  man  Gleichung  IV,  so  gibt  sich 

vn     ^  +  2Lmw  -  YlT^  _  . 
K  /2  .  (1  -h  w»)      "" 
Gleichung  V  geht  also  über  in  

VII)      At  -  A  .  a.^  -h  (^*^''')    .  1?/?  -  A  .  dXb 

Man  bat  daher  die  Gränzengleichung 

VIII)    A.^i^  +  (?^^^^'\    .,?^-A.dxb  =  0 

Gleichung  VI  gilt  bei  jedem  Werthe  des  y,  also  auch  bei  y  »  i9.    Wenn  man  aber 
beachtet ,  dass  L^  =  0  ist,  so  redueirt  bei  y  =s  i?  die  Gleichung  VI  sich  auf 

Sonach  geht  Gleichung  VIII  über  in 


Daraus  folgt 


XI)     A.^iß  +  A.^^^')^ 


^        /9  -  A  .  axb  =  0 

Dieses  ist  eine  sehr  einfache  und  bequeme  Form  der  Gränzengleichung 

Hat  man  endlich  z  =  gxy),  U  =  ^y)  und  L  =  F(y)  gefunden;  so  muss  man  vor 
Allem 

XII)    Ff/?)  —  0 

setzen.  Diese  Gleichung  dient  zur  Bestimmung  des  Gonstanten,  welcher  zuviel  ist; 
und  sie  muss  stattfinden,  und  abhängig  von  den  verschiedenen  Gränzbedingungen,  welche 
noch  aufgestellt  werden  mögen  (ist  in  der  zweiten  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe  hin- 
länglich erläutert).  Hat  man  aber  durch  ¥{ß)  =  0  einen  Gonstanten  bestimmt,  so  sind 
immer  noch  drei  derselben  vorhanden,  welche  eine  Bestimmung  erwarten. 

Erster  Fall.  Der  Anfangspunkt  (a,  b)  sei  fest  vorgeschrieben;  und  man  sucht 
diejenige  Curve,  in  weicher  der  schwere  Punkt  in  der  kOrzesten  Zeit  von  diesem  festen 
Punkte  durch  das  widerstehende  Mittel  bis  zur  Gränzcurve  herabfllllt 

Hier  ist  dxy,  =  0,  S^i^  =  0,  etc.;  und  die  Gränzengleichung  XI,  wenn  man  den 
Constanten  Factor  A  weglässt,  redueirt  sich  auf  ^ 


0    ax^  +  (l^')^..^  =  o 
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Da  die  gegebene  GrfiDzcanre  von  der  gesochleo  Gurve  geschnitten  wird,   io  rnnss  bei 
diesem  Dorchschoitlspunkle 

«  2)    Xß^a 

sein.    Unterwirft  man  diese  Gleichang  einer  gemischten  Mutation,  so  bekomml  man 


^^  ''^^  +  (^)^"^^='^« 


etc.  etc. 
Man  kann  von  hfer  an  diesen  ersten  Fall  auf  zweierlei  Weise  dorchfOhren,  je  nacbden 
man    ^a  oder   ^ß   als   abhängig   bebandelt.    Maa   behandle    ^a  als   abhingig.     Aus 
f(a,i8)  =  0  folgt 

da 
4)    ^a^^.^ß 

•  elc. 

Eliminirt  man  ^a  aas  Gleichung  3,  so  bekommt  man 

Eliminirt  man  ^x^  aas  Gleichang  1 ,  so  bekomml  man 


"P^a-' 


-  9 


Wegen  der  WillkQrlichkeit  des  t?/?  folgt  aas  letzterer  Gleichang 

w%     da    ,         I  rt 

^>   diä  +  TdiT  =  ^ 
Wß 

da    /dx\ 
Diese  Gleichan|f,  welche  mit  folgender  ^  +  g^  •  1  j-|    =0  g^Q^  gleichbedeatend  ist, 

zeigt  an,  dass  die  gesuchte  Curve  auf  der  gegebenen  Gränzcurve  senkrecht  steht»  wie 
wenn  kein  widerstehendes  Mittel  vorhanden  wäre.  (Man  sehe  den  ersten  Fall  der  f  96"^ 
und  197-*'"  Aufgabe.) 

Macht  man  noch  die  Vorschrift,  dass  die  Bewegung  im  Anfangspunkte  (a,  b)  erst 
beginne,  d.  h.  dass  in  diesem  Punkte  die  Geschwindigkeit  Null  sei;  so  hat  man  die 
Gleichung 

8)      §lb)=:0 

Nun  sind  a  und  b  gegeben.  Die  Gleichungen  7  und  8,  verbunden  mit  a  =s  ^d», 
a  =  cp{ß)  und  f(a,  ß)  =  0,  reichen  also  hin,  um  a  und  ß  und  die  drei  noch  vorhan- 
denen Constanten  zu  bestimmen. 

Zweiter  Fall.  Der  Anfangspunkt  (a,  b)  sei  nicht  fest  vorgeschrieben;  und  man 
sucht  unter  allen  jenen  Curven ,  bei  welchen  die  Summe  der  Gränzabscissen  den  nem- 
liehen  Werth  K  behält,  diejenige  heraus,  in  welcher  der  schwere  Punkt  in  der  kQrzesteo 
Zeit  von  der  horizontalen  Graden  durch  das  widerstehende  Mittel  bis  zur  Gräuzcurre 
herablällt. 

Dieser  Fall  verlangt,  dass  für  die  Granzpunkte  der  gesuchten  Gurve  folgende  zwei 
Gleichungen 

9)    i>j  «  a,        und        10)    x^j  H-  xj,  =  K 

stattfinden  sollen.  Unterwirft  man  Gleichung  10  einer  gemischten  Mutation ,  so  hat  man 
zu  beachten,  dass  b  constant  ist.   Man  bekommt  also 

Nun  ist  dxß  =  /'^  _  /^\  \  .  ,?/y;   und  somit  folgt  aus  11,  dass  ^ib  =  -  ^' ^ß- 

Eliminirt  man  jetzt  ^z^  und  dXh  aus  XI  ^  and  lässt  man  den  constanten  Factor  A  weg; 
80  bekommt  man 
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Daraas  folgt 


oder,  was  dasselbe  ist 


«)    ^'P.  +  y:^=^0 


14)    1  H- 


Macht  man  noch  die  Yorsehrift,  dass  die  im  Anfangsponkte  herrschende  Gesch Winzig- 
keit den  festen  Werth  e  habe;  so  hat  man  die  Gleichung  Vb  —  e,  welcl^e,  eben  weil 
n  =  v^  ist,  tibergeht  in 

15)    J7b  =  $(b)  =  e» 

Nao  ist  der  Werth  des  b  gegeben.  Die  Gleichungen  10,  14,  15,  verbunden  mit 
f(a,  /3)  aa  0,  a  *»  9>(b)  und  a  =  fp(ß)j  reichen  also  hin,  um  a,  a,  /},  und  die  drei 
Doch  vorhandenen  Gonstanten  zu  bestimmen. 

Man  vergleiche  in  der  leO^""  Aufgabe  den  vierten  Fall.  Dort  steht  (S.  242)  die 
Bedingungsgleichung 

y.  4-  y^  =  K 

welche  der  hiesigen  Gleichung  10  entspricht,  indem  x  und  y  vertauscht  sind. 

Diese  Granzlalle  kann  man  beliebig  vermehren. 

Ebenso  steht  der  herstellung  des  PrQfungsmittels  in  jedem  einzelnen  Falle  nicht  die 
geringste  Schwierigkeit  entgegen. 

^Scblnssbemerkung.  In  Lagrange's  Werke  „Le^ODs  gor  1e  Calcol  des  fonctions" 
befindet  sich  folgende  Aufgabe:  „In  einer  verticalen  Ebene  liegen  zwei  Curven.  lian 
socbt  zwischen  beiden  die  Brach jstochrone ,  aber  unter  der  Voransselznng,  dass  die  Be- 
wegung in  einem  Mittel  ataU(1tiri<'^  \vctclicji  njirh  Vorhalt niss  irgend  einer  Function  der 
GeKbwindigkeit  entgegenwirkt/'     (Man  sf?tii^  da»  riinflt.«  Uoii^piel  in  der  22'****  Vorlegung.) 

leb  habe  hier  in  dieser  Aufgabe  den  Widerislaod  de«  MKteU  ebenso  vorausgesetzt,  wie 
in  der  vorigen,  um  mich  kürzer  fassen  in  können.  Ind  weil  ich  schon  in  der  196***" 
and  197'**''  Aufgabe  die^  Brach} slochroQ«  cwUchen  zwei  j^egebenen  Gränzcurven  gesucht 
kabe,  so  habe  ich  diesmal  eine  feate  Gflde  sur  Anranj^sgräuKe  genommen,  besonders  dess- 
baib,  dsmit  jetzt  die  MotalloDen  dnr  Giintbedm^ungeu  nicht  wieder  ebenso  ausfallen,  als 
in  den  citirten  zwei  Aufgaben. 

lodern  ich  wiederhole,  dass  ich  der  Gräuzengleichung  JX  eine  sehr  einfache  and 
bequeme  Form  gegeben  habe;  bemerke  ich  noch,  dass  ohne  diese  Form  es  unmöglich  ge- 
wesen wäre,  den  zweiteo  Gransfall  durchzurübreu ,  und  dass  gerade  bei  dieser  Form  alle 
beliebigen  Granzralle,  wie  dergleichen  schon  in  der  160'*'''  Aufgabe  vorkommen,  mit  der 
fröisten  Leichtigkeit  durchgeführt  werden  können. 

Auch  vergleiche  man  noch  die  zwei  letzten  Punkte  in  der  Scblussbemerknng  zur  vo- 
rigen Aufgabe. 


Aufgabe   200. 

Man  sacht  zwischen  zwei  horizontalen  (also  miteinander  parallelen)  Ebenen  dieje- 
nige räumliche  Curve,  in  welcher  ein  schwerer  Punkt  in  der  körsesten  Zeil  Mm  der 
oberen  Ebene  zur  unteren  herabfällt ,  wenn  dabei  weder  Reibung  noch  ein  wideräleheo- 
des  Mittel  stattfindet. 

Der  herabfallende  Punkt  unterliegt  hier  nur  dem  Gesetze  der  Schwere  g,  und  ist 
ausserdem  gezwungen,  in  einer  räumlichen  Curve  zu  bleiben,  die  aber  noch  gesucht 
werden  soll. 

Man  nehme  die  Aze  X  horizontal,  also  parallel  mit  den  gegebenen  Ebenen;  und 
die  Aze  Z  nehme  man  auch  horizontal  und  senkrecht  auf  die  Aze  X.  Die  Axe.Y  nehme 
man  vertical,  also  senkrecht  auf  X  und  Z  zugleich.  Femer  alle  positiven  y  sollen 
von  oben  nach  antea  gerichtet  sein,  d.  h.  mit  der  Rfchlang  der  Schwere  parallel 
Isafen. 
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Die  Kraft  Q ,  welche  den  fallenden  Punkt  in  seine  feste  Bahn  swingt,  wirkt  senk- 
recht aof  die  Bahn,  d.  h.  senkrecht  auf  die  jedesmalige  Tangente;  und  wenn  diese 
Kraft  mit  den  Coordinatenaxen  X,  Y,  Z  bezuglich  die  Winkel  «,  £%  e"  macht;  so  be- 
kommt man  folgende  mit  den  Coordinatenaxen  parallel  wirkenden  Kräfte: 


0 

dl2    =QC08. 

•0 

d^v 

^,  =g  +  Q.C08e' 

ni) 

d^z 

MutlSplicirt  man  diese  Gleichungen  beziig^h  mit  dx,  dy,  dz,  undaddirt  dann  die  Pro- 

ducte;  so  gibt  sich 

IV)    d»-d»x  +  dy^.^d»y  +  d».d»»  ^  g  .  jy  +  q  (,,„,  ,,  j,  ^  ,,„  ,,,  jy  ^  ^^^  ,«, .  j,) 

Aus  der  Gleichung  fQr  die  Normalebene  ist  bereits  bekannt,  dass 

(cos  «)  •  dx  H-  (cos  «0  •  <^y  "^  (<5®s  «")  •  dz  «  0 

isL    Ferner  ist  gjr  ™  ^^»  daraus  folgt 

dx  «  d^x  H-  dy  »  d^y  -f  dz  »  d^z  _        . 
dt«  ■"  ^  ' 

Gleichung  IV  geht  also  jetzt  Ober  In 

V)  ▼  •  dv  «  g  •  dy 
Integrirt  man,  so  gibt  sich 

VI)  v2  =  2gy  +  2k 
oder  _^^_^__ 

VIQ  V  ^  f S2f|j  +  2k 

Hier  ist  2k  der  durch  die  Integration  eiogega^geüc  Con^lanle,  Hau  hat  also,  schon 
ehe  man  die  gesuchte  räumliche  Cunc  kentii,  für  dict  Geschnindigkmt  v  eine  ganz  be- 
stimmte und  nur  von  der  Fallhöhe  y  abhängige  Fanciiön.    Man  erkeout  sonach: 

„Beim  Falle,  wo  weder  ein  wider^lehendcä  Mittel  noch  Aeibring  stattfindet,  bat 
„der  fallende  Punkt  in  irgend  cint^r  Stelle  der  gesuchten  räumlichen  Gurre  die- 
„selbe  Geschwindigkeit,    wie  \\\nm   c^r  reia   vcrHral  bis  in  eine  dieser  Stelle 
„gleichkommende  Tiefe  herabgef^itlen  wHre/' 
Nun  ist  (man  vergleiche  die  Einleitung  zur  195'**"  Aufgabe) 

ds  ^  Kdxg  +  dyg  +  dzg 
""    V    ^  V 

und  setzt  man  zur  Abkürzung  noch  w  und  to  bezüglich  statt  -r-  und  -r-  ,    so   bekommt 

man  

,,       ri  +  W2  -+-  »2    ^ 
dt  =  ' •  dy 

V  ^ 

Wenn  nun  die  obere  horizontale  Ebehe  durch  y  =  b,  und  die  untere  durch  y  =ß 
gegeben  ist;  so  ist  die  Zeit,  in  welcher  der  schwere  Punkt  seine  Bahn  durchfallt,  dar- 
gestellt durch 


VIII) 


Jb  V 


Eliminirt  man  v,  so  geht  letzterer  Ausdruck  Ober  in 

^ßfX    +  w«   +  tt>2 


J         »^2gy  -^  2k  ^ 


und  unsere  Aufgabe  ist  jetzt  nur  noch  folgende :    Man  soll  für  x  und  z  solche  Function 
nen  von  y  suchen^  dass  der  in  IX  aufgestellte  Ausdruck  ein  Minimum-stand  wird.    Da 
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die  Differenz  {ß  —  b)  positiv  ist,  so  muss  auch  die  erste  Ableitang  der  Zeit  positiv 
sein;  und  somit  ist  gerechtfertigt,  den  mit  der  Ableitang  t- gleichbedeutenden  Ausdruck 

—      •  —  als  positiv  vorausgesetzt  zu  haben.    Man  motire,  und  setze  dann  zar 


Abkfirzong  n  statt  Kl  H-  w«  H-  to^;  so  gibt  sich 

r/^  /     '      w  d<5x to  d<5z\     , 

^''Jb  \o»^2gy  -f-2k*  <Jy         n.ragy  H-   2k*  dy/      ^ 
Man  forme  um,  so  bekommt  man 

[XI)    ^t  = 

"  Jb  Lv?^  '  ''Vu.Kagy  +  ak/j  '  ^"^  "*■  (,dy  •  ''lu  •  K2gy  -h  2l)  j  ' ''' J  '  ^^ 

+  /  ^  \     .  dXo  +  /  "^  \     .  dz. 

^\ur2gy+2k//?        ^        \ur2gy  +  2k/i9        ^ 

"  \ur2i7T5E/b '  ^''""\u7^7+2k/b'^^*' 

Untersach  eng  der  ersten  Form  des  dt    Hier  muss  map  w  »  0  and  to  =0 
setzen.    Man  hat  also  die  Gleichungen  -r-  =  0  und  -p  =  0,  woraus 

XII)    X  =-  G,       und       Xin)    z  =  F 
folgt,  so  dass  man  die  mit  der  Axe  Y  parallele,   d.  h.  die  verlicale  Grade  bat    Diese 
Lioie  ist  aber  in  allen  den  Fällen  unzulässig,  wo  der  Endpunkt  der  Fallbahn  nicht  mit 
dem  Anfangspunkte  in  einer  und  derselben  verlicalen  Graden  liegen  darf. 

Untersuchung  der  zweiten  Form  des  öi.    Hier  bekommt  n^an  die  beiden 
Hauptglelchungen 

XIV)   i.  .  4 — ^   ^  \  =  0,      und    XV)    i  .  d/— — =5==\  =  0 

^   dy      \u  .  r2gy  -f-  2k/  ^    dy      Vu  .  K2gy  +  2k/ 

Integrirt  man,  so  bekommt  man  bezüglich 

XVI)  ^  ^  =  A,    und  XVII)    -^  =  B 

^  u  .  r2gy  +  2k  ^    u  .  r2gy  +  2k 

Dividirt  man  diese  Gleichungen  in  einander,  so  gibt  sich 

w        Aj,         .«ndx       .dz       rt 

—  =  -5- ,  d.  h.  es  ist  B  •  :r A  •  v-  «  0 

to        ß  dy  dy 

Daraas  folgt  durch  abermalige  Integration 

XVIII)    B  •  I  —  A  .  z  »  G 
Dieses  ist  die  Gleichung  einer  auf  der  Coordinatenebene  XZ  senkrechten  Ebene. 

Die  gesuchte  Gurve  ist  also  eine  ebene  Gurve,  und  liegt  in  einer  verticalen  Ebene, 
wie  zu  erwarten  war. 

Aus  Gleichung  XVIH  folgt  w  »  -jt-  •  to ;  und  so  geht  Gleichung  XVI  über  in 

XIX)   ^  =  B.K2gy+2k 

^   dy        Yi  ^  (A2  -4-  B2)  .  (2gy  +  2k) 
Durch  Integration  dieser  Gleichung  geht  noch  ein  weiterer  Constanter  £  ein,   so  dass 
man  im  Ganzen  fünf  willkürliche  Gonstanten  k,  A,  B,  G,  £  hat 

Integrirt  man  Gleichung  XIX,  so  ergibt  sich  die  Gleichung  einer  Gycloide. 
Als  Granzengleichung  hat  man  jetzt 

XX)    A  .  <5i^    -f-  B  •  ^z^  —  A  •  Jih  —  B  .  dzb  =  0 
welche  bei  Bestimmung  der  Gonstanten  mitbenQlzt  werden  muss. 

Ih  54 
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Mtttirt  maojDoch  eiDiaal,  so  bekommt  mao 

XXI)    dn  =  A'  öHß  +  ß  .  ^z^  -  A  .  a^jh  -  ß  .  J2z^ 


Der  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Factor  = ,  welcher  mit  ——===- 

*  r^gy  H-  2k  K2i?y  -+-  2k 

gleichbedeutend  ist,    ist  gleich  anfangs  als  positiv  vorausgesetzt  worden.    Folglich  ist 

auch  ^t  positiv,  und  es  findet  ein  Minimum-stand  statt. 

Sind  die  beiden  Gränzpunkle  (a,  b,  c)  und  (a,  ß^  y)  der  gesuchten  Bahn  gege- 
ben, so  liegt  diese  ganz  in  der  durch  diese  Punkte  gehenden  verticalen  Ebene. 

Zur  Bestimmung  der  fünf  Goustaulen  k,  A,  B,  C,  E  kann  man  Bef^sgengen  auf- 
stellen nach  Analogie  derer,   welche  in  der  195'*""  Aufgabe  gestellt  worden,  sind. 

Schlussbemerkung.  In  der  zur  197''*"  Aufgabe  gehörigen  Schlussbemerkung  ist 
bereits  mitgetheilt,  dass  Lagrange,  als  er  seine  neue  Methode  zum  ersten  Male  öffentlich 
bekannt  machte,  die  Aufsuchung  der  „ Brach jstochrone  im  leeren  Räume''  als  erste  Auf- 
gabe hinzugefügt,  und  folgende  Integralformel 

^         ,  .  .„      ,    _      .dz« 


ri 


aufgestellt  habe,  welche  von  der  gesuchten  Curve  zu  einem  Minimum  gemacht  werden 
soll.  Dabei  sind  die  mit  der  Richtung  der  Schwere  parallelen  Coordinaten  mit  z  bezeich- 
net, während  ich  dieselben  mit  y  bezeichne,  und  zwar  bei  allen  hier  von  mir  über  die 
Bracbystocbrone  milgetheilten  Aufgaben. 

Obige  Formel  des  Lagrange  sollte  eigentlich  im  Nenner  noch  den  constanten  Factor 
V%i  enthalten ,  d.  h.  aie  sollte  eigeulBch  heissen 

doch  das  Weglassen  dieses  constanten  Factors  ändert  nichts  an  der  Curve,  die  noek  ge- 
sucht werden  soll. 

Dagegen  passt  Lagrange*s  Formel  nur  für  den  Fall,  dass  die  Bewegung  grade  da,  wo 
X  aa  0  ist,  beginne;  und  sie  ist  unpassend  für  alle  jene  Falle,  bei  denen  die  Bewegung 
an  irgend  einer  andern  Stelle  beginnen,  oder  bei  denen  an  irgend  einer  Stelle  eine  bestimmt 
vorgeschriebene  Geschwindigkeit  herrseben  soH. 

Diese  Unvollkommenbeit  wird  aber  dadurch  gehoben,  dass  man  neben  das  Element  x 
noch  einen  willkürlichen  Constanten  hinzutreten  lässt,  wobei  man  folgende  Formel 


^  rrdi2  -f-  dyg  +  dz2  _  1     tk; 

^  J     K'äg  .  (x  +  k)  rsT  J 


i  —  I  —■--'.—_     -        ■  /dxg  4-  dyg  -h  dzg 


K'äg  •  (x  +  k)  rsg    J  Kx  H-  k 

bekommt  Der  willkürliche  Constante  k  lässt  sich  dann  noch  so  bestimmen,  wie  es  die 
verschiedenen  Bedingungen  verlangen  werden,  und  wie  bereits  in  den  früheren  Anfgaben 
geschehen  ist. 

Besagte  Verbesserung  hat  schon  Lagrange  selbst  angebmcbt,  als  er  die  hiesige  Aufgabe 
später  noch  einmal  behandelte.  Man  sehe  dessen  Werk:  „Theorie  des  Fonclions  anal?- 
tiqnes."     Seconde  partie.     chap.  XIII.     Nr.  73. 


Aufgabe^!. 

Zwischen  zwei  horizontalen  (also  miteinander  parallelen)  Ebenen  sucht  man  dieje- 
nige räumliche  Curve,  in  welcher  ein  schwerer  Punkt  in  der  kürzesten  Zeit  von  der 
oberen  zur  unteren  Ebene  herabflillt,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Bewegung  in 
einem  Mittel  stattfinde,  welches  im  Verhältnisse  des  Quadrates  der  Geschwindigkeit 
entgegenwirkt,  dagegen  keine  Reibung  vorhanden  sei. 

Man  nehme  die  Aze  X  horizontal,  also  parallel  mit  den  gegebenen  Ebenen;  und 
die  Aze  Z  nehme  man  anch  horizontal  und  senkrecht  auf  die  Axe  X.  Die  Axe  Y  nehme 
man  vertical,   also  senkrecht  auf  X   und   Z   zugleich.    I^erner  alle  positiven  y   sollen 
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▼OD  oben  nack  anlen  gerieblel  aeio,  d.  h.  mil  der  Richtong  der  Schwere  parallel 
laaßo. 

Verfahrt  mao  hier  nach  Analogie  der  198'*'"  Aufgabe,  so  kommt  man  zu  den  drei 
Gleichanfen 

I)     ^^,   =Q.cos.-m.v2.^ 

III)     g=.Q.cos.''-m.v2.g 

wo  f,  £* ,  s'*  die  schon  in  yoriger  Au%abe  besagte  Bedeutung  haben.  Aus  den  Glei- 
chungen 1,  II,  ni  folgt  weiter 

•  IV)    V  .  dv  =:  g  .  dy  -  m  .  v2  .  [Vi  -h  w^  H-  id»]  •  dy 

wo  w  and  to  bezQglich  statt  -p  und  -p  gesetat  ist. 

Man  hat  hiermit  eine  Gleichung,  dareh  wekl^p  dargestellt  ist,  wie  die  Geschwindig- 
keit V  yon  den  Coordinaten  x,  y,  «  de9jp;esaehten  räumlichen  Curve  abhangt.  Wenn 
noB  die  obere  horiaonlale  Ebene  durch  y  «  b  und  die  untere  durch  y  =  ß  gegeben 
ist;  so  ist  unsere  Aufgabe  folgende:  Man  sucht  ßr  x,  £  und  v  solche  zusammengehö- 
rige Functionen  von  y,  dass  dadurch  der  Gleichung  IV  identisch  genügt,  und  folgender 
Ausdruck 

...       V)  ,  =  ^^!l+z:£z^dy 

•/b  ^ 

eiir  M^nimqpi-stand  wird. 

Die«  Ankng^punkt^  aller  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Curven  liegen,  wie  die 
Aufgabe  vorschreibt,  in  der  oberen  horizontalen  Ebeoe-  Soll  aber  die  Aufgabe  auch 
wirklich  einen  Sinn  haben,  so  muss  in  den  Anfangspunkten  aller  dieser  Curven  einerlei 
(entweder  gegebene  oder  nichtgegebene)  Geschwinditrkeit  herrschen;  denn  nnr  unter 
dieser  Bedingung  ist  der  schnellste  Niedergang  rein  von  der  Gestalt  der  Curve  ab- 
hängig. 

Es  finden  also  auch  jetzt  die  Gleichungen 

<yVb   =   0.      (J^Vh   =:   0,      d^Vy,   «   0,   Ctc 

statt  Durch  sie  ist  eine  der  Grundbedingongen  der  ganzen  Aufgabe  mit  ausgesprochen. 
(Dass  aber  diese  Gleichungen  stattfinden  müssen,  wird  bewiesen,  wie  in  der  198'^''' 
Aufgabe.) 

Den  Umstand,  dass  in  den  Anfangspunkten  aller  in  Betracht  zu  ziehenden  Curven 
einerlei  Geschwindigkeit  herrschen  muss,  kann  vmi  dazu  benutzen,  ihr  einen  festen 
Werth  beizulegen.  (Dieses  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn  man  vorschreibt,  dass  die  Bewe- 
gung im  Anfangspunkte  erst  beginne,  d.  h.  dass  die  Geschwindigkeit  im  Anfangspunkte 
Null  sei.) 

Srstc  A«flils«Bg. 
Man  integrire  Gleichung  IV,  und  sondere  v  ab;  so  bekommt  man 

VI)    v=:;r(i,  z,  y.  k) 
wo  k  der  durch  die  Integration  eingegangene  Constante  ist.    Man  elimniire  v  aus  Glei- 
chung V,  so  bekommt  man 

•^n    -h   W2    4-   »2 


™'  •=/; 


b    ^(«»  z.  Yi  k) 


dy 


Ki  ^.  ^2  4- 193 

Man  setze  W  statt  — 7 i  %— .  mulire,  und  forme  um;  so  bekommt  man 

;f(i,  z,  y,  k) 
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Man  bekommt  hier  die  beiden  Haaptgleichungen 

ond  die  Gränzengleichong 

Die  beiden  Haaptgleichangen  sind  von  der  zweiten  Ordnung.  Durch  deren  Iq^gration 
gehen  also  vier  willliiirliche  Gonstanten  ein.  Durch  Integration  der  Gleichung  IV  isl 
bereits  ein  solcher  eingegangen.  Mao  hat  daher  im  Ganzen  fönr  willkürliche  Constan- 
ten. (Ebensoviele  bat  man  in  der  vorigen  Aufgabe  bekommen,  welche  eigentlich  ein 
besonderer  Fall  der  hiesigen  ist;  denq  diese  gehl  in  jene  Qber,  wenn  man  m  =  0  setzt). 
Die  Gränzengleichung  XI  kann  man  zurgBestiiamung  von  vier  Gonstanten  benfitzen; 
der  IQnfle  muss  auf  andere  Weise  bestimmt  werden ,  z.  B.  dadurch,  dass  man  der  Ge- 
schwindigkeit im  Anfangspunkte  einen  bestimmten  Werlh  beilegt. 

Zweite  Anldf ang. 

Die  Geschwindigkeit  v  ist,  wie  gesagt,  von  den  Goordinaten  der  Gurve  abhängig, 
d.  h.  die  Geschwindigkeit  v  ist  das  mittelbar  mutable  Element.  Man  eiminire  ^ie  mit- 
telbaren Mutationen  mittelst  eines  Mulliplicators. 

Die  Durchführung  der  Aufgabe  wird  vereinfacht,  wenn  maf  n  stalt  y^setzt  Da- 
bei geht  Gleichung  IV  über  in 

XII)    d/T  =  2g  .  dy  -  2mn  •  (fi  +  w^  -h  »») .  dy 
und  Gleichung  V  gebt  Qber  in 

Man  beachte,  dass  n  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  vdhtellt  Da,  wie  bereits  in 
der  Einleitung  näher  begründet  ist,  in  den  ^nfangsp^kten  aller  in  Betracht  zu  zie- 
henden Gurven  einerlei  (entweder  gegebene  ocler  nichtgegebene)  Geschwindigkeit  herr- 
schen muss,  wenn  unsere  Aufgabe  einen  Sinn  haben  soll;  so  hat  aJch  das  Quadrat  der 
in  allen  diesen  Anfangspunkten  herrschenden*  Geschwindigkeiten  einerlei  (entweder  g^ 
gebenen  oder  nichtg«gebenen)  Werth. 

Es  finden  also  auch  jetzt  die  Eichungen 

JTTh  =  0,    dmy,  =  0,    J37Tb  =  0.  etc. 
statt;    und  grade  hierdurch  ist  eine  der  Grundbedingungen  der  ganzen  Aufgabe  mit 
ausgesprochen.    (Dass  aber  diese  Gleichungen  stattGnden  müssen,  wird  bewiesen»  wie 
in  der  zweiten  Auflösung  der  198'*'"  Aufgabe.) 

Man  verwandte  Gleichung  XII  in  folgende 


dir 


XIV)     '-^  -  2g  +  2mn .  ri  +  w2  -h  tt>2  =  0 

Diese  Gleichung  ist  eine  nach  y  identische;    und  wenn  man  sie  mit  einer  (vorerst  un- 
bekannten, jedenfalls  aber)   nichtmutablen  Function  L   von  y  multiplicirt,    so  ist  aoch 

das  Product  L  •  (-^ 2g  -f-  2m72  •  1^1  -+-  w^  -f  to^j  noch  eine  identische  Gleichung, 

ond  man  kann  es   unter  das  Integralzeichen  addiren,   ohne  dass  t  sich  im  Geringateo 
ändert,  d.  h.  es  ist  noch  vollkommen  genau 
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XV)   t=.j*^p^^;^+Jg.VL.(^ -ag  +  an-n.n  +  wi'H- .»»)]. dy 

Man  mQÜre,  and  setze  dann  zar  Abkfirzang  a  statt  Kl  +  w*  +  »*.  Wenn  man  dann 
die  erste  Form  des  di  nicht  weiter  beachten  will,  so  stelle  man  die  zweite  her.  Daflkr 
bdLommt  man 

XVI)   ai  = 

+  (sLm '-  o 5__  _  ^\ .  an"! .  dy 

-  V ÜTTl jb  • ''-  - 1 r?S— )b ' """  -  '"•  • '"'- 

Damit  da»  mittelbare  dU  unter  deo^  Integrtf zeichen  wegfalle,  lasse  man  L  eine  solche 
Fonclion  von  y  sein,  dass  die  identische  Gleichung 

XVIO    2Lmo i=  -  ^  =f  0 

^  a.rjp         dy 

stattfinde,    Mai#hat  al^l^^  folgende  zwei  Hauptgleichungen 

GleichunPwif  ist^von  der  ersten  Or^ng ,  und  durch  ihre  Integration  geht  ein  will- 
kurlichor  Conaflbter  ein.  Die  Gleichu^en  XVIII  und  XIX  sind  von  der  zweiten  Ord- 
nang^Wd  durctf  ihre  Integration  ^ eben  vier  willkürliche  Constanten  ein.  Durch  Inte- 
graMI|er  Gleichvg  XIV  gehl  auch  eiitwillkflrlicber  Gonstanter  ein.  Mao  hat  also 
im  GflRn  se^^ solcher  Gonstanter,  von  denen  aber  einer  zuviel  ist;  denn  es  wären 
nar^fünf  einningen,  wenn  man  das  mittelbar  mutable  Element  77  schon  vor  dem 
Matiren  direct  elimioirt  hätte.    (Ist^us  der  Ersten  Auflösung  bekannt.) 

Man  bestimme  also  von  den  sechs  eingegangenen  Gonstanten  denjenigen,   welcher 
zuviel  ist,  auf  die  ¥ilise,  dass  die  Glefbhung 

XX)    L^  =  0 

stattfindet.  Nun  muss  ^77|,  =  0  sein,  weil  dieses  eine  Grundbedingung  der  Aufgabe  ist. 
Es  fallt  also  jede  fl>ur  der  von  77  henlhreiAen  »Mutation  weg ,  und  Gleichung  XVI  re- 
docirt  sich  auf  

XXI)  ^t  «  (^L±^^^jim)  . ,,   ^  /5L±^Lm^j:sr\  ^ 

_  /w  +  2Lmw  *  Ki73  \  _  /tp  ^  2Lmto  -  iTWX 

\      u.rs       /b'  *^    \      u.nf      /b*  *^ 

Integrirt  man  Gleichung  XVllI  und  XIX ,  so  bekommt  man  bezüglich 

XXII) --= s=  A,      und      XXIII)    — ■ -= =  B 

u  •  Yn  n  .  r  77 

Mau  hat  also  die  Gränzengleichung 

XXIV)    A  •  ax^  4-  B  .  ^z^  -  A  .  ^ib  -  B  .  azb  =  0 
Von  den  sechs  eingegangenen  Gonstanten  ist  derjenige,  welcher  zuviel  ist,  durch  Glei- 
chung XX  bestimmt  worden.    Man  hat  daher  noch  fünf  solcher  Constanten.    Vier  der- 
selben können  bestimmt  werden,  indem  man   die   Gränzengleichung  XXIV  benutzt 
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Der  letzte  mass  aof  andere  Weise  bestimmt  werden,  z.  B.  dfillrehi^  4141^  man  der  Ge- 
schwindigkeit im  Anfangspunkte  einen  bestimmten  Werth  bfilßgt. 

Es  ist  also  Alles,  wie  bei  der  ersten  Auflösung. 

Nun  wäre  noch  zu  bestimmen,  was  x,  z,  J7  nmi  L  Ulf  FoMtiooen  tod  y  sind. 
Dividirt  man  XXill  in  XXJI,  so  bekommt  »an 

XXV)     -  =  4  ♦  0^^  B  .  ^  -  A  .  ^  =  0 
-^     to         B  dy  dy 

Daraus  folgt 

XXVI)    B    x  -  Az  =  C  V' 

Diese  Gleichung  ist  aber  dieselbe,  wie  Gleichung  XVül  der  vorigenV  Angabe,  d.  h. 
die  gesuchte  Curve  ist  auch  jetzt  voo  einfaeher  Krümmung,  und  liegt  in  einer  auf  der 
Coordinatenebene  XZ  silißirechten  Ebene. 

Aus  XXV  folgt  tD  =  -^  •  w.    Wenn  man  jetzt  m  ans  den  Gleichungen  XIV,  XVII, 

XXII  und  XXIII  eliminirt,  so  wird  man  nur  zu  drei  verschiedenen  Differentialglei- 
chungen gelangen,  indem  XXII  und  XXIII  in  eine  einzige  zusammen  fallen.  Jede  die- 
ser drei  verschiedenen  Differentialgleichungen  wird  von  der  ersten  Ordnung  sein,  durch 
deren  Integration  drei  willkürliche  Conslanlen  eingehen,  so  dass  man,  ausser  A,  B,  C 
noch  drei  weitere ,  also  im  Ganzen  sechs  willkürliche  Gonstanlen  hat ,  von  denen  jedoch 
einer  zuviel  ist,  welcher  aber  durch  Gleichung  XX  seine  Bestimmung  findet. 

Das  Verfahren,  um  besagte  drei  Differentialgleichungen  weiter  zu  behandein,  ist 
ganz  das  nemliche,  wie  in  Aufgabe  198. 

Hätte  man  gleich  anfangs  die  Bedingung  gestellt,  dass  ^  gesuchte  Bahn  sich  in 
einer  gegebenen  Curve  oder  in  einer  gegebenen  Fläche  endigey  solle^so  wäre  man  zu 
einer  Gränzendkichung  und  überhaupt  zu  Resulfafen  gelangt  ,^velch'dAen  der  199*'*'' 
Aufgabe  anaiogWfnd.  ♦    A  a 

Hätte  man  aber  die  Bedingung  gestellt ,  djM  die  gesnclile  Bahh  z wisaJP  zwei  ge- 
gebenen Gurven  (oder  Flächen)  zn  nehmen  sSf  so  wäre  man,  je  nacflUen  gMiachten 
Voraussetzungen,  entweder  zu  Resnltalen  ffekomn^n,  die  dfj^eü  deV  ISd'^'^'^^iabe, 
oder  zu  Resultaten,  die  denen  der  197'*'^  Jbfgabe  anilog  sind.      r« 


gMiachl 

•Je' 


e 

Aufgabe    202. 


Zwischen  zwei  horizontalen  (also  mileinanter  parallelen)  El%ien  sucht  man  unter 
allen  jenen  räumlichen  Gurven ,  welche  auf  der  durch  die  Gleichung 

I)     »2  +  y2  4-  z2  =  r2 
gegebenen  Kugeifläche  liegen,  diejenige  lierau^  in  welcher  ein  scÜlirerer  Punkt  in  der 
kürzesten  Zeit  von  der  höher  liegenden  Ebene  bis  zur  tiefer  liegenden  herablallt ,  unter 
der  Voraussetzung,    dass  dabei  weder  Reibung  noch  ein   widerstehendes  Mittel  statt- 
finde. 

Der  herabfallende  Punkt  unterliegt  hier  blo^  dem  Gesetze  der  Schwere.  Wenn  alle 
positiven  y  von  oben  nach  unten  gerichtet  sind,  d.  h.  mit  der  Richtung  der  Schwere 
parallel  laufen;  so  hat  man  (nach  der  200^^"  Aufgabe)  für  die  in  jedem  Punkte  der 
gesuchten  Gurve  herrschende  Geschwindigkeit  folgende  Qifferenlialgleichung 

II)    V  •  dv  =  g  •  dy 
Wenn  nun  die  höher  liegende  Ebene  durch  y  =  b  und  die  tiefer  liegende  dnrch  y  =  ß 
gegeben  ist,    so  ist  unsere  Aufgabe  jetzt  folgende:    Man  sucht  für  x,  z  und  v  solche 
zusammengehörige  Functionen  von  y,  dass  dadurch  den  Gleichungen  I  und  II  identisch 
genügt,  und  zugleich  der  Ausdruck 

,1.)  t=j^^ri:±:zzz.dy 

ein  Minimum-Stand  wird. 
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oder 


Mao  iDtegrire  GleichoDg  II ,  so  bekommt  maß 

fV)    v«  =  2gy  +  2k 


;  V)    V  =  Y^gy  -h  2k 
d.  h.  V  isl  eine  ganz  bestimmte  Fanction  von  y,   wo  2k  der  durch  die  Integration  ein- 
gegangene  Constante  ist,  and  der  Aostfrack  III  geht  jetzt  über  io 

Die  Aufgabe  ist  also  nur  mth  folgeiAle:  Man  sucht  far  x  nnd  z  solche  zusammenge- 
hörige Functionen  von  y,  aass  dabei  der  Gleichung  I  identisch  genügt,  und  der  Aus- 
druck VI  ein  Minimum-Stand  wird. 

Knie  Anlilf  «■(. 

_________________  ___    tV    V 

Aus  I  folgt  z  =  ifr^  —  x2  —  v2  •  Qod  daraus  folgt  weiter  xo  =  -— — ^  .    Man 

eliminire  to  aus  YI ,  so  bekommt  man 

fß 
VU)       t  =  I     W  .  dy 

VC  W  eine  Function  von  x*.  y,  w  «od  dem  Constante»  k  ist.  Man  mutlre  Gleichong 
VII,  und  forme  um;  so  gibt  sieh 

Mau  hat  also  jetzt  die  Hauptgleichung 
and  d||-^ränzengleiehung 

■■    .  -)  (^)/-<.-(^),-— 

Die  Gleichung  IK  ist  von  der  zweiten  Ordnung.  Durch  deren  Intecnration  gehen  also 
ivei  Gonstanten  ein.  Durch  Integration  der  Gleichung  II  ist  bereits  der  Constanie  k 
eingegangen.    Man  hat  daher  im  Ganzen  drei  willkürliche  Constanten. 

Die  Gränzengleichung  \  kahn  zur  Bestimmung  zweier  derselben  benOtzt,  der 
drille  aber  muss  auf  andere  Weise  bestimmt  werden,  z.  B.  dadurch,  dass  man  der 
Geschwindigkeit  im  Anfangspunkt  einen  bestimmten  Werth  beilegt. 

Zweite  AnldvvBg. 

Wegen  Gleichung  I  muss  entweder  x  oder  z  als  mittelbar  mutabel  behandelt  wer- 
deo.  Man  behandle ,  wie  in  der  ersten  Auflösung,  das  z  als  mittelbar  mutabel,  und 
gebrauche  zu  dessen  Elimination  die  Multiplicalorenmethode.  Um  dann  die  ausserhalb 
des  Integralzeichens  erscheinenden  Mutationen  des  z  am  bequemsten  eliminiren  zu 
kdoDen;  muss  man  (nach  Bd.  I.  S.  319  und  327)  die  Gleichung  1  zuerst  nach  allem  y 
diflerentiiren.    Dadurch  bekommt  man  die  totale  Differentialgleichung 

XI)    i.w-Hy-hz.to  =  0 

wo  w  und  tt>  bezQglich  statt  -p  und  j-,  gesetzt  sind.    Diese  Gleichong  ist  eine  nach  y 

identische;  und  wenn  man  sie  mit  einer  (vorerst  unbekannten,  jedenfalls  aber)  oichtmntab- 
len  Function  M  von  y  multiplicirt,  so  ist  auch  (^s  Product  M  -  (xw  +  y  +  zto)  noch 
eine  nach  y  identische  Gleichung.  Man  kann  es  also  unter  dem  Integralzeichen  addir^n, 
ohne  dass  t  sich  im  Geringsten  ändert,  d.  h.  es  ist  noch  votlkorofnen  genau 
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Man  motire,  setze  zur  Abkörzang  u  statt  M  -H  w*  +^>  nnd  forme  am;  so  bekommt 

\.   dy      dy    \ui^agj»-i-  2k/^    J 

\ur2gy  +  2k  //J       '^       \nr2gy  +  2k  }ß       ^ 

—  (    ,     ^  +  Mx\    •  »Xb  -  f  „     "  +  Mz\    .  dzfc 

\ur2gy  +  2k  /b  \ur2gy  +  2k  /b 

Damit  das  mittelbare  4z  noter  dem  Integralzeicbeo  wegfalle,  lasse  nj4ll  ^i^  »ach  y 
identische  Gleichung 

^  dy         dy      \u  .  K2gy  +  2k/ 

gelten.  Damit  aoch  das  ausserhalb  des  Integralzeichens  stehende  dz  wegfeUe,  bestimme 
man  zwei  der  eingehenden  Gonstanten  so,  dass  noch  folgende  Gleichungen 

XV)    (    ^    ^  H-  Uz]    =  0,    und    XVI)  Y_=^_\    =  0 

^    VaKSgy  -f.  2k  /ß  VuKagy  +  2k/b 

stattfinden.    Man  hat  also^ie  Hanptgleichong 

xvn)    x.f +  ^.<j(— =^=\  =  o 

dy        dy     \a  .  K2gy  +  2k/ 
and  die  Grinzengleichnng 

XVni)   / — ^  ^  +  Mx^    .  dxg  -  (——=^=\    .  *Ib  =  0 

\o .  rSgy  +  2k  //?       ^       \ar2gy  +  a/b 

Aus  X1^  aud  XVI  folgt 

XIX)    M»  =  -  f ^   "  \  ,    and    XX)    Mb  -  -  ( „    *"  \ 

^       P  \oz.r2gy +  2k;/»'  •'  \az  •  l'2gy  +  2k/b 

und  somit  geht  Gleichung  XYIII  Ober  in  "^ 

\nz  .  rSgy  H-  2k//?       ^       \uz  •  K2gy  +  2k/b 

Die  Gieichoog  II  ist  von  der  ersten  Ordnung,    und  durch  deren  Integration  ist  bereits 

ein  willkürlicher  Gonstanter  k  eingegangen.    Die  Gleichungen  XIV  und  XVII  sind  vod 

der  zweiten  Ordnung,  und  durch  deren  Integration  gehen  noch  vier  weitere  Constanteo 

ein.    Man  hat  also  im  Ganzen  fänf  solcher  Gonstanter,  von  welchen  jedoch  zwei  zuviel 

sind ;  denn  es  wären  nur  drei  eingegangen ,  wenn  man  schon  vor  dem  Muliren  das  z  und 

dz 

-T-  direct  eliminirt  hätte.    Diese  zwei  Gonstanten,  welche  zuviel  sind,  sind  aber  bereits 

durch  die  Gleichungen  XV  und  XVI  bestimmt;  und  so  sind  nur  noch  drei  zu  bestim- 
men. Zwei  davon  werden  bestimmt,  indem  mau  die  Gränzengleichung  XXI  benQtzt; 
der  letzte  muss  auf  andere  Weise  bestimmt  werden;  z.  B.  dadurch,  dass  man  der  Ge- 
schwindigkeit im  Anfangspunkte  einen  bestimmten  Werth  beilegt. 

Eliminirt  man  -p  aus  XIV  und  XVII;  so  bekommt  man 

XXII)  z  .  i  •  4 .  ^  ]  -  X  .  1  .  dl ,*^  \  «  0 

dy   Vu.rgy^^k/       dy   Vu-r^rnt/ 
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wo  man  den  gemeioschafUichen  Factor  —  weggelassen  hat.   Letztere  Gleichang  ist  aber 
gleichbedeatend  mit  folgender 

3y   Au .  rgy  -»-  k/    n  . Kgy  -i-  k J    l.3y*  U-^gy +k/    u.r^T+kJ 

Diese  Gleichang  redacirt  sich  gradeza  aaf 

dy     \u  .  rgy  -f  k/ 
Inlegrirt  man,  so  gibt  sich 

xxni)    ''^""  '^    =  A 

u  •  f  gy  -f-  k 
oder  

XXIV)    zw  —  xto  —  A  .  (Kgy  +  k)  •  Kl  +  w«  4-  to» 
Wenn  man  diese  Gleichang  qaadrirt,  so  gibt  sich 

XXV)    z«  .  w»  —  2iz  .  w  •  to  -H  x2  .  to«  =  A«  .  (gy  -f-  k)  .  (I  -f-  w»  +  te«) 
Aas  Gleichung  XI  folgt  xw  +  zto  =^  —  y;   and  wenn  man  diese  Gleichang  qaadrirl, 
80  gibt  sich 

XXVI)    x2  .  w2  -H  2xz  .  w  •  to  -H  z«  .  to«  =  y« 

Ifan  addire  XXV  and  XXVI,  so  bekommt  man 

(x»  -H  zO  .  (w»  +  to«)  =  y«  -H  A«  .  (gy  4-  k)  .  (i-h  w«  H-  »^ 
Aas  Gleichang  I  folgt  aber  x'  +  z'  »  i®  —  y^ ;  and  so  geht  letztere  Gleichang  fiber  in 

(r2  —  y2) .  (w2  -f.  to2)  =  y2  +  A2 .  (gy  4-  k)  .  (1  -f-  w«  +  to^ 
Ifan  addire  beiderseits  r'  —  y^,  so  bekommt  man 

(jfi  _  y2).(|  ^^2  Vto2)  =  r^  + A«-(«y +  k)-(l  -h  w24-to«) 
oder 

xxvn)    ,  +  w.^,,  =  ____^_^_^^ 

Gleichong  XXIV  geht  also  jetzt  aber  in 


wY7««v%  Ar  •  f  gy  -4-  k 

XXVIII)    zw  —  xto  =  ^^  

ri«  -  y«  -  A2  .  (gy  +  k) 
Wdl  aber  x>  +  z'  =  r»  —  y^,   so  kann  man  Gleichang  XXVIII  links  mit  x»  +  «^ 
and  rechts  mit  r^  —  y*  diyidiren;  and  wenn  man  sodann  noch  überall  mit  dy  mnltipli-' 
cirt,  so  bekommt  man 


'  dx  —  X  '  dz Ar  »  r  gy  +  k 

x2  -h  z«        "^  (r2  _  y2)  Kr»  -  y»  —  A2  .  (gy  -h  k)  *    ^ 


Diese  Gleichang  Idsst  sich  aber  noch  folgende  Form  geben 
A  ■  r  .  Kgy  4-  k 


'© 


dy 


I  4-  fiy      (^  -  y^  •  r^^^y^  -  A«  .  (gy  4-  k) 
So  gestaltet  lasst  sich  letztere  Gleichang  gradeza  integriren ;  and  man  bekommt 

XXIX)    arc  tg  5  «  B  +  f Ar  .  Kgy  4-  k         ^__  .  ^ 

2  J(r2-.y2).rr«-y2-  A2.(gy  4-k) 

Diese  Gleichang,  verbanden  mit  I,  bestimmen  die  Projectionen  der  gesachten  Garve* 
Die  zweite  Aaflösong  konnte  also  darchgeföhrt  werden ,  ohne  dass  es  nöthig  war , 

die  Function  M  von  y  kennen  zn  lernen.    Man  sehe  den  Schlass  des  $.  254. 

Die  hier  gefundene  Carve  hat  die  Eigenschaft,  dass  sie  sehr  leicht  rectificirbar  ist. 

Moltiplicirt  man  nemlich  Gleichang  XXVII  beiderseits  mit  dy^,    ond  nimmt  dann  die 

Quadratwurzel;  so  bekommt  man 

ih  55 

\ 
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(H  H-  w^  -h  »2) .  dy  =  -    ' ~-^^y 


rr2  ^  y2  -  A2  •  (gy  +  k) 
Man  setze  ds  8(aU  (Kl  +  w^  +  m^)  •  dy,  und  integrire  dann;  so  ^ibt  sich 

2y  +  A^  .  «   


XXX)    8  =  C  +  r  .  arc  lg 


Kr2  -  y2--  A2-(gy4-k) 


Andere  Untersachangen  ober  die  Eigensehaflen  der  hiesigen  Carve  fuhren  za  weit  ab- 
GrSnzfall.    In  Folge  der  Gleichang  XXIII  geht  XXI  über  in 


XXXI)    A  .  /j^ .  ax^  -  ~  .  öx^\  =  0 


Ist  nan  fär  die  (in  der  gegebenen  Fläche  liegende)  gesuchte  Garve  weder  hinsichtlich 
des  Anfangsponktes  noch  hinsiohtlich  des  Endpunktes  eine  weitere  Vorschrifl  gemacht; 
so  sind  dZb  und  dxß  ganz  willkürlich.    Die  Gränzengleichung  XXXI  Wli  also  nur  weg, 

wenn  A  =  0  ist.    Dabei  geht  Gleichang  XX 111  6ber  in  — '      T      '  =.  =  0,  woraus 

a  •  r  g  •  y   4-  k 

XXXVn)    zw  —  xto  =  0 
folgt.    Integrirt  man  diese  Gleichang,  so  bekommt  man 

XXXIII)  z  =t  H  .  X 
Dieses  ist  die  Gleichang  einer  Ebene,  welche  durch  den  Anfangspunkt  der  Goordinaten 
hindurchgeht  und  auf  der  Goordinatenebene  XZ  senkrecht  steht,  d.  h.  die  gefandeoe 
Ebene  hat  eine  rein  verticale  Richtung,  und  geht  durch  den  Mittelpunkt  der  gegebenen 
Kugel;  so  dass  die  gesuchte  Curve  ein  vertical  stehender  Bogen  eines  grössten  Krei- 
ses ist. 

Gleichang  I  geht  an  den  Grunzen  Ober  in 

XXXIV)    a«  -h  b«  -h  c«  =  r«,    und    XXXV)    a«  +  jJ^  -h  y«  «  r» 
Gleichung  XXXIII  geht  an  den  Gränzen  Ober  in 

XXXVI)    c  =  H  .  a,        und        XXXVII)    y  =  H  •  a 
Nun  sind  b  und  ß  gegeben.    Man  hat  also  zur  Bestimmung  der  fünf  Stücke  a,  a,  c, 
y,  H  nur  vier  Gleichungen  (XXXIV— XXXVII),  so  dass  eines  dieser  Stucke  unbestimmt 
bleibt,  wenn  nicht  noch  eine  weitere  Bedingung  hinzukommt. 

Ausserdem  ist  auch  noch  k  zu  bestimmen,   was  z.  B.  dadurch  geschehen  kana, 
dass  man  festsetzt 

1)  bei  y  =  h  soll  v  =  0  sein,  oder 

2)  bei,y  =  h  soll  v  =f=  e  sein, 
and  so  fort. 


Aufgabe    203. 

Zwischen  zwei  horizontalen  (also  miteinander  parallelen)  Ebenen  sucht  man  unler 
allen  jenen  räumlichen  Gurven,  welche  auf  der  durch  die  Gleichung 

I)    F(x,y,  z)  =  0 
gegebenen  Fläche  liegen,  diejenige  heraus,  in  welcher  ein  schwerer  Pnnkt  in  der  kür- 
zesten Zeit  von  der  höher  liegenden  Ebene  bis  zur  tiefer  liegenden  heral)fallt,  während 
die   Bewegung  in  einem  dach  Verhältniss-  des  Quadrats  der  Geschwindigkeit  widerste- 
henden Mittel  stattfindet,  dagegen  keine  Reibung  vorhanden  ist. 

Wenn  alle  positiven  y  von  oben  nach  unten  gerichtet  sind,  d.  h.  mit  der 
Richtung  der  Schwere  parallel  laufen;  so  hat  man  (nach  der  201''*''  Aufgabe)  für  die 
in  jedem  Punkte  der  gesuchten  Gorve  herrschende  Geschwindigkeit  folgende  Differeo- 
'tialgleichung 

II)    V  .  dv  =  g  .  dy  —  m  .  v2  .  (Kl  -i-  y^^  -^  »2)  •  dy 
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Wenn  nan  die  h^her  liegende  Ebene  dorch  y  =  b  und  die  (iefer  liegende  darch  y  =:ß 
gegeben  ist;  so  ist  unsere  Aufgabe  folgende:  Man  sucbl  fDr  i,  s  und  y  solche  Func- 
tionen von  y,  dass  dadurch  den  Gleichungen  I  and  II  identisch  genUgt,  and  sagleioh 
der  AosdrQck 

III)    1=  r^/l4-w2+n>2, 
Jb  V 

ein  Minimum-slaAd  wird. 


Man  integrire  II,  so  bekommt  man 

IV)    x(x,  y,  z,  V,  k)  =  0 
wo  k  der  durch  die  Integration  eingegangene  Gonstante  ist.    Man  sondere  z  aus  I  ab , 
so  bekommt  man 

V)    z=^F'(x,y) 

Diesen  Aoadrock  sabstituire  man  in  IV,  ond  sondere  v  ab,  so  belLommt  man 

VI)    y  =  <x,y,  k) 
Man  eliminire  jetzt  v  ond  ft)  ans  III;  so  bekommt  man 

VII)     t  »  I     W  .  dy 

wo  W  eine  Function  von  y,  x,  w  und  dem  Gonstanten  k  ist.  Man  mutire  Gleichung 
VII,  und  forme  um;  so  gibt  sich 

Man  hat  somit  die  Haoptgleichong 
uod  die  Gränzengleichung 

Die  Haaptgleicbung  ist  von  der  zweiten  Ordnung.  Durch  deren  Integration  gehen  also 
zwei  willkoriiche  Gonstanten  ein.  Durch  Integralion  der  Gleichung  U  ist  bereits  ein 
willkürlicher  Gonstanter  eingegangen.  Man  hat  daher  im  Ganzen  drei  willkürliche  Gon- 
staaten.    (Ebensoviele  hat  man  auch  in  der  vorigen  Aufgabe  bekommen.) 

Die  Gränzengleichung  X  kann  man  zur  Bestimmung  von  zwei  Gonstanten  benützen ; 
der  dritte  muss  auf  andere  Weise  bestimmt  werden,  z.  B.  dadurch,  dass  man  der  Ge- 
schwindigkeit im  Anfangspunkte  einen  bestimmten  WerUi  beilegt. 

Xwelte  Avfl9a«K|p. 

Durch  Gleichung  II  ist  ausgesprochen,  wie  die  Geschwindigkeit  v  von  den  Goordi- 
oaten  der  Gurve  abbangt;  v  ist  also  ein  mittelbar  motables  Element. 

Die  Anfangspunkte  aller  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Gurven  liegen,  wie  die 
Aofgabe  vorschreibt,  in  der  oberen  horizontalen  Ebene.  Soll  aber  die  Aufgabe  auch 
wirklich  einen  Sinn  haben,  so  muss  in  den  Anfangspunkten  aller  dieser  Gurven  einerlei 
(entweder  gegebene  oder  nichtgegebene)  Geschwindigkeit  herrschen;  denn  nur  unter 
dieser  Bedingung  ist  der  schnellste  Niedergang  rein  von  der  Gestalt  der  Gurve  abhängig. 
Es  finden  also  auch  jetzt  die  Gleichungen 

^Vfc  =  0,    d^v^  =  0,    d^Vb  =  0,  etc. 
»Utt;   und  durch  diese  ist  eine  der  Groodbedingungen  der  Aufgabe  mit  ausgesprochen; 
(Der  Beweis  findet  sich  in  der  198*^''  Aufgabe). 

Man  setze  77  statt  v^,  so  geht  Gleichung  II  über  in 
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XI)    ^  -  %  +  2m  .  n  .  ri  -h  w«  -»-  »2  =  0 


Es  fiodoD  also  aoch  jetzt  die  Gleichangen 

a/Tb  =  0,  ^iTfc  =  0.  a^TTb  —  0,  etc. 
Statt.  (Der  Beweis  wird  geführt,  wie  io  der  zweiten  Aaflösang  der  IdS^**"  Aolgabe.) 
Wegen  Gleichang  I  muss  entweder  x  oder  z  als  mittelbar  mutabel  behandelt  wer- 
den. Man  behandle,  wie  in  der  ersten  Aaflösang,  das  z  als  mittelbar  mntabel.  Um 
nan  die  ausserhalb  des  Integralzeichens  erscheinenden  Mutationen  des  z  am  bequem- 
sten eliminiren  zu  können ;  muss  man  (nach  Bd.  I.  S.  319  und  327)  die  Gleichung  1 
zuerst  nach  allem  y  differentiiren.   Dadurch  bekommt  man  die  totale  Diflerentialgleichuog 

Die  Gleichungen  XI  und  XII  sind  nach  y  identisch;  und  wenn  man  sie  bezüglich  mit 
den  (vorerst  unbekannten,  jedenfalls  aber)  nichtmutablen  Functionen  L  und  M  roolti- 
plicirt,  so  sind  auch  die  Producte 

L.(i^-2g^2a..77.o)oodM.(^  +  4|.w+^..) 

noch  Identische  Gleichungen.  Man  kann  sie  also  unter  das  Integralzeichen  addiren, 
ohne  dass  t  sich  im  Geringsten  ändert,  d.  h.  es  ist  noch  vollkommen  genaa 

wo  man,  wie  gewöhnlich,  u  statt  Kl  -H  w^  -h  to«  gesetzt  hat  Man  motire,  und  forme 
um,  so  bekommt  man 

XIII)    di  = 
(xo  +  2Lni» .  fW    ,    -,     d.F\       .  /t»  +  2Lmto  •  YTP       „     djA      , 

^  \ — ^rm —  ■*■  **  •■d^j/  'V  -  \ — u.m      ^  ^  •d^l'"" 

V     dy     dz       dy    "\         a-Yn         JJ  \  ^^     i-flp}       J 

Man  bat  also  hier  die  drei  nach  y  identischen  Gleichangen 

XIV)  ^.^  +  i--d(^-^^^":!L'^)==o 

^     dy     dl        dy      \         a  •  Hl         / 
-,^.      dM    d,F  ^   1      ./to  -h  2Lmto  .  rJ73\       ^ 

XVI)    2Lmu  —  ^ 5_.  «,  0 

Die  zwei  ersten  dieser  Gleichungen  sind  von  der  zweiten  Ordnung.  Die  dritte  aber 
ist  nur  von  der  ersten  Ordnung.  Ausserdem  hat  man  noch  Gleichung  XI,  welche  aoch 
von  der  ersten  Ordnung  ist.  Durch  Integration  dieser  vier  Gleichungen  gehen  also  sechs 
willkürliche  Gonstanten  ein,  von  welchen  jedoch  drei  zuviel  sind;  denn  es  wiren  nur 
drei  eingegangen,  wenn  man  77 und  z  schon  vor  dem  Mutiren  direct  eliminirt  hStte. 
Nun  ist  SU},  =  0,  weil  dieses  eine  Grundbedingung  onserer  Aufgabe  ist. 
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Damit  Jede  Spar  der  von  17  beirfihrenden  Matation  wegfalle,  bestimme  man  einen 
der  eingegangenen  sechs  Constanlen  so,  dass  die  Gleichung 

xvn)    L^'  =  0 

stattfindet    Damit  femer  auch  jede  Spar  der  von  s  herrOhrenden  Matation  Terschwinde, 
bestimme  man  ausserdem  noch  zwei  die^r  Constanten  so,   dass  aoch  die  Gleichungen 

and  _ 

ilaltGiiden.    Sonaeh  bleibt  fflr  die  Granzeagleiehong  nor 

Aus  dieser  Gleichung  kann  man  jetzt  M^  und  Mb  eliminiren,  was  mittelst  Xym  und 
XIX  geschieht. 

Die  l&nf  Gleichungen  I,  XI,  XIY,  XV,  XYI  reichen  hin,  zu  bestimmen,  was  x,  z, 
il,  L,  If  für  Functionen  von  y  sind. 

Nun  ist  man  soweit  gelcommen,  dass  man,  um  die  Aufgabe  ausfüiiren  zu  können, 
Ar  die  noch  unbesümn^le  Gleichung  I  eine  bestimmte  nehmen  moss.  « 

Soll  z.  B.  unsere  Linie  des  schnellsten  Niederganges  in  der  durch  die  Gleichung 
XXI)    9l*x  +  S-y  +  6*z  —  (S  —  0 

gegebenen  schiefen  Ebene  liegen;  so  ist  ^t  -^  -a  9  and  -^  =  CS;  und  wenn  man 

zor  Abkürzung  noch  %(y)  anstatt ^=L setzt,   so  gehen   die   Gleichungen 

u  •  rJT 
XIY  und  XY  Ober  in 

mn)    (5~+^-d(to.g(y))  =  0 

Aosser  diesen  beiden  Gleichungen  |)jat  man  noch  Gleichung  XXI  und  die  daraus  sich 
ergebende  totale  DifiTerentialgleichoog 

XXIY)    «.w  +  »4-6-to  =  0 
Daraas  folgt 

S        91 

*»  =  -  «  "-«--^ 

Eliminirt  man  to  aus  XXin,  so  bekommt  man 

MY)     (P-^-©.l.d8(y)-«.^.d(wg7))  =  0 

Wenn  man  --  •  d(w  •  9(y))  aus  XXII  und  XXY  eliminirt,  so  bekommt  man 

""■'     (ly  ~  «P  +  6?  ■    dy 
Die  Gleichangen  XXII  und  XXIU  geben  also  Ober  in 

"^"■'      SP  +  «P      dy     ^        dy  " 

XXVim        g  •  g       dgcy)       d(tt  •  g(y))  _ 

Inlegrirt  man  beide  Gleichangen,  so  gibt  sich 
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"*)      *  ga  +  (p *y)  -  H 

Man  dfvidire  diese  befdeD  Gleichangen  ineinander,  and  sette  A  staCt  rr- 1  so  bekoamt 
man  « 

.    Daraus  folgt 

«SB  -  A  .  53«        ^ 

Integrirt  man  diese  Gleichung,  so  gibt  sich 

XXXI)    '-Az  +  %,^%°^-y  =  B 

Dieses  ist  vieder  die   Gleichung  einer  Ebene  mit  zwei    willltürlichen   Coostanten  A 
und  B. 
f     4  Aus  den  Gleichungen  XXI  und  XXXI  folgt,    dass  unsere  Brachystochroiie  diesmal 

4  ,' f' r.^'"' '^'^  ,    eine  grade  Linie  ist. 

'   \VA ^  ""  Aus  den  Gleichungen  XXIV  und  XCXI  folgt  w  =  —  „^ i\.  und  w  -»  —  5—^: 

^.^  Y  ^^^  ^  S^^^  Gleichung  XI  Ober  in 

Kgg  H-  feg  ^     ^rr         o     ^ 

^  ^  •  dTT  SS  2  •  dy 

gK9P  H-  62  —  mzrra^  4-  932  4-  (F 

Integrfrt  man  diese  Gleichung,  so  gibt  sich^ 

XXXU)    lg  nat ^     ■.         ^ =^  Ä —     , y 

g  .  KS12  -h  (52  ~  m/I .  K912  +  ©2  4.  (52  Ka2  4.  (52 

Durch  diese  Gleichung,  wo  k  der  durch  die  Integralion  eingegangene  Gonstante  ist, 
ist  dargestellt,  wie  77  von  der  Fallhöhe  abhangt. 

Man  beachte,  dass  dieser  speciell6  Fall  durchgeführt  werden  konnte,  ohne  dass  es 
nölhig  war,  die  Functionen  L  und  M  kennen  zu  lernen.  (Man  vergleiche  den  S^ehloss 
des  $.  254.) 

Gran z fall.  Sollen  alle  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Linien  den  Anfangspaokt 
(a,  b,  c)  und  den  Endpunkt  (a,  /?,  y)  gemeins^aniich  haben,  und  sind  die  Werüie 
der  unmittelbar  mutablen  Elemenle  Xb  UQ<^  M  bestimmt  vorgeschrieben;  soistdxb=0, 
dxß  =  0,  ^Xb  =  0,  ^x^  =  0,  etc.    Die  Gränzengleichung  fällt  also  von  selbst  weg. 

(Wenn  man  Gleichung  XXI  mutirt,  so  erkennt  man,  dass  bei  jedem  Werthe  des 
y,  bei  welchem  man  di  und  dH  verschwinden  lässt,  auch  nolhwendig  dz  und  ^z  zo 
Null  werden.) 

Gleichung  XXI  geht  an  den  Gränzen  über  in 
1)    a.aH-««bH-e-c  —  (5  =  0,     und  2)    SI-a-h«./?-l-a-y  —  0  =  0 
Gleichung  XXXi  geht  an  den  Gränzen  über  in 

3)    a  -  A  .  c  4-  — 5jr:^g2—  •  b  =  B 
und 

Nun  sind  b  und  ß  sowie  a  «  Xb  und  a  =  Xß  gegeben.  Die  vier  Gleichungen  1,  "2, 
3,  4  reichen  also  hin,  die  vier  Stücke  A,  B,  c,  y  zu  bestimmen.  Zugleich  erkenot 
man,  dass,  weil  schon  a  und^a  vorgeschrieben  sind,  nicht  auch  noch  die  Werthe  von 
c  =  Zb  und  y  »  z^  beliebig  vorgeschrieben  werden  können,  sondern  so  hingenommen 
werden  müssen,  wie  sie  sich  ergeben. 
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Es  ist  noch  der  Coo8tan4e  k  so  bestimmen.  SeUl  man  so  diesem  finde  fest,  dess 
die  Bewegung  im  Anfangspunkte  (a,  b,  c)  erst  beginnen  solle,  d.  h.  dass  die  im  An- 
fangspunkte berrschende  Geschwindigkeit  Null  sei;  so  ist  77  s  0,  wenn  y  »  b.  Glei- 
chung XXXn  geht  dabei  über  in 


Ig  nat ^  —  ^- —  — •  b 

woraus  sich  k  obneweiters  bestimmen  lässt,   wenn  man  die  logaritbmische  Gleichung 
in  eine  exponentielle  verwandelt. 


Aufgabe    204. 
Es  sei  die  Gleichung 

I)     a-Hc.g^^p.y-ac-p3  =  0 

gegeben ;  and  man  sucht  flkr  y  eine  solche  Function  von  x ,  dass ,  während  u.  den  be* 
stimmt  Yorgeschriebenen  Werth  A  hat,  u^  ein  Mazimum-stand  oder  Minimum-stand 
wird. 

Die  Gleichung  I  ist  eine  identische,  d.  h.  gilt  bei  jedem  Werthe  des  z.  Multipli- 
cirt  man  dieselbe  mit  einer  (vorerst  noch  unbekannten,  jedenfalls  aber)  nicbtmutablen 
Function  9t  von  x.  so  ist  auch  das  Product 

91  .  (o  -H  c  .  J5  -L  p  .  y  _   2c  .  p2) 

noch  eine  identische  Gleichung.    Desshalb  ist  auch  noch 

II)       p9l  .  (u  +  c  .  ^  -  p  .  y  -  2c  .  p2)  .  dx  =  0 

Man  mutire,  so  bekommt  man  zunichst 

in)      f "  TlR  •  <5u  +  c  .  fR  ~  -  fRp  .  ^y  -  (lÄy  +  «cp)  •  ^"1  •  dx  =  0 

Man  forme  um,  so  bekommt  man 

IV)    (c»)a  ..au«  —  (clR),  .  du,  -  (Ky  H-  49lcp)a  •  dya  -*-  Qfty  4-  4!Rcp),  •  <5y. 

''"  f  r(^  ""  h.  '  ^^^^^)  •  ^n  -  (^IP  -  ^  •  ^(^y  +  ♦^cp)\  .  ayl  .  dx  =  0 

Weil  aber  das  mittelbare  dn  nicht  unter  dem  Integralzeichen  vorkommen  darf,  so  denke 
man  sich  unter  91  eine  solche  Function  von  x,  dass  die  identische  Gleichung 

V)    f»  -^  «  .  d(c  •  91)  =  0 

stattfindet    Da  ferner  der  Werth  von    u.  ein  bestimmt  vorgeschriebener  ist,   so  Ist 
3a,  =  0,  d^u,  =  0,  etc.;  und  Gleichung  IV  reducirt  sich  auf 

(c  .  90a  •  ^u«  -  (91 .  y  -h  491  .  cp)«  •  ^Jy«  4-  (91  •  y  +  49lcp),  •  ay. 

Daraus  folgt 

-h  f  "A«p  -  g;  •  ^(^y  -*-  *^ '  cp))  •  ^y  •  d«l 
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DaraoB  folgt  die  Haoplg^eichuog 

Vn)    91  •  P  -  ^  •  d(9ly  +  4«  .  cp)  =  0 

ODd  die  GränzengleichaDg 

VIII)    {9tj  -H  ♦iÄcp)a .  dya  —  (!Ry  -f-  ♦ölcp),  •  dy.  =  0 

Wenn  man  die  in  V  angedeotele  Differentiation  aasfQhrt/so  bekonunt  man  -^  =  — ; 
ond  daraoB  folgt 

IX)    fÄ  =  B  .  e** 
Wenn  man  die  in  VII  angedeutete  Differentiation  ausführt ,  so  bleibt  nur 

y._^.4o.p.^+4clR.g^  =  0 

Und  wenn  man  91  ans  dieaer  Gleichung  eliminirt,  so  gibt  sich 

oder 

X)     yH-lc-p-H4c».jS  =  0 

Diese  lineare  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  reducirt  sich  auf  die  erste  Ord- 
nung, wenn  man  y  =  er''      setzt;  denn  daraus  folgt 

,  =  ^.^-    „dg  =  (..  +  &). v*- 

FQhrt  man  diese  Ausdrflclce  in  X  ein,  und  lässt  man  dann  den  gemeinschafllichen  Fac- 
tor e^'^^  ^eg;  so  bekommt  man 

i  +  lc.w-l-4.c2.w«-H4c2.^==0 

dx 

oder 

dw^ ^     dx 

(l  -h  2cw)2  ■"  4  .  c« 

Daraus  folgt  zunächst  durch  Integration 

2c .  (1  H-  2cw)  "^  "•  ^  4c« 
und  daraus  folgt  weiter 

_  1 J^ 

^  ""  X  -t-  4  .  c2  .  ET      2c 
Somit  ist 

y  =  e^^'^^  =  e""2^  .  e  *  "** = — 

oder  auch 

-^    ^  m 

wo  E  und  m  die  beiden  durch  die  Integration  eingegangenen  Constanten  sind.   Elimi- 
nirt man  jetzt  y  und  p  aus  Gleichung  I,  so  bekommt  man 

ni)   „-Hc.g°-^-.('t*'^-«).e-«'=o 

-^  dz  m« 

z 

Diese  Gleichung  wird  integrabel,  wenn  man  sie  mit  e^  multiplldrt;  sie   geht  nemlicb 
über  in 

(u  .  dx  -+-  c  .  du)  •  c*  =  p  (2c  —  X  —  4c2  •  E)  •  dx 
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Daraus  folgt  dnrek  loiegratioD  innaelut 

0 .  u  .  e^  =  1 .  (Sex  -  «c» .  E  .  «  -  J)  +  F 

n 

ond  weon  man  -7»  statt  F  setzt,  so  bekommt  man 
m* 

Weil  bei  X  =  a  das  o  den  Werth  A  haben  soll,  so  dient  die  Gleiehnng 
*^  ^-^.(2c.a-4c».E.a-^'  +  H).e-^  =  A 

daio,  am  einen  der  drei  Constanten  m,  E,  H  durch  die  iwei  andern  ansxndrQcken ; 
diese  zwei  werden  dann   dorch  die  Gränzengleichung  VIII  bestimmt 

Um  beortheiien  zo  können ,  ob  ein  Maximam-8tan<d  oder  Minimnm-stand  stattfinde« 
motire  man  Gleichung  III  noch  einmal;  and  man  bekommt  zanächst 

XV)  pr«.^a  +  c5Ä  '^  -  «p-d2y-  (S^y  4- 4!Äcp)  .  ^ 

Mao  forme  am,  and  beachte  die  Gleichangen  V  and  YII,  sowie  aach  d^,  =  0;   so 
kekommt  man 

XVI)  (cSle,)  .  ä^üa  -  (Slly  +  ^ep)a  '  ^Ya  "H  (9"ly  +  «cp),  •  ^. 

X 

Fflhrt  man  B  •  e*  statt  9t  ein,   and  sondert  man  ^a^  ab;   so  bekommt  man  nach  den 
gehörigen  Redactionen 

XVn)    *»aa  =  i  (y-h  4cp)«  .a»ya  -  ^  •  e    «     •  (y  -h  Icp).  •  a«y. 
c  c 

X—  a 


j:-.^G"-s  *♦•©')•* 


Nan  ist  e  als  Basis  des  natQrlichen  Logarithmensystems  eine  positive  Zahl.    Desshalb 

X —  a  .^    ^ 

ist  aach  die  Potenz  e    «       positiv.    Somit  ist  der  za  (-p )    gehörige  Factor  positiv, 

und  es  findet  ein  M inimam-stand  statt    Um  diese  Wahrheit  wieder  einmal  za  voran- 
schaalichen,  setze  man 

J'e^.(^»y.^  +  ♦•(^f).dx  =  e^.Jtx,.a,«-e^^.«(a,..>y2 


r.' 


wo  S(x)  ond  Mit)  zwei  noch  za  bestimmende  Functionen  von  z;sind.  Differentiirt  man 
beiderseits ,  und  bringt  man  Alles  auf  eine  Seite  des  Gleichheitszeichens ;  so  ergeben 
sichlfolgende  zwei  identische  Gleichungen:  ' 

XVIII)   1 .  S(x)  +  ^  +  4  •  (3r(x))»  =  0 

XIX)    §rx)  -h  4  •  .T(x)  -  ^  =  0 
II.  56 
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Eliminirt  man  xix),  so  bekommt  man  nach  und  nach 

-„V  c » d^x)        _  _  <*» 

Integrirt  man,  so  gibt  sich 

^  1   +  c-Jtx)  4c 

wo  m  der  darch  die  Integration  eingegangene  Constante  ist    Sondert  man  ^z)  ab,  so 
bekommt  man 

xxn)  y„^*e-(aH-x) 

-^  '  c  •  (m  -h  x) 

Sonach  gibt  sich  anch 

*.^...%  2c  —  (ro  +  x) 

XXIII)       *(X)  = :t — jA-- — ^ 

^  2c  •  (m  -^  x) 

Glaichmig  XVII  geht  also  jetst  ober  in 

a —  a  a—  a 


J'«,      i^^    /«y       2c  -  (m  +  x)    .  \*    ^ 


lieber  die  Behandloag  des  Conslanten  m  vergleiche  man  z.  B.  die  Angaben  158  and  159. 


.  Aufgabe  905. 

Zwischen  zwei,  in  einer  verticalen  Ebene  liegenden,  horizontalen  (also  parallelen) 
Graden  sucht  man  diejenige  ebene  Corvo ,  in  welcher  ein  herabfallender  schwerer  Punkt 
am  Ende  seiner  Bahn  die  grössle  Geschwindigkeit  erlangt,  unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  Bewegung  in  einem  Mittel  stattfinde,  welches  im  Verhältnisse  des  Quadrates 
der  Geschwindigkeit  entgegenwirkt,  dagegen  keine  Reibung  vorhanden  sei. 

Von  der  Zeit  ist  hier  keine  Rede,  sondern  nur  von  der  Geschwindigkeit  im  End- 
punkte der  Bahn;  und  diese  Geschwindigkeit  soll,  wie  die  Aufgabe  vorschreibt,  von 
der  Beschaffenheit  der  Bahn  abhängig  sein. 

Wenn  alle  positiven  y  von  oben  nach  unten  gerichtet  sind,  also  mit  der  Rich- 
tung der  Schwere  parallel  laufen;  so  ist  (nach  Einleitung  zur  198'^''  Aufgabe)  die  Ab- 
hängigkeit zwischen  der  Geschwindigkeit  and  zwischen  der  Bahn  gegeben  durch  die 
Gleichung 

I)  V  .  dv  —  g  •  dy  4-  m  •  V«  .  (H  +  w*)  •  dy  =  0 
Die  Anfangspunkte  aller  in  Betracht  zu  ziehenden  Curven  liegen,  wie  gleichfalls  die 
Aufgabe  vorschreibt,  in  der  oberen  horizontalen  Graden.  Soll  aber  die  Aufgabe  auch 
wirklich  einen  Sinn  haben ,  so  muss  in  den  Anfangspunkten  aller  dieser  Curven  einerlei 
(entweder  gegebene  oder  nicbtgegebeoe)  Geschwindigkeit  herrschen;  denn  nur  unter 
dieser  Bedingung  ist  die  Endgeschwindigkeit  rein  von  der  Gestalt  der  Curve  abhängig. 

Wenn  nun  die  obere  horizontale  Grade  durch  y  =  b  und  die  untere  durch  y  =  ß 
gegeben  ist,  so  ist  die  Anfängsgeschwindigkeit  ->  Vb  und  die  Endgeschwindigkeit  «  ^ß. 

Da  aber  in  den  Anfangspunkten  aller  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Curven  einerlei 
(Entweder  gegebene  oder  nichtgegebene)  Geschwindigkeit  herrschen  soll;  so  muss  zwi- 
schen der  Geschwindigkeit,  welche  im  Anfangspunkte  der  gesuchten  Cutve,  und  zwi- 
schen den  Geschwindigkeiten ,  welche  in  den  Anfangspunkten  aller  nächstaniiegendeo 
Nachbarcurven  herrschen,  folgende  Gleichung 

H)      Vh  =  Vb  H-  X  .  avi,  -♦-  ^  .  ^»Vh  -H  :j~rj  •  a«vt,  -h 
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bestehen,  d.  h.  es  moss  einzeln  stattfinden  ^v^  =  0,  d^Vb  =  0,  ^Vj,  =  0,  etc.  Unsere 
Aafj^abe  ist  also  Jettl  folgende:  Man  soll  onter  alleq  jenen  ebenen  Corven,  bei  denen 
die  Gleichung  II  stattfindet,  diejenige  heraussuchen,  bei  welchen  der  Ausdruck  y^  ein 
Maximum-Stand  wird. 

Die  Durchführung  der  Anfgahe  wird  vereinfacht ,  wenn  man  77  statt  y*  setzt.    Hier 
wird  also  durch  77  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  bezeichnet;  und  Gleichung  I  ^t 

über  in  

111)    dn  —  2g  .  dy  -^  2m  .  77 .  (Kl  -h  w«)  •  dy  =  0 

Da,  wie  gesagt,  in  den  Anfangspunkten  aller  zu  betrachtenden  Gurven  einerlei  (entwe- 
der gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Geschwindigkeit  herrschen  muss.  wenn  die  Auf- 
gabe einen  Sinn  haben  soll;  so  hal  auch  das  Quadrat  der  in  allen  diesen  Anfangs- 
pankten  herrschenden  Geschwindigkeiten  einerlei  (entweder  gegebenen  oder  nichtgege- 
benen) Werth.  Es  muss  also  zwischen  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit,  welche  im 
Anfangspunkte  der  gesuchten  Gurve,  und  zwischen  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeiten, 
welche  in  den  Anfangspunkten  der  nächstanliegenden  Nachbarcurven  herrschen,  fol- 
gende Gleichung 

IV)     77b  =  77b  H-  X  .  a77k  H-  ~i  .  a«73b  -H  j-^^  .  ^/7h  + 

beslehen,  d.  h.  es  muss  einzeln  stattfinden,  ^77|,  k  0,  ißüh  «  0,  d^IJh  -»  0,  etc.;  and 
so  ist  unsere  Aufgabe  jetzt  folgende:  Man  soll  unter  allen  jenen  Gurven,  bei  denen 
Gleichung  IV  stattfindet,  diejenige  heraussuchen,  bei  welcher  77^  ein  Maximum-stand 
wird. 

Es  ist  also  nöthig,  dass  man  dllß  entwickelt,   welches  geschieht,   wie  folgt.    Man 
forme  Gleichung  HI  um  in 

^  -  2g  -f.  2m  .  77 .  n  -h  w«  -  0 
dy 

Diese  Gleichnag  ist  eine  nach  y  identische.  Man  mnltiplicire  sie  mit  einer  (vorerst 
anbekannten,  jedenfalls  aber)  oichtmutablen  Function  L  von  y,  so  ist  auch  das  Product 

L  .  (^  -  2g  -H  am  .  77 .  Kl  -h  w«)  =  0 

eine  nach  y  identische  Gleichung.  Somit  findet  auch  noch  für  das  von  y  =  b  bis 
y  =  /9  erstreckte  Integral  die  Gleichung 

mß 

statt    Man  mutire,  so  bekommt  man  zunächst 

r^ /w      d^77        «,        f^rr n\     .^r       2Lm  •  77  •  w    d^x\     ,  ,. 

Man  fonne  wm «  so  bekommt  man 

Weil  aber  das  mittelbare  ^77  nicht  unter  dem  Integralzeichen  stehen  darf,  so  denke 
man  sich  unter  L  eine  solche  Function  vop  y,  dass  identisch  stattfindet 

Vll)      -  ^  H-  2Lm  .  rt  +  w»  =  0 

Weil  femer  durch  die  Gleichungen 

^77i,  =  0,    ^277),  =  0,  etc. 
eine  Grandbedingung  der  Aufgabe  mit  ausgesprochen  ist,  so  redncirt  sich  VI  auf 


j: 


L  .  /^  -  2g  -*-  2m  .  77.  n  -H  w«)  •  dy  =  0 
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,        .„     ,    /2LmIT.w\      ,  /ÄLmn.wX       . 

Daraas  folgt 

Somit  hat  man  die  Haoptgleichang 
aod  die  Gräozengleichang 

FBhrl  man  die  in  IX  angedeatele  Differentiation  aas,  so  belcommt  man 
Xi)    f.«l_r_   «.d/^£;Z\V^£- 
Aas  VII  ergibt  sicli 

xn)   |.^=2m.iT+-iJ 
Aas  den  beiden  letzten  Gleichangen  folgt 

Wenn  man  den  rechts  stehenden  Divisor  wegmaltiplicirt ,   and  dann  den  gemeinschafl- 
lichen  Factor  2m  unterdrückt;  so  bekommt  mau 


XIV)    2mn  .  w  =  — 


1  .  d/    ^'^    \ 

3y  ■  \ri  -H  wV 


Fflhrt  man  die  hier  angedentete  Differentiation  ans ,  so  kann  man  sich  folgende  Diffe- 
rential|(leichang  der  zweiten  Ordnung  bilden 

^     ^  +  ^-i^  +  2m.{ri-TT^).dy  =  0 

Diese  Gleichung  ist  von  der  zweiten  Ordnung,  und  durch  deren  Integration  gehen  zwei 
willkürliche  Constanten  ein.  Sie  muss  mit  Gleichung  III,  welche  von  der  ersten  Ord- 
nung ist,  und  durch  deren  Integration  noch  ein  dritter  Gonstanter  eingeht,  verbunden 
werden.  Man  wird  also  im  Ganzen  drei  willkürliche  Gonstanten  bekommen.  Zwei  da- 
von werden  durch  die  Gränzengleichung  bestimmt,  der  dritte  aber  muss  auf  andere 
Weise  bestimmt  werden,  z.  ß.  dadurch,  dass  man  der  Geschwindigkeit  im  Anfangs- 
punkte einen  bestimmten  Werth  beilegt. 

Eliminirt  man  dZ7  aus  III  und  XV,  so  gibt  sich 

XVI)     JI^ 2g.w.(l  -h  w2).|^ 

Man  hat  nun  diese  Gleichung  zu  differeqtiiren ,   und  dann  U  und  d27  ans  III  za  elimi- 

dy 
niren.    Man  setze  aber  vorerst  zur  Abkürzung  P  anstatt  —  2g  •  ^ ,  so  geht  XVI  über  in 

XVII)    JT  —  P  .  w  •  (1  -*-  w2) 
Daraus  folgt  durch  Differentiation 

xvno    dir  =  w  •  (1  H-  w«)  •  dP  -+-  P  •  (1  +  3  .  w«)  •  dw 


Digitized  by 


Google 


445 
Sobstitoirt  man  diefie  AasdrQcke  Id  III  >  so  gibt  sieb 

XIX)    w  (1  +  wO  •  dP  -H  0  +  3w«)  P  .  dw  —  2g  .  dy  -h  2mPw  •  (1  -!-  w^«  -  dy  =  0 

dy 
Da  nim  P  •»  —  2g  •  j^  ist,  so  kano  man  das  2g  •  dy  enlfernen;  und  man  bekommt 

XX)      w  (I  +  w^  .  dP  +  (2  H-  3w8)  P  .  dw  -h  2njPw  •  (i  H-  w«)*  •  dy  =  0 

8 

Wenn  man  m!(  w^  •  P'  •  (1  +  w^^  dividirl,  so  gibt  sich 

dp (2  +  3wO  '  dw  2m  >  dy       ^ 

P  .  W3  .  (1   +  W«)* 

Diese  Gleichong  ist  gleiehbedeatend  mit  folgender 

gm    dy  _  ^ 
Pw«  ""  " 

Mao  föhre  statt  P  den  nrsprfinglichen  Aosdrack  znrfick ,  und  integrire ;  so  gibt  sieh 
Daraus  folgt 


<»( — "'      ) 

\P  .  w»  .  Yi  -f-  w«/ 


XXI)    1 .^^  H--g-  +  B-^0 

2g  .  w«  .  Kl  4-  w«     dy        g  .  w 


xS)    dy  =r  -  ^^ 


w  (2m  +  2Bgw)  .  Kl  +  w« 
ond»   wenn  man  beiderseits  mit  ^  =  w  maltiplidrt, 

xxm)    dx  = ^"^    ^     

(2m  +  2Bgw)  .  ri  -h  w« 

Integrirt  man  beide  Gleichungen,   so  geht  in  jede  noch  ein  Gonstaoter  ein;   dann  hat 
man  noch  w  zo  eliminiren.    So  bekommt  man  eine  Gleichung  zwischen  x  and  y  and 
drei  willkflrlichen  ConstanCen.    bt  bereits  (hinter  Gleichong  XV)  näher  besprochen. 
Ans  XYI  und  XXI  folgt 

^  ff  •  K*!  -I-  w^  ' 

XXIV)      n=^      I     p  Jl'sf      -f       li'    ')';A/^^^ 

^  m  +  Bg  •  w  c/  A/^* .;  .    >*'  '^    V 

Also  ist  '\  .  n'  /    '^  V*  V 

XXV)      .77=  -Og>W~B_>g^ gx  -^7;/-i' 

(m  -H  Bgw)«  .  ri  4-  w«     dy 
Um  entscheiden  za  können,   ob  ein  Maximom-stand  oder  Minimom-stand  stattfinde, 
mutire  man  Gleichung  Y  noch  einmal,   forme  dann  um,   und  beachte  die  Gleichungen 
VU  and  IX,  sowie  auch,  dass  d/Tb  ==  0,  ^17],  =  0^  etc.    Dadurch  bekommt  man 


^.-.-(^fiV-.-(S=^).-^ 


Man  setze  die  in  XXIY  und  XXV  fikr  77  und  d/7  gefundenen  Ausdrttcke  hier  ein,   ond 
sondere   ^^ß  ab,  so  bekommt  man 


J'^     2gL  -  m«         /d^Jx\2 
5(m-+-Bgw)«'\dy/   '^y 

Aus  Gleichong  Vn  folgt  ^  as  te  (Kl  +  w»)  •  dy ;  und  somit  ist 
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/ 


XXVII)     L^e^J^^^-^^^'^y 

wo  e  die  Basis  des  oaturlichea  Logarithinensystems,  aUo  eino  positive  Zahl  ist  So- 
nach ist  aach  L^posiüy  bei  jedem  beliebigen  Werthe  des  y.  Man  erkennl  also,  da« 
d^IIß  anter  allen  Umständen  negativ  bleibt,  d.  h.  dass  ein  Maiimura-stand  slattflndel. 

Schlnssbemerkang.  Diese  Aufgabe ,  als  solche ,  kommt  schon  vor  in  Euler*!  Werke 
(Hetbodas  inveniendi,  etc.,  S.  122~13d).  Zaerst  lässt  er  die  Bewegung  in  einem  Kittel 
stattfinden,  welches  ganz  allgemein  nach  Verbältniss  der  2u^^  Potenz  der  Geschwindigkeit- 
entgegenwirkt  Hierauf  specialisirt  er,  und  lasst  (S.  135)  die  Bewegung  in  einem  MiUel 
stattfinden,  welches  nach  Verbältniss  des  Quadrates  der  Geschwindigkeit  entgegenwirkt. 

Diese  Aufgabe  findet  sich  auch  in  Lagrange's  Werke:  Legons  sur  le  Calcul  des  Fonc- 
tions.  Er  aber  lässt  die  Bewegung  in  einem  Mittel  stattfinden,  das  nach  Yerhältniss  irgend 
einer  beliebigen  Function  der  Geschwindigkeit  entgegenwirkt.  (Man  sehe  das  sechste  Bei- 
spiel in  der  22'^'"  Vorlesung.) 

Unter  den  von  mir  gemachten  Beiträgen  beachte  man: 

1)  Ich  habe  genau  hervorgehoben,  dass  die  Aufgabe  nur  dann  einen  Sinn  bat,  wenn 
in  den  Anfangspunkten  aller  zn  betrachtenden  Curven «einerlei  Geschwindigkeit,  sei  sie  nuu 
gegeben  oder  nichtgegeben,  herrscht ;  und  diesen  Umstand  habe  ich  als  Grundbedingung 
vorangestellt. 

2)  Ich  habe  in  Gleichung  XXYI  den  Ausdruck  für  das  Prüfungsmittel  aufjgestellt , 
welcher,  obgleich  erst  dadurch  die  Untersuchung  vervollständigt  wird»  dennoch  in  keiner 
Schrift,  wo  diese  Aufgabe  aufgenommen  ist,  Torkommt 


Aufgabe    206. 

Zwischen  zwei  horizontalen  (also  miteinander  parallelen)  Ebenen  sueht  man  dieje- 
nige räamliche  Garve,  in  welcher  ein  herabfallender  schwerer  Pnnkt  am  Ende  seiner 
Bahn  die  grösste  Geschwindigkeit  erlangt,  unter  der  Voranssetmng,  dass  die  Bewegung 
in  einem  Mittel  stattfinde,  welches  im  VerbAltnisse  des  Quadrates  der  Geschwindigkeit 
entgegenwirkt,  dagegen  keine  Reibung  vorhanden  seL 

Aoeh  hier  ist  (wie  in  voriger  Aufgabe)  von  der  Zeit  keine  Rede,  sendem  nur  ven 
der  Geschwindigkeit  im  Endpunkte  der  Bahn;  und  diese  Geschwindigkeit  soll,  wie  die 
Aufgabe  vorschreibt,  von  der  Beschaffenheit  der  Bahn  abhängig  sein. 

Wenn  alle  positiven  y  von  oben  nach  unten  gerichtet  sind,  d.  h.  mit  der  Rich- 
tung der  Schwere  parallel  laufen;  so  ist,  nach  Einleitung  zur  201"^*°  Aufgabe)  die  Ab- 
hängigkeit zwischen  der  Geschwindigkeit  und  zwischen  der  Bahn  gegeben  durch  die 
Gleichung 

I)    V  .  dv  —  g  .  dy  -f-  m  •  V«  .  (l^l  -h  w»  H-  »2)  •  dy  =  0 

Die  Anfangspunkte  aller  in  Betracht  zu  ziehenden  räumlichen  €urven  liegen,  wie  gleich- 
falls die  Aufgabe  vorschreibt,  in  der  oberen  horizontalen  Ebene.  Soll  aber  die  Aufgabe 
auch  wirklich  einen  Sinn  haben,  so  muss  in  den  Anfangspunkten  aller  dieser  Gnrven 
eiberlei  (entweder  gegebene  oder  nichtgegebene)  Geschwindigkeit  herrschen;  denn  nur 
unter  dieser  Bedingung  ist  die  Endgeschwindigkeit  rein  von  der  Gestalt  der  Gurve 
abhängig. 

Wenn  nun  die  obere  horizontale  Ebene  durch  y  ss  b  und  die  untere  durch  y  =  ^ 
gegeben  ist ;  so  ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  =  Vb  und  die  Endgeschwindigkeit  >»  t^. 

Ob  aber  in  den  Anfangspunkten  aller  hier  ia. Betracht  zu  ziehenden  räumlichen 
Curven  einerlei  (entweder  gegebene  oder  nichtgegebene)  Geschwindigkeit  herrschen 
soll;  so  muss  folgende  Gleichung 

II)    Vb  =  Vh  +  X  .  dVb  -h  ^  •  d^Vb  -h  ^^  .  v3vb  H- 

bestehen,  d.  h.  es  muss  einzeln  sein  dVb  »  0,  d'Vb  =  0,  d^b  ■"  0,  etc.  Unsere  Aof- 
gäbe  ist  also  folgende:  Man  soll  unter  allen  jenen  räumlichen  Gnrven,  bei  denen  die 
Gleichung  II  stattfindet,  diejenige  heraussuchen,  bei  welchen  der  Ausdruck  v^  ein 
Maximum-Stand  wird. 

Die  DurchfQhrung  der  Aufgabe  wird  vereinfacht ,  wenn  man  17  statt  v>  setzt    Hier 
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wird  also  darch  77  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  bezeichnet;   and  Gleichang  I  geht 

über  in  

ni)  dn  -r  2g  .  dy  H-  am  .  JT.  (n  -h  w^  +  »«) .  dy  «  0 
Da,  wie  gesagt,  in  den  Anfangspunkten  aller  zu  betrachtenden  Curven  einerlei  (ent- 
weder gegebene  oder  nichtgegebene)  Geschwindigkeit  henrschen  muss,  wenn  die  Auf- 
gabe einen  Sinn  haben  soll;  so  hat  auch  das  Quadrat  der  in  allen  diesen  Anfangspunk- 
ten herrschenden  Geschwindigkeiten  einerlei  (entweder  gegebenen  oder  nichtgegebenen) 
Werth.  Es  muss  also  zwischen  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit,  welche  im  Anfangs- 
punkte der  gesuchten  Curve,  und  zwischen  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeiten,  welche 
in  den  Anfangspunkten  der  nächstanliegenden  Nachbarcurven  herrschen»  folgende  Glei* 
chung 


IV)     77b  -  77b  -h   X  .  JTIh  -h  i^  .  a277b  +  j^^  .  ^377^ 


bestehen,  d.  h.  es  muss  einzeln  stattfinden  ^77^  =  0,  S^n^,  =^  0,  d^TT},  »  0,  etc.  Und 
so  ist  unsere  Aufgabe  jetzt  folgende:  Man  soll  unter  allen  jenen  räumlichen  Curven, 
bei  denen  Gleichung  IV  stattfindet,  diejenige  heraussuchen,  bei  welcher  77^  ein  Maxi- 
mom-stand  wird. 

Es  ist  also  nöthig,  dass  man  ^77^  entwickelt,   welches  geschieht,  wie  folgt:    Man 
forme  Gleichung  III  um  in 
dn 


ji-2g-H«m.77.K'i  -hw2  +  tt)«  —  0 

Diese  Gleichung  ist  eine  nach  y  identische.    Man  multlpllcire  sie  mit  einer  (vorerst 
onbekannten,  jedenfalls  aber)  nichtmutablen  Function  L  von  y,  so  ist  auch  das  Product 

L  .  (^  -  2g  +  2m  •  n  .  Kl  H-  w«  -h  to«^  *=  0 

eine  nach  y  identische  Gleichung.    Somit  findet  auch  noch  fikr  das  von  y  «s  b  bis  y  =:  ^ 
erstreckte  Integral  die  Gleichung 


jr 


L  .  (^  —  2g  -h  2m  .  77 .  n  -f-  w2  +  »2]  .  dy  «  0 


statt.    Man  mutire,  und  setze  zur  Abkfirzung  u  statt  Vi  -^w^  +  v^;  so  bekommt  man 
zunächst 

-^  Jb  \         dy  u  dy  u  dy/      ' 

Man  forme  um,  und  sondere  ^77^  ab,  so  bekommt  man 

-(ifT=))"-(r,f^)'-]-" 

Weil  das  mittelbare  ^77  nicht  unter  dem  Integralzeichen  vorkommen  darf,   so  denke 
man  sich  unter  L  eine  solche  Function  von  y,  dass  die  nach  y  identische  Gleichung 

VII)      ~  y^  -b  2Lmn  =  0 

stattfindet    Weil  femer  durch  die  Gleichungen 

^ITi,  «  0,    ^/Tj,  =  0,  etc. 
eine  Grundbedingung  der  Aufgabe  ausgesprochen  ist ;  so  sind  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  VI  keine  mittelbaren  Mutationen  mehr  vorhanden,   und  man  hat  die  beiden 
Haoptgleichungen 
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and  die  Gränzengleichang 

wo  man  den  gemeiDBchafUichen  Factor  2m  weggelassen  hat.    Ans  Gleichong  VII  folgt 

^  rd7  =  ^°^" 

Aas  Gleichang  VllI  folgt 
and  aas  Gleichang  IX  folgt 

Man  yerbinde  XI  and  XII,  so  bekommt  man 

XIV)  2mirw  =  -l.d(^) 
Man  yerbinde  XI  and  XIII,  so  bekommt  man 

XV)  2mil..  =  -fy.d(^) 

Diese  beiden  Gleichnngen  sind  von  der  zweiten  Ordnung.  Sie  müssen  mit  Gleichang 
m,  welche  von  der  ersten  Ordnang  ist,  verbanden  werden.  Durch  Integration  der 
Gleichungen  III,  XIV  und  XV  gehen  also  fftnf  willkfirliche  Constanten  ein.  Vier  der- 
selben flnden  ihre  Bestimmung  durch  die  Gränzengleichang  X;  und  der  fUnfle  moss 
aof  andere  Weise  bestimmt  werden,  z.  B.  dadurch,  dass  man  der  im  Anfangspanltle 
herrschenden  Geschwindigkeit  einen  bestimmten  Werth  beilegt.  Dividirt  man  XiV  in 
XV,  so  bekommt  man 

Diese  Gleichang  lisst  sich  auch  auf  folgende  Weise  darstellen 

i  .  dl?^\  —  —    —  ^  ^  .  ./ITwtoX       JIw    dto 
dy\a^         u'dy^dyynj         u'dy 

und  diese  redncirt  sich  ohneweiters  auf  folgende 

dw  dta) 

dy  dy 

Integrirt  man  einmal,  so  gibt  sich 

XVI)    to  =  H  .  w 
Integrirt  man  noch  einmal,  so  gibt  sich 

XVII)    z  =  H  •  X  +  R 
Dieses  ist  die  Gleichang  einer  auf  die  Coordinatenebene  XZ  senkrechten  Ebene. 
Die  gesuchte  Curve  liegt  also  in  einer  verticalen  Ebene,  wie  zu  erwarten  war. 
Eliminirt  man  t»  aus  XIV ;  so  bekommt  man 

XVIII)    amJIwrir-l.d/^  ^'^  \ 

<iy    \Ki  +  (1  -+-  H2) .  w2/ 

Eliminirt  man  ebenso  ko  aus  XV,  und  lässt  man  den  gemeinschaftlichen  Factor  B  weg; 
so  bekommt  man  wieder  Gleichung  XVIII. 

Eliminirt  man  auch  ko  aas  III ;  so  bekommt  man 

XIX)    dn  -  3g  •  dy  +  SmlZ  .  (Ki  -+-(!-+-  H^)  .  w«)  .  dy  —  0 
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Man  hat  bereils  zwei  willkürliche  Constaolea  H  uod  K.  Durch  lotegriUJOD  der  Giei- 
choDgeo  X^I  and  XIX  gehen  noch  drei  weitere  eiu,  so  dass  mao,  wie  bereila  be- 
merkt, im  Ganzen  fünf  willkürliche  Constanlen  bekommt. 

Die   Gleichungen  XVIII  und  XIX  werden  ebenso  behandelt,    wie  die  Gleichungen 
III  and  XlY^in  der  vorigen  Aufgabe. 
.  Somit  ist  die  hiesige  Aufgabe  ganz  auf  die  vorige  zurQck gerührt 

Auch  steht  der  Herstellung  des  PrQfungsmiltels  keine  Schwierigkeit  entgegen.    Man 
hat  dabei  gleichfalls  nach  Analogie  der  vorigefi  Aufgabe  %u  verfahren. 


Aufgabe    207. 

Zwischen  zwei  horizontalen  (also  miteinander  parallelen)  Ebenen  sucht  man  ^uter 
allßn  jenen  räumlichen  Gurven,  welche  auf  der  durch  die  Gleichung 

I)    F(x,  y,  z)=0 
gegebenen  Fläche  liegen,   diejenige  heraus,   in  welcher  ein  herabfallender  schwerer 
Punkt  am  Ende  seiner  Bahn  die  grösste  Geschwindigkeit  hat ,  unter  dergVoraussetzung, 
dass  die  Bewegung  io  einem  Mitlei  vor  sich  gehe,  welches  im  Verhältnisse  des  Quadra- 
tes der  Geschwindigkeit  entgegenwirkt,  dagegen  keine  Reibung  stattfinde. 

Auch  hier  ist  (wie  in  den  beiden  vorigen  Aufgaben)  von  der  Zeit  keine  Rede, 
sondern  nur  von  der  Geschwindigkeit  im  Endpunkte  der  Bahn;  und  diese  Geschwindig- 
keit soll,  wie  die  Aufgabe  vorschreibt,  von  der  Bescbaffenkeit  der  Bahn  abhängig  sein. 

Wenn  alle  positiven  y  von  oben  nach  unten  gerichtet  sind,  also  mit  der  Richtung 
der  Schwere  parallel  laufen ;  so  ist  (nach  Einleitung  zur  201"'"  Aufgabe)  die  Abhäqgig» 
keit  zwischen  der  Geschwindigkeit  und  zwischen  der  Bahn  gegeben  durch  die  Gleichung 

11)    V  .  dv  —  g .  dy  H-  ra  •  v«  .  {Vi  +  w«  +  »«)  •  dy  =  0 
Wenn  nun  die  obere  horizontale  Ebene  durch  y  =  b  und  die  untere  durch  y  =  /?  ge- 
geben ist;  so  ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  =  V),  und  die  Endgeschwindigkeit  =  v^. 

Die  Anfangspunkte  aller  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Curven  liegen,  wie  gleich- 
falls die  Aufgabe  vorschreibt,  in  der  oberen  horizontalen  Ebene.  Soll  aber  die  Auf- 
gabe auch  wirklich  einen  Sinn  haben,  so  inuss  in  den  Anfangspunkten  aller  dieser 
Cnrveo  einerlei  (entweder  gegebene  oder  nichtgegebene)  Geschwindigkeit  herrschen; 
denn  aar  unter  dieser  Bedingung  ist  die  Endgeschwindigkeit  rein  von  der  Gestalt  der 
Gurve  abhängig.    Es  finden  elso  auch  jetzt  die  Gleichungen 

avb  =  0,    d«Vb  «-  0,    a^Vh  «=  0,  etc. 
statt;  and  durch  diese  ist  eine  der  Grundbedingungen  der  Aufgabe  mit  aosgesprochen. 

Setzt  man  17  statt  v',  so  ist  durch  JI  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  darge- 
stellt, und  Gleichung  II  geht  über  in 

II!)    dir  -  2g  •  dy  -f  2m  •  17  .  (rnTw«";-  »2)  .  dy  -  0 
Wie  in  voriger  Aufgabe,  so  finden  auch  jetzt  die  Gleichungen 

aiTb  =  0,    a«7Th  — 0,    «^/Tb  =  0,  etc. 
statt    Wegen   Gleichung  I  muss  entweder  x  oder  z  als  mittelbar  mutabel  behandelt 
werden.   Man  behandle  z  als  mittelbar  mutabel,  und  stelle  folgende  zwei  Auflösungen  auf. 

Brate  A«MSs«Bg. 

Man  sondere  z  aus  I  ab,  so  bekommt  man 

IV)    z  =  F'(i,  y) 
Man  eliminire  jetzt  tD  aus  III,  so  bekommt  man 

d/T  —  2g  .  dy  4-  2m7I  •  W  .  dy  =  0 
wo  W  eine  Function  von  x,  y,  w  ist.    Aus  letzterer  Gleichung  folgt 


V)      ^^2g4-2m/T.W   =0 


II. 
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Moltiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  einer  (vorerst  unbekannten ,  jedenfalls  aber)  oiekt- 
rootablen  Function  L  von  y,  so  Ist  auch  ^. 

VI)    r*  L  ^^  -  2g  +  2mn  .  W^  .  dy  =  0 
Man  mntire,  so  bekommt  man  zuniciul 

VII)    f    L  .  (^  +  2LmW  .  dn  +  2Lmn  •  ^  •  '» 

Man  forme  am,  so  gibt  sich 

VIII)    L^  •  iUß  -  L,,  •  anb  +  /2LmJI  •  ^^^    •  dXß  -  /2Lmn  •  ^^^  ■  8i^ 

Damit  das  aoter  dem  Integralzeichen  befindliche  öTI  wegfalle,  denke  man  sich  anter  L 
eine  solche  Fonclion  von  y,  dass  die  identische  Gleichang 

IX)    -  ^  4-  2LmW  =  0 
stattfindet.    Ferner  ist 

X)  dn^  -  0 

weil  dieses  eine  Grondbedingang  der  Aufgabe  ist.  Soll  aber  ITß  ^in  Maiimom-staDd 
werden,  so  roass  noch  die  Haaptgleichang 

XI)    2Lm;7.^-l.d(2Lmn.ij5^)  =  0 

und  die  Grflnzengleichung 

XIO    (2Lmn  .  ^)^  .  ö.ß  -  (sLmn  •  ^^  •  <»«h  =  0 

Stattfinden.    Aus  IX  folgt 

Gleichong  XI  lässt  sich  auch  auf  folgende  Weise  schreiben 

a-      „     d^W         „-  *      j/rr     <>wW\        -,         dL      _     d^W         ^ 

2Lm/7  .  -5 2Lm  .  —  .  d(  TT  •  ■^—  )  —  2m  •  -j-  •  ^  •  -x~   =  ^ 

dx  dy      V  dw  /  dy  dw 

Daraus  folgt 

Eliminirt  man  j-  •  --r^  aus  XIII  und  XIV,  so  gibt  sich 

Diese  Gleichang  ist  von  der  zweiten  Ordnung,  und  durch  ihre  Integration  gehen  zwei 
willkürliche  Gonstanten  ein.  Sie  muss  mit  Gleichung  V,  welche  von  der  ersten  Ord- 
nung ist,  und  durch  deren  Integration  noch  ein  dritter  Constanler  eingeht,  verbunden 
werden.  Man  hat  also  im  Ganzen  drei  willkCkrliche  Constanten.  Zwei  davon  werden 
durch  die  Granzengleichung  bestimmt,  der  dritte  aber  muss  auf  andere  Weise  bestimmt 
werden,  z.  B.  dadurch,  dass  man  der  im  Anfangspunkte  herrschenden  Geschwindigkeit 
einen  bestimmten  Werth  beilegt. 

Erst  wenn  man  eine  bestimmte  Fläche  hat,    auf  welcher  die  gesuchte  Bahn  liegen 
soll,  ist  es  möglich,  die  Aufgabe  vollständig  durchzufiihren. 
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Zweite  AalSflWig. 

Man  behandle,  wie  in  voriger  Auflösung,  das  z  als  miUelbar  mutabel.  Um  dann 
die  aoaserhalb  des  Integralzeichens  erscheinenden  Mutationen  des  z  am  bequemsten 
eliminiren  za  können,  muss  man  (nach  Bd.  I.  S.  319  und  327)  die  Gleichung  I  zuerst 
nach  allem  y  ditTerentiiren.  Aber  eben  weil  in  Gleichung  I  das  x  und  das  z  als  Func- 
tionei|-von  y  gedacht  werden  müssen,  so  ist  Gleichung  I  eine  nach  y  identische;  und 
man  bekommt  die  totale  Differentialgleichung 

XVI)    ^  +  ^.  w  +  ^.w=0 
^      dy         dx  dz 

Wenn  man  diese  nach  y  identische  Gleichung  mit  einer  (vorerst  unbekannten,  jeden- 
falls aber)  nichlmotablen  Function  M  von  y  moltipliclrt,  so  ist  auch  das  sich  ergebende 
Producl  eine  nach  y  identische  Gleichung,  d.  h.  es  ist  auch 

XV..)    «.(M  +  Ö...tf  ..,_o 

Man  verwandle  Gleichung  III  in  folgende 

XVIIO    ^  -  2g  4-  2m77  •  Kl  H-  w«  +  »2  =  0 

80  ist  auch  diese  eine  nach  y  identische  Gleichung.  Addirt  man  XVII  zu  XVIII,  so 
ist  auch  « 

XIX)    ^-a«+2m77.n+w«H-»»  +M.(^  +  i?.w+^.«)-0 

Wenn  man  diese  Gleichung  mit  einer  (vorerst  unbekannten,  jedenfalls  aber)  nichtmu- 
tablen  Function  L  von  y  multiplicirt,  so  ist  das  sich  ergebende  Product  auch  noch  eine 
nach  y  identische  Gleichung;  d.  h.  es  ist  auch  noch 

wo  man  zar  Abkürzung  u  statt  K"!  -H  w^  4-  to^  gesetzt  bat  Aber  eben  weil  diese 
Gleichung  bei  jedem  Werthe  des  y  gilt,  so  ßndet  auch  noch  für  das  von  y  «  b  bis 
y  =z  ß  erstreckte  Integral  folgende  Gleichung 


statt.    Man  mntire,  so  bekommt  man 

XXI)     J'^  (l  .  i^  +  2Lmu  .  Sn 


2LmJ7  >  w    d£x        2Lm7I»    d£z 
u         *.dy  u       *  dy 

^*  -^  ^^  d7  •  df  -^  ^^  ST  •  ^'  +  LM  -^  .  ^  J  .  dy  -  0 
Formt  man  um ,  so  gibt  sich 

XX.0  L^ . a/r,-L. . .n.+ ^JiE!l!?  +  LM !^^)^ .  .x,-(?l^  +  U« 
.    /2Lmnto  ,   ,»,d.F\      ,         /aLmfli»    ,    _„  d.F\      , 

-(T-'^-aVf-^l)--]-^-« 

Damit  die  mittelbar  mutablen  Elemente  SU  und  dz  unter  dem  Integralzeichen  wegfallen, 
denke  man  sich  unter  L  und  M  solche  Functionen  von  y,  dass  die  nach  y  identischen 
Gleichniigen 
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MoHipHcirt  man  diese  Gleichung  mit  einer  (vorerst  unbekannten ,  jedenfalls  aber)  nidil- 
mulablen  Function  L  von  y,  so  ist  auch  ^. 

VI)    f '^  L  ^^  -  2g  +  2mn  .  W^  .  dy  =  0 
Man  mulire,  so  bekommt  man  zunächst  < 

VII)     r"  L  .  (^  +  2LmW  .  dn  +  2Lm/7  •  ^  •  ^» 

Man  forme  uro,  so  gibt  sich 

VIII)    Lß  •  iUß  -  Lh  •  dn^,  +  ^2LmW  •  ^^^  •  dxß  -  ^2Lmn  •  ^^^  ■  dit, 

Damit  das  ooter  dem  Integral zeicheo  befindliche  ^77  wegfalle,  denke  man  sich  anter  L 
eine  solche  Fanclion  von  y,  dass  die  identische  Gleichung 

IX)    -  ^  H-  2LmW  =  0 

stattfindet.    Ferner  ist 

X)    aiTb  -  0 

weil  dieses  eine  Grandbedingung  der  Anfgabe  ist.    Soll  aber  TTß  ^in  Maiimam-stand 

werden,  so  ronss  noch  die  Haapfgleichnng 

XO    2Lm7I.^-^.d(2lmiI.%J^)  =  0 

und  die  Grflnzengteichung 

XIO    (2Lmn  .  ^)^  .  i.ß  -  (Umn  •  ^^  •  ^x.  =  0 

Stattfinden.    Aas  IX  folgt 

Xin)    i.^  =  2mW 

Gleichung  XI  lässt  sich  auch  auf  folgende  Weise  schreiben 

2LmfI  .^  -  SLm.i.  .d(n  .%^) -2m  .it .  TT.  %5^  =  0 

dx  dy      V  dw  /  dy  dw 

Daraus  folgt 


1      dL^ 
dy 


Eliminirt  man  ^  *  "iT"  ^^^  ^^'^  ^^^  ^l\^  so  gibt  sich 


Diese  Gleichung  ist  von  der  zweiten  Ordnung,  und  durch  ihre  Integration  gehen  zwei 
willkürliche  Constanten  ein.  Sie  muss  mit  Gleichung  V,  welche  von  der  ersten  Ord- 
nung ist,  und  durch  deren  Integration  noch  ein  dritter  Constanter  eingeht,  verbaDden 
werden.  Man  hat  also  im  Ganzen  drei  willkürliche  Gonstanten.  Zwei  davon  werden 
durch  die  Gränzengleichung  bestimmt,  der  dritte  aber  muss  auf  andere  Weise  bestimmt 
werden,  z.  B.  dadurch,  dass  man  der  im  Anfangspunkte  herrschenden  Geschwindigkeit 
einen  bestimmten  Werth  beilegt. 

Erst  wenn  man  eine  bestimmte  Fläche  hat,    auf  welcher  die  gesuchte  Bahn  liegen 
soll,  ist  es  möglich,  die  Aufgabe  vollständig  durchzufiihren. 
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Zweite  AeUflnng. 

Man  behandle,  wie  in  voriger  Auflösung,  das  z  ais  mittelbar  mutabel.  Um  dann 
die  ansserhalb  des  iDtegralzeichens  erscheioeodeu  Mutationen  des  z  am  bequemsten 
eliminiren  zn  könoen,  mass  man  (nach  Bd.  I.  S.  319  und  327)  die  Gleichung  1  zuerst 
nach  allem  y  ditTerenliiren.  Aber  eben  weil  in  Gleichung  I  das  x  und  das  z  als  Func- 
tioDQa>voD  y  gedacht  werden  müssen,  so  ist  Gleichung  I  eine  nach  y  identische;  und 
man  bekommt  die  totale  Differentialgleichung 

xvo    ^  +  ^.w-Hi?.«=0 
^      dy         dx  dz 

Wenn  man  diese  nach  y  identische  Gleichung  mit  einer  (vorerst  unbekannten,  jeden- 
falls aber)  nichtmntablen  Function  M  von  y  maitiplicirt,  so  ist  auch  das  sich  ergebende 
Prodocl  eine  nach  y  identische  Gleichung,  d.  h«  es  ist  auch 


xvo    "•(«  +  "*'-.-^'-.) 


Uan  verwandle  Gleichung  III  in  folgende 

XVIII)    ^  -  2g  4-  2m7I .  H  H-  w«  +  »2  =  0 

so  ist  auch  diese  eine  nach  y  identische  Gleichung.  Addirt  man  XVll  zu  XVIII,  so 
ist  auch « 

XIX)    ^-2g+2mn.ri+w2-K.iD2  4.M.(^  +  ^.w4-^.n,)«0 

Wenn  man  diese  Gleichung  mit  einer  (vorerst  unbekannten,  jedenfalls  aber)  nichtmu- 
tablen  Function  L  von  y  mnitiplicirt,  so  ist  das  sich  ergebende  Product  auch  noch  eine 
nach  y  identische  Gleichung;  d.  h.  es  ist  auch  noch 

L.[f-2,.»..n..M.(f  +  M..+  t',.)]=. 

wo  man  zur  Abkürzung  u  statt  K"!  -H  w^  -^  to*  gesetzt  bat  Aber  eben  weil  diese 
Gleichung  bei  jedem  Werthe  des  y  gilt,  so  findet  auch  noch  für  das  von  y  »  b  bis 
y  =  ß  erstreckte  Integral  folgende  Gleichung 


statt.    Man  mutire,  so  bekommt  man 

XXI)     J'^^L  -t^  +  2Lmu  •  <J/7 


2Lm/7  »  w    d^x        2Lm7I»    d£z 
u         'dy  u       '  dy 


.     ,  w  ^V  d»  /       •       .     r^M^x^      dax     ,     .^^(dz/      ^       .     r^^if     d^2\       .  ^ 

4-  LM       .        .  ^x  4-  LM  -X"  '  -1 h  LM       ,        •  ^z  4-  LM  -r-  .  -r-  1  •  dy  «  0 

dy  dx      dy  dy  dz      dy/      '' 

Formt  man  am ,  so  gibt  sich 

/2Lm77to   ,   . « d.F\       .  /2Lm77»    .    _  _,  d»F\       . 

Damit  die  mittelbar  mutablen  Elemente  SU  und  dz  unter  dem  Integralzeichen  wegfallen, 
denke  man  sich  unter  L  und  M  solche  Functionen  von  y,  dass  die  nach  y  identischen 
Gleichungen 


X[(-i 


Digitized  by 


Google 


452 

XXIII)     -  ^  +  2Linu  =  0 

XXIV)       ^.^  +  ^^.d(?tl^)  =  0 

stattfindeo.  Damit  aber  aach  das  aasserhalb  des  Folegralzeicbens  befiudliche  dz  weg- 
falle, denke  man  sich  zwei  der  eingegangenen  Conslanlen  so  bestimmt,  dass  di^BGIei- 
«hungen 

XXV)     (^^  +  LU.^\^0,^ndXXyi)    (2L5nte  +  LM.^^=0 

stattfinden.    Aus  diesen  Gleichungen  folgt  bezOglich 

XXV.0    «,--(^-:g)^,    ...    XXVHO    „^^-^..^^ 

Weil  ferner  die  Gleichungen  dJJ^  =  0,  ö^ITy^  =  0,  etc.  eine  Grundbedingung  ^er  Auf- 
gäbe sind;  folgt  aus  XXII  jetzt 

XXIX)    dUß  « 

Daraus  folgt  die  Hauptgteichung 

XXX)  l^).iL?  +  ^.d(?!^)  =  o 

und  die  Gräuzengleichong 

Aas  XXIIJ  folgt 

XXXII)     l.^-2ma 

FOhrt  man  in  XXIV  die  angedeuteten  Differentialionen  ans ,  so  bekommt  man 

xxxu,,  -1- .  -^  =  -  (^ .  M  .  f^ .  f!f:)y:  (m  .  M  ,  ?^) 

Fuhr!  man  ebenso  in  XXX  die  angedeuteten  Differentiationen  aus,  so  bekommt  man 

xxxiv,  I .  f  =  -  (»  .  4J  .  f^ .  a(*^.)) ,  (m  .  *f  +  ?!^) 

Aus  XXXU  und  XXXIII  folgt 

XXXV)  (*..«.*»). tF  =  _w.*-f,.f=^) 
Aus  XXXII  und  XXXIV  folgl 

XXXVI)  (amuM  +  ^\  .  t?  =  _  4„«  .  jTw  -  1  .  d(?555\ 

Diese  beiden  Gleichungen  sind  von  der  zweiten  Ordnung,  und  mOssen  mit  Gleichung 
III,  welche  von  der  ersten  Ordnung  ist,  verbunden  werden.  Durch  Inlegralion  dieser 
drei  Gleichungen  gehen  fünf  willkürliche  Constanten  ein,  von  welchen  jedoch  zwei  zu- 
viel sind ;  denn  es  wSren  nur  drei  eingegangen ,  wenn  man  z  schon  vor  dem  Matireo 
direct  eliminirt  hatte.  Hat  man  aber  mittelst  der  Gleichungen  I,  III,  XXXY,  XXXVl 
bestimmt,  was  77,  M,  x,  z  flir  Functionen  von  y  sind;  dann  dienen  die  Gleichangeo 
XXV  und  XXVI  zur  Bestimmung  der  beiden  Constanten,  welche  zuviel  sind. 
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Eliminirl   man  tiß  uad  Hb  aae  XXXI,  so  bekomml  man  als  GrSozengleichuDg 

/2LiDf7    d,F\      /d^F  d,F      \       .  ^ 

\    VL         da;  /b    \  dz  dx       /b 

Diese  Gleidinng  dient  daza,  am  zwei  der  drei  noch  übrigen  Gonslanten  za  bestimmen, 
während  ($r  dritte  aaf  andere  Weise  bestimmt  werden  muss,  z.  B.  dadurch,  dass  man 
der  im  Anfangspunkte  herrschenden  Geschwindiglieit  einen  bestiitn^iru  VVcrüi  heitegl. 
Dorch  das  bis  jetzt  beobachtete  Verfahren  hat  man,  i^m  schon  bemerkt,  2wei  Con- 
stanten zuviel  bekommen I  welche  jedoch  durch  die  Gleichungea  XV  und  XVI  ibre  Be- 
stimmuiig  gefunden  haben.  Dieser  WeitläuOgkeit  braucht  man  sfcb  aber  niclit  zu  an- 
terzieheo,  sondern  man  kann  die  zwei  Gonstanten,  welche  zuvieJ  sind,  ganz  umgehen , 
die  Function  M  gar  nicht  kennen  lernen t  und  kurzweg  für  TT,  t,  x  solche  l'uncüonen 
herstellen,  wo  nur  die  drei  nolhwendigen  Gonstanten  voikonimeu  (Man  vergl.  Bd.  L 
S.  325.)    Zu  diesem  Ende  dividire  man  Gleichung  XXXVi  u\  XXXV.  so  bekommt  man 

xxxvni)    \^n.  .  f, .  a(i5;)] .  f  ^  |-^„.  ,  <. .  ,(I5r)J .  t? 

Diese  Gleichung  ist  von  der  zweiten  Ordnung,  und  muss  mit  Gleichung  Ttl,  welche 
von  der  ersten  Ordnung  ist,  verbunden  werden.  Durch  liiltigration  dieser  beiden  Glet- 
chungen  gehen  drei  wlllkfirliche  Gonstanten  ein.  Mittels  L  dar  G  Jeu  bürgen  1,  111  und 
XXXVIII  ergeben  sich  also  die  fQr  17,  z,  x  gesuchten  FuruLiuiiLnu  während  man  M 
gar  nicht  kennen  lernt.  Man  muss  sich  aber  dennoch  in  der  idcc  üaukcii,  die  Function 
M  sei  hergestellt,  und  die  zwei  Gonstanten,  welche. zuvfel  ^Ind,  ^eien  vorbnnden;  denn 
nur  dadurch  ist  es  möglich»  den  Gleichungen  XXV  und  XXVI  zu  i^onüizcri»  M^  und 
Mb  aus  XXXI  zu  eliminiren,  und  dann  zur  Gränzengleichung  XXXVIl  zu  gelangen. 

Erst  wenn  man  eine  bestimmte  Fläche  hat,    auf  welcher  die  gesuchte  Bahn  liegen 
soll,  ist  es  möglich,  die  Aufgabe  weiter  durchzuführen. 

Ist  z.  B.  die  gegebene  Fläche  eine  schiefe  Ebene  mit  der  Gletehung 
XXXIX)    Slx  -*-  ©y  -h  (5z  -  e  —  0 

80  ist  jetzt  -^  -=  «  und  -^  =  QF.    Wenn  man  nun  zur  Abkürzung  g(y)  statt  — ^ 

setzt,  so  gehen  die  Gleichungen  XXIV  und  XXX  über  in 

XL)     6.1ö^)+l.d(«.«(y))=0 

XLI)    a.lö^>  +  l.d(w.«(y.)  =  0 

Ausser  diesen  beiden  Gleichungen  hat  man  noch  Gleichung  XXXIX  und  die  daraus  sich 
ergebende  totale  Differentialgleichung 

XLII)    «.w  +  Q3-H(5u>  =  0 
Daraus  folgt 

*^  =  ""  f  ""  ¥  *  ""^ 
Eliminirt  man  to  aus  XL,  so  bekommt  man 

XLIII)     (52  .  lÜ^  -  ^  •  J-  •  ^5(y)  —  91  .  1  .  d(w  .  gfy))  =  0 

Wenn  man  -p  •  d(w  •  S(y))  aus  XLl  und  XLllI  eliminirt,  so  bekomn^l  man 

d(LM)  _        g  dScy) 

^^^^^     ~d^  ""  «2  +  6«  '    dy 

Die  Gleichungen  XL  und  XLI  geben  also  über  in 
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TIv^         »-g       d8(y)       d(to  •  g(y))  _  „ 
*''^)     p-tp-gj-   dy    "^        <Jy       ~ 
und 

^^^^)      SP  +  g»      dy     ^        dy 
Integrirt  man  beide  Gleichangen,  so  gibt  sieb  bezüglich 

g  .  a  +  (9P  +  6»)  •  w  ,         _  ^j 
«2  4-6*  "'*'  —  " 

Man  dividire  diese  beiden  Gleichangen  ineinander,  nnd  setze  A  statt  g-  >   so  bekommt 

man 

SB  >  g  H-  (8tg  -f-  gg)  >  w 

Daraus  folgt 

Ißtegrirt  man  diese  Gleichuug,  so  gibt  sieh 

XLVII)    I  -  Az  +       ^2  H-  (S2       •  y  =  '^ 
DjescB  ist   wieder   die    Gleichang  einer  Ebene  mit  zwei    willkürlichen  Constanten  A 

Aus  dt  II  Gleichungen   XXXIX  nnd  XLVII  folgt,   dass  die  gesuchte  Curve  diesmal 
eine  grade  Linie  ist. 

Hinsichtlich  der  Bestimmung  der  Function  77  und  hinsichtlich  der  weiteren  Fort- 
führung dieser  Aufgabe  vergleiche  man  den  Schlnss  von  Aufgabe  203. 

"Cm  i|as  Prüfungsmittel  herzustellen^  mutire  man  Gleichung  XXI  noch  einmal,  forme 
um ,  etc.  etc.  Man .  wird  dabei  auf  keine  Schwierigkeit  stossen.  Namentlich  beachte 
man,  dass  aus  Gleichang  XXIII 

L  =  e*"-^"-^y 
folgt,   wo  e  die  Basis  des  natürlichen  Logarithmensystems  vorstellt,    L  also  positiv  ist 
bei  jedem  beliebigen  Werthe  des  y. 


^ 


,  VV. 'T  A  u  f  g  a  b  e  208. 

^  Man  sucht  eine  ebene  Curve,  bei  welcher  der  von  der  Abscisse  a  bis  zur  Abscisse 

a  erstreckte  Bogen  ein  Minimum-stand  Ist,  aber  unter  folgenden  zwei  Bedingungen: 
der  Flächeninhalt,  welcher  zwischen  der  zu  einer  bestimmten  Abscisse  b  gehörigeo 
und  zwischen  der  zum  Anfangspunkte  des  fraglich'en  Bogens  gehörigen  Ordinate  liegt, 
soll  den  gegebenen  Werth  A  haben;  und  der  Prächeninhalt ,  welcher  zwischen  der  zur 
besagten  Abscisse  b  behörigen  und  zwischen  der  zum  Endpunkte  des  fraglichen  Bogeos 
gehörigen  Ordinate  liegt,  soll  den  gegebenen  Werth  B  haben. 

/Es  sei  (Gg.  36)  die  Linie  Om  die  bestimmte  Abscisse  h;  dagegen  die  Abscisseo 
On  a  a  und  Op  =  a,  die  zum  Anfangspunkte  und  Endpunkte  des  fraglichen  Bogeos 
gehören,  müssen  noch  gesucht  werden.  Der  Flächeninhalt  mrsn  sei  A,  und  der  Flä- 
cheninhalt mrtp  sei  B.    Hier  soll  also  der  Bogen  st,  d.  h.  das  bestimmte  Integral 


1)  u=J"(rt  +  p2).di 


'a 

ein  Minimum-Stand  werden,    während  die  gesuchte  Curve  nur  aus  der  Zahl  dhtet  her- 
aasgewählt  werden  darf,  bei  denen  allen  die  Gleichangen 
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/ll)   ry.dx  =  A,       and       III)     f  "y  •  di  —  B         r  «  <"  •    /   ^   T'r-       '""'^x 
sUM^üden.-^  Man  setze  im  Allgemeinen 

IV)   j;ydx  =  z 

oDd  differentüre;  so  bekommt  man  die  idenüsche  Gleichaog 

V)    y  .  dx  —  dz  =  0 
Es  kommt  non  darauf  an,  y  und  x  als  Functionen  von  z  zu  suchen;  und  desshalb  muss 
Gleichaog  I  In  folgende  

amgefivmt  werden.  Man  <erkennt  jetzt,  dais  von  dto  twei  Elementen  x  und  y  eines 
mittelbar  mutabel  ist,  and  dass  die  Aufgabe  am  bequemsten  durcbgef&hrt  werden  kann, 
wenn  n^  x  als  mittelbar  mutabel  bebandelt. 

Ente  Aeiasang. 

Man  elioiinire -p  direct.     Aus  Gleichung  V  folgt  -p  =  -;    und   somit  gebt   Glei- 
chung VI  über  in  _^ 

v.o«=_f;()/i +©').. 

Man  matire,  and  seice  dann  ^  ^^^'^  ^  *  ^^'^  ^  ^^^^  Vi  '^  (Y~)  '  ^^  bekommt  man 
zunäch^  ^ 

Formt  Iban  am,  so  bekommt  man  für  die  zweite  Form  des  ^U  folgenden  Ausdruck 
Daraas  folgt  die  Hauptgleichnng 


^ 


X) 


i<f)=« 


y3.Q 

ood  die  CrSazengleichnng 

Man  maltipUdre  Gleichung  X  mit  w,  and  führe  statt  Q  den  Ausdruck  zurück;   so  be- 
kommt man 

^       '^         '  =0 


oder 


T--/f. +  -""■%'+..) 


j/^     .      o    .       w  •  dw       i   aI    ^        ^        \  w  •  dw 

dl/ -5  -H  w«  H ,  +  dl  w  X     ,  \ , 


w2 

■r    yv  \  m    yx  /  w    ys 

oder 

-  dl/A;  -4-  w«  -*-  d/    .    ^'         \  =  0 
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Diese  Gleichung  ISsst  sich  gradezu  iDtegriren,  und  man  bekommt 


-w 


W2 

r  y* 

oder 


fh 


C 


dy         1 


XII)    ^  =  -^o  •  KC2  -   y« 

-^     dz        y2 

Integrirt  man  diese  Gleichung  weiter,  so  bekorifiql  man 

Xin)    E  —  I  .  I^C»  —  Y«  4-  2^  •  arc  sin  ^  =  z 

0orch  diese  Gleichung  ist  dargeste^^  fif  y  von  z  alitiangt.  M«p  hat  jetzt  aus  Glei- 
chong  V  das  y  zu  eliminiren,  am  eine  Oleichaog.  |u  bekommen,  wodn^^^rgestelll 
ist*  wie  X  von  z  abhangt.  Ans  ^Keier  GU^phuiig  und  aus  XITI  rliminirl  rniöpttBiarz, 
80  gibt  sich  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y. 

AJlein  diesen  Weitläufigkeiten  braucht-  man  sich  nicht  zu  unlerziehen ;   dejn'^limi- 
nirl  man  dz  aas  V  and  XII,  so  bekommt  mai)^. 


XIV)    ^«1.1^ 

^    dx        V 


Integrtrt  man  diese  Gleichung,  so  prt  sich  %  +  G  =  —  KC^  —  y^,  oder 

XV)     (x  -f-  G)^  +  y^  =  C2 
d.  h.  die  gesachte  Carve  ist  eine  Kr^isli2ie.    Die  Gräuzeugletchung  XI  geht  jetzt  ul^prio 

xvo    ih^  -  ylpiyj,  -  (Kc>  -  y\)  ■  <J>.,  =  0 

•^  • 

wo  man  den  gemeinschaftlichen  Factor  ^r  weggelasseh  hat.    Die^ei  Gleichdl^  dient  dazo, 

die  bei<til^  Constanten  C  und  G  za  bestimmen.  Hat  man  aber  C  Iiq^mG  bestiiynt,  so 
dienen  ^e  Gleichungen  II  und  FII  dazu,  um  a  und  a  zu  bestimmen. 

Man  mutire  Gleichung  VIII  noch  einaial,  forme  um,  and  berucksichtij^e  alles  Vor- 
hergehende; so  bekommt  fnan  füF  d^ll  einen^asdrock ,  an  welchem  man  o^kennt,  dass 
ein  filjnimam-stand  stattfindet.  ^, 

Zweite  AuflSswig.  ^     ^ 

Man  eliminire  das  mittelbar  mutable  Element  x  mittelst  eines  Moltiplicatofs.  Zo 
diesem  Ende  forme  man  Gleichung  V  in  folgende 

XVII)  y.|-  1=0 

am.  Da  in  dieser  Bedingangsgleichung  ein  ebenso  hoher  Differentialqaotient  des  mit- 
telbar mutablen  Elementes  x  vorkommt,  wie  in  dem~  Ausdrucke  VI;  so  braucht  man 
(nach  Bd.  I.  S.  327,  BB)  die  Bedingungsgleichung  nicht  zuvor  zu  differentiiren.  Mao 
multiplicire  also  Gleichung  XVII  mit  einer  (vorerst  noch  unbekannten,  jedenfalls  aber) 

nichtmutablen  Fanctiou  St  von  z;  so  ist  auch  das  Product  «^  *  ( y  *  3-  "  0    ^och    eine 

nach  z  identische  Gleichung»  und  kann  anter  das  Integralzeichen  addirt  werden,  oho« 
dass  U  sich  im  Geringsten  findert,  d.  h.  es  ist  noch  vollkommen  genau 

xvoo   o=j;»[«.(,.-_.).)/(|f7%f].a. 

Man  mutire,  setze  v  und  w  bezüglich  statt  j^  und  j^  •  «nd  Q  statt  rv«  +  w«,  ond 
forme  am;  so  bekommt  man 
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X.X)    .ü  =  (^  -H  .«y)^  .  ax.  +  (J)^  .  ay.  -  (J  4-  *y)^  •  .x,  -  (^)^  •  .y. 

Damit  das  mittelbare  dx   oDter  dem  IntegraUeicbeo  wegfalle,    lasse  man  die  nach  z 
identische  Gleichong 

slattfindeo.    SoD*ach  hat  maD  die  Haoplgleichang 

Inlegrirt  man  Gleichong  XX,  so  gibt  sich 

XXII)     ^  H-  Äy  =  H 
lo  Folge  alles  ^Vorhergehenden  reducirt  sich  also  Gleichung  XIX  aal 

XXIII)    du  =  B  .  «xb  +  ( J)^  •  <>yB  -  H  .  dij,  -  (J)^  .  iyj, 

Damit  nun  das  mittelbare  d\  aoefi  dusserbalb  des  Integralzeichens  wegAllt,  moss  statt- 
finden 

XXIV)    H  =  0 

Mao  hat  also  die  ürätaeugleicbuDg  y 

Wegen  H  =  0  gehl  XXII  Ober  in 

XXVI)   -^  +  Äy  =  0 

Elimioirt  man  St  an:^  XXI  uud  XXVI,  so  bekommt  man 

1 


XXVU) 


y    Q 


Hi) 


NoD  folgt  ans  V,  dass  v  =  -r-  =  -;  somit  geht  letztere  Gleichung  über  in 


'^^VIU)    -5i^  +  ^.d(j)  =  0 


Dieses  ist  wiederom  Gleichung  X. 
Und  so  fort. 

Dritte  AelSflWc. 

Man  behandle  y  als  das  mittelbar  mutable  Element    Man  moltiplicire  Gleichong 
XVII  mit  einer  (vorerst  anbekannten,  jedenfalls  aber)  nichtmolahlen  Function  M  von 

z;  so  ist  auch  das  Product  1^  *  (y  *  ü-  —  0  i^oc^  ^^^  identische  Gleichung,  und  kann 

ooter  das  Integralzeichen  addirt  werden,  ohne  dass  U  sich  im  Geringsten  Sodert,  d.  h. 
es  ist  noch  vollkommen  genau 

Man  motire»  forme  am,  und  setze  zur  Abkürzung  v  statt  j-,   w  statt  -r^,    und  Q  statt 

^Y^  -h  w^ ;  so  bekommt  man 

II.  58 
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XXX)    aü  =  (^  H-  My)^  .  es,  +  (^)^  .  ey,  -  (I.  -,  My)^  •  a.,  -  (^)^ . .,, 

Weil  in  der  Bedingangsgleichang  XVII  kein  Differ«n(ialqaotien(  des  milMbarea  y  enl- 

dy 
hallen  ist,  während  doch -p  im  Aasdrucke  VI,    der  ein  Miniiuum-stand  werden  soll, 

vorkommt ;  so  konnten  auch  in  Gleichang  XXX  ausserhalb  des  Integralzeichens  die  zu 
^y^  und  ^y^  gehörigen  Coefficienlen  nicht  mit  M^  und  M^  versehen  sein,  so  dass  ^y^ 
und  dy^  nur  auf  directem  Wege  eliminirt  werden  können. 

Dieser  Weitläufigkeit  entgehl  man,  wenn  man  (nach  Bd.  I.  S.  327)  die  idenfische 
Gleichung  XVII  vor  Allem  noch  einmal  nach  z  dilferenliirt.  Dadurch  bekommt  man  dio 
fernere  nach  z  identische  Gleichung 

v^v,N     dy    dx    .  d?x         - 

Multiplicirt  man  diese  mit  einer  (vorerst  unbekannten,  jed^pralls  aber)  «lichtmutablen 

Function  91  von  z;  so  ist  auch  das  Product  91  •  (~  •  r—  4-  y  •  -=-=-)  noch  eine  nach  i 

\dz     dz  dz^  / 

identische  Gleichung,   und  kann  unter  das  Integralzeichen  adclirt  werdeh,  ohne  dass  U 

sich  im  Mindesten  ändert,  d.  h.  es  ist  noch  vollkommen  genau  ^ 

x«„)  0  -  J-;  [« .  (^  f; . , .  g) .  |/(ifT(57] . .. 

Wie  letztere  Gleichung  weiter  behandelt  werden  muss,  ist  in  früheren  Aufgaben  liiii- 
länglicb  gezeigt  worden.  Die  Durchfilhrung  der  dritten  Auflösung  mag  also  um  so 
eher  unterbleiben,  weil  die  gesuchte  Curve  bereits  in  der  ersten  Auflösung  vollsfäpdig 
hergestellt  ist. 

Scblussbemerkung.  Diese  Aufgabe,  als  solche,  kommt  schon  vor  in  Eoler's 
Werke  (methodus  invenlendi,  etc.,  S.  135  und  136).  Euler  hat  sie  dadurch  gelöst,  dass 
er  vor  Allem  das  miltelbar  mutable  Element  eliminirte,  wie  auch  hier  in  der  ersten  Auf- 
lösung geschehen  ist.  Die  zweite  oder  dritte  Auflösnnsf  konnte  damals  (im  Jahre  1744 
nemlich)  noch  nicht  angewendet  werden,  weil  die  Elimination  mittelst  solcher  Multiplica- 
toren,  die  eine  Function  der  absolut  unabhängigen  Veränderlichen  sind,  erst  durch  den 
von  Lagrange  erfundenen  (und  von  Euler  sogenannten)  Variationscalcul  möglich  gewor- 
den ist. 


Aufgabe    209.  « 

Es  ist  eine  unendliche  Menge  ebener  Curven  gegeben  *  welche  alle  auf  dasselbe 
rechtwinkelige  Coordinatensystem  bezogen  sind.  Man  wählt  eine  aus,  verwandelt  ihre 
bei  einer  festen  Abscisse  a  anfangenden  Bögen  in  grade  Linien,  und  trägt  diese  auf  der 
Abscissenaxe  in  den  Punkleu,  welche  den  Endpunkten  jener  Bögen  entsprechen,  als 
senkrechte  Ordinalen  auf.  Dadurch  ergeben  sich  stetig  nebeneinander  liegende  Punkte, 
d.  h.  es  wird  eine  neue  Curve  erzeugt.  Wenn  man  aber  unter  den  uneodliefavielen  ge- 
gebenen Gurv^n  diejenige  heraussuchen  soll,  bei  welcher  der  von  der  neu  erzeugten 
Curve  zwischen  den  festen  Abscissen  a  und  a  eingeschlossene  Flächeninhalt  grösser 
oder  kleiner  ist,  als  bei  allen  andern  der  erzeugenden  Curve  sietsfort  näcbsfanliegeDden 
Naclibarcurven  der  Fall  sein  kann;  welches  ist  die  erzeugende  Corve? 

Es  seien  x  and  y  die  Abscissen  und  Ordinalen  der  erzeugenden  Curve.  Weoo 
man  nun  von  ihrem  Bogen  das  Stück,  welches  erst  bei  der  festen  Abscisse  a  beginnt, 
mit  V  bezeichnet ;  so  hat  man  die  Gleichung 


I)  y==r^^^ 
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Bei  der  nea  erzeugten  Carve,  welche  mit  der  erzeugenden  die  Abscisdea  x  gemein- 
scbafllicb  hat,  sind  also  die  Ordinalen  durch  v  darzustellen;  und  der  von  dieser  neuen 
Curye  zwtftri^en  den  Abscissen  a  und  a  eingeschlossene.  Flächeninhalt  ist 

II)     ü  =  pv.dx 

Setzt  man  für  v  den  Ausdruck  ein,  so  geht  Gleichung  11  über  in 


III)     ü  =  p/^  f*  (»^7"+^)  •  dx\  -  dx 


^a   \%/a 

und  die  Aufgabe  ist  jetzt  folgende:  Man  sucht  ftlr  y  eine  solche.  Function  von  z.  dass 
das  Integral  III  ein  Maximum-sland  oder  Minimum-stand  wird. 

Man  difTerentiire  Gleichung  I,  so  bekommt  man  folgende  identische  Gleichung 

IV)   iTTT«  -  3i  =  0 

Hieran  erkennt  man,  dass  die  Durchführung  der  Aufgabe  am  einfachsten  vor  sich  geht, 
wenn  man  für  y  und  v  solche  zusammengehörige  Functionen  von  x  sucht,  dass  dabei 
der  Gleichung  IV  geoQgt,  und  das  Integral  II  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-Stand 
wird. 

Man  multiplicire  also  Gleichung  IV  mit  einer  (vorerst  unbekannten,  jedenfalls  aber) 

nichtmutablen  Function  L  von  i;   so  ist  auch  noch  das  Producl  L  •  \f\  +  p^  —  -p) 

eioe  identische  Gleichung,  und  kann  bei  II  unter  das  Integralzeichen  addirt  werden, 
ohoe  dass  U  sich  im  Geringsten  ändert,  d.  h.  es  ist  noch  vollkommen  genau 

V)  ü  =  ppv  +  L Vrnrjii^  ^J^'jj. dl 

Man  mutire,  und  forme  um;  so  bekommt  man 

Ehe  dieser  Ausdruck  weiter  behandelt  wird,  mag  zuvor  noch  folgende  Nebenuntersu- 
cbuug  angestellt  werden.    Aus  der  Gleichung 


folgt 


I)  V  =  C[ri  H-p2).di 
™>'-=j:(rf^-^')-^' 

Ja  L^ «  -»-  P  (1  4.  p2)«    ^      ^  -■ 

etc.  etc. 
Setzt  man  nun  x  =  a,  so  gehen  diese  Gleichungen  über  in 

IX)  V.  =  r  (rnr?) .  dx  =  o 


etc.  etc. 
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d.  b.  es  ist  V.  =  0,  Jv.  =  0,  ^v«  =  0,  etc.;  and  durch  diese  GleichaogeQ  ist  eine 
der  Grandbediogongen  der  Aorgab^  mit  aasgesprochen.  Dass  aber  diese  GleichaogieQ 
stattfinden  mössen,  kann  man  aocb  schon  ans  folgender  geometrischen  Betracfatoog  eat- 
nehmen:  « 

„Weil  die  zo  irgend  einer  nach  BeUeben  genommenen  Abscisse  x  gehörige  Ordinate 
„der  nea  erzeogten  Garve  jedesmal  gleich  ist  <fem  bei  der  festen  Abscisse  a  anfangeo- 
„den  and  bis  zu  besagter  Abscisse  x  erstreckten  Bogenstucke  der  erzeugenden  Carre; 
„so  ist,  was  auch  immer  fQr  Eigenschaften  die  e^gEeogenito  Curve  hab^n  mag,  doch  je- 
„desmal  die  der  festen  Abscisse  a  entsprechende  Ordinate  der  erzeugten  Curve  gleich 
„Null,  mag  nun  die  erzeugende  Curve  diejenige  sein,  welche  gesucht  wird,  oder  eiae 
„solche,  welche  der  gesuchten  Curve  stetsfort  näcbsfinliegt    Man  hat  also  nicht  allein 

„die  Gleichung 

V,  =  0 
„sondern  auch  folgende  Gleichung 

xn)    V,  H-  X .  av,  +  —  .  d^v.  +  — .  d*v.  + =  0 

-^  "  ■     '      1.2  ■  1.2.3  ■     ' 

„und  da  hier  das  x  im  Momente  des  Verschwindens  befindlich  ist,  so  muss  eioieln 
„stattfinden  v,  =  0,  <5v,  =  0,  S^y^  =  0,  etc." 

Damit  das  mittelbare  dv  unter  dem  Integralzeichen  wegfalle,  denke  man  sich  unter 
L  eine  solche  Function  von  x,  dass  die  identische  Gleichung 

XIII)      1   -H  ^  .  0 

stattfindet.    Nun  ist  dv.  =0,  wie  bereits  bewiesen.    Damit  also  jede  Spur  der  von  v 

herrührenden  Mutation  verschwinde,    bestimme  man  einen  der  eingehenden  Constanten 

so,  dass  die  Gleichung 

XIV)    L«  =  0 

stattfindet.    Gleichung  VI  reducirt  sich  daher  auf 

Man  hat  sonach  die  Hauptgleichung 

und  die  Gränzengleichung 

V«  -H  p7«  "  V^  -*-  P7a  ^* 
Die  Gleichmg  XIII  ist  von  der  ersten  Ordnung;  und  durch  deren  Integration  geht  ein 
willkürlicher  Constanter  ein.  Die  Gleichung  XYI  ist  von  der  zweiten  Ordnung;  ood 
durch  deren  Integration  gehen  zwei  willkürliche  Constanten  ein.  Man  wird  also  zasam- 
men  drei  solcher  Constanter  bekommen.  Einer  davon  wird,  wie  gesagt,  durch  Glei- 
chung XIV  bestimmt;  und  die  beiden  andern  erhalten  dadurch  ihre  Bestimmung,  dass  der 
Gränzengleichung  XVII  genügt  wird. 

Integrirt  man  Gleichung  XVI,  so  gibt  sich 

XVIII)     -L^ir^  «  B 
^    ri  -h  p2 

d.  h.  der  Ausdruck  —    '  ^  •  ist  constant  bei  jedem  Werlhe  des  x,  also  auch  bei  x  =  a 
M  4-p2 

und  bei  x  =  a.    (In  dieser  Beziehung  vergleiche  man  sorgflllig   den  dieser  Aufgabe 

beigegebenen  Zusatz)    Gleichung  XVII  geht  also  über  in 

XIX)    B  .  ^y^  -  B  .  c5y,  =  0 

Aus  XVlIl  folgt  

XX)  L=B.'^L±£       ■ 
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Diffenntürl  duid  dieae  Gleichang>;M  gibt  sich 


XXI)       -?^=-B ^-i=: 


Verbindet  man  XIII  und  XXI ,  so  bekommt  man 


xm)    1  •»  B 


q 


p«  •  ri-h  p2 

Dieses  ist  eine- €leicbang  zir«ater  OfipJnaBg,   dorch  deren  Integration  noch  zwei  weitere 
Constanten  eingehen.    Inlq^rt  man  wirkUch,  so  bekommt  man 

XXIü)    X  =  A  -  B  .  !T±2 
Daraas  folgt 

'      XXIV)    p  =  ^  ^      = 

^  *^     r(A  -  xy  -  B« 

woraus,  wenn  man  weifer  inlegrirt,  sich 


^^x  »    ,        .  —  (A  —  X)  4-  ir(A  -  x)2  -  B2 

XXV)    y  =  B  •  Igvnat  -— ^^ ^ ^= ^ 

m 

ergibt.    Ana  der  Verbindung  von  XX  «nd  XXIII  bekommt  man 

XXVI)    L  —  A  —  X 

Damit  der  Gleichung  xrv  genügt  werde,  moss  A  -^  a  =  0,  d.  h.  es  muss  A  =  a  sein; 
und  sonach  geht  XXVI  über  in 

XXVn)    L  =  a  —  X 
so  dass  jetzt  L  eine  ganz  besümmle  Function  von  x  ist.    Weil  nun  A  =  a,   so  geht 
XXV  über  in  ___^ 

m 
Die  erzeugende  Gurve  ist  also  die  Kettenlinie,  mit  den  beiden  willkQrlichen  Constanlen 
B  und  mf  zu  deren  Bestimmung,  wie  gesagt,  Gleichung  XIX  benutzt  wird. 
FGr  die  Gleichung  der  erzeugten  Curve  bekommt  man  nunmehr 

d.  h.  es  ist  

XXIX)     V  =  -  r(a  -  x)2  -  B2  +  f(a  -  a)«  -  ß« 
wo  jedoch  nur  der  einzige  noch  unbestimmte  Gonstante  B  vorkommt. 

Zur  Herstellung  des  Prüfungsroi ttels  mulire  man  Gleichung  V  zum  iweiteA  Male, 
forme  dann  um,  und  berücksichtige  alles  Vorhergehende;  so  bekommt  man 

XXX)    i^^B.^^-B-^'y.+^^rS^^^.l^f.ä. 

Es  findet  also  ein  Minimum-stand  statt;  denn  das  Radical  ist  schon  von  Anfange  her 
(man  sehe  Gleichung  I  oder  III)  nur  als  positiv  vorausgesetzt.  Dieses  stimmt  auch 
ganz  mit  der  Figur  überein.  £s  sind  nemlich  die  Bogenstücke  der  erzeugenden  Curve 
alle  positiv,  und  die  diesen  positiven  Bogenstücken  gleichen  Ordinalen  der  erzeugten 
Curve  hat  man  alle  auf  eine  und  dieselbe  Seite  der  Abscissenaxe  aufgetragen. 

L  •  p 
Znsatz.    Aus  Gleichung  XVIII  folgt,  dass  der  Ausdruck    ^  immer  den  constan- . 

Kl  +  p» 

ten  Werth  B  behält,  folglich  anch  bei  x  =  a.    Nun  folgt  ans  Gleichung  XIV,  dass  L^  =  0 

sein  muss.     Wie  ist  es  also  zu  verstehen,  wenn  auch  noch  /  ■  ,   oder,    was  das- 

Vi  -+.  p2/0 


fO. 


selbe  Ist,  wenn  anch  nooh  L«  •  (  ^  -|    den  constanten  Werth  B  behMIt,  während  doch 


/•  ■-■'•• 

Digitized  by  VjOOQIC 


462 

der  Factor  L^  zu  Null  wird  ?    Dies»  Fragfe  beaotwo^e^  sich  auf  folf^ode  Weite :    weil 

^B  L  «p  L  •  B 

p  =  _  ,  80  ist   ^    ,   -  -_:  =  -T .    Nun  ist  L  =  A  —  x ,  somit  Mi  sich 

»f  (A  -  x)2  -  82  n  +  p2        A  -  X 

_JL  .  p^  _     L  «B    _  L  ■  B  _ 

rr^+T« ^A-x~"fe.L   "" 

d.  h.  das  im  Zähler  befindliche  L  ^ird  Ton  dem  im  Nenner  befindlicbeD  aurgehobeo ,    und 
2war  bei  jedem  Werthe  des  x,  also  auch  bei  x  =  oc 

Gränzfälle.  Schaut  man  auf  Gleichang  XVH  znröck,  so  erkennt  man,  dass  die 
GränzbedinguMgen  nur  Einfluss  haben  kdnnen  auf  die  erzeugende  Gurve.  Diese  Er- 
scheinung entspricht  aber  ganz  dem  Wesen  des  hiesigen  Problems;  denn  ist  die  erzeu- 
gende Garve  vollkommen  bestimmt,  so  ist  es  auch  die  erzeugte. 

Schlossbemerkung.  Als  Jakob  Bernoulli  das  von  seinem  Bruder  Johann  allen 
Matbematikern  öffentlich  aufgegebene  Problem  der  Brachystochrbne  gelöst  hatte,  und  die 
betreffende  Abhandlung  bekannt  machte,  legte  er  in  derselben,  sich  namentlich  an  seinen 
Broder  wendend,  folgendes  ziemlich  allgemein  gehaltene  Problem  vor: 

„Man  socht  eine  Curve  von  der  Art,  dass,  wenn  man  anf  ihrer  Axe  eine  zweite  Corve 
„beschreibt,  deren  Ordinaten  beliebige  Functionen  der  Ordinaten  und  Bögen  der  ersten 
^»Gurve  sind,  die  von  der  zweiten  Curve  eingeschlossene  Flüche  ein  Grösstes  oder  Klein- 
„stes  ist/' 

In  dieser  Beziehoiig  lese  nian: 

1)  Acta  eruditorum  Lipsiensia.     1697.     Monat  Mai. 

2)  Opera  Jacobi  Bernoulli.    Tom.  II.    n.  75. 

3)  Opera  Johaunis  BernouRi.     Tom.  I.  ^  p.  201.  ' 

Zu  jener  Zeit  waren  unter  dem  Namen  „isoperimetrisches  Problem**  alle  jene  Aufgaben 
begriffen,  bei  welchen  die  Auffindung  noch  unbekannter  Curven,  die  irgend  eine  Eigenschaft 
des  Grössten  oder  Kleinsten  haben,  verlangt  wird.  Später  (in  dÜ  Schlussbemerknng  zar 
214'*"  Aufgabe)  soll  näher  auseinandergesetzt  werden,  warum  man  diesem- Namen  damtls 
eine  so  weite  Bedeutung  beilegte. 

Die  hier  von  mir  durchgeführte  Aufgabe  ist  also  ein  specieiler  Fall  der  yon  Jakob 
Bernoulli  vorgelegten,  und  sie  würde  nicht  dorchführbar  gewesen  sein^  wenn  ich  nicbt 
gezeigt  hätte,  dass  die  Gleichungen 

dv,  =  0,  d2v,  »  0,  d^v,  =  0,  etc. 
eine  Grundbedingung  ausmachen.    Dass  aber  ohne  diese  Gleichungen  die  Aufgabe  wirklich 
unmöglich  ist,  mag  noch  naher  nachgewiesen  werden,  wie  folgt: 

a)  Zuerst  finden  die  beiden  Gleichungen  XIII  und  XVI  statt,  welche  zunächst  eine 
Function  |nit  drei  willkürlichen  Gonstanten  liefern. 

b)  Nun  wird  der  Gränzengleichung  XVII  genügt,  wobei  zwei  der  besagten  drei  Coo- 
stanten  eine  Bestimmung  finden. 

c)  Wegen  XIII,  XVI  und  XVII  zieht  Gleichung  YI  sich  zurück  auf  dU  ==  L^  -  d^a 
—  L,  «dVa,  während  bereits  zwei  Constante    bestimmt,    also  nur  noch  einer  unbestimmt  ist 

d)  Wenn  man  jetzt  diesen  dritten  Gonstanten  «o  bestimmt,  dass  L^  ^  0  wird;  so 
bleibt  noch  immer  du  ==  —  L«  •  dv, ,  während  kein  unbestimmter  Goostanter  mehr  vor- 
handen ist,  also  L«  einen  bereits  ganz  bestimmten  Ausdruck  vorstellt,  welchen  man  nicht 
so  ohneweiters  und  beliebig  verschwinden  lassen  kann. 

e)  Somit  erkennt  man,  dass,  wenn  nicht  unter  allen  Umständen  dv«  =  0  ist,  auch 
nicht  unter  allen  Umständen  dU  =  0  wird.  Da  aber  nbthwendig  dU  =  0  sein  muss,  so 
hängt  die  Möglichkeit  der  Aufgabe  allernächst  von  dv«  =  0  ab. 

f)  Ebenso  erkennt  man ,  dass  der  für  das  Prnfungsmittel  herzustellende  Ausdruck  nur 
dadurch,  dass  auch  d^v,  =  0  ist,  von  allen  mittelbaren  Mutationen , frei  wird» 


Aufgabe    210. 
Man  sucht  y  als  solche  Function  von  x,  dass  folgender  Ausdruck 


I)    ü  =  P(rVl-»-p2).dxy  .dx 


ein  Maiimum-staAd  oder  Minimum-Stand  wird. 
Man  setze 
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II)     P  (^TT^)  •  dl  =  V 

so  gehl  GleichoDg  1  ober  in 

lU)     ü  =  f*  V"  -  dl 
Ja 

Wenn  man  Gleichung  II  diff«^iaitiirt,  so  gibt  sich  die  idenüsche 

IV}      Vi  -f-p2  -  5^  =  0 
Wenn  man  diese  Gleichung  mit  einer  (voreral  unbekannten,  jedenfalls  aber)  nichtmu- 
lablen  Function  L  von  x  multiplicirt;  so  ist  auch  das  Prodncl  L  •  j  Kl  4-  p*  —  -p\  noch 

eine  identische  Gleichung,  und  kann  bei  Gleichung  III  unter  das  Integralzeichen  addirl 
werden,  ohne  dass  U  s^Ji  im  Geringsten  ändert,  d.  h.  es  ist  noch  vollkommen  genau 

V)  ü=J^''[v»  +  L.^rnr^-g\].di 

Man  molire,  ond  fbme  am;  so  gibt  sich  fQr  die  zweite  Form  des  dU  folgender  Aas* 
druck 

+f[("'"  — s)>'-a-(n%))"]-' 

Damit  das  mitf Abare  ^v  unter  dem  Integralzeichen  wegfalle,  denke  man  sich  unter  L 
eine  solche  Function  von  x,  dass  die  identische  Gleichung 

VII)     D  .  V»  -  t  -+.  iL  ==  0 

stattfindet.    Nun  ist  schon  in  voriger  Aufgabe  bewiesen,  dass  durch  die  Gleichungen 

dv,  =  0,    ^v,  «  0,    Shf^  =  0,  etc. 

eine  Grundbedingung  der  Aufgabe  ausgesprochen  ist.  Damit  also  jede  Spur  der  von 
V  herrQhrenden  Mutation  verschwinde,  bestimme  man  einen  der  eii%ehenden  Gonstanten 
so,  dass  die  Gleichung 

VIII)    Lß  «  0 

stallfindet.    Gleichung  VI  reducirt  sich  daher  auf 

'"  '"  =  (v^X ■ '-  -  irrhl  ■  "■  -r [^ ■  irrh)]  ■"■'' 

Man  hat  also  die  Haoplgleichung 
und  die  GränzengleichoDg 

Gleichang  X  ist  von  der  zweiten  Ordnung;  und  durch  deren  Integration  gehen  zwei 
willkörliche  Gonstanten  ein.  Gleichung  VII  ist  von  der  ersten  Ordnung;  und  durch 
deren  Integration  geht  ein  willkikrlicher  Gonstanter  ein.  Man  wird  also  zusammen  drei 
solcher  Gonstanter  bekommen.  Einer  davon  wird,  wie  gesagt,  durch  Gleichung  VXil 
bestimmt;  und  die  beiden  andern  erhalten  dadurch  ihre  Bestimmung,  dass  der  Gr'an- 
zengleichung  XI  genOgt  wird. 

Man  inlegrire  Gleichung  X,  so  bekommt  man 


Digitized  by 


Google 


464 

XII)    T^^L.  -  B 
d.  h.  der  Aosdrock    -      '  **     ist  constanl  bei  jedem  Werthe  des  x ,  also  auch  bei  x  =  a 

n  +  p» 

and  bei  x  =  a.    (}n  dieser  BeziehaDf  vergleiche  man  sorgfältig  den  der  vorigen  Aof- 
gabe  beigegebenen  Zasatz.)    Gieichang  XI  reducirt  siek^H^nanf 

XIII)    B  •  iJy^  — *  B  .  dy,  «cä  W* 
Aus  XII  folgt 

MV)    L-.ß.?^L±^ 
P 

Differentiirt  man  diese  Gleicbwig,  so  bekommt  man 

XV)    4t  =  ^ß JL^ 

^       dX  p2.irn.p2 

Man  verbinde  die  Glefcbnngen  Yll  und  XY,  so  bekommt  man   ^ 
XVI)    n  .  V»  -  «  =  B 3 


p2  •  ri  +  p2 

Diese  GlipAnng,  welcbe  der  Gieichang  XXII  der  vorigen  Aufgabe*  entspricht,  ist  eine 
Differentialgleichang  der  zweiten  Ordnung,  durch  deren  Integration  noch  zwei  weitere 
Constanten  eingehen.    Multiplicirt  man  sie  beiderseits  mit  fi  +  p^.,  so  gibt  sich 

XVII)     n  .  V"  -  » .  Kl-hp2  =  B  .  -3^^ 
Da  aus  IV  folgt,  dass  fi  -f- p«  —  j^  ist,  so  geht  XVU  ober  in 

dx  p* 

oder  in 

n  .  v"  -  « .  dv  =  B  .  ^ 

P^ 

Diese  Gleichung  lässt  sich  gradezu  integriren,  und  man  bekommt 

XVIII)    v"  =  E-  — 

Hiermit  hat  man  die  Gleichung  XVII  auf  eine  Differentialgleichung  der  ersten  Ordooog 
gebracht,  durch  deren  Integration  sich  endlich  eine  Urgleichung  mit  noch  einem  dritten 
Constanten  ergibt.  Um  aber  besagte  Urgleichung  herzustellen,  verfahre  manaaffol- 
gende  Weise:    Aus  XVIII  folgt 

Differenliirt  man  diese  Gleichung  nach  allem  x,  so  bekommt  man 
XX)    dv  =  1 * 

D 


If  (E  .  p  —  B)"  -  1  .  p~  +  1 
und  wenn  man  statt  dv  seinen  Ausdruck  {fi  -H  p2)  «dx  setzt,  so  bekommt  man 

XXI)     yrT^).dx  =  :^.    „  ^P        

ir(E  .p— B)"-*.p"  +  * 


Man  dividire  beiderseits  mit  Vi  4-  p2,  so  gibt  sich 


XXII)    dx  := 

und 


1 ^ 


n  n 

(Kl  -h  p«)  .  ir(E  .  p  -  ß)"  -  1 .  p"  +  * 
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XXiii)     dy  =  p  .  dx  =  1  .    P  '  ^P- - 


(ri  -h  p2) .  roE .  P--  By-^'  p«  +  ^ 

Bei  den  vielfönnigen  Radicalen  hat  man  jedoch  nur  die  reellen  Formen  zu  beachten, 
eben  weil  bei  Untersochungen  Ober  das  Gro^stf)  und  Kleinste  die  imaginären  Formen 
aosgeschiossen  bleiben.  Integrirt  man  Gleichnng  XXII,  so  geht  noch  ein  Constanter  A 
ein.  Integrirt  man  Gleichung,  XXiU,  so  geht  noch  ein  Constanter  F  ein.  Man  bekommt 
dann  zwei  Gleicbnngen,  ausweichen  man  p  zu  eliminiren  hat,  so  dass  sich  eine  Urglei- 
chong  zwischen  x  und  y  mit  den  vierwillk&rlichen  Constanten  B,  E,  A,  F  ergibt 

Einer  dieser  vier  Constai^ten  ist  zuviel;  denn  er  wäre  nicht  eingegangen,  wenn 
man  Gleichung  XVIII  integrirt  hätte,  ohne  vorher  noch  einmal  zu  differentiiren.  Dieser 
Gndet  aber  seine  Bestimmung  dadurch ,  dass  man  sowohl  der  Gleichung  XVIII  als  auch 
der  Gleichung  VII  zu  genügen  sucht.  (Es  geht  nemlich  jedesmal,  wenn  man  eine 
DiOerentialgleicbung  vorher  noch  ^ner  weiteren  Differentiation  unterwirft,  und  dann 
erst  integijrt,  ein  willkürlicher  Constanter  zuviel  ein,  welcher  dadurch  bestimmt 
werden  moss,  dass  man  der  ursprünglich  vorgelegten  Differentialgleichung  durch  die 
erlangte  Urgleichung  zu  genügen  sucht.  Man  vergleiche  Seite  29,  Seite  32,  Seite  39, 
elc,  wo  ebenfalls  Beispiele  vorkommen,  bei  denen  ein  Constanter  zuviel  ist.) 

Man  hat  somit  jetzt  nur  noch  drei  Constanten,  welche  ihre  Bestimmung  erwarten. 
Einer  davon  wird  (durch  Gleichung  VIII  und  die  beiden  andern  durch  die  Gränzenglei- 
chong  Xill  bestimmt.    Es  ist  also  Alles,  wie  in  voriger  Aufgabe. 

Zur  Herstellung  des* Prüfungsmittels  mutire  man  Gleichung  V  zum  zweiten  Male, 
forme  um,  und  berücksichtige  alles  Vorhergehende;  so  bekommt  man  zunächst 
XXIV)    (52Ü  =  ß  .  ^y^  -  B  .  <J2y, 

.f[.(.-. )...-...... _!^.»n 

Wenn  man  mittelst  XIV  das  L  eliminirt,  so  bekommt  man 

XXV)    d^l]  =  B  .  ^y^  -  B  .  d^y, 

^j~[.(.-.)..-...'.,.,v,,.f5)'].-.. 

so  dass  es  von  —  abhangt,  ob  ein  Maximum-sland  oder  Minimum-<itand  stattfindet. 

Speci eller  Fall.  Setzt  man  n  =  1,  so  gehen  die  Gleichungen  XXII  und  XXIII 
bezüglich  über  in 

XXVI)     dx  =        ^.'-Jg—  ,     und     XXVII)    dy  =       ^  '  ^^ 


dx 


p2  .  K"!     -h    p2  p  .  Kl    -4-  p2 

Integrirt  man  diese  beiden  Gleichungen,  so  bekommt  man  bezüglich 
XXVIil)     X  =  A  -  B .  ?^1±J^,     und    XXIX)    y  =  B  •  lg  nal  -  ^  ^^^^ -^  P^ 

Aus  XXVIII  folgt  p  =r  _  ;    und  wenn  man  diesen  Anadruck  in  XXIX 

*'       if(A  -  x)2-B2 

sQbslituirt,  so  bekommt  man 


X«)    y  =  B  .  .g  na.  (A  -  x)  -  ^>r(A  -  »^  -  B^ 

Setzt  man  aber  (—  m)  an  die  Stelle  von  B  •  F ,  so  geht  letztere  Gleichung  über  in 

~  (A  -  i)  +  r (A  --  x)2  -  m 


XXXI)       y  =  B  •  Ig  nat 


m 


welches  genau  wieder  Gleichung  XXV  der  vorigen  Aufgabe  ist. 

Schlassbemerkung.  Die  hier  von  mir  darcbgerührte  Aufgabe  ist  wieder  ein  spc* 
cieller  Fall  der  von  Jakob  Bernoulli  vorgelegten  allgefneinen,  deren  Wortlaut  bereits  (in 
der  Schlnssb.  zur  vorigen  Aufg.)  mitgetheilt  wurde. 
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Auch  die  hiesige  wäre,  wie  die  vorige»  nicht  dorchführhar  gewesen,  wenn  ich  nicht 
gezeigt  hätte,  dass  die  Gleichungen 

<5?.  »  0,  ^v,  «  0,  d^Va  =  0,  etc. 

eine  Gnindbedingnng  aasmachen.    (Man  yergleiche  die  Scblnssb.  in  voriger  Anfg.) 

Andere  Schriftsteller,  welche  dergleichen  Aufgaben  zu  lösen  suchten,  haben 

1)     diese  Grundbedingung  ganz  übersehen;  sie  haben  auch 

2}     übersehen,  dass  unter  den  vier  Constanten,  die  man  bekommt,  sich  einer  befindet, 

der  zuviel  ist,    d.  h.  dass  dieser  gar  nicht  eingegangen  wäre,    wenn  man  die  Haoptglei* 

ohnng   integrirt  hätte,    ohne  sie  vor  der  Integration  noch  einmal  za  differentiiren«    Dann 

haben  sie 

J.     \;«  !  3)    zwei  der  vier   Constanten  dadurch   bestimmt,    dass  der  Gränzengleichnng  genagt 

'  '^)  ''^*  wurde,  und  die  zwei  andern  dadurch,  dass  sie  nicht  nur  L^  =  0,    sondern  auch  L.  =  0 

1 C  M       setzten.    Auf  diese  Weise  haben 

4)  die  vier  Constanten  allerdings- eine  Bestimmung  erlangt;  allein  dabei  gestaltet  sich 
die  gesuchte  Function  so,  dass  sie  der  Hauptgleichung  nicht  genügt,  wovon  man  sich  je- 
desmal überzeugen  kann,  wenn  man  die  so  gestaltete  Function  in  die  Haoptgleichung  sub- 
stituirt. 

.Besagte  Schriftsteller  haben  ihren  hier  gerügten  Irrthnm  desshalb  begangen,  weil  sie 
kurzweg  ohne  alle  Ueberlegnng  diejenigen  Aufgaben,  wo  in  der  Bedingungsgieichang  er« 
sprünglich  ein  angezeigtes  Integral  vorkommt,  mit  solchen  Aufgaben,  wo  die  Bedingungs- 
gleichung schon  ursprünglich  eine  Differentialgleichung  oder  gar  eine  ürgleichung  ist,  einer 
gan^  gleich  massigen  Behandlung  unterwarfen.  Sie  würden  aber  ihren  Irrthum  sofort  ent- 
deckt haben,  wenn  sie  versucht  hätten,  ob  ihre  Function  in  der  Gestalt,  wie  sie  sie  von 
allen  unbestimmten  Stacken  befreit  haben,  fähig  sei,  der  Haaptgleiohang  zu  genügen. 


Aufgabe   211. 
Man  sucht  y  als  solche  Function  von  x,  dass  folgender  Aasdrack 

m-stand  wird. 
II)    C  (rrrp) .  dx  =  v 


ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-Stand  wird. 
Man  setze 


so  geht  Gleichung  I  über  in 

Wenn  man  Gleichung  II  differenliirl,  so  gibt  sich  die  identische 

IV)  rr+p-^^o 

'  Wenn  man  diese  Gleiehang  mit  einer  (vorerst  unbekannten,  jedenfalls  aber)  nichtma- 

tablen  Function  L  von  x  multiplicirt  *,  so  ist  auch  dps  Product  L  •  (KT+^   -  j-]  noch 

eine  identische  Gleichung,  und  kann  bei  Gleichung  III  unter  das  Integralzeichen  addirt 
werden,  ohne  dass  U  sich  im  Geringsten  ändert,  d.  h.  es  ist  noch  vollkommen  goDan 

«  Man  mntlre,  so  bekommt  man  zun'achst 

VI)    au  =  e-"->^(''*'+^)-'''x 
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Um  DQD  diese  Gleichung  weiter  zu  behaudeln,  verrahre  man  auf  folgende  Weise: 

1)  Man  lasse  den  Theilsali  L  -  (»^HTp^  -  ~)  weg,   weil  ftT^  —  ^  =  0 
eine  identische  Gleichung  isU 

2)  Man  setze  ~  statt  e""  "  '-C  ^^^  "^  ^^  *  ^*,  und  B  statt  f"  e»^  •  dx. 

Dadurch  redncirt  sich  Gleichung  VI  auf 

VII)    dV  -^ 

i^.r     oB.r--^.^ydx4-rfn.e»^^.avH--4^ 

Weil  aber  nB  von  x  ganz  unabhängig  ist,  so  kann  man  dieses  Prodnct  auch  unter  das 
Integralzeichen  bringen;  und  so  geht  letztere  Gleichung  über  in 

Man  forme  um,  so  bekommt  man 

Damit  das  mittelbare  dy  unter  dem  Integralzeichen  wegfalle,  denke  man  sich  unter  L 
eine  solche  Function  von  x,  dass  die  identische  Gleichung 

X)    n.e»"  -h4^- 0 

'^  dx 

stattfindet  Nun  ist  ^«  =  0,  ^v,  =  0,  etc.  Der  Beweis  hierzu  ist  bereits  (in  Auf- 
gabe 209)  geführt.  Damit  also  jede  Spur  der  von  v  herrührenden  Mutation  verschwinde, 
bestimme  man  einen  der  eingehenden  Constanten  so,  dass  die  Gleichung 

XI)    L„  =  0 
staUfindet.    Gleichung  IX  redncirt  sich  sonach  auf 

XD)    aü  = 

^[(^^^^■''--('^^).— r(r.<^^)>H 

Man  hat  also  die  Hauptgleichung 
und  die  Gränzengleicbung 

Gleichung  XIII  ist  von  der  zweiten  Ordnung,  und  durch  deren  Integration  gehen  zwei 
willk&rliche  Constanten  ein.  Gleichung  X  ist  von  der  ersten  Ordnung ,  und  durch  deren 
Integration  geht  ein  willkürlicher  Gonstanter  ein.  Man  hat  daher  im  Ganzen  drei  sol- 
cher Constanter.  Einer  davon  wird  durch  Gleichung  XI  bestimmt;  die  beiden  andern 
erhalten  dadurch  ihre  Bestimmung,  dass  der  Gränzengleicbung  XIY  genügt  wird. 
Man  integrire  Gleichung  XIII,  so  gibt  sich 

XV)     q-ngl-P^c 

ri  +  p? 

Somit  gehl  die  Gräozengleichang  XIV  Aber  !d 

XVI)    C  .  (ay„  -  «y.)  =  0 
Ans  XV  folgt 
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-  XVII)    L  =  II .  B  H-  c  X  ?^11ip! 

p 

DfffereDtnrt  man  diese  Gleichung,  so  bekommt  man 

xviii)   ^  = g-:iL_ 

^      dx  p2  .  Kl  +p2 

Aus  X  folg! 

XIX)     ^  =  -  n  •  e""^ 
MaD  verbinde  die  beiden  letzten  Gleichungen,  so  bekommt  man 

XX)     n.e- ^'^ 

Dieses  ist  eine  Gleichung  der  zweiten  Ordnung,  durch  deren  Integration  noch  zwei  wei- 
tere Gonstanteu  eingehen.  Um  aber  die  Integration  ausfuhren  zu  können,  differenliire 
man  zuerst  letztere  Gleichung  noch  einmal,  so  gibt  sich 


Man  dividire  XX  in  XXI,  so  gibt  sich 


XXI)     „2.e-.dv_  1   .^/CJ_^ 
dx       dl      \p2  .fi  +  ^f 

_  dx     \p2  .  KT+V/ 


XXII)      D  •  rr-   =  p 

'         dx  C ' q 


p«  •  Kl  -HP« 


Man  multiplicire  diese  Gleichung  mit 7==,  und  beachte,  dass  —  »  r  1  4-  p^ 

p2  .  Vi  +  p2  <*» 

ist;  so  bekommt  man 


XXIII)  --i^^^.ö(-S-A=\ 


Dieses  ist  eine  Gleichung  der  dritten  Ordnung.  Durch  ihre  Integralion  gehen  noch 
drei  willkürliche  Constanten  ein,  von  denen  aber  einer  zuviel  ist;  denn  er  wäre  nicht 
eingegangen,  wenn  mau  Gleichung  XX  integrirt  hätte,  ohne  sie  zuvor  noch  einmal  zq 
differenliiren.    Integrirt  man  jetzt  XXIII,  so  gibt  sich 

XXIV)      -.?^  =  Eh-^A^^ 


P  1^1  +p2 

Man  hat  also 

XXV)     d< ^-^ 


p  •  (nC  -h  E  •  p)  •  Kl  -h  p« 
und 

XXVI)    dy  =  p  .  dx ^^ 


(nC  +  Ep)  •  Kl  -H  p« 
lategrirt  man  diese  Gleichungea,  so. bekommt  man  bezttglicb 


XXVII)    x  =  F-l.|gnat=^L±^I^' 


lg  nat 


n  .  KE«  +  n»  .  C2 
und 

XXVIII)    y  =  G  —  -;=.     ^ 


E  —  nCp  - 

-r(E» 

-h  n2  .  C«) 

•0 

+ 

P*) 

uG 
-  nCp 

-H  E.p' 

•  lg  nat  — 

-r(E2  -h 

n     ■      c 

n«. 

C*) 

(t 

+  P') 

KE2  +  n«  .  C2 

Die  zwischen  x  und  y  stattfindende  Relation  ist  hier,  wie  schon  oft  der  Fall  war,  durch 
zwei  Gleichungen  gegeben,  aus  welchen  man  nach  p  eliminiren  muss. 

Man  hat  nun  die  vier  willkürlichen  Constanten  C,  E,  F,  G.    Von  diesen  ist,  wie 
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schon  hinter  Gleichang  XXllI  gesagt,  einer  zuviel,  welcher  aber  dadurch  seine  Besüm- 
mung  findet ,  das«  man  sowohl  der  Gleichm^  u  als  auch  der  Gleichung  X  ^a  geedgen 
sucht.  (Es  gehl  nemllch  jedesmal,  weA  man  eine  DifTereiOlfUgleichung;  vorhct  «Mh 
einer  weitern  DifiTerentialion  unterwirft,  und  dann  erst  intefrtrt,  ein  willkürUeher  Gon» 
stanter  zuviel  ein,  welcher  dadurch  bestftemt  werden  muss,  dass  man  der  ursprOng- 
lich  vorgelegten  DifiTerentialgleichung  doroh  die  erlangte  Urgleichang  zu  genügen  sacht 
Man  sehe  Seite  S9,  Seite  32,  Seite  39,  etc.,  wo  ebenfalls  Beispiele  vorkommen ,' bei 
denen  ein  Constanter  zuviel  M^ 
Nun  ist 

XXIX)     B  —  r    e**-^  .  dx 


Gleichang  XYII  ist  aHo  gleichbedeutend  mit  folgender 


=■/. 


a  n  -t-  d2 

a  »  ^ 


und  so  gehl  Gleichang  XI  über  in 

XXX)    n.pe---.dH-  C.(tLS)    =0 
Ja  .  \      P      /« 

wodurch,  wie  bereits  bemerkt,  abermals  einer  der  vier  Gonstanten  G,  E^T^,  G  bAnnit 
wird,  so  daas  nur  noch  zwei  Gonstanten  fQr  die  Gränzengleichung  XVI  Qbrig"blDiben , 
und  somit  alle  vier  |||||^Q.ten  bestimmt  werden  können. 

Wenn  man  GleiciQ|||XXy  beiderseits  mit  Kl  -t-p«  multiplicirt,  so  bekommt  man 


oder 


Daraas  folgt 


«X,)  £,rrTF).d.-!.,.,-.("5§i^xt) 


Um  za  erkennen,  ob  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  stattfinde,  hat  man  in 
Gleichang  VI  nur  noch  den  innerhalb  der  eckigen  Klammern  stehenden  Aasdrack  zu 
mutiren,  etc.  Es  steht  somit  der  Herstellung  des  Prüfungsmittels  keine  weitere  Schwie- 
rigkeit entgegen. 

Schlassbemerkang.  Diese  Aufgabe,  als  solche,  kommt  schon  Tor  in  Buler's  Werke 
(methodas  inTeniendi,  S.  166  —  168),  wo  sie  aber  sehr  mangelhaft  durchgeführt  ist.  Na- 
mentlich findet  man  dort  nicht  die  beiden  Gleichungen  XXVII  und  XXVIII.  Eine  toU- 
ständige  Durchführung  war  aber  damals  (im  Jahre  1744  nemlich)  auch  nicht  möglich, 
weil  die  Elimination  mittelst  solcher  Moltiplicatoren ,  die  eine  Function  der  absolut  unab- 
hängigen Veränderlichen  sind ,  erst  durch  den  von  Lagrange  erfundenen  (und  von  Euler  so- 
genannten) Varia tionscaicul  möglich  geworden  ist 

Auch  die  hiesige  Aufgabe  wäre,  wie  die  beiden  vorigen,  nicht  durchführbar  gewesen, 
wenn  ich  nicht  gezeigt  hätte,  dass  die  Gleichungen 

dv,  =  0,    a^v,  =  0,    a^a  —  0,  etc. 

eine  Grundbedingung  ausmachen.     (Man  vefgl.  die  Scblussbem.  zu  Aufg.  209.) 

Hinsichtlich  der  Irrtbümer,  die  bei  dergleichen  Aufgaben  von  andern  SchriftsteUem 
begangen  worden  sind,  vergleiche  man  die  Schlnssbemerkung  zur  vorigen  Aufgabe. 


Aufgabe   212. 
Man  sacht  y  als  solche  Function  von  x,  dass  der  Ausdruck 


I)    ü  =  f"/y2     Py.dzVdx 


ein  Maximam-stand  oder  Minimam-eland  wird. 
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Mtft  setze 

II)       Py.-dx=:z 

so  gehl  Oteiohong  I  Ober  Ib 

III)    Ü=r"y«.E.ifi 

Wenn  man  Gleichang  II  differentiirl ,  so  gibt  sich  die  jdoitlsche  Gleiehang 

Wenn  man  diese  mit  einer  (vorerst  aobekannten,  jedenfalls  ahv)  nichtflAalablen  Faoo- 
tion  L  Yon  x  maltipticirt ,  so  ist  auch  das  Prodact  ^  '{v  -^  ^]  noch  eine  ideDfische 

Gleichang,  und  kaijii  bei  Gi9Jchang  III  unter  das  lategralzeichen  addirt  werden,  ohne 
dass  U  sich  im.Gel^^pten  Sndert,  d.  h.  es  ist  noch  vollkommen  genau 

Ifaii  matire,   and  forme  um;   so  bekommt  man  für  die  zweite  Form  des  dJJ  folgendeo 
Ausdroek 

VI)     W  =  f  "*  r(2yi  -+-  L)  .  ay  H"  /y«  +  ^\  •  dz}  .  dx  .»^L«  •  ^s«  +  L.  •  a«. 

Ehe  dieser  Ausdruck  weiter  behandelt  wird,   mag  zuvor  noch  folgende  Nebenunterso- 
chong  angestellt  werden. 
Aus  Gleichung 

II)      z  =  py.dx 

folgt 

VII)    dz  =  f  dy  .  dx,        VIII)    d2z  =  I    d2y  .  dx,  elc  etc. 
•/a  «/a 

Setzt  man  nun  x  =  a,  so  gehen  diese  Gleichungen  liber  in 

IX)  z,  =  f"y-dx  =  0 

Ja 

X)  dz,  5=  r  dy  /  dx  =  0 

XI)     d«2,  *=  P^^y  .dx  «0 

etc.  etc. 
d.  h.  es  ist  z,  =  0,  dz,  «•  0,  d^z.  =  0,  etc.;    und  durch  diese   Gleichungen  ist  eine 
der  Grundbedingungen  der  Aufgabe  mit  ausgesprochen. 

Damit  das  mittelbare  dz  unter  dem  Integralzeichen  wegfalle,  denke  man  sich  unter 
L  eine  aokbe  Function  von  x,  dass  die  identische  Gleichang 

XII)     y2+^  =  0 

stattfindet    Nun  ist  dz.  =  0,   wie  bereits  bewiesen.    Damit  also  jede  Spur  der  von  z 

herrQhrenden  Mutation  verschwinde,   bestimme  man  einen  der  eingehenden  Gonstantee 

so,  dass  die  Gleichung 

XIII)    L«  «  0 

stattfindet.    Somit  redacirt  sich  Gleichung  VI  auf 
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aÜÄf"(2yi  -HL).ay  .dx 


Man  hat  daher  die  Haaplgleichaog 

XIV)    2yz  4-  L,=  0 
and  eine  Oiräozengleichaog  g^bt  es  nicht. 

Gleicbnng  XIV  ist  schon  eine  ttrgleichong,  braucht  also  sieht  mehr  inlfe|{rirt  so 
werden.  Gleieimng  )(|I  ist  von  der  ersten  Ordnung,  and  durch  deren  Integration  geht 
ein  willkürlicher  Gonstanter  ein,  welcher  durch  GleichoDg  XIII  seiae  Bestimmung 
findet. 

Um  nun  die  fesachtw  Functionen  bestimmen  zn  kötmen,  dDrerenüire  man  zuerst 
die  Gleichong'XIV  ntK^'-fM^m  x;  so  bekommt  man 

Soblrahirt  man  XII  von  XV,  so  bleibt 

XVI)      8..g  +  9y.g_,«  =  0 

Ans  IV  folgt  ^  »  y;  und  so  gthi  XVI  Aber  in 

XVIQ     2z  .  j?  -h  y2  =  0 

Diese  Glelchong  ist  abermals  von  der  ersten  Ordnung,  und  nian  kjn  sie  statt  XII  be- 
nölzen ,  nm  zu  den  gesuchten  Resultaten  lu  gelangen«  Dtlterei|Kt  man  sie  Torent 
ooch  einmal,  so  gibt  sich 

dz  v'  dz 

Aus  IV  folgt  —  =  y,   und  aus  XVII  folgt  z  = ^-.    Wenn  man  also  z  und  -r- 

dx  o    dy  dx 

dl 
eKroinirt,  so  geht  XVIII  ober  in 

Dieses  ist  eine  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung.  Durch  ihre  Integration  gehen 
zwei  willkGrliche  Gonstanten  ein,  von  denen  aber  einer  zuviel  ist}  denn  er  wAre  nicht 
eingegangen,  wenn  man  Gleichung  XVII  integrirt  bitte,  ohne  sie  vorher  noch  einmal 
iD  differentiiren.  (Man  vergleiche  Seite  29,  Seite  32,  Seite  39,  etc.,  wo  ebenfalls  Bei- 
spiele vorkommen,  bei  denen  ein  Gonstanter  zuviel  ist.)  Man  gebe  letzterer  Gleichung 
folgende  Form 

4^y^dp 

^  y  p 

Daraus  folgt  durch  einmalige  Integralion 

XXI)    y  -  G  .  p 
Dieser  Gleichung  gebe  man  folgende  Form 

.  '"»?.=? 

I  ^  I         3x  —  3GE' 

Integrirt  man  abermals,  so  gibt  sich  —  = -,  =  yt  +  E>  o<Jw  —%  =  t: ' 

if  •  y**        u  y**  ti 

Q 

Qod  daraus  folgt  y^  =s  —  — .— — ,  oder  mit  Aendernng  der  beiden  Gonstanten 

xxm)  y»  =  g-^. 
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Nun  ist  z  =  I     y  •  d«  =  I    (|^   i    ^ r  •  dx;    unrf  weilil  mao  die  Integration  wirklich 

ausführt,  so  bekommt  man  ^       « 

XXIV)    z=|.  A^.I(B4-.)t-||,+^^)t]  ^ 

Aus  GMMumg  XIY  tfliit 

XXY)    L  =  -2.y.E  =  «3.A3.[(B-hi)^-  |t±5 

In  allen  diesen  Ansdricken  ist,  wie  gesagt,  ein  Gonstantar  iWiel.  J^o  hat  aber  noch 
der  Gleichung  XVII,  oder  vielmehr  der  schon  froher  ^NdjpVNliff^  Gleichung  XII  lo 
genügen ;  und  dabei  findet  einer  der  beiden  Constanlen  seme  Bestimmung.  Aus  XXV 
folgt 

«-)f  =  -*'-[((ir^.)'-(^'] 

Macht  man  nun  ^le  gehörigen  Substitutionen,  so  gehen  die  GleicH^en  XII  und  XVII 
über  in 

Dfeser  Gleichunf^eschieht  Genüge,  wenn  man  B  +  a  =  0  setzt,  so  dass  man 

i|^       ,  XXVni)    B  =  —  a 

bekommt-  Gleicwu^ nffl  geht  also  über  in 

XXIX)     y3  =  -A-_ 

wo  nur  noch  der  einzige  Gonstante  A  vorkommt.    Gleichung  XXV  reducirt  sich  jetzt  aof 

9  i 

XXX)    L  «  -  3  .  A«  .  (x  -  a)» 

Der  Gonstante  A  bekommt  seine  Bestimmung  durch  Xlll;  denn  diese  Gleichung  gehl 
nun  Ober  in 

1  1 

XXXI)    3  .  A«  .  fa  -  a)»  =  0 

woraus  nur  A  »  0  folgt.    Somit  geht  Gleichung  XXIX  jetzt  über  in 

XXXII)  y  =  0 

d«  h«  die  fiir  y  gesuchte  Function  ist  eine  identische-  Gleichung  XXIV  geht  nun  aoch 
über  in 

XXXIII)  z  =  0 

d.  h.  es  ist  auch  z  eine  identische  Function.  Man  mutire  Gleichung  V  zum  zweites 
Male,  und  forme  um;  so  bekommt  man  im  Allgemeinen 

XXXIV)     a«ü  =  La  •  öHa  -  L, .  ^z,  4-  P  TcSyz  -+-  L)  -  ^y-^  (y^ -h  ^\  -  ^ 

+  2z  .  dy^  -h  4y  .  ay  .  dzl  .  dx 

Wegen  der  vier  Gleichungen  XI— XIV  reducirt  sich  dieser  Ausdruck  zunächst  auf 

XXXV)     a«ü  =  r    (2z  .  dy^  4-  4y  .  ay  .  dz)  .  dx 

Da  aber  y  und  z  identische  Functionen  sind,  so  wird  auch 

XXXVI)    (J«U/=0 

wahrend  d^U  nicht  zu  Null  wird.  Hiermit  erkennt  man,  dass  weder  ein  Maximam- 
stand  noch  Minimum-stand  stattfindet. 
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Scblos9b6m«rkung.  Die  hier  vod  mir  darchgefahrte  Aufgabe  wäre  wieder,  wie 
die  drei  Torhergehenden ,  nicht  durchführbar  gewesen,  wenn  ich  nicht  gezeigt  hätte,  dass 
die  Gleichungen 

dz,  =  0,    d*ia  =  0,    d^z.  =  0.  etc. 

eine  Grondbedingung  ansmachen.    (Man  vergl.  die  Scblnssb.  zu  Anfg.  209.) 
Andere  Schriftsteller«  wefobe  dergleichen  Aufgaben  zu  lösen  suchten,  haben 

1)  diese  Grundbedingung  ganz  übersehen;  sie  haben  auch 

2)  übersehen ,  dass  unter  den  zwei  Constanten ,  welche  man  bekommt ,  sich  einer  be- 
findet, der  zuTiel  ist.  d.  h.  dass  diener  gar  nicht  eingegangen  wäre,  wenn  man  die  Haupt- 
gleichung integrirt  hätte,  ohne  sie  vor  der  Integration  noch  einmal  zu  differentiireu.  Dann 
haben  sie 

3)  beide  Constanten  dadurch  bestimmt,  dass  sie  nicht  nur  L^  =  0,  sondern  auch 
La  =  0  setzten.    Auf  diese  Weise  haben 

A)  die  beiden  Constanten  allerdings  eine  Bestimmung  erlangt;  allein  dabei  gestaltet 
sich  die  gesuchte  Function  so,  dass  sie  der  Hauplgleichung;  welche  diesmal  eine  Urglei- 
cbung  Ist,  nicht  genügt,  wovon  man  sich  jedesmal  überzeugen  kann,  wenn  man  die  so 
gestaltete  Function  in  die  Hauptgleichung  Substitut rt. 

Besagte  Schriftsteller  haben  (wie  schon  einmal  in  der  Scblnssb.  zu  Aufg.  210  gesagt 
ist)  ihren  hier  gerügten  Irrthum  decshalb  begangen,  weil  sie  kurzweg  ohne  alle  üeber- 
legung  diejenigen  Aufgaben,  wo  in  der  Bedingungsgleichung  ein  angezeigtes  Integral  vor- 
kommt, mit  solchen  Aufgaben,  wo  die  Bedingungsgieichung  schon  ursprünglich  eine  DifTe- 
reotialgleichung  oder  gar  eine  ürgleichung  ist ,  einer  ganz  gleichmässigen  Behandlung  unter- 
warfen. Sie  würden  aber  ihren  Irrthnm  sofort  entdeckt  haben,  wenn  sie  versucht  hätten, 
ob  ihre  Fanction  in  der  ^1ilt/  wie  sie  sie  von  allen  unbestimmten  Stücken  befreit  ha- 
ben, fähig  sei,  der  Hauptgleichung  zu  genügen. 


A  Q  t  g  a  b  e    213. 
Man  socht  y  als  solche  FoneüoD  voo  x,  dass  der  Ausdrack 


■>  '"'£{F.'"){r."")" 


ein  Maximam-stand  oder  lüoimom-staDd  wird. 
Man  setze 

10    P y  •  dx  «=  «.       und      III)     yxydx-y 
so  geht  Gleichang  I  Gber  in 

IV)      ü  =r   f^l-  V      dx 

Wenn  man  11  oDd  lil  differenliirt,  so  bekommt  man  bezuglich  die  identischen  Glei- 
chongeo 

V)    y-jj-O,        und       VI)    xy-g  =  0 

Wenn  man  diese  Gleichongen  bezüglich  mit  den  (vorerst  noch  anbekannlen,  jedenfalls 
aber)  nicbtmntablen  Fanctionen  M  and  L  von  x  roulliplicirt,  so  sind  auch  dio  Prodoete 

M  •  fy  —  -T-j  and  L  •  (xy  —  t-)  noch  identische  Gleichungen,  and  können  bei  Glei- 
chung IV  anter  das  Integralzeichen  addirt  werden,  ohne  dass  U  sich  im  Geringsten 
ändert,  d.  h.  es  ist  noch  vollkommen  genaa 

"""=/;(•■•  *"('-s)-'-("-s))-^- 

Man  routire,  and  forme  am;  so  bekommt  man  für  die  zweite  Form  des  dU  folgenden 
Ausdrack 

VIII)    du  =  -  M«  .  dz«  -   La  •  ^v«  -h  M, .  dz,  +  L,  •  dv. 


II.  6() 
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Damit  die  mittelbaren  Blemente  dz  und  dy  uoter  dem  Integralzeichea  wegfallen,  danke 
man  sich  aoter  L  uod  M  solche  Fnoctiön^n  von  x,  dass  die  identischen  Gleichongen 

IX)    2  -h  it  «  0,        and       X)    V  -4-^^.=  0  ' 
stattfinden.    Weil  z  =  |    y  •  dz  und  ▼  ^  I     xy  •  dz,  dp  ist 

XI)    dz  =  \dy'  dz,         XII)    ^v  =  P z  •  ay  .  dz 
Ja  Ja 

XIII)    ^«z  =  P  iPy  •  dx,        XIV)  a2v  =  P  X  .  ^y  .  dz 
Ja  Ja 

Setzt  man  hier  a  an  die  Stelle  des  x,  so  bekommt  man 

XV)    dz.  =  Pdy.dz=0  XVI)    ^v,  ==>  Pz.  Jy.dx  =  0 

Ja  Ja 

XVII)    «52z.  =  f  a2y  .  dx  =  0         XVIII)    a«v,  =  f   z  •  ()2y  •  dz  —  0 

d.  h.  es  ist  dz.  =  0,  dy,  »  0,  d^z.  =  0,  d^v.  »  0,  etc.  etc.;    und  dorcb  diese  Glei- 
chungen ist  eine  der  Grundbedingungei\  der  Aufgabe  mit  ausgesprochen. 

Damit  nun  jede  Spur  der  von  z  und  v  herrührenden  Mutationen  verschwinde, 
bestimme  man  zwei  der  eingehenden  Constanten  so,  dass  die  Gleichungen 

XIX)    L„  =  0,        und       XX)    M„  =  0 
stattfinden.    Somit  reducirt  sich  Gleichung  VIII  auf 

XXI)     du  =  p  (Lx  4-  M)  .  dy  .  dx 

Man  hat  also  die  Hauptgleichung 

XXII)    Lx  -4-  M  =  0 
und  eine  Gränzengleichung  gibt  es  nicht. 

Gleichung  XXII  ist  schon  eine  Urgleichung,  braucht  also  nicht  mehr  integrirt  xn 
werden.  Die  Gleichungen  IX  und  X  sind  von  der  ersten  Ordnung,  so  dass  durch  die 
Integration  einer  jeden  derselben  ein  willkörlicher  Coostanter  eingeht.  Diese  beiden 
Constanlen  finden  aber  ihre  Bestimmung  durch  die  Gleichungen  XIX  und  XX. 

Dtflierentiirt  man  Gleichung  IX,  so  bekommt  man  zunächst 

weil  aber  -r-  =  y,  so  geht  letztere  Gleichung  über  in 

XXIV)      y  +  g  =  0 
woraus  weiter 

folgt.    DiiTerentiirt  man  aach  Gleichung  X,  so  bekommt  man  zunächst 

dv 
weil  aber  j-  =  xy,  so  geht  letztere  Gleichung  über  in 


XXVII)  «xy  +^=0 


woraus  weiter 
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XXVIU)    y  +  px  +^  =  0 
folgt.    Piffereotürt  man  aoch  Gleichung  XlQI,  so  bekommt  man  nach  und  nach 


..  T^ 


dx    ^    dx 


XXXI)    3..^,  +  x..gP  +  ^-0 

Eliminirt  man  aas  XXXI  die  drei  Aosdrocke -r-^ ,  -r-^,  -rr  *    was   mittelsl   der   Glei- 

dx*'  dx^'  dx^ 

chongen  XXIV,  XXY,  XXVIII  geschieht ;  so  bekommt  man 

XXXn)    2y  -h  px  =  0 
Inlegrirt  man,  s#  gibt  sich 

XXXIII)     y  =  ^ 

Mao  hat  non  für  L  und  M  solche  Functionen  von  x  zo  suchen,  dass  nicht  nur  die 
beiden  bei  x  =  a  geltenden  Gleichungen  XIX  und  XX  erfQllt  werden,  sondern  dass 
aach  noch  den  drei  Gleichungen  IX,  X  und  XXII  identisch  genfigt  wird;  und  wenn  diesen 
drei  Gl^hungen  identisch  genügt  wird,  so  wird  auch  allen  davon  abgeleiteten  Differen- 
tialglöcAmgen  identisch  genOgt. 

Aus  Gleichung  IX  folgt  —  =  —  2  =  —  j    y-dx«  —  j     -j-dx,  woraus  sich 

XXXIV)     it  ===  A  _  A 

ergibt,  so  dass  man  durch  abermalige  Integration 

XXXV)     L  =  C  -  A  •  5  +  A  .  Ig  nat  X 

bekommt  Diese  fOr  L  gefundene  Function  hat  noch  der  Gleichung  XIX  zu  genügen, 
so  dass 

C  —  A  •  -  +  A  •  lg  nat  a  =  0 
a 

stattfinden  muss.  Daraus  folgt  G==  +  A--  —  A*lg  «at  a ,  und  Gleichung  XXXV 
geht  Ober  in 

XXXVI)      L  «  A  .  (^^-=-^  ■+-  lg  nat  5\  • 

dM  C^  /**  A 

Ans  Gieichang  X  folgt  -j-«  —  v  =  --lxy-dx  =  —  I    —    dx,  woraus  sich 

XXXVII)      ^  =  _  A  .  Ig  nat  I 

ergibt,  so  dass  man  durch  abermalige  Integration 

XXXVm)    M  =  E  -f-  Ax  —  Ax  •  lg  nat  ? 

bekommt.    Diese  für  M  geftindene  Function  hat  noch  der  Gleichung  XX  zu  genügen 
so  dass 

E  +  Aa  —  A-a.lgnal^=rO 

a 

stattfinden  muss.  Daraus  folgt  £  —  —  A  •  a  +  Aa  *  lg  nat  -,  und  Gleichung  XXXVIIl 
geht  über  in 
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XXXIX) 


M  ='a  .  |(x  —  a)  —    X  .  lg  ual  ^  +  a  •  lg  oal^j 


Weil  die  für  L  aod  M  gerondeneo  Faoctiooen  dadurch  hergestellt  worden  siod,  das« 
man  die  Gleichungen  IX  und  X  integrirt  hat;  so  braucht  .oflsuti.' ^esmal  nicht  zu  noter- 
suchen,  ob  auch  diesen  Gleichungen  identisch  genügt  wird ;  jjlfc  dieses  Genügen  moss 
diesmal  nothwendig  stattfiuden.  Dagegen  mit  Gleichung  XX^PKinss  eine  solche  Unter- 
suchung  allerdings  noch  vorgenommen  werden,  wobei  sich  dann  ergeben  wird,  ob  der 
Constante  A  eine  specielle  Bestimmung  erleiden  muss,  oder  jeden  beliebigen  Werlh 
haben  darf.  Wenn  man  also  aus  XXXVI  und  XXXIX  fiür  L  und  M  die  Ausdrücke  in 
XXII  einsetzt,  und  soviel  als  möglich  reducirt;  so  bekommt  man 

/      (a  —  x)  •  (a  —  x)    ,  ,         .  a\        ^ 

A  •  j  —  ^^ ^—^ +  «  •  te  Ml  - 1  "^  " 

Diese  Gleichung  kann  nur  bestehen,  wenn  A  =  0  ist.    Somit  geht  Gleichung  XXXUI 

über  in 

XL)    y  =  0 

d.  h.  die  für  y  gesuchte  Function  ist  eine  identische.  Die  Gleichungen  II  und  III  ge- 
hen nun  auch  über  in 

XLI)    z  =  0,        und       XLII)    v  =  0 

d.  h.  auch  z  nnd  v  sind  identische  FunctioneM  von  x. 

Und  so  fort.  ^ 

Schlossbemerkong.    Die  Dorehföhrong  dieser  Aufgabe  wäre  unmöglichWwesei, 

wenn  ich  nicht  gezeigt  hätte,  dass  folgende  zwei  Systeme  von  Gleichungen       J^, 

dz,  =  0,    ^z,  =  0,    d^z,  =  0,  etc. 
und 

(Jv,  =  0,    S^y,  =  0,    ö^y,  =  0,  etc. 

gleichzeitig  gelten  müssen,  und  cüie  GruudbediDgung  der  Aufsähe  ausmachen.  (Man  ver» 
gleiche  die  Schlossb.  zu  Aufg.  209.) 

Uebrigens  findet  Alles,  was  in  tfer  Schlu^sbemerkütig  6es  Tori^en  einfacheren  Auf- 
gabe enthalten  ist,  auf  diese  zns  a  m  m e^f  cm  elfter  o  eiae  ^alo^f>  Ausdehnung. 


A  u  r g  a  b  c    all. 

Man  sucht  zwischen  den  beiden  zu  den  Abscissen  a  und  a  gehörigen  rechtwinke- 
ligen Gränzordinaten  die  kürzeste  unter  allen  Linien,  welche  mit  der  Abscissenaie  ood 
den  Gränzordinaten  den  nemlkhen  (gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Flächeninhalt 
einschliessen. 

Die  hiesige  Aufgabe  verlangt  also:    Es  soll  das  bestimmte  Integral 


I)  ü=J"(ri+p2).dx 


'a 

ein  jyinimum-stand  werden,  während  die  für  y  gesuchte  Function  von  x  nur  aus  der 
Zahl  derjenigen  herausgewählt  werden  darf,  bei  denen  allen  folgendes  bestimmte  In- 
tegral 

II)    J"yd« 

den  nemlichen  (gegebenen  oder  nichlgegebenen)  Werth  behält. 

Ehüeltiwg. 

Dergleichen  Aufgaben  löse  ich  mittelst  gemischter  Mutationen ,  welche  aber  selir 
verschiedenartig  sind,  und  daher  auch  die  Einlührung  verschiedener  Bezeichnungen 
nöthig  machen.  In  dieser  Hinsicht  muss  noch  Einiges  nachgeholt  werden,  wozu  hier 
die  passendste  Stelle  ist. 

1)    Es  sei  y  =»  cpix)  eine  Function  von  z,    und  erleide  dadurch  eine  aomittelbare 
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gemischte  HvUüod,   tfasTs  'mao  dem  x  WerthAnderaogeMb^gt;   ao  gehl  y  über  io 
y  -^  (^y,  d.  h.  in 


y(x)  =  y  +  '^  •  (^)y  +  —  •  (*«y  +  -^—^'  A^y  4- 

wo,  wie  mao  (aas  $.  77)  weiss 

dy 


[<^y  =-  ^y  -+■  5^  •  ^T^ 


etc.  etc. 
isC;  und  weon  maD  a  an  die  Stelie  des  %  stiii^  sd  bekommt  man 

c<5jy.  =  ^y.  +  / jj)  •  '^a  J^ 

,.„. = *,. . . .  (^»)_ . ,. .  (g )_ . ... .  (g)_ .  ^. '   . 

etc.  etc. 
II)    Es  sei  y  =  43^(1^  m)  eiae  Fnocfikiit  de^  ab^^lut   ciuabhäfigii^en  Vcrdodcrlichen 
X  aod  des  willk&räiihett  Goii^laiiten  m,  uml  erleidü  dadurch  eine  unmiücl bare  gauiischlA 
MatatioQ,  dass  man  dMi  in  WeHhnndertiugen  beiJegl;  so  soll  der  Ausdruck,  in  welchen 
jetzt  y  übergebt,  betaMkiet  werden  mit  y  h-  (^Dy,  oder  vielmehr  mit 

y(x,)  =y  -^  '^•(*>y  -^r^-c^^y  -+■  i!b'^^  + 


wo  aber  diesmal 


.jy^y+Tm"'"' 


etc.  ek.  *•• 

ist.    Weil  m  von  x  ganz  unahhängjg  ist,  ur^d  umgekehrt;   soMgtaos  letfteien  Glei- 
changen  gradeza . 

dl  dx         di*diii 

d2(<>Dy  _  d^        ^l^mj     ^ 
"d?"  ^  dx«  ■*■  di«.dm 
k  elc.  etc. 

dx  dx  dx.dm  dx-dm^  dx*dm 

etc.  etc. 
Wenn  man^  an  die  Stelle  des  x  setzt,  so  bekommt  man 

(m=(m+(^).'" 

etc.  etc. 
III)    Es  sei  y  —  9>(x,  m,  n)  eine  Function  des  absolut  unabhängigen  Veränderli- 
chen 1  and  der  beiden  willkQrlichen  Constanten  m  und  n,  und  erleide  dadurch  eine 
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oomittelbare  gemlsobfe  IfatotioD ,  dass  man  dem "^  und  dem  ii  Wei 
legt;  60  soll  der  Ausdrack,  in  welchen  jetzt  y  übergeht,  bozei 
y  H"  {^2)f^  oder  vielmehr  mit 

y(x2)  =  y  -^^^  A)y'+  77^  •  (^)'y  +  ^  •  A)^y  -^ 

wo  aber  jetit  ;'  '  — 

-^^  ;^  dm^  dm  '  dD  dju^ 

Ip        '  r  ^  etc.  etc. 

isi.     Weil  ft  und  n  von  x  ganz  imabMogig  siiir],  uad  umgekatiri;  i^o  folgt  aas  letzteren 
(ileichuQg|^  geradezu 

'-^'^  *  d,a2,y        (Jdy    ^      djLy  d^d„y  . 

dK  dx        dx  ■  dm  Ü3C  *  da 

etc.  elc.  *r 

Wenn  ihan  a  an  die  SleUe  des  %  seizl,  m  bekommt  man  *•  .••7 


<^^'>-'-*y. +  (©.••'-  + (©.■■•*• 


etc.  etc. 

(m=(t).-(.i?^).-'-(n)> 

etc.  etc. 

IV)  Es  sei  y  ^  q>{\,  m,  n.  k)  eine  Fuiutmn  $gä  ab!^olu[  unabhäugigen  Ve^ände^ 
liehen  x  and  der  drei  wiiikürlicbeD  Cou^tatHeo  m,  o,  k,  und  erleide  dadurch  eine  uo- 
mittelbare  gemischte  Mutation,  (lass  mau  dem  m,  dem  o  und  dem  k  WerthänderaDgeo 
beilegt;  so  toll  der  Ausdruck,  iu  welchen  jetit  y  ubergetit,  bezeichnet  werden  mit 
y  ~^  ("^3^9  oder  vi^imchr  mil 

y(X3)  -  y  ^  ^  ■  ^^-'^y  +  ^  ^^«^^^^  ^-  :.t3  '^^'^  ^ ^■ 

aas  allem  Vorhergeheoden  folgt  von  selbst  die  BedeutuDg  yod  ißsiyf  fij^y,  ((^3)^y*  etc. 

V)  Bä  sei  ganz  alls^euieiij  y  =  r/(x,  ni',  m",  ni"%  *..,.)  eine  FtmcLtun  des  absolot 

unabhängigen^eränderli^.heii  i  unJ  der  u  wiElkürilohen  ConflanlcD  ni',  m'\  m'", , 

and  erleide  diidhrch  eine  unmiUclbare  gemischte  MulatioD^  das!$  man  den  u  wülköriicbeo 
Gonstanten  Werthänderungcn  beilegt;  so  soll  der  Ausdruck,  in  i» eichen  ief^t  y  über- 
geht, bezeichnet  werden  mit  y  +  i^^.y,   oder  vielmelir  mil 


y(x„)  -  y  +  X  .  (^^y  +  —  .  fijy  +  j-j^  .  idjy  -f- 


VI)  Es  sei  wieder  y  «  g>(\y  m)  eine  Function  des  absolut  unabhängige!  Veränder- 
lichen X  und  des  willkürlichen  Gonstanten  m,  und  erleide  dadurch  eine  unmittelbare  ge- 
mischte Mutation,  dass  man  sowohl  dem  x  als  auch  dem  m  Werthänderungen  beilegt; 
so  soll  der  Ausdruck,  in  welchen  jetzt  y  übergeht,  bezeichnet  werden  mit  y  +  Q^i^y^ 
oder  vielmehr  mit 

y((xi))  =  y  -^  >«  •  ((^i))y  ■+■  —  •  aWy  +  ^7^  •  «Vy  4- 

Hier  ist 

dy 
Ay  «  (^Dy  ■+•  ^  •  ^» 

^dy-^  ^>^m  -hp-'^x 
'         dm  dl 
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Die  BedeaCoDg  von  u^Dt^y,  etc.  isl-JetiifTon  selbst  klar;  and  wenn  man  a  an  die  Steile 
des  X  setzt,  $o  bekommt  man 


- 'y- ^ mh-^'-^  ^ i%\' '' 


(M) 


etc.  ej^. 

VIE)  Es  sei  y  ^ss  cp(x,  in,  n)  ^fne  Fanction  des  absolut  nnabhingigen  Verftnder- 
liehen  x  and  der  beiden  willkürNohen  Constanten  ro  and  n,  und  erleide  dadarch  eine 
unmittelbare  gemischte  Mutation,  dass  man  sowpbl  dem  x  als  auch  dem  m  und  dem  n 
Werthände ruügon  beilegt;  »o  soU  der  Au^tlruck,  in  welchen  jetzt  y  ikbergeht,  "beieich- 
oet  werden  mit  y  4-  R^iiJt  oder  vieiraehr  mit 

y{m]  ^y  +~^'th^Y  -^  ^' ü*^''y  +  ~ •  «Vy  + •' 

Hier  ist  «■  "^  *^^~ 

dy  ^  "' 


\^70  =  i43iy  -h  ^  ■  iJi 


Die  Bedeutung  von  cf^^u-y«  n^^i/y^  etc.  rst  viui  s^elbst  klar;  ,^nd  wena  l^^n  a  an  die  Stelle 
des  X  setzt,  go  bekommt  man  ^ 

(A»y.  «=-  (^y^  +  (;A  •  t^a 


=".-(m'«*(a-"-(g).-'' 


elc.  etc. 

Es  ist  überlliissjg ,  diesen  Gegensinne],  iasofcrn  er  sich  aot  Functionen  mit  eineni, 
einzigen  absolut  unnbhangi^'en  VeründeHicdcn  he^iühU  noch  welter  fortzusetzen;  inso- 
fern er  sich  aber  auf  Furie tionAii  mit  zwüi  ab^ohil  uDabhäu^i^^en  Veränderlichen  bezieht, 
wird  fis  Betreflende  sortier  {in  der  '261**^"  Aufj^abc)  nachgeholt  werden. 

Bei  den  mittelbaren  gemisditt^n  Mulcitionen  findeci  dieselben  verschiedenen  Ar- 
ten, a(ßo^achj|§ie^>^elbeii  ver&ehteJenen  Be/eiihnuiigen  ^latt. 

Mao  nehme  an,  y  =^  tp(%^  m)  sei  die  gesuchte  Funcüon,  in  welcher,  wenn  das  be-* 
stimmte  Integral  II  einen  YDrge.^chrietmnen  Werth  bekommen  soll,  der  willkürliche 
Constante  m  noch  »q  ejngerjchtet  werden  kann,  ilass  dfeses  fntegral  eben  den  vorge- 
schriebeDen  Werth  bekommt.  Alle  diejenigen  Funclionen,  wetche  der  Function  9>(x,  m) 
bei  jedem  Werthe  des  x  nächstanliegen,  und  bei  denen  das  Integral  II  den  nemlichen 
Werth  bekommt,  wie  bei  9(1,  m),  werden  bekanntlich  (man  sehe  S*  ^^  Qod  267)  dar- 
gestellt durch 

™)  y(xi)  =  y  +  ^'M'\-^^'i^ify  -^  ixi'^^^^'y  "*■ 

wo,  wie  man  (aus  Einleitung  Nr.  II)  weiss, 

IV)    ,a„y  =  «v(x,  m)  +  ^=52£^  .  ^m 

'  dm  dm'  dm 

etc.  etc. 
isL    Weil  x  von  m  ganz  unabhängig  ist,  und  umgekehrt;  so  ist 
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^      dx  dx         dx  •  dm 


etc.  etc. 
Darch  die  Reihe  III  sind  nar  diejenigen  der  gesachten  Fanction  nächstaoliegenden  Nach- 
barfoDctionen  dargestellt <   bei  welc^n  das  Integral  If  denselben  Werlh  annimmt,  wie 
bei  der  gesncl^en  Function.    Den^ihalb  findet  folgende  Gleichung 

Statt;  ond  daraus  folgt  successive  ^ 

vn)    P  A)y  -^t  -  0 ,      Viri)    \     fii^y  *  dl  ^  f>        erc 
^  Ja  Ja 

Setzt  man  ebenso  die  Reihe  I|I  in  deu  Äu.sriruck  I  ein«  so  bckoninH  man  sncccssiYe  ^ 


«•  «=r(«w-*^)  -     i 


etc.  etc. 
Formt  man  die  beiden  letzte(<?n  Gleich iiogen  tim^    m  bekommt   man   für  die   zweite 
Form  des  (W  ond  (d\?\]  folgende  Ausdrücke : 

XI)     (^DÜ  = 


und 


id 

XII)    Afü=(— L\    .,^,;y         /^-^J    .,^^y. 

^  (1  ^-  p  )s 

FOhrt  man  Aun  für  das  AbkUrzunai^zeiclieri  r($jiy  den  Ausdruck  ein,   80sf||ehen'<iie  Glei- 
chungen VII  und  XI  bezöglich  über  in  #  ^ 

XIII)    p^öy  +  ^^^m]  .dx  =  0 
XIY)     (^i)U  - 

Um  nun  das  abhängige  i^m  wegzubringen»   mulliplicire  man  Gleichung  XIII  mit  einem 
(vorerst  noch  unbekannten,  jedenfolls  aber)  nach  x  constanten  Factor  L;    so  ist  auch 

noch  L  •  I     (^y  +  -^  •  ^tn\  •  dx  «  0.    Dieses  Prodact  addire  man  zu  XIV,   so  ist 

noch  vollkommen  genau 

« -  iä^i  ■  ("•  *  (^i  • '-)  -  (rf^).  •  ("•  -  r^i  • ") 

Damit  nun  das  abhängige  ^m  zunächst  unter  dem  Integralzeichen  wegralle,   lasse  man 


folgende  identische  Gleichung 
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XV)      L  -  1  •  d/-r-£—  \  =  0 

sUKfinden.    Dabei  irird  aach  der  bei  <y  befindliche  Faetor  za  Null ;  die  Gleichoog  XV 
ist  also  aoeh  logleich  Haoplgleichong,  and  als  Griinzengleichong  hat  man 

Ans  XV  folgt  zonachst  Lx  4-  B  =       ^       ;  und  daraas  folgt  weiter  p « 


Also  ist 


oder 


XVII)  y  =  c  -  -^ .  rr=7Emy 

XVIII)     (y-C)2+^x  +  X^)'  =  r« 


Die  KreisUoie  mit  dem  Halbmesser  y-  genügt  also  der  Aafgabe.  Dass  aber  die  Kreis- 
linie genügt,  ist  längst  ans  der  Elementargeometrie  bekannt.  Hier  sind  B,  C,  L  drei 
Doeh  willkarliehe  Gonstanten.    Die  GränzengleichaDg  XVI  geht  jetzt  Ober  in 

XIX)    (l^  +  B).(iy«+  (^)^.^m)-(U  +  B)  •  (*y.  +  (^)^  •  ^m)  =  0 

Dadarch,  dass  dieiser  Gleichung  genügt  wird,  bestimmen  sich  aber  nar  zwei  der  drei 
Constanten  B,  G,  L;  dnd  wenn  man  wirklich  zwei  derselben  bestimmt,  d.  h.  durch 
den  dritten  aosgedröckt  hat,  dann  kann  man  den  dritten  oder  einen  ans  dem  dritten 
gebildeten  Aasdrock  mit  m  bezeichne«  Nähere  Einsicht  in  dieses  Verfahren  mag  man 
aos  den  Gräozfallen  entnehmen.  (Man  vergleiche  besonders  den  sechsten  Gränzfall, 
80  wird  man  erkennen,  dass  es  nicht  immer  in  unserer  Willkür  steht,  welchen  der 
Constanten  man  mit  m  bezdCbnen  will.^ 

Führt  man  jetzt  für  die  Abkflrzangszeichen  fy^j  ond  (^li^y  die  Ausdrücke  ein,  so 
gehen  die  Gleichungen  VIII  und  XII  bezüglich  über  in 

^2, 


4        *  XXI)     «dD^Ü  = 


8    \  dx         dx-dm 

Maltiplicirt  man  nun  Gleichung  XX  mit  dem  bereits  angewendeten  Faetor  L,  so  ist 
auch  dieses  Product  noch  Null,  und  kann  zu  XXI  addirt  werden,  ohne  dass  (dn^J  sich 
im  Geringsten  ändere.  Man  addire  wirklich,  und  berücksichtige  die  Hauptgleichung 
XV;  so  bleibt  nor 

XXH)    Ai»ü  = 


(PTT?).  •-("«  ^  •  •  ® .  •  *"  *  <^l  ■  "»■  ^  ®.  •  '-) 
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Siod  die  Gränzbedingaogeo  von  der  Art,  dass  die  ausserhalb  des  lotegralieicheos  be- 
findlichen Tbeilsfitze  ohne^eilers  hinwegfallen ;  so  erkennt  man  gradezn«  dass  fii?G 
unter  allen  Umständen  positiv  bleibt,  dass  also  ein  Minimum-stand  stattfindet.  Sisd 
aber  die  GrSnzbedingungen  von  der  Art,  dass  die  ausserhalb  des  Integralzeichens  be- 
findlichen TheilsStze  nicht  alle  wegfallen;  so  gebe  man  (nach  Bd.  I.  S.  281^289;  aocb 
S.  353)  der  Gleichung  XXII  folgende  Form 

XXIü)   <W«(p=L=)^.A^^^^  -  7..A.yi 

•'^  (1  +  p^«  ^  ^ 

Hier  hat  man  wieder  die  Abkürzungszeichen  (day ,  -—^  und  (di?y  gesetzt ,  da  ihre  Be- 
deutung ohnehin  bekannt  genug  ist  Wie  man  das  ansserhalb  des  Integralzeichens  ste- 
hende Aggregat  zu  behandeln  hat,  ist  bereits  (an  den  so  eben  citirten  SteUea  des  entea 
Bandes)  theoretisch  auseinandergesetzt  und  (in  der  iW^*""  ond  anden  Aufgaben) 
praktisch  angewendet. 

Aus  Gleichung  XIII  folgt 


XXIV)       ^  = 


ydy.d% 


welcher  Ausdruck  fOr  ^m  in  XXII  oder  XXIII  substituirt  werden  roass,  trenn  man  ^ 
unter  dem  Integralzeichen  wegbringen  will.  Doch  ist  diese  Elimination  nicht  grade 
nöthig,  wie  man  aus  den  jetzt  nachfolgenden  Gränzßllen  erkennen  mag. 

Erster  Fall.  Sind  zwei  feste  Punkte  (.a,  b)  und  (a,  /?)  gegeben,  dA^  welche 
die  gesuchte  Gurve  begränzt  werden  soll ;  so  müssen  auch  alle  andern  in  Betracht  lo 
ziehenden  nächstanliegenden  Nachbarcunren  durch  diese  zwei  festen  Punkte  begrämt 
werden.  Alle  in  Betracht  zu  ziehenden  Gurven  haben  also  hei  der  Abseisse  a  eioe  Or- 
dinate, deren  Werth  »  y,  =:  b;  ebenso  haben  alle  in  Betracht  zu  ziehenden  Conen 
bei  der  Abscisse  a  eine  Ordinate,  deren  Werth  »  ya  =  /^*  Desshalb  bestehen  zwi- 
schen den  Gränzordinaten  der  gesuchten  und  aller  in  Betracht  zu  ziehenden  Gurren 
folgende  zwei  Gleichungen:  * 

0    y«  -  y«  +  « •  <^«  +  —  •  A)?y«  +  jj;;-^  •  Ar*y«  -4- 


2)    ya  =  ya-^-*-A)ya+7-7-<^*>'ya-»-m-<^a  + 


Es  mnss  also  (nach  $.  286)  einzeln  stattfinden  (^Dy«  =  0,  (dtiy^  «-  0,   (dD^y,  =  0, 
(8i?y^  =  0,  eto.    Die  Gränzengleiehnng  XVI  oder  XIX  (SAH  also  von  aelbst  hinweg. 

Wenn  man  hier  m  statt  -j-  setzt,  so  geht  Gleichung  XVIII  fiber  in 

XXV)    (y  —  G)2  -^  (x  4-  ra  .  B)2  -  m« 
und  diese  Gleichung  geht  an  den  Gränzen  Qber  in 

3)    (b  —  G)«  4-  (a  -h  m  .  B)«  =  m»,       und      4)    (iS  -  G)»  +  (a  +  m  •  B)«  =  m« 
Dadurch  lassen'  sich  B  und  G  als  Functionen  von  m  bestimmen.    Man  bezeichne  zur 
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Abkürzang  die  fQr  B  und  G  sich  ergel>enden  Apsdr&eke  bezüglich  mit  {(m)  aad  S(m), 
80  gehl  die  Gleichaog  XXV  (oder  XVIII)  Aber  in 

5)    (y  —  Snij)«  +  (i  -h  m  .  ^iimy  =  m2 
Gleichong  XXII  redacirt  sich  jetzt  aof 

aod  weoD  man  t^m  mittelst  XXIV  eliminirt,  so  bekommt  mao 


^?0  =  T— ^ 1^-  i^  ^  JiL^I  , 

J.  I     Idx         dx.dm       /.aj  V 


d  d  V  d  V 

Die  for  . '  "-  and  f&r  -^  sich  ergebenden  Aosdröcke  ro&ssen  ans  Gleichong  5  ent- 
nommen werden.  An  dem  Aasdrocke  XXVII  erkennt  man,  dass  ein  Minimam-stand 
stattfindet  Dasselbe  erkennt  man  aoch  an  dem  Aosdrocke  XXVI,  so  dass  es  nicht 
nothig  gewesen  ifiUe^  das  <^m  anter  dem  Integralzeichen  zo  eliminiren. 

Wenn  noch  vorgeschrieben  ist,   dass  der  in  Rede  stehende  Flächeninhalt  den  be- 
stimmten Werth  g^  haben  soll;  so  wird  sich  aus  der  Gleichnng 


-r. 


y  •  dx  =  g2 


der  Werth  des  dritten  Constanten  m  Toder  y-j  ergeben. 


Zweiter  Fall.    Sollen  wieder  die  Gränzpankte  (a,  b)  and  (a,  ß)  gegebene  feste 
•  /•« 

Punkte  sein,  ist  dagegen  der  Werth  des  Inhaltes  I     y  •  dx  nicht  vorgeschrieben;   so 

bat  man  auch  nor  die  zwei  Gleichungen  3  and  4,   woraus  sich  abermals  die  Gleichung 

7)  (y  —  »m))2  +  (x  -i-  m  .  f  (m))«  =  m« 

d  y  d  d  y 

ergibt  A^s  dieser  Gleiehung  werden  die^usdrOcke  -p^  ond  ,'  ^"^  entnommen.  Al- 
lein der  Consianle  m  ist  noch  unbestimmt  Man  kann  also  die  Kreislinie  noch  einer 
dritten.  Bedingung  unterwerfen.  Eine  solche  wäre  z.  B.  die,  dass  die  Kreislinie  noch 
durch  einen   dritten  Punkt  (h,  k)  gehen  soll.    Für  diesen  Punkt  geht  Gleichung  7 

aber  in 

8)  (k  —  $(mj)»  +  (h  +  m  •  {(m))2  =  m« 

woraus  si<4>  der  noch  fibrige  Constante  m  bestimmen  Ifisst  Für  (SüHJ  bekommt  man 
wieder  die  Ausdrucke  XXVI  und  XXVII. 

Ifritter  Fall.  Ist  wieder  der  Inhalt  g'  vorgeschrieben,  und  sind  wohl  för  den 
Anfangspunkt  aller  in  Betracht  zu  ziehenden  Gurven  beide  Goordinaten,  dagegen  für 
den  Endpunkt  nur  die  Abscisse  bestimmt,  aber  die  Ordinate  unbestimmt;  so  ist  nur 
.^Dy.  -*  0,  (di,»y.  =  0,  etc.,  dagegen  (^«y«,  fiifVa^  etc.  sind  alle  willkQrlich.  Damit 
also  die  Gränzengleichnng  XVI  (oder  XIX)  erfüllt  wird,  muss 

9)    L  .  a  4-  B  —  0 
sein.    Daraus  folgt  B  =  —  L  •  a ;  und  wenn  man  wieder  m  statt  y-   setzt ,   so   gehen 
die  Gleichungen  3,  4  und  9  bezfiglicb  Aber  in 

10)    (b  —  C)2  4-  (a  -  a)«  =  m«,    11)    (ß  .—  C)«  =  m«,    12)    a  -+-  mB  =  0 
Nun  sind  a,  b  and  a  gegeben.    Die  drei  letzten  Gleichungen  reichen  also  hin,    um  /?, 

B  und  C  durch  m  auszudrücken.    Aus  13  folgt  B  =  —  ^,   und  aus  10  folgt  C  »  b 

m 

-  rm«  —  (a  — a)3;  und  so  geht  Gleichong  XXV  (oder  XVIU)  Ober  in 
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18)     (y  -  b  +  Wm^  ^  (a  -  a)«)*  +  (x  -  «)«  =  m« 
Da  des  FläeheDinhaUes  Werth  g^  gegeben  ist,  so  hat  mao  noch  die  Gleichung 


14)     J     y.dx  =  g2 

welche  dazn  dient,  den  noch  übrigen  Gonstanten  m  zo  bestimmen. 

d  ▼  d  d  V 

Die  für   t^  and    *  "^   sich  ergebenden  Aosdrficke  moss  man  aas  Gleichong  13 

entnehmen,  und  hierauf  in  XXyil  subsliluireo;   ^  bekommt  man  das  PrüfungsmitteL 
Dass  aber  diese  Substitution  nich^nöthig^ist,  ist  schon  im  ersten  Falle  bemerkt. 

Vierter  Fall.  Ist  weder  der  ^halt  g^  gegeben,  und  wohl  die  zu  den  beiden 
Gränzpunkten  gehörigen  Abscissen  a  und  a  bestimmt,  dagegen  die  entsprechenden  Or- 
dinaten  b  =  y.  und  /?  r=  y^  ganz  unbestjgimt;  so  siad  «^y,,  (^uy«»  (Vy*»  (^Ya»  ®^^ 
alle  willkürlich.    Die  Gränzengleichung  ÜÖK  zerfäiU  also  in  folgende  zwei : 

15)    La  -h  B  =  0,    *   16)    L  •  a  -|-  B  =  0 
Diese  beiden  Gleichungen  können  aber  nur  nebeneinander  bestehep,.  wenn  gleichzeitig 
L  =  0  und  B  =  0  ist.    Dabei  geht  Gleichung  XVIII  über  in 


(,_c).  +  (. +  §,"  =  ! 


Die  im  Galcul  unzulässige  Form  -r  zeigt  aber  an  r  dass  man  für  diesen  Fall  die  Inte- 
gration besonders  vornehmen  müsse.  Man  kehre  daher  zu  XV  zurück ^  und  beachte, 
dass  L  =  0  ist;  so  bekommt  man 

'  dx   \ri  +  p«/ 

Integrirt  man,  so  gibt  sich  ' 

XXVIII)    y  =  E  .  X  4-  P 
Die  GranioDgleichnng  XVI  geht  nao  ttber  in 

Diese  Gleichung  wird  aber  nur  erfüllt,  wenn  E  «  0  ist;  und  somit  hat  man  jetzt  nur 

XXIX)  y  =  F 

so  dass  man  jetzt  gezwungen  ist,  unter  F  denjenigen  Constanten  zu  verstehen,  welcher 
mit  m  bezeichnet  werden  soll.    Man  hat  also  jetzt 

XXX)  y  =  m 

d.  h.  die  mit  der  Abscissenaxe  parallele  Grade,   wie  zu  erwarten  war.    Da  nun  hier 


j: 


y  •  dx  =  m  •  (a  —  a)  =  gs  ist,  so  folgt  daraus  m  =  —^ — .    Die  gesuchte  6rade 
a  a  —  a 


ist  also  jetzt 


XXXI)    y  = 


-  -i: 


und  somit  ist  die  Aufgabe  vollkommen  bestimmt.    Aus  y  »  m  folgt  j^  ==  1 ,   and 
geht  XXIV  über  in  ™ 


a  —  a 

.  .  ,  d-v  -     . 

80 


XXXII)    dm  =  —  ^^-i—  .  r*ay  .'dx 


Aus  y  =  m  folgt  aber  auch  ~^  —  0;  und  so  reducirt  sich  XXII  auf 

dx.dm 


XXXIII)    ^^^^\i  =1^  (^)*  .  dl 
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Ffi öfter  Fall  Ist  weder  g>  noch  b'tooch  ß  vorgeschrieben,  so  gibt  sich  wieder 
y  «=>  F,  oder,  was  dasselbe  ist,  es  gibt  sieh  wieder  y  =  m,  wo  aber  m  iiDbeslimiiit 
ist  Die  gesachte  Linie  ist  also  die  hn  beliebiger  Entfernong  juit  der  Abscfssenaxe  pa- 
rallele ^adc,  welche  noch  dadarch  bestimmt  werden  kann,  dass  man  irgend  einen 
Punkt  festsetzt,  durch  welchen  sie  gehen  soll. 

Sechster  Fall.  Ist  wieder  der  Inhalt  g'  gegeben,  and  vorgeschrieben,  dass  der 
Unterschied  der  Gränzordinaten  constant  sein  soll,  so  dass  man  die  Gleichang 

tö)   y„-'ya  =  k 

hat;  so  ist  jetzt  fiiiy^  «  A)ya»    (^D^y*  =  (^i?ya>  c*^    D"«  Gleichung  XIX  geht  daher 
jetst  Ober  in  L  •  (a  —  a)  •  fii^^  =  0,    woraus  abermals  L  %  0  folgen  würde.    Man 

hat  also  wieder  die  im  Galcal  unzulässige  Form  ? ,  und  muss  zu  Gleichung  XY  zurück- 
kehren, welche  sich  abermals  auf 

zarOckzieht    Daraus  folgt  wieder 

XXXIV)    y  =  Ex  -h  F 
Gleichang  XVI  geht  sonach  über  in 

XXXV)     p^^^  .  (^,,y^  -  ,aj,y,)  «  0 

Weil  aber  fi\^^  =  (^Dy«»  so  fällt  die  Gränzengleichung  von  selbst  hinweg.  Gleichung 
XXXIV  geht  an  den  Grflnzen  Ober  in 

20)    b  =  E  .  a  +  F,       und       21)    /S  =  E  •  a  -h  F 
Mit  diesen  beiden  Gleichungen  muss  noch  die  Bedingsgieichung 

Ya  -  y.  •=-  J' 
verbunden  werden.    Dadurch  bekommt  man 

22)    E=— ?^,    23)    b  =  -J^.a  +  F,     24)    /?==— JL^.a+F 
^  a— •a-'  a-a  '  a— a         ' 

Der  Constante  F  hat  also  allein  keine  Beslimmung  erlangen  können;  desshalb  hat  man 
hier  keine  Wahl,  sondern  man  muss  F  für  den  Constanten  nehmeo,  an  desseik  Stelle 
man  aach  m  setzen  kann.    Gleichang  XXXIV  geht  nun  über  in 

XXXVI)    y  =  ~^  •  z  -+-  m 

Der  Constante  in  bestiupt  sieh  durch  den  vorgeschriebenen  Inhalt  g^^  d.  1k  durch  die  , 
Gleichang 

XXXVII)    I     {^^~\  •  X  -h  m)  .  dl  =  Ä« 

Aas  XXXVI  folgt  j^  »  1  nnd-  *  "^   =  0;   somit  ist  das  Prüfungsmittel  dasselbe, 

wie  im  vierten  Falle. 

Die  Grftnzfaile  kann  maiv'iMh  Belieben  vermehren. 
'** 

5chlo88bemerkuDg.  Jakob  Bemoulli  war  der  erste,  welcher  derartige  Aufgaben 
öffentlich  vorgelegt,  und  zu  deren  Lösung  die  Mathematiker  aufgefordert  hat. 

Auf  diese  AufTorderong  hin  versuchte  Johann  Bernoulli  eine  Auflösung,  und  schickte 
die  betreffende  Abhandlung  versiegelt  an  die  Akademie  zu  Paris ,  mit  dem  Auftrage,  sie  erst 
dann  zu  öffnen,  wenn  sein  Bruder  seine  Auflösung  bekannt  gemacht  haben  würde.  Dieses 
wurde  in  dem  Journal  des  Sayans  von  Febr.  1701  angezeigt 

Nun  erschien  Jakob  Bemoulli*s  eigene  Auflösung  unter  dem  Titel  „Analysis  magni  pro- 
blematis  isoperimelrici",  zuerst  in  Basel  1701 ,  und  dann  noch  einmal  in  den  Act.  ernd.  Lips. 
von  demselben  Jahre.  Von  dieser  Auflösung  ist  zu  bemerken,  dass  sie  auf  einem  richtigen 
Principe  beruht 

Brat  in  den  Hömoires  de  TAcad.  Royale  von   1706  erschien  die  vorhin  besagte  Aufiö- 
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iODg  Jobaflo  Bernouin*».  8le  ist  aber  aoricMg',  wie  ihr  Verfasser  endlicli  seibel  eiauh; 
iui4  desabalb  gab  er  io  denselben  Memoiren  vom  Jahre  1718  eine  neue  Aaflösmig  heraos» 
welclie  dem  Principe  nach  mit  der  seines  Broders  fanx  einerlei,  and  nur  in  einer  einfache- 
ren Form  dargestellt  ist 

Aqch  Ibylor  hat  in  seinem  bekannten  Werke  „Metbodas  incrementorum  ^ree'ta  et  ia- 
▼ersa.  Lond.  1715"  eine  AnflÖsnng  gegeben.  Sie  beruht  aber  ganz  auf  demselben  Princi^ 
wie  die  von  Jacob  Bernoulli. 

Euler  hat  in  seinem  schon  oft  citirten  Werke  (methodos  inveniendi,  etc.)  zur  Auflösung 
derartiger  Aufgaben  eine  Methode  mitgelhellt,  welche  allgemein  ist,  und  jederzeit  zu  rich- 
tigen Resultaten  führt.  Sie  ist  folgende:  »,Maa  muUiplicire  die  Integrale,  durch  welche 
„die  allen  in  Betracht  zu  ziehenden  Curven  gemeinschaftlichen  Eigenschaften  dargestellt 
,,sind,  mit  (vorerst  unbekannten  und)  constanten  Factoren,  addire  diese  Pfoducte  zu  jenen 
„Integral«  welches  ein  Maiimum  oder  Minimum  werden  soll,  und  suche  dann  diejenige 
„Curye,  bei  welcher  dieser  znsannnengesetzte  Ausdruck  grösser  oder  kleiner  wird,  als  er 
„von  allen  andern  nächstani legenden  Nachbarcurven  gemacht  werden  kann*'.  Diese  Methede 
liefert,  wie  gesagt,  jederzeit  richtige  Resultate;  allein  sie  leidet  an  bedeutenden  Gebrechen, 
wie  im  ersten  theoretischen  Nachtrage  auseinandergesetzt  werden  wird. 

Lagrange  bat  in  seinem  Werke  „Lebens  sur  le  Calcul  des  Fonctions.  Lee.  XXII.  IVr. 
380  et  381*'  eine  andere  Methode  aufgestellt.  Sie  ist  folgende:  „Er  verwandelt  die  Inte- 
„grale ,  durch  welche  die  allen  in  Betracht  zn  ziehenden  Curven  gemeinschaftlichen  Eigen- 
,ischaften  dargestellt  sind ,  in  identische  Gl0i<ehnngen ,  und  multiplicirt  letztere  mit  (vorerst 
„unbekannten,  jedenfalls  aber)  nichtmutablen  Functionen.  Dann  addirt  er  diese  Prodode 
„unter  das  Integralzeichen  jenes  Ausdruckes,  der  ein  Maiimum  oder  Minimum  werden  soll, 
„etc.  etc.**  Diese  Methode  liefert  jederzeit  die  nemlichen  Resultate,  wie  die  vorhin  erwähnte 
Buler'sche;  sie  leidet  aber  gleichfalls  an  bedeutenden  Gebrechen,  wie  im  ersten  theoreti- 
schen Nachtrage  näher  auseinandergesetzt  werden  wird. 

Ich  konnte  also  für  dergleichen  Aufgaben  weder  dl^  Buler'sche  noch  die  Lagrange*sche 
Mathode  ndoptireu,  sondern  musste  eine  neue  aufstellen,  welche  in  hiesiger  Aufgabe  bereits 
angewendet  worden  ist,  und  spiter  Immer  angewendet  werden  wird.  Man  wird  fiadea, 
dass  sie  allen  Anforderungen  ganügt ,  und  nichts  zu  wünschen  übrig  lässt. 

Anfangs,  als  man  dergleichen  Aufgaben  aufstellte,  waren  es  nur  solche,  bei  denen  et 
darauf  ankam,  unter  allen  Curven,  welche  zwischen  bestimmten  GrXnzen  eine  gleicbgrosse 
Bogenlänge  (Perimeter)  haben,  diejenige  zu  finden,  die  zwischen  den  nenliAen  Gräniea 
den  grössten  oder  kleinsten  Flächeninhalt  einschliesst,  oder  den  grössten  oder  kleinsten  Ro- 
tationskörper erzeugt,  etc.  etc.  Solche  Aufgaben  fordern  also  die  Auffindung  einer  noch 
unbekannten  Curve,  die  den  gestelHen  Bedingungen  genügt;  und  wegen  der  Bedingung  der 
Gleichheit  der  Bogenlänge  nannte  man  sie  „  isoperimetrische  ^  Aufgaben.  DieJMfiodoag 
einer  Methode,  dieselben  aufzulösen ,  bildete  das  sogenannte  isoperimetrische  ProMb. 

Nachdem  diese  Benennungen  in  Gebrauch  gekommen  waren,  vermehrten  sich  lie  ver- 
schiedenen  Arten  von  Aofgabeut  bei  denen  die  Auffindung  einer  noch  unbekannten  CorTS, 
welcher  irgend  eine  Eigenschaft  des  Grössten  oder  Kleinsten  zukommt,  gefordert  wird;  aod 
so  kauf  es,  dass  man  obigen  Benennongen  später  eine  ganz  allgemeine  und  weit  mehr,  sls 
ihr  eigentlicher  WorCsinn  sagt,  in  sich  fassende  Bedeutung  beilegte,  d.  h.  dass  man  später 
unter  isoperimetrischen  Aufgaben  alle  diejenigen  verstund,  bei  denen  die  Auffindung 
einer  Curve  gefordert  %ird,  welcher  irgend  eine  Eigenschaft  des  Grössten  oder  Kleinsten 
zukommt,  es  mögen  noch  Nebenbedingungen  damit  verbunden  sein  oder  nicht.  Die  Aof- 
flndnng  einer,  z«r  Lösung  aller  dieser  Aufgaben  geeigneten,  a^gmeinen  Methode  bildete 
dann  das  „isoperimetrische  Problem  im  weitesten  SiHe'S*  um4  WWW  mao  den 
Titel  des  schon  oft  citirien  Euler*schen  Werkes  vergleioht,  so  fMld  man" sehen,  dass  ds- 
selbst  die  beiden  Wortverbindungen  ».solutio  problematis  isoperimlUrici  in  laCissimo  senSb 
accepti"  und  „  methodus  ^veniendi  lineas  curvas  mazimi  minimive  proprietate  gandeotes" 
als  ganz  gleichbedeutend  gebraucht  sind. 


Aufgabe   215-  •  _, 

Man  sacht  zwischen  den  beiden  durch  die  Gleichongen  r(a,  b)  =^  0  ond  f*(at  ß) 
■B  0  gegebenen  ebenen  Gurren  die  kflrzeste  anler  allen  Linien,  welche  mit  der  Abscis- 
senaxe  und  den  rechtwinkeligen  Gr*dnzordinaten  den  neniichen  (gegebenen  oder  nicbt- 
gegebenen)  Flächeninhalt  einschlfessen. 

Die  hiesige  Aufgabe  verlangt  also  für  y  eine  solche  Function,  ond  Ar  a  aod  a 
solche  Wertbe,  dass  dabei  das  bestimoite  Integral 


I)     ü=  P(n4-p2).di 
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eio  Minimomwerlh  eines  Minimom-staodeSi  wird ,  während  die  iOr  y  fßsacbte  Funetion 
Dar  ans  der  Zahl  derjenigen  heraosgewählt  werden  darf,  we||die  alle  bei  den  (ftr  a  and 
a  za  socheuden  Werlhen  dem  besümnrten  Integral 


U) 


£'■'' 


den  nemlichen  (gegebenen  oder  niehtgegebenen)  Werth  beilegen.    Wegen  dieser  Be- 
dingung folgt  ans  II 

HO    Ya  •  '^ö  —  y«  -.^a  "^  |     (^«Y  •  dx  —  0 
IV)    y„.^«-y..^aH-(g)^.^«^-(g)^.^a^ 

-fc-  2  •  fiüja  •  t?a  —  2  •  (di)y,  •  i9a  -f-   |    (^ij^y  •  dx  -•*  0 

Die  Bedeutung  von  ^^Dy  und  (dj^y  ist  (ans  den  Gleichnngen  IV  und  y  der  vorigen  Auf- 
gabe) bereits  bekannt. 

Unterwirft  man  ebenso  Gleichnng  I   einer   gemischten   Ifatatinny   und   setzt  dann 
zur  Abtürzong  u  statt'  Kj  +  p»  *,  so  bekommt  man  nach  gehöriger  Umformung 

V)    ifinV  =  0«  .  ,9a  -  u.  •  t^a  +  /2\    .  ^^^^y^  _  /E\    ,  ^^y. 
und 

-...^.- (S),..^- (;),.«.  ^..(B),.(^),.,. 

Führt  man  für  (^Dy  den  Ausdruck  eio,  so  gehen  III  und  V  Aber  in  - 

Vü)    y«  •  t?«  -  y.  •  ^a  -H  P(dy  +  ^  .  ^m)  .  di  ==  (W 


und 


Um  das  abhängige  t^m  zunächst  unter  dem  Integralzeichen  zu  eliminiren,  multiplicire 
man  jGleichung  VII  mit  einem  (vorerst  unbekannten,  jedenfalls  aber)  nich  x  constanten 
Factor  L;  so  ist  auch  dieses  Product  noch  Null,  und  kann  zu  VIII  addirt  werden,  ohne 
d«M  (Ai»U  sich  im  Geflagsten  ändert,  d.  h.  es  ist  noch  vollkommen  genau 

IX)    <A.Ü  =  (B)^.(dy«  +  (J^y)^.^m)  +  (L.y„  +  aJ.^« 
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Damit  oaa  das  abhiingige  ^m  outer  dem  lulegralieicheD  auch  wirklich  wegfalle,  lasse 
man  folgende  identische  Gleichung 

a|alt^>^<Ic>^'  Dabei  wird  auch  der  bei  ^y  beGudliche  Factor  zu  Null;  und  so  ist  die 
Gleichnng  X  auch  zugleich  Haoptglelchung,  aus  welcher,  wie  in  voriger  Aufgabe,  die 
UrglQichung^ 

XI)    (y-C)«+(x+»)'  =  ^ 
folgt    Die  Kreislinie  mit  dem  Halbmesser  —  genügt  also  der  Aufgabe.    Hier  sind  B. 

Li 

G,  L  drei  noch  willkürliche  Gonstanten;    und  man  erkennt,   dass  sich  genau  dieselbe 
Curve  ergeben  bat,  wie  in  voriger  Aufgabe,  wo  a  und  a  unveränderlich  waren. 
Als  Gränzengleichong  hat  man 

^">  (5)a-[*y«  +  (5s)„'*'"]  +  (^-y«  +  "«)'*' 

Man  ist  nun  auf  dem  Punkte,  verschiedene  Grfinzbedingungen  aufzustellen,  wie  dieses 
in  der  161''**^  Aufgabe  bereits  geschehen  ist. 

Dadurch  aber,  dass  den  Gränzbedingnngen  genügt  wird,  bestimmen  sich  nur  zwei 
der  drei  Gonstanten  B,  C,  L;  und  wenn  man  wirklich  zwei  derselben  bestimmt,  d.h. 
durch  den  dritten  ausgedrQcIät  hat,  dann  kann  man  den  dritten  oder  einen  aus  dem 
dritten  gebildeten  Ausdruck  mit  m  bezeichnen. 

Man  multiplicire  jetzt  Gleichung  IV  mit  dem  bereits  angewendeten  Factor  L,  addire 
dieses  Product  zu  VI,  und  beachte  die  identische  Glelehung  X;  so  bekommt  man  im 
Allgemeinen 

iiu)  rfrfö  =  (t . ,,  +  .j'm.  +  [(f;)__  + 1 .  (g)J .  *«•  +  (t)^  -Ah. 

-  0. •'•  +  ••)■ '^ -  [(e). +■■•  (g).] •'-- ^). •  *^- 

Jg  u^  '  l^        dx.  dm  '        / 

Specieller  Gränzfall.  Man  suc|)t  unter  allen  Linien,  die  den  nemlichen  (gege- 
benen oder  nichtgegebenen)  Flicheninhalt  einschliessen ,  abecvon  jeder  andern  Nebenbe- 
dingung  unabhängig  sind,  diejenige,  welche  zwisdien  den  gegebenen  Gränzcurven  die 
kfirzesle  ist. 

Da  die  gesuchte  Linie  die  beiden  Gränzcurven  schneidet,  so  müssen  bei  diesen 
Durchscbnittspunkten  die  Gleichungen 

0    y.  =  b,       und       Ö)    y^  =  /S 
stattfinden;  und  es  sind  von  jetzt  an  vier  verschiedene  AuflösongeS  möglich.    (Man  sehe 
S.  247  dieses  zweiten  Bandes.)    Es  soll  aber  nur  die  Auflösung  durchgeführt  werden, 
wo  a  und  a  die  dem  Werthe  nach  unabhängigen  Elemente  sind.  Wenn  man  Gleichoag 
1  einer  gemischten  Mutation  unterwirft,  so  gibt  sich 
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Ganz  MBförmige  Matalioiugleiehiiogen  ergebeo  sieh,   wenn  man  iGleiehniig  3  einer 
gemiscIiNB  Mutation  unterwirft.     Sonach  bekonuul  man 
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iMlSr 
cldliMa 

elc.  etc.. 
Die  Bedeutung  von  fis^y  ond  (^i^y  ist,'  wie  schon  einmal  bemerkt,   bereits  (ans  den 
Gleichangen  lY  nnd  Y  der  vorigen  Aufgabe)  bekannt. 

Die  totalen  Differentialqnotienten   -p  and   -pj    ergeben  sich   aus   der  Gleichung 
r(a,  b)  =  0. 

Die  totalen  Differentialquotienten  -p  und  -r-^  ergeben  sich  aus   der  Gleichung 

Die  totalen  Differentialqnotienten  P  ==  i^  ond  q  =  -r^  ergeben  sich  aus  Gleichung  XI. 
Eliminirt  man  (di)y.  und  fiDY^  ^^^  ^^I»  ^^  bekommt  man 

9)    [r„-(*  +  p--5^)  +  i"y«]"^-[^(*+p-''a-a)-^^-y-]"'*  =  " 

Weil  aber  ^a  und  ^a  willkürlich  und  unabhängig  smd,   so  zerfällt  diese  Gleichung  in 
folgende  zwei: 

Gleichung  XI  geht  an  dien  Grftnzen  über  in 


und 


12)  (b_c)«  +  (a  +  lj  =  l 

13)  OS_C)»  +  («  +  iy-^ 


Wenn  man  aber  den  Halbmesser  dorch  m  anstatt  darch  j-  darstellt,  so  gehen  die  lele- 
ten  Tier  Gleichungen  bezfkglich  ttber  in 

16)  (b  -  C)«  -t-  (a  +  m  •  B)«  «  m» 
und 

17)  (/S  —  C)2  -h  (a  -h  m  .  B)^  =  m« 

Die  Gleichnngen  14,  15,  16,  17,  verbunden  mit  f(a,  b)  =  0  und  f"(a,  /?)=;=  0  reichen 
hin,  die  sechs  Stücke  a,  a,  b,  ß^  B,  G  durch  das  siebente  Stück  m  Yoder  --\  auszu- 
drücken. 

IV  62 
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Wenn  ferner  der  von  der  Kreislinie  ond  den  Grftnsordinalen  eingesclflBiie  Flä- 
cheninhalt den  gegebenen  Werth  g^  haben  soll,  so  wird  die  Gleiehnng        ^^ 

18)  J^'y.dx^g« 

dazu  dienen,  auch  noch  das  siebente  StQck  m  foder  -^j  zu  bestimmen.  Ist  aber  die- 
ses Flächeninhaltes  Werth  nicht  gegeben,  sondern  nnr  gesagt,  dass  er  bei  allen 
in  Betracht  zo  ziehenden  Garven  der  nemliche  sein  soll;  sobleibt  das  siebeote  Stück  m 

|oder  y)  willkürlich,   wenn  die  gesachte  Kreislinie  oid^Bpr  weiteren  B^inguog 

anterworfen*  wird ,  wie  es  im  zweiten  Falle  der  vorigen  AotKabe  geschehen  ist. 
Man  eliminire  (<5i)ya,  (^Dya»  (^D^Xa»  (^i?ya  »os  XIII,  beachte,  dass 

x,v)  ir^  =  -L^.pf 

ist,  ODd  benOlze  die  Gleichangeo  14  and  15,  welche  mit  den  Glelchangen  10  aad  tl 
gleichbedeotend  sind ;  so  redocirt  and  Iransformirt  der  Ansdnick  XIII  sich  aaf 

YV-k     ;i  211        /      P«  d!/J         2     d/S         <      „  \ .  tfa« 

XV)    ^,,2V  =  y  —  ^  -.  --  :^.p^j    *a 


P, 


a 


_  /      P.  ^         i.  .  ^ 


p;  "      -   "     ■»   '^Z 


\l/|"-K  -2  '  da2    *    m     da 


Aus  Gleichung  VII  folgt 

19)    ^m  = (ya  •  ^«  -  y«  •  ^a  -♦-  I     ^Y  *  <**) 

Uro  aber  die  partiellen  Differentialquotienten  -p^  und  .  *  '^^     herzustellen,    moss  maa 

zuerst  B  und  G  durch  m  ausdrücken,  wodurch  die  Gleichung  der  gesuchten  Gurve  fol- 
gende Form 

20)    (y  —  Srm))2  4.  (,  -^.  na  .  |(m))2  =  m^ 

annimmt.    Dass  es  jedoch  überflüssig  ist,    das  noch  zurückgebliebene  ^m  aus  XV  zo 
eliminiren,  braucht  hier  nicht  mehr  erwähni  zu  werden. 

Andere  Gränzfölle  kann  man  sich  nach  Belieben  bilden ,  wie  in  der  (bereits  citirien) 
161'*'"  Aufgabe  geschehen  ist 

Schlassbemerkong.  Aufgaben,  wie  die  hiesige,  sind  sonst  noch  niemals  gestellt 
und  ausgeführt  worden. 

Wer  sehen  will»  dass  Lagrange,  weno  er  eine  derartige  Aufgabe  gestellt,  und  mitr 
telst  seiner  Methode  aufgelöst  hätte,  zu  dem  nemlichen  Resultate  gelangt  wäre;  den  ver* 
weise  ich  auf  die  fünfte  Abtheilnug  des  ersten  theoretischen  Nachtrages. 


Aufgabe    216. 

Welche  Gurve  ist  die  kürzeste  unter  allen  denen,  die  zwischen  zwei  zu  den  Coor- 
dinatenwinkeln  a  und  a  gehörigen  Leitstrahlen  den  gleichen  Flächeninhalt  einacbliesseo? 

Der  Leitstrahl  sei  ü;  die  Goordinatenwinkel  sollen  zwischen  der  Ordinatenaxe  and 
dem  Leitstrahle  genommen ,  und  durch  den  auf  dem  Halbmesser  «  f  bezogenen  Kreis- 
bogen w  gemessen  werden.    Die  Aufgabe  Ist  also:    Es  soll 
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■>«=r(r-+(^>')-^- 


ein  MiDimom-sUDd  werden,  wfihrend  die  gesuchte  Function  u  von  w  nur  aus  der  Zahl 
derjenigen  herausgewählt  werden  darf,  bei  denen  allen  das  bestimmte  Integral 


11)     ^.J     u^dw 

den  nemlichen  (gegebenen  oder  nichtgegebenen)   Werlh  bekommt    Wegen  dieser  Be- 
dingung geben  sich  (nach  g.  265  und  967)  aus  11  Tolgende  Mutationsgleichungen 

III)  r*'"  •  (^"  -*"  5^  •  ^"^)  •  <*w = 0 


-j-  /^o  4-  ^  .  t^mVl  .  dw  -  0 


du 


Man  mntire  ebenso  Gleichung  I,  und  setze  dann  zur  Abkärzong  p  statt  ^ —  ;  so  be- 
kommt man 

ood  wenn  man  omrormt,  so  gibt  sich  als  zweite  Form  des  (^dU  Tolgender  Aasdruck: 

VI)  ,«„D  = 

Ja  Lru«  4-  p»      dw     \ru«  +  p*/J    \  «Jn»         7 

Um  Doa  das  abhängige  ^m  wegzabringen,  muitipiicire  man  Gleichung  III  mit  einem 
(vorotl  noch  uabekanaten,  jedenfalls  aber)  nach  w  eoostanten  Factor  Bf,  und  addire 
dieses  Product  zu  VI,  so  ist  noch  vollkommen  genaa 

VII)  <d«D  = 

V  ru«  +  p»       ««w     \ir^^f-^)J    dm  J 

Damit  nan  das  abhSngige  <7m  zunichsl  unter  dem  Integralzeichen  wegfalle,  lasse  man 
folgende  identische  Gleichung 


VUI) 


K^  +  p2       dw     \ru«  -I-  p*/ 


stattfinden.    Dabei  wird  auch  der  bei  da  befindliche  Factor  zu  Null;  die  Gleichung  VUI 
ist  also  auch  zugleich  Hauptgleichung,  und  als  Gränzengleicbung  hat  man 

«5  (pp^VK+&"l-)-(??^).-('"- &").-)-" 

Mttltjplicirt  man  Gleichung  VIII  mit  p,  so  gibt  sich 


Digitized  by 
% 


Google 


492 

Ku«  +  p»  Vu'  +  p»/ 

oder 

dKn»-*-»?-       P*^P       -p-'</„       **         \  +  Mn.dn  =  0  I 

*"       ra»  +  p»       *^      Ua*  +  p2/ 
oder  I 

dKtfTlp  —  d/p  X       ■  **       \  +  Mo  .  da  -.  0 

\      ra«  +  p«;  I 

Diese  Gleichung  kann  man  gradeza  integriren;  und  es  gibt  sich 


oder 

Daraus  folgt 
oder 


ru»  +  p»  -  V.    P'        +  1 .  M  •  u«  -  A  ' 

X)     ^  +  5  •  M  •  a2  =  A 

"^     ru«  +  p»       2 

^'>  P=aA-M.,»-^*^-<^^-''-'''>' 

._._  (2A-M.u»).du 

u  .  IT*  .  u«  —  C2A  —  M  •  u«)« 


Inlegrirt  man  diese  Gleichung,  so  bel(ommt  man 


^,„                     1           .    (2A  +  M  •  n«)  .  r4 .  u«  -  (3A  -  M  .  n«y 
Xin)    w  +  c  =  2.arclg^ __^_____1___ H 


oder 


XIV)    tfiOn    I    g,)-(gA-HM>o^)-lf4.a2--(2A~M.o»)« 


Dieses  ist  die  Gleichung  eioes  Kreises,  dessen  Halbmesser  =  rr-;   ond  A,  e,  M  sind 

drei  noch  zu  besiimmende  Gonstanten. 

Dass  aber  Gleichung  XIV  wirltlich  einem  Kreise  angehört,  mag  aaf  folgende  Weise 
nachgewiesen  werden: 

Man  setze  ^'°  /o^  ^  o^i  ^^^^  ^8  (2w  -H  2c),   qoadrire  beiderseits,   ond  entrerM 

in  der  dadurch  sich  ergebenden  G||2J^^"°9  ^^®  '^^  Nenner;  so  bekommt  man 
(4  .  A2  -  2  .  u2  H-  M2  .  u4)2  .  sin  (2w  +  2c)2  =  [4u*  •  (1  -*-  2A  •  M)« 
-  (4  .  A2  —  2  .  u2  -4-  M«  .  u*)2]  -  cos  (2w  H-  Äc)« 
odQr 

(4 .  A2  —  2u2  -H  M« .  u*P  .  (sin  (2w  -4-  2c)2  -h  cos  (2w  -h  2c)^ 
=  4  .  u* .  (1  -h  2A  -  M)2  .  cos  (2w  -h  2c)« 
Man  subsütnire  die  Zahl  1  statt  (8in(2w  +  2c)«  +  cos(2w  +  2c)«),  ond  nehme  beider* 
seits  die  Quadratwurzel;  so  giebt  sich 

XV)    4  .  A«  -  2  .  u2  -h  M2  .  u*  =  2  .  o2  .  (I  -4-  2AM)  •  cos(2w  -H  2c) 
Nun  ist  cos  (2w  +  2c)  =  —  1  +  2  •  (cos  w  •  cos  c  —  sin  w  •  sin  c)«;   ond  so  gehl 
Gleichung  XV  über  in 

XVI)    4  .  A2  -  2  .  u»  +  M2  •  u*  =  —  2u2  -  4AM  •  u« 
-4-  4  •  u«  •  (I  4-  2AM)  •  (cos  w  •  cos  c  —  sin  w  •  sin  c)* 
oder,  wenn  man  änderst  ordnet 

XVII)  (2A  +  Mu2)2  «  4 .  u2  .  (I  4-  2AM)  •  (cos  w  •  cos  c  -  sin  w  •  sin  ef 
oder 

XVIII)  2A  +  M  •  u2  =r  2u  .  (if  1  -h  2AM)  •  (cos  w  •  cos  c  -  sin  w  •  ain  c) 
oder  

XIX)  2  •  ij=  -f-  u«  —  ,2u  • ijp-^ —  •  (cos  w  •  cos  c  —  sin  w  •  sin  c)  =  0 
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WeDo  mao  beidersetls  ^  addirt,  so  kaao  man  letzterer  Gleichung  auch  noch  folgei|4e 

Form  ipe4>eo 

^^y  te*  C08  w -^^ ooacl    +  I n  •  sin  w  H g sin  « I  =  |p 

Weil  die  Goordinaten winket  zwischen  der  Ordinatenaxe  und  den  Leitstrahlen  ^nommen 
werden;  so  kann  man  y  statt  u  •  cos  w,  und  z  statt  n  •  sin  w  setzen.  LelztererGleichoBg 
gehl  also  über  in. 

^^0    \y M coscj    -t-  l^z  + __  .sincj   -  1^ 

Dieses  ist  die  auf  ein  rechtwinkeliges  Goordinatensystem  bezo^ne  Gleichung  eines  Krei- 
ses;  und  somit  der  gehörige  Nachweis  geliefert 

Man  ist  nun  auf  dem  Punkte,  verschiedene  Gränzfälle  aufzustellen,  wie  dieses  in 
der  214'*°  Aufgabe  geschehen  ist 

Dadurch  aber,  dass  den  GriUizbedingungen  genOgt  wird,  bestimmen  sich  nur  zwei 
der  dvXlonstanten  Ay  c-,  M;  und  wenn  man^^^irklich  zwei  derselben  bestimmt,  d.  h. 
darchflRif  dritten  ausgedrückt  hat,  dann  kann  man  den  dritten  oder  einen  ans  dem 
drillen  gebildeten  Ausdruck  mit  m  bezeichnen. 

Um  das  Prüfungsmittel  hejrzostellen,  mutire  man  Gleichung  V  noch  einmal;  so  be- 
kenimt  man 

(1  +  p»)« 

lieber  die  Bedeutung  von  (^du,  (^i^u,  -^^  ,      \^^     kann  kein  Zweifel  b^Bj||henf  wenn 

man  auf  die  Gleichungen  III  und  IV  dieser  Aufgabe  zurückschaut  Man  DQljWJttP  J^^^ 
Gleichung  IV  mit  dem  bereits  angewendeten  Factor  M;  so  ist  auch  dieses  Flauet  noch 
NuUy  und  kann  zu  XXII  addirt  werden,  ohne  dass  (^d^U  sich  im  Geringsleh  ändert. 
Man  addire  wirklich,  forme  um,  und  beachte  die  Hauplgleichung  Vlfl;  dann  bleibt  im 
Allgemeinen  nur 

XXIII)    (di,?p«= 


I  folgt  aas  Gieicbong  III,  dass 


u  •  du  •  dw 
XXIV)       t?m  =  -    ''' 


r,' 


d„n     , 
-^  •  dw 
dm 


ist,  welcher  Ausdruck  Ar  «9m  substituirC  werden  muss,  wenn  man  in  Gleichung  XXIU 
das  unter  dem  Integralzeichen  stehende  ^m  eliminiren  will.  Doch  ist,  wie  man  schon 
in  den  GrinzOlllen  der  214**"  Aufgabe  gesehen  hat,  undaueh  in  den  folgenden  Auf- 
gaben noch  Afters  sehen  wfrd,  diese  Substitution  nicht  nftthig;  sondern  man  erkennt 
(nach  Bd.  I.  S.  353)  gradezu,  dass  (dj^U  unter  allen  Umstanden  positiv  bleibt.  Es  fin- 
det also  ein  Minimum-stand  statt. 
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Wmp  solche  Gränzbediogangeo  gestellt  wenleo,  dass  es  dabei  erlaubt  ist,  m  an 
die  Stelle  vod  jj  zq  sobstituireo }  so  geheo  die  Gleichuugeo  XIV,  XX  und  XXI  j^z^g- 
M^  Ober  in  ^    ^  ''^ 

XXV)    ig(2w+2c),rJu^.^ 4/4^>m2J^2.m^>u>-^,^-7r^ 

XXVI)    (u  •  cos  w  -  (rm2  -f-  2Am)  •  cos  c)*    *^'^*'    " 

-h  (u  •  Sic  w  -h  ()f m2  +  2Am)  •  sio  c)^  «  m«  *J^Jp  "^ 
und  ^i.> 

XXVIO    (y  -  (if w^  4-  2Am)  .  cosc)«  -t-  (x  +  (lfm«  4-  2AinJ  .  iioc)*  =t=  m^ 


Aufgabe   217. 

Mao  sucht  unter  allen  gleichlabgen  Gtipen  diejenige,  welche  zwlschaft^dea  (za 
X  =  a  und  x  s=  a  gehangen)  rechtw|yuHigen'Gr9nzordinaten  den  gro8Steadl|^kleio- 
sten  Piacheninhalt  einschliesst.  .   >^'. 

Die  hiesige  Aurgabe  verlangt  also:    Es  soll 


ein  Hixlmum-stand  o^er  Mlnlmom-stand  w^jden,  wttrei^  die  fl)r  y  gesoehi 
nur  aus  der  Zahl  derjenigen  heransgewählt  frerden  darf/}>ei  denen  allen  das 
Integral 


I)     ü=  I      y    dx     ^^ 

1«  J^''(n  +  p2).dx 

den  n^riMimi-  (gegebenen  oder  nichtgfüpl^ei^cn)  ^erth  behttit.  Man  mutire  den  Aos- 
druck  lljlpjjein  Autgabe  214),  und  setze  zur  Abküriung  u  statt  Kl  -h  p»;  so  bekommt 
man  ^«  ■ 

■•■)  j;s-(^) -=• 

.V,    £(B.i^^l.(*^)')...=. 

Gibt  man  diesen  beiden  letzteren  Gleichungen  eine  andere  Form,  so  gehen  sie  bexig- 
lieh  Aber  in  « 


Mutirt  man  ebenso  Gleichung  I,  so  bekommt  man 

VII)     A)ü=r'(di,y.dx 

VIII)    (SifV  =  Pt^u^y  .  dx 
Ja 

Fährt  man  nun  (ur  das  Abkürzangsieicfaen  (di)y  den  Ausdruck  ein ,  so  gehen  die  Glei- 
chungen V  und  VII  bezüglich  Ober  in 
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-r[(f.'(s))"-a-m-,^-]-=« 

X)  .a«u=£'(ay'-H^y.5},». 

Uni  das  äbbAngige  t?in  wegzubringen ,  muUiplicire  man  Gleichung  IX  mit  einem  (vorerst 
noch  anbekannfen,  jedenfalls  aber)  nach  x  constanten  Factor  L.|  so  ist  auch  noch  dieses 
Prodoct  Null.    Man  kann  es  daher  zu  X  addiren,  und  es  ist  noch  vollkommen  genau 

Damit  nun  das  abhängige  i9m  zunächst  unter  iem  Integralzeichen  ^wegfalle,  lasse  man 
folgende  idlfctfjehe  Glelchwig 

stattüAko.  Dabei  wird  auch  der  bei'^  befindliche  Factoj  zu  Null;  die  Gleichung  XII 
ist  aläihlllich  tugleich  Hauptgleiehtiiig',  und  als  GrfinzengleiebmgT  hat  man 

Aus  XII  folgt  zunächst  x  +  B  =  ^ JLr ;  daraus  folgt  weiterer?  =   '■    ^"^      =t', 

*  ri-Hp2  *         <i»     irL2-(i+B)2' 

und  sonach  ist  y  =  C  — ITL*  —  (x  4-  B)^,  oder  *   ^ 

XIV)    (y  -  C)2  +  (x  4-  ß)8  =  L2 
Die  Kreislinie'  mit  dem  Halbmesser  L  geaCigt  also  der  Aufgabe.    Dass  aber  die- A'eis- 
linie  genOgt»  ist  längst  aus  der  Elemenlargeometrie  bekannt.    Hier  sind  B,   G,  L'drei 
noch  zu  bestimmende  Gonstanten.  « 

Die  Grfinzenglei4^ung  geht  nun  über  in  *  ^ 

XV)    („+B).(3y„H.(^y)^.^m)-(.-;B).(ay.  +  (i^)^.^m)  =  0 

Dadurch,  dass  dieser  Gleichung  genügt  wird,  bestimmen  sich  aber  nur  zwei  der  drei 
Gonstanten  B,  G,  L;  und  wenn  man  wirklich  zwei  derselben  bestimmt,  d.  h.  durch  den 
dritten  ausgedrückt  hat,  dann  kann  man  den  dritten  oder  einen  aus  dejn  dritten  gebil- 
deten Ausdruck  mit  m  bezeichnen.  Nfihere  Kenntniss  dieses  Verfahrens  mag  man  ans 
den  Gränzfällen  entnehmen. 

Man  multiplicire  Gleichung  VI  mit  dem  bereits  angewendeten  Factor  L;  so  ist 
auch  dieses  Prodnct  noch  Null.,  und  kann  zu  VIII  addirt  werden,  ohne  daas  (di^  sich 
im  Geringsten  Sndert.  Man  addire  wirklich,  forme  um,  und  beachte  die  Hauptglei- 
cbnng  XII;  so  bleibt  nur 

XVI)     (<Jl)2ü  = 

Hier  hat  man  ausserhalb  des  Integralzeichens  das  Abkörzungszeichen  (dj)^y  gesetzt,  da 
dessen  Bedeutung  ohnehin  bekannt  ist.  Sind  nun  die  Gränzbedingungen  von  der  Art. 
dass  alle  ausserhalb  des  Integralzeichens  befindlichen  Theilsätze  obneweiters  wegfallen, 
so  bleibt  nur 
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*'■('  +  PO'   ^  ' 

und  an  diesem  Ausdnicke  erkennt  man,   dass  er  positiv  oder  negativ  ist,   je  Nachdem 
L  bezüglich  positiv  oder  negalN^.üfl.  . 

Sind  aber  die  Gräozbedingü'ngeii  von  der  Art,  dass  die  in  Gieichong  XVI  ausser- 
halb des  hilegralzeichens  bi^luullichea  TheHsätze  nichi  die  wegrallen ;  so  gebe  man 
(nach  Bd.  I.  S.  284—2^9;  und'S.  353)  der  Gleichung  Xl^»  folgende  Form: 

X  VIII)  A)2ü  =  1^]  •  ^i)%  +  "fa '  <^«y^  -  (^V  •  <^*>'y-  -  »y-  •  A>y2 


r 


» •  ( AT  -^  *"  •  <^'y)  •  ••* 

(1  -t-  p»)»  ^  ' 


Bier  hat  man  dtiAHlweEr  die  Abkürzungszeichen  (di)y,  --^  und  (<5i)'y  ^Ksetzt,  weil  ihre 

Bedeutung  ohnehia  bekutinl  gf^nug  ist.  Wie  mdn  das  ausserhalb  des  Integralzeichens 
siebende  Aggregat  tn  Lcttandeln  hat,  ist  bereits  (an  dep  so  eben  citirten  Stellen  des 
ersten  Bandes)  theor^Uich  auseinandergesetzt,  und  (in  der  158'*'"  und  andern  Aufgaben) 
praktLseb  ^ui^'owemlel.  Somit  gelfipgl  man  abermals  zu  der  Erkeontniss,  dass  <^i^ 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  L  positiv  oder  negativ  ist. 

Diese  Erscheinung  hangt  aber  mit  folgenden^  Umstände  zusammen:  Es  küm  ein 
Kreisbogen,  dme  dass  er  «eine« Länge  ändert,  all|P||«ierIei  y^0Be  zwischen  zwei  Punk- 
ten gezogen  werden,  d.  h.  entweder  concav  oder  coonrex  gegen  die  Abscisseoaxe.  Im 
ersten  Falle  ist  der  Flächeoiohalt  ein  Maximum-stand,  im  zweiten  ist  er  ein  Mioimaoh 
stand. 

Erster  Fall.  Sind  zwei  feste  Punkte  (a,  b)  und  (a,  ß)  gegeben,  von  wislcheo 
alle  in  Betracht  zu  ziehenden  Curven  begränzt  werden  sollen;  so  moss  (wie  im  ersten 
Falle  der  2U*'"  Aufgabe)  einzeln  stattfinden  (^Dy,  =  0,  (^Dy«  =  0,  A)2y,  —  0,  fiifja 
»  0,  etc.  Die  Gränzengleichung  XV  fällt  also  von  selbst  hinweg;  und  wenn  man  hier 
gra(]£zo  m  statt  L  setzt,  so  geht  Gleichung  XIV  über  in 

XIX)    (y  -  Cy  +  (x  -4-  B)2  =  m« 
Diese  Gleichung  geht  an  den  Gränzen  über  in 

I)    (b  —  C)2  +  (a  +  B)2  =  m«,       und       2)    (ß  -  C)2  +  (a  -4-  B)«  =  m^ 
Dadurch  lassen  sich  B  und  C  als  Functionen  vom  m  bestimmen;    und  wenn  man  zur 
Abkürzung  die  für  B  und  G  sich  ergebenden  Functionen  bezüglich  mit  {(m)  und  ^rm) 
bezeichnet,  so  geht  Gleichung  XVII  über  in 

3)    (y  —  SraO'^  -t-  (x  4-  {fm))»  =  ra« 
Gleichung  XVI  reducirt  sich  jetzt  auf 

Weil  hier  in  diesem  Grinzfalle  (^Dy«,  =  0,  (d^ya  =  0,  etc.  ist;   so  reducirt  aieh  Glei- 
chung V  auf  r^  I  j;  •  Myr     .2)1  •  <^i)y  •  dx  =  0,  oder,  was  dasselbe  ist,  anf 

Nun  folgt  aus  XII ,  dass  -p  •  dK        Ji  =  ^  wt;  und  so  geht  Gleichung  XXI  über  in 
XXII)      |..£"(ay  +  äf..a.).dx-0 
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und  daraus  folgt 

yty  -dt 
XXIII)    fim=-— — : 

Die  fiir  ^  ond  ^^  "^  sieh  ergebenden  AasdrO^ke  nlbsen  aus  Gleichang  3  entoom- 

men,  oDd  datfl  könneD  io  XX  di^ehdrigeo  Sobstitalioneo  angebracht  werden.  Diese 
SobsyfQtionen  sind  aber,  wie  schon,  oft  bemerkt,  rein  überflüssig. 

Wen^aiocl^orgeschrieben^st,  dass  die  in  Rede  stehende  Bogenlänge  den  be- 
stimmten Werth  g  hab^n  soll;  so  wird  sich  aas  der  Gleichang 

p»  m  *di  _ 

*.  Ü      ^  Ja  ^^-  (X  +  f(ni))«  ""  ^ 

der  Werth  de8"dritten  Gonstanten  m  (oder  L)  ergeben. 

Zweiter  Fall.    ^Uen  wieder  die  GrSnzpnnkte  (a,  b)  and  (a,  fi)  gegebene  feste 

Paukte  sein,  ist  dagegen  der  Werth  der  Bogenlänge  1     (Kl  +  p»).dx  nicht vorgeschrie* 

ben;   so  hat  man  auch  noifdle  zwei  Gleichangen  1  ond  2»    woraus  sich  abermals  die 

Gleichung 

^)    (y  —  5tm))2  4-  (x  -h  smy  —  m« 

•Afc^  ^^  dv         ddy 

ergibt.    .^|^dieser  GflRhang  werden  dann  die  Ausdrücke  -p^  and    '  r*     entnommen. 

AUeiD  lier  <}önstänte^D4bt  noch  anbestimmt  Man  kann  also  die  Kreislinie  noch  einer 
dritten  Bedingung  mnerwerfen*  Eine  solche  wäre  z.  B.  die,  dass  die  Kreislinie  noch 
durch  einen  dritten  Punkt '  (h ,  k)  gehen  soll.  Für  diesen  Punkt  geht  Gleichung  4 
über  in 

S)    (k  -  &"»))*  4-  (h  -+■  |(m))«  =  m» 
woraus  sici  der  Constante  m  bestimmen  ISssL    Für  fyfU  bekommt  man  wieder  den 
Ausdruck  XX.*    •' 

Dritter  Fall.  Ist  nur  der  Anfangspunkt  (a,  b)  und  die  Bogenlänge  g  gegcJben; 
so  ist  (^joy«  =  0,  (^i^y,  =  0,  etc.,  dagegen  (diiya^  (^)^ya>  ^^  ^^^^  willkürlich.  Damit 
also  die  Gränzengleichung  XV  erfHUt  wird,  muss 

6)    a  +  B  =r  0  , 
sein.    Daraus  folgt  B  =  ~  a;  und  Gleichung  XIX  geht  an  den  Gränzen  über  in 

7)    (b  -  Cy  4-  (a  -  «y  =  m«,       und       8)    (/?  -  C)«  =  m« 
Nun  sind  a,  b  und  a  gegeben.    Die  drei  letzten  Gleichungen  reichen  also  hin,  um  /?, 
B  und  G  durch  m  auszudrücken.    Aus  7  folgt  G  =  b  —  lfm«  —  (a  —  a)«,  und  somit 
geht  Gleichang  XIX  (oder  XIV)  über  in 

9)     (y  --  b  4-  ITm»  -  (a  -  a^Y  4-  (x  -  a)2  =  m« 
Gleichung  XVI  reducirt  sich  jetzt  wieder  aur 

Weil  hier  in  diesem  Gränzfalle  (^Dy.  «  0,  (^D^y,  =  0,  etc.  ist;  so  reducirt  sich  Glei- 
choog  V  zunächst  auf 


">  (p?^)«-**«-/;(j:-'(rA?))*''-=» 

Nun  folgt  aus  XII,  dass  ir  '  d/      ^       ]  «=»  y  ist.    Ferner  ist  ^    ^         =« 

Gleichang  10  geht  also  über  in 

H.  63 


X  4-  B 


Digitized  by 


Google 


498 


Nao  ist  (naeh  Gletchong  6)  auch  a  4-  B  »>  0,    nM  so  folgt  aos  Gleichon^ll  wieder 


XXV)     ^m  =  - 


£U" 


Oie  fttr  -p^  and  .  '  "^    sich  ergebenden  Ausdrücke  ^Qssen  aas  Gl 

men,  und  hierauf  in  die  Gleichungen  XXIV  uad  XXV  substitdtrt  werden,  wena  man 
i9m  eliminiren  will. 

Da  der  Werlh  g  der  Bogenlänge  gegeben  ist,  so  hat  man  H^ch  die  Glafthong 


18) 


p*  m  «dx  _ 

Ja  Km«  -  (x  -  ay  ""  * 


welche  dazo  dient,  den  noch  fkbrigen  Gonstanfen  m  za  beflUnmen. 

Vierter  Fall.  Wenn  die  beiden  Gränzpunkte  (a,  b)  and  (a,  ßj  gleichzeitig  oo- 
bestimmt  sind ;  so  zerfällt  die  Gränzengleicbung  XV  in  fi^Qlnde  zwei 

13)    a  +  B  =  0,       und       14)    a  +  B  =  0 
Beide  Gleichungen  widersprechen  einander,   so  dass'  dieser  vigA^  Fall  onmöglich  ist, 
es  mögen  die  übrigen  Bedingungen  sein,   welche  sie  wollen.    (Man  verg^llllhe  in  der 
21 4^'*'  Aufgabe  den  Tierten  Fall,  welcher  bei  ganz  gleichen  GAnzbedingoagfn  dennoch 
möglich  war.)  ^ 

Die  GränzfaUe  kann  man  nach  Belieben  vermehren. 

SchlussbemerkuDg.  Diese  Aufgabe  ist  eine  tod  den  isoperimetrischen  Im  engen 
Sinne  des  Wortes.     (Man  Yergl.  die  Scblussb.  zur  214''"  Aufgabe.) 

Sie  kommt  schon  Yor  In  Enlers  Werke  (methodus  inveniendi,  etc.,  Seite  ItS).  Auch 
wurde  sie  später  yon  fast  allen  Schriftstellern,  welche  über  den  (sogei^ntten)  Variatioof- 
calcul  schrieben,  aufgenommen,  aber  überall  sehr  mangelhaft  behandelt. 

Unter  den  yon  mir  gemachten  Beiträgen  beachte  man  besonders: 

1)  die  Terschiedeuen  Gränzfälle. 

2)  die  Herstellung  des  jedesmal  für  (dt)^ü  sich  eigebenden  Ausdrackes. 


A  a  f  g  a  b  e   21& 

Man  sucht  zwischen  den  beiden  dnrch  die  Gleichungen  f(a»  b)  =  0  und  r*(aj  ß) 
SS  0  gegebenen  Gränzcuryen  unter  allen  gleichlangen  Linien  diejenige  heraus,  welche 
mit  den  rechtwinkeligen  Gränzordinaten  und  mit  der  Abscissenaxe  den  grössten  oder 
kleinsten  Flächeninhalt  einschliesst. 

Diese  Aufgabe  verlangt  Tür  y  eine  solche  Function  und  fQr  a  und  a  solche  Werthe, 
dass  dabei  das  bestimmte  Integral 

I)    ü  =  Pydx 

der  Maximumwerth  eines  Maximum-standes  oder  der  Minimomwerth  eines  Minimam- 
slandes  wird,  während  die  fQr  y  gesuchte  Function  von  x  nur  aus  der  Zahl  derjenigen 
herausgewählt  werden  darf,  welche  alle  bei  den  für  a  nnd  a  gesuchten  Werthen  folgeo- 
dem  bestimmten  Integral 

'''(rrfp).dx 

^a 


">  r 


den  nemlichen  (gegel>enen  oder  nichtgegebenen)  Werth  beilegen.    Wegen  dieser  Be- 
dingung folgt  aus  II 
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•  >ijMfeT?)„ .  Sa  -  (rnr^. . ..  +/;j^  •  {^)  •  dx  =  o 

etc.  ele. 
Wenn  man  omlK^t,  ond  iv  A1|Bf^«ng  b  aostatt  Kl  -f-p«  seist;  so  bekommt  man 

*^    (9a  '  ^''^'  "  («)a  ■  ^*^*  "^^^  •  ^«  -  0. .  ^a  -J^(s  •  <J(J))  •  (-»DY  •  dl  =  0 

etc.  etc. 
Die  B^deatung^  von  [day,  (dfiy^,  (hja^  etc.  ist  (aos  Nr.  II  der  Einleitong  zar  214**"  Auf- 
gabe) bekanoi. 

Aos  I  )iber  folgt 

V)  «aD)ü  «  y«  •  »^«  —  y.  •  ^a  •+-  r^(*Dy  •  dx 
«   etc.  etc. 
Die  BedHoluig  voo  ^u^  ist  (aos  Nr.  VI  der  Einleitaog  zar  214*'"  Aofg.)  bekannt 

Um  das  fbbfiDgige  ^m  zunächst  onter  dem  Integralzeichen  zo  eliminiren,  maltipli- 
cire  man  Gleichang  IV  mi#  eioem  (vorerst  aobekanoteo»  jedenfalls  aber)  nach  z  con- 
stanten  Factor  L;  so  ist  auch  dieses  Prodact  noch  Null,  ond  kann  zo  V  addirt  werden, 
ohne  dass  ^V  sich  iB40eringsten  ändert,  d.  h.  es  ist  noch  vollkommen  genau 

Damit  0^  abhängige  ^m  «fachst  onter  dem  Integralzeichen  wegfalle ,  lasse  man  fol- 
f  ende  id|ntische  Gleiohung 

stattfinden.  Dabei  wird  aoch  der  zo  dy  gehörige  Factor  zu  Null.  Die  Gleichung  VJI 
ist  also  aoch  Hauptglelchong,  ohd  man  erkennt,  dass  sich  dieselbe  Fonctioi^  ergibt, 
wie  wenn  a  ond  a  unveränderlich  sind.    Als  Gränzengleichung  hat  man 

™'  {V).-['>'-  +  (as)„-'»]  +  (y.  +  i-J»« 

Ans  VI!  folgt    ,     *^     =  X  +  B,  und  daraus  folgt  weiter 

Kl  +  p« 

IX)    (y  -  C)«  4-  (x  +  B)«  =  U 
Die  Kreislinie  mit  dem  Halbmesser  L  genCkgt  also  der  Aufgabe.    Hier  sind  B,  G,  L 
drei  noch  zu  bestimmende  Gonstanten. 

Man  ist  nun  auf  dem  Punkte,  verschiedene  Gränzbedingungen  aufzustellen,  wie 
dieses  bereits  in  der  161'**''  Aufgabe  geschehen  ist 

Dadurch  aber,  dass  den  Gränzbedingungen. genügt  wird,  bestimmen  sieb  nur  zwei 
der  Constanten  B,  C,  L;  und  wenn  man  wirklich  zwei  derselben  bestimmt,  d.  h.  durch 
den  dritten  ausgedrückt  hat;  dann  kann  man  den  dritten  oder  einen  aus  dem  dritten 
gebildeten  Ausdruck  mit  m  bezeichnen. 

Specieller  Gränzfall.  Man  sucht  unter  allen  Linien,  welche  die  uemliche  Länge 
haben,  aber  von  jeder  andern  Nebenbedingung  unabhängig  sind,  diejenige,  die  zwischen 
den  gegebenen  Gränzcorven  den  grössten  oder  kleinsten  Flächeninhalt  einschliesst. 


^  +  L  .  u.) .  t?a  =  0 
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Verfahrt  man,  wie  im  Granzfalle  der  ik^^'UAn^Ae;  so  geht  i^i^l^ff//KffSm 


über  in 


K('*'«:a-f)  *  '•]•"''  -..[^('•+♦••5)  *  4-=* 

Weil  aber  i9a  und  ^a  wiUkürUch  ood  miabbängig  aiad,^j|  zerfSüt  JMi  GleMiong  ki 
fdlgeode  zwei 

0  ^..(..p.,i).,.-. 

mid 

oder,  wenn  man  Alles  mit  L  dividiri 

^       i.  \      dA  .  y« 


♦>^,('*'-^^ 


=*« 


Die  zwei  letzten  Gleichungen  sind  mit  den  Gleitildngen  14  uttd  15  der  215^*"  Aorgabe 
ganz  gleichbedealend. 

Gleichung  IX  geht  an  den  Gränzen  Qb^r  jn 

5)    (b  -  C)2;4\(a.4-  B^  V 


ond 

Wenn  man  aber  den  Halbmesser  dffrcfi'^m  aSIRIt  dorch  L^argjBB.  so  geh^^elzlere 


6)    0?~C)«+igj.^gI^      ^  ^ 

aSmlt  durch  L^an^,  so  geluwel] 
Vier  Gleichungefr4>ezüglich  über  in         «'^  ^  .9^  7 


<+P«-^J+^  =  o 


und 


9)  (b  -  C)2  +  (a  H-  B)2  =  m« 

10)  0?  -  C)2  +  (a  +  B)«  =r  m« 

Die  Gleichangen  7,  8,  9,  10,  verbonden  mit  r(a,  b)  »  0  ond  f'Ca,  ß)  «  0,  feicIieD 
hin,  die  sechs  Stücke  a,  b,  a,  /?,  B,  G  durch  das  siebente  Stück  m  (oder  L)  ans»- 
drücken. 

Wenn  ferner  die  den  gesuchten  Abscissen  a  und  a  entsprechende  Bogenlänge  den 
gegebenen  Werth  g  haben  soll ,  so  wird  die  Gleichung 

11)    p(Krr^)-dx  =  g 

dazu  dienen,  auch  noch  das  siebente  Stück  m  (oder  L)  zu  bestimmen.  Ist  aber  der 
Werth  der  besagten  Bogenlänge  nicht  vorgeschrieben,  sondern  nur  gesagt,  dass  er  bei 
allen  in  Betracht  zu  ziehenden  Gurven  der  nemliche  sein  soll;  so  bleibt  das  siebente 
Stück  m  (oder  L)  willkürlich,  wenn  die  gesuchte  Kreislinie  nicht  einer  weiteren  Be- 
dingung unterworfen  wird,  wie  dieses  im'  zweiten  Falle  der  vorigen  Aufgabe  gesche- 
hen ist. 

In  dem  hier  gestellten  Gränzfallc  bekommt  man  für  das  Prfifungsmittel  folgenden 
Ausdruck 
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dl 


Das  abhängige  Element  i^m  wird,  je  ülf6^den  verschieditfieQ  GränzbedingUDgen,  auch 
aaf  verschiedene  Weise  bestimmt  Hier Ja^ diesem  Gränzfeilt^  Kü^chieht  es  aaf  folgende 
Weiset  Mn  fahre  in  Gleichung  IV^^^Mas  nnter  ^em  lotegral zeichen  stehende  Ab* 

l^ürznngszeichen  ißa^y  seinen  Aasdrack  eb,^  be^^ommt  man 

*  V- 

Aas  dieser  Gleichung  eliminire  man  fyi^[^r^9lf^  (^Dy«,  so  giU  sieh 

^Um  aber  die  particUen  Difl'erentialqualienlen    .—-  und~^'   herzustellen,   ma&s   man 

^zuerst  Bund  C  durch  m  ausdrücken,  wodurob  die  Gleichung  der  gesuchleu  Kreislinie 
fi>igende||mi 

fy  —  ^m)f  -h  (x  -h  ^n^y  —  mP 
anoimmi.  -  '»^Bi 

Das«!  es  jedo€iiipberflüssJg  ibI  ,  das  noch  zu riicL gebliebene  i?m  ao^JL  zu  elimmireii 
brauchl  bier  ni^^iiiehr  erwähnt  ^u  werdeu;  denn  man  erkennt  an  X  gradezu  Fol- 
gendes: 


4)  Ist  L  p^Mv,  d.  h;  wendet  die  &reisJim^i4|Nre  eonVenH(^e  g^^uMfp  AbiM^ 
senaxe,  so  ist  der  gerundene  Flächeninhalt  ein  Miöimum-stand;  und  wenn  aas  mit  |pi 
DyMMzcoefficienten  ^a^  und  t^a^  versehene  Aggregat  gleichfalls  positiv  ist,  so  hat  (jfer 
Ifl^Bm-stand  auch  einen  Minimumwerth.        « 

^^^  Ist  L  negativ,  d.  h.  wendet  die  Kreislinie  ihrir  concave  Seite  gegen  die  ftktis- 
senaxe,  so  ist  der  gefundene  Flächeninhalt  ein  Maximum-5taDd;t«nnd  wenn  das«iit  den 
DitTerenzcoelBcienten  ^a^  und  t^a^  versehene  Aggregat  gleichfalls  negativ  ist,  so  hat  der 
Maximum-Stand  auch  einen  Maximumwerth. 

Andere  Gränzfälle  kann  man  sich  nach  Belieben  bilden ,  wie  in  der  (bereits  citirten) 
161"^''  Aufgabe  geschehen  ist 

SchlossbemerkuDg.  Aufgaben,  wie  die  hiesige,  sind  sonst  noch  niemals  gestellt 
und  ausgeführt  worden. 

Wer  sehen  will,  dass  Lagrange,  wenn  er  eine  derartige  Aufgabe  gestellt,  und  mit- 
telst seiner  Methode  aufgelöst  hätte,  zu  dem  nemlicben  Resultate  gelangt  wäre;  den  ver- 
weise ich  auf  die  fünfte  Abtbeilnug  des  ersten  theoretischen  Nachtrages. 


Aufgabe    219. 

Unter  allen  Curven  von  gleicher  Länge  sucht  man  die,  welche  zwischen  den  zwei 
lu  den  Coordinatenwinkeln  a  und  a  gehörigen  lioilstrahlen  den  grössten  oder  kleinsten 
Flächeninhalt  einschliesst 
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Naeli  der  Biiflwtmß  <i|r  214'*-^,^|^|^ü||Mh»JQtsl 

V'         -V-    V 
ein  lläxinranKstaiiid  ^enAfiSiiiialhMUknd  werden  ^  wibrend  die  gesochle  FoactioD  a  tm 

V  aor  aas  der  Zahl  derjenigen  iJleFä|k|waiiR  irerden  dat-f,   bei  denen  allen  das  be- 

Bliramte  Integral  HF      *^'  ■    • 


">r(p+w)-* 


mn  ßöfulicheu  (gegebenen  oder  nidKgegetfenett)  Werfli  bekbmmt    Wegeo  dieser  Be- 
dioguiig  folgt  diiB  kutercm  Aus^uc^^  weBo^  man  noch  pstaU  ^ —  seUl     >    jii^  ' 

Uu2  +  p2/cj.      ..  \fü^  -h  p2/a 


etc.  etc. 
und  aus  Gleichung  I  folgi 


IV)    (^dU  =4|    u  •  («j^u  •  dw 

etc.  elc  -^'^    . 

jjpi  das  abfiängige  am  we^jeubriogcik,  moltipljcire  man  Gleichung  III  mit  ^mem  (yor- 
erstDock  uabckantiten^  jedenfülb  aber)  nach  w  consiMten  Factor  M»  und  aMire  dieses 
pfbdLict  zu  IV;  SD  ist  oocb  vollkommen  geqfh 

Daraus  folgt  die  Hauptglcicbung  " 

a|nltipIiS|rnMUi  di^pHBIeibhong  i^ü^  «i^,  so  bekommt  man     #  4 

.    ^  M .  u .  du  ^/    M  •  p     \'  ,A^ 

^^^.  rsn=^        \ru2  +  p^/  H 

^X*       a.da  +  M.drn-TTT^-  /P  '  ^P     -  p  .  df— ^L=\  =  0 

^     '  Tu«    -h    p2  \ru2    +  p2/ 

oder 

o  .  du  -+■  M  .  dKu2  4-  p2  -  d/p  x  ^    ^P      \  «  0 

Diese  Gleichung  lässt  sich  gradezu  integriren,  und  man  bekommt 


oder 


Daraus  folgt 


a  *^     ru«  -h  p2 


VU)    J  .  u»  +  ,^'°'      -  F 
(2F  >-  Qg)  >  du 


Vni)    dw  = 


u  .  If  411«  .  a«  -  f  «F  -  n«V 
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integrirt 


CMchong,  80  giirtiiäi^ 
(2F  -4-  gg) 


IX)    tg(2w  -h  2e) 


%  ^d  ^^y  M  sind 


4F2  —  2 
Dieses  ist  die  GleiehQDg  eines  Krel$ps, ^dessen 
drei  noch  zo  beslimmeDde  CoDs(aD(e||<;^^  *  "'',■ 

Dass  aber  Gleichang  IX  wirkliofiTliiiilkii  ItH^  aliiB^ehört,  magjhdarch  naehgewie- 
sen  weräeo,  dass  man  ihr  (nach  dem  y4hr|fM^ner  2fl6*'";Aal{gab4^9l9me  Poi^gQit 


2F)  •  sin  c)^  =:  M» 


X)  (a  .  cos  w  —  (rM2  4-  2F)  •  cos  c^^-  (u^sui,  r 
WMI  die  Goordioalenwiokel  zwischen  der  OrdjilMiipoie  mid  ^eii islilslrahlen  genoöiBieii 
werden;  so  kann  man  y  ktalt  Oj^pos  w,  qnn  x  «laU  u  •  siä  w  setzen.  Letztere  Glei- 
chung gieht  also  über  in  *^ .  ^ ' 

cXl)    (y  -  (If AI3  -h  2FJ .  tfi:4|^+  (x  +  {WU\-h2F]  •  s^b  c)^  =:=  M^      • 
Non  ist  raan  aur  dem  Punkte,  verschiedene  Gränzfälle  aiifinstellen ,   wie  dieses  in  |H1- 
btjißn  Abgaben  geschehen  ist.  ;  \  h 

i^darch  aber,  dass  den  Gränzbediagangen  gen&gl  wird«  beslimmoD  sich  nor  zivei 
der  drei  Gonstanten  c,  F|  M;  and  venii  man  wirklich  zwei  derselben  bestimnfl,  d.  h. 
durch  den  dritten  aosgedrikkt  hat,  dann  kann  man  den  dritten  oder  einei|  aas  dem 
dritten  gebildeten  Ausdruck  mit  m  bezevB|||lta. 

Der  Herstellung  des  PrOrungsmÜtels  stebl^eine  Schwi€)Pigkeit  entgegen;  vod  dann 
wird  man  erkennen,  dass^  Aer  Kreisbogen  deohgrdssten  oder  kleinsten  Flächeninhalt  eja- 
schliesst,  je  nachdem  er  «eine  hohle  oder  erhabene  Seite  dem  Coordinatenpol  zuwend^tT 

SchlDflflbemerkiHig.  Diese  Aufgabe  ist  eine  von 'den  iM|M|MKifchen  im  engeMF 
Sinne  des  Wortes.    (Man  Tergleiehe  Schlussb.  xur  214**°  AofglM^r^iPh         ^    .  . 

Sie  kommt  schon  Yor  in  Buler*8  Werke  (methoüs  inyeniendii^e^  Seite  193  und  ; 
Dnelbst  i^i  A\e  aht^T  nur  bis  zu  der  hier  mit  VII  bezeichneten  (jlcichunf^  fortgesetzt ; 
toslalt  die  rrgleicliuii|r  herzmionen^  stellt  Euler  vit  sein^  DjflTer^ 
OrdouDg  ^ine  geumetrisebe  1l[*tr<i«'htung  ai^.  aus  welclmr  allerdinM 
die  gesrJhdlie  Curve  die  KrcUlJMip  sei.     Ganz  das  NenqÜcbe  tfaut  er. 


liehe  sich  Hadern 
und  eigentlich  deo 


dl^diben"^  We  r  k  ei. 

tHfeiss^n  hnl  ü\m  AbbarvdUinj;  über  Variatiopscalcol  ^sHlrieK 
(iiii*^Bre'i8S:i  gednu^lilen    \Jl^^''Baiide>dec Pariser  Me^Lren  beflii 

ZwnHial ,    (]jf'  UiilerjiiMtiniraen,    mo  Doppel  integrale  mufft  werden%  j^u  TerYoll8täodige||| 
lo  dCer  Ahiiandlung^  »Itrjclii  er  zugleich  Einiges  übec  Untersachungen,    w|^ einfache  Int% 
grtle  mutirt   iverden;    und   bei    dre^^or '^'Gelegenheit  Fegt  er  (Seite  2S2  4allielagten  Xlt*^ 
Bandes)  aucb  die  hiesige  .%«€gabe  vii^r,  und  zwar  auf  folgende  Welse:'    <-     ^         --i^- 
„Man  focht  r  als  solche  Function  #on  ^,  dass  das  bestimmte  Integral 

Mimom    wird,    während    das    zwischen     denselben    Gränzen    erstreckte    Integral 


r  dr'  4~  ^  '  ^^  ^\^en  gegebenen  Werth  (  hat,   d.  h.  während  noch  die  Bedin^]^ 
„gleichnng 


rdr2  -h  r2  .  d.?«  —  l 


XllI) 

M  ttattflndel. 

Was  ich  mit  u  und  w  bezeichne,  bezeichnet  Poisson  bezüglich  mit  r  und  «9;  und  in- 
dem er  die  Euler'sche  Methode  (man  sehe  den  ersten  theoretischen  Nachtrag  am  Ende 
dieses  Bandes)  anwendet,  multiplicirt  er  das  zweite  bestimmte  Integral  mit  einem  con- 
•taoten  Factor  a,  und  setzt 


Mnü.j^^.^^.fi)'-^) 


d<9 


NoD  mntirt  er,  und  int^rirt  die  Hauptgleichung.    Dadurch  bekommt  er 
WO  c  der  durch  die  erste  Integration  eingegangene  Constante  ist. 
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C^enn  man  bei  awiser  nit  VIII  iMiMitietea  Gleielwng  d«ia  dof pdMk  WlorcelieichM 
seiB«  Är^tive  Bed«itiiiif  Mtgt,  so  gent  sie  gradeza  in  die  Gieichung  XY  über.) 

Jetit  transformifl^m^sop  seine  Gleichung,  indem  er  t  \ 

Ät-aT'+i.c?)  =  li«  -h  k2.  UDd    Äc  =  -  h  .  It 
Mtit   4>adW9k  8>4Ü;tkV  über  io     « 

Ulan    erkennt,    ärfs    dtese    GlefoMAlL'einQif  ^rei^   ang^iört,    dessea    HalbmeiHr 

)^  >i-.NNV'^  )  Diese  von  PoifsoQ-bei^glisfvyte  Urgleichnng  hal^ber  nur  die  beiden  ConsUiUen  h  iibI 

,    "    f  i    M  k,  Jiat  als«  nicHt die^lgenscbAft,   itss  sie  der  G^^Ümogleichang  und  der  BedingnagsgM' 
.,    (  t>  ^  ' )  ^^^*  cboog  Xm  zngleioh  geiwireD  k^anr  denn  dazu  sind  drei  Coustantan  nötbig»  weil  bekanntlich 
-7^^,        bei  Errüllung  dar  Gränzengleichong  allein  schon  z|rei  Constanten  aufgebraucht  werden. 
'  -^  '    '  Die  voi)  nv  auf  directem  ^ege  und  ohne  SnbstMÜon  hergestellte  DrgleicMm^  X  M- 

det  Dieht  A^  diesem  Aebrec|ien,   aondern  "411  vonständig,   indem   sie  mit  drei  .CoMlenteD 


•yf^;f 


irve  noch 

lieijgbii 

enfynaD 


^    -;     ^  ^ 

A  Q  f  g  a  b  e  220. 

i.  Ufti#r  allen  ebenen  Corven,  weiche  zwischen  den  (zu  x  ps  a  and  x-=a  gehörigen) 
Mbtwj^eligen  Gränzordinateu  einerlei  Länge  haben,  abM,  inao  i^ie,  die  bei  der  Bota- 
f0|  um  die  AbscissesMi.  die  griteste  oder  kleinste  Ober^che'qrteagt 

Die  hiesige  Aii%al>e  verUingt,   dass  die  von  der  gesuchten -Gi^ve  erseagte  Fläche 
dwrch  eine  Fanctioo^ilev  Abscisse  aAE^edrückt,   and  hieraof  vöfk  x  =  a  bis  z  =  a  er» 

teckt  ^erde.    Da  nan  die  DiCforenz  (a  —-  a)  positiv  ist,  jfO  n]äAs||#e  ans  der  Theo- 
'der  -CQmplanation  bekannt)  4^  erste  Ableitung  der  FläcWb4BiM&im  spischen  a 
ond  a  liegenden  Werthe  des  x  po^iv  sein.    Man  kennt  aber  |^  ^HN||^.i''^^  °^^^ 
Glicht;  desshalb  wef|B  Ijj^n  auch  noch  nicht,  ob  y  bei  den  z^if^d^mjm^M  Ue  "^"^ 
Werth€n  des  x  posit^'ist.    Man» ist  also  anch  nicht  befii£t,nDä||g^BE  Ableitd 
PlSche  den  eindeutigen  Ausdruck  2;r  •  y  •  Kt  +  p^  zn4|men JJHHRnan  ist  J 

äen,    vorläufig  den  zweideutigen  Ausdruck  üx  •  y  •  )f  1  -|-  p^  zuj^pjpr   Qod  wen^ 
ie  gesuchte  Gurve  gefunden  hat,    dann  wird  man  deroRadical  diejenige  Bedeutang 
beilegen,   bei  welcher  die  erste  Ableitung  der  Hache  für  jeden  zwischen  a  und  a  lie- 
genden Wertb  des  x  positiv  wird.    Die  Aufgabe  ist  also :    Es  soll 

•        -  I)    ü  =  Pa^r.  y  .(n  4-p2)  .dx* 

eia.j|j|aximam-stand  oder  Minimum-stand  werden,  während  die  för  y  gesuchte  Function 
von  X  nur  aus  der  Zahl  derer  herausgewählt  werden  darf,  l^i  denen  allen  das  be- 
stimmte Integral 

n)       p  (l^rTp^  .  dx 
den  nemlichen  (gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werth  bekommt     Aus  1  folgt 


und  aus  II  folgt 

IV) 


Kl  +  p2  \  dx ; 

Man  multiplicire  nun  letztere  Gleichung  mit  einem  (vorerst  unbekannten,  jedenfalls 

üx  •  L 

aber)  nach  x  constanten  Factor  ,  wo  das  Radical  ifT  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie 
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das  in  Gleidiijäg  111  befindliche  Wi  -t-[^.  lü|i|  das  sich  erjpbende  Prodoct  auch  noch 
Noil  ist,  so  k^nn  es  zu  III  addirt  werden,  ot\|e  d^Hß  (dJ0^ sich  ändert,  d.  h.  es  ist 
noch  Yollkommen. genau 

Aber  eben,  weil  ifT  dieselbe  Bedeulang  hal^^evlfl  -h.ff;  se  kaiyiiiran  Wi  •+•  p^  statt 
()fT)  •  n  H-  p2  setzen;  and  letztere  Gleichüiig  g^ii  Öter  in  - 

Führt  man  die  gewöbniicbib  Cmfot-mang  aos^,  so  bekommt  man  fl)r  die  zweite  Form 
des  ißül]  folgenden  Ausdruck:    *  ' 

B 
Daraas  folgt  die  Bauplgleichung   ^      " 

Führt  man  die  angedeiitete  Differenttatlon  aus,  so  bckonimt  man  ^  • 


oder 


Vpnn   man   mit  p   mal^^P|ri,   so  bekommt  man*  dy  «»    v    ,  ^  ■  p  ■  dp,  oder 


dy^^ P'  dp 

-HL""  l.+  P* 


.    Also  ist  lg  nat 


l^-hL 


B 


X)    dx  =  -j^  ,      . 


Ig  nat  Yf  1  +  p^)  und  daraus  folgt 
B»dy 


Diese  Aifferentialgleiphmig,  '6orc^#ren  hilegralion  noch  ein  dritter  Conslanter  A  ein» 
geht,  zej|^  an,  dass  ^  Kl^toüimf  die  gesuchte  Curve  ist. 
Als  Gräozengleicj|Qng  hal^an 

Durch  Eirajpiflgd^ser  Gleichung  weisen  zwei  der  drei  Conslanten  A,  B,  L  bestimmt; 
und  dann^kauf-  man  den  dritten  oder  einen  aus  dem  dritten  gebildeten  Ausdruck  mit 
m  l>eteichnen. 

Wepn  die  Länge  der  gesuchten  Gurve  den  bestimmten  Werth  g  haben  soll,   so 
muss  die  Gleichung 
t 


XII)  p  (ri  +  p2) .  dx  =  g 


bei  Bestimmung  des  m  noch  mitbenutzt  werden.    (Man  vergleiche  die  Gränzßille  der 
214**''  Aufg.)    Ob  ein  Maximum-stand  oder  Minimom-sUnd  stattfinde,   erkennt  man  an 

dem  zu  i^f  gehörigen  Factor.    Dieser  ist  =  — ^  '  ^^  "t,    ^      .    Das  zweideutige 

Radicai    hat  hier  dieselbe  Bedeutung,   wie  in   Gleichung  I;    und   somit  hangt  es  von 
(y  +  L)  ab,  ob  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  stattfindet. 

II.  64 
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Es  kaon  aber  eio  KetteDlioienbogen^  oIvm^  ddss  er  seine  Läoge  ändM|  aof  zweier- 
lei Weise  zwischen  zwei  Pookly  gezogen  4ilj^'  ^-  ^-  entweder  coqfutr  oder  codyci 
gegen  die  Abscissenaxe.  Im  ersten^alle  ist  W^  Rotationsfläche  eiü  Masioiiun-staDd , 
im  zweiten  itft  sie  ein  Minimom-stand. 

d^V         y  -*-  L  d^y 

Es  ist  hier  -r~  =  ^— ^ — .    ^kmn  daher  y  ond  -^  einerlei  Zeichen  haben,  so 

'     .  "*     d^y  » 

kehrt  die  Gorye  ihre  erhabene. Seite,  weiftoi  aber  y  und  -pj   entgegengesetzte  Zeichen 

haben,  sp  kehrt  die  Gnrve  ihre  hohle  Seite Jler  Abscissenaxe  sn. 

Schlnssbemerknng.  Diese  Aafgabe  in  «M^ion  den  isoperimetrischen  im  engeren 
Sinne  des  Wortes.  Sie  kommt  schon  yör  in  Euler's  Werke  (methodas  inreniendi,  etc., 
Seite  198). 


Aufgabe  221. 

Unter  allen  ebenen  Curveo,  welche  zwischen  den  (zu  x  =  u  und  x  =  a  gehörigen) 
rechtwinkeligen  Gränzordinalen  einerlei  FLlchenrnhciK  citischties^eü,  sucht  man^ejenige, 
die  bei  der  Rotation  um  die  AbscisseftaaLe  die  s^rösetc  otTer  ^ei^^e  Oberfläche  eneogt. 

Hier  soll  wieder,  wie  in  voriger  Aufgale,  der  Ausdruck    -, 

^fa  _^  ^  ^ 

I)    ü  —  1     ^^{W\  +p^]  mIi  j^ 

Ja  ^^  ^ 

ein  Maximum-Stand  oder  Mmimum-st^nd  werden ,  vplihrend  die  Hir  y  gesuchte  Function 
nur  aus  der  Zahl  derer  herausgew'ählt  werden  Jiprf,  bfi  welchen  allen  das  bestimmte 
Integral  *  ^ 


■■)-..'-  • ,,. 


den  nemlichen  (gegebenen  oder  nichtgegebenen)  WiStth  bekommt.    Aus  1  folgt 

III)  .a«ü  =£  [2. .  (irrn?)  -iy  +^^,  •  ^]  ■  d« 

und  ans  II  folgt  -    n- 

IV)      r°(<5i,y.dr=rO 

Mnltiplicirt  man  diese  Gleichung  mii  pinenf*(vorer8t  u AefcanAeo »  jedenfalls  aber)  nach 
X  Constanten  Factor  (-;-  2;r*L);  so  ist  aaoli  6%?^k  eSf^Hsnde  Product  N/fll,  ond 
kann  zu  111  addirt  werden,  ohne  dass  (^dU  sich  iBrGe||iigsten  Ipded,  d.h.  es  ist  noch 
yollkommen  genau  ^  '* 

V)  ,a«ij  =  J%, . [(-  L  ^  ^r+^\-M  -^  ;^.-^]  *^ 

Man  hat  sonach  zunächst  die  Hauptgleichung  ^ 

*^      dx    \^,f  1  ^  p2; 

Man  führe  die  angedeutete  Difi*erentiation  aus,  und  multiplicire  dann  Alles  mit  -p;  so 
bekommt  man  -—-^ — Y  'P'    P  ^  L  •  dy,  oder  d(  ^  ^       \  =  L  •  dy.    Daraas 

^'+^     O  +  pO«  Wi+W 

y 

folgt  ^    ^        =s  L  •  y  +  B ;  und  somit  hat  man 

VH)    dx--^^L±JkJL 

If  y2    «.    (L  .  y    +    B)« 
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lodern  mao-  diese  Gleicbang  integrirl,  ^eht  noch  eio  driüer  GonstaDter  A  eio.    Zwei 
derselben  werden  durch  Benützung  der  Gränzengleichung 

VUI)     (iry2  -  (Ly  -h  B)%  -  ^Ö^Ya  -  (Vy»  -  (Ly  +  Bp).  •  A^y.  =0 

besthnmt,  und  dann  kann,  man  deii^dlHtdiL<i!der>  einen  aus  dem  dritten  gebildeten  Aus- 
drack  mit  m  bezeichuea»  ^  ^ 

Wenn  .der  von  der  gesod^n  Curr6..Biageschlo86ene  Flächeninhalt  den  bestimmten 
Werth  j<  haben  soll,  so  muss  die  Glei<tep^ 

Dg      r  y.dx  =  g«  i 


bei  Beslimmmig  des||ji  noch  mit  benutzt  o^rden.    (Man  vergleiche  die  Gränzßlle  in 
der  214'"  Aulfeahe.)  _    ,  V^ 


Erster  Pall.  Trifft  es  sich  eiams^iei  Bestimmung  der  Gonstanten,  dass  B  =  0 
wird;  'so  ha4  Wu  dpL  =  ^^ '  ^^  Also  ist  y  =  li-i^T—  •  x  +  A,  d.  h.  man  hat  die 
grade  linie*  ^  / 

Zweiter  Fall.    Tnfit  es  sieh^eteiai,  dass  L  =0,  so  hat  man  dz  =  -====:, 

d.  h.  man  hat  die  Gleicboag  der  gemeinen  Kettenlinie,   welche  der  Abscissenaxe  ihre 
erhabene  Seite  zukehrt.  ,. 

Drhter  Fall.    Trifft  es  sich«einaal,  dass  L  =  —  1 ;  so  hat  man  dx  =  ^  "~yJ  *    y 

ir2By  -  B« 
Daraus  folgt 

X  =  A  4-  1^3^  y  .  If  2By  -  B^ 

oder 

9.B.(x,-  A)2  =  (2B^y)».(ay-  B) 


Der  zu  l-^)  gehörige  Factor  ist  hier  ^  *    ,    ^v^  **^  positiv ,  weil  y  •  ifl  4-  p* 

als  positiv  vorausgMUt  ist;  .und  somit  erkennt  man,   dass  ein  Minimum-stand  statt« 
findet 

«ScUnssbem^lAing.    Die||.  Aufgabe ,  als  solche,  befindet  sich  schon  in  Buler*« 
Werke ^tothodos  inveniendi,  etc.»  Seite  196.) 


<^  Aufgabe  222. 

Unter  allen  ebenen  Curven ,  welche  zwischen  den  (zu  z  =  a  und  x  =  a  gehörigen) 
rechtwtikeligen  Gränzordinaten  dieselbe  Länge  haben,  sucht  man  die,  die  bei  der  Ro- 
tation um  die  Abscissenaxe  den  grössten  oder  kleinsten  Körper  erzeugt. 

Die  Aufgabe  ist:    £s  soll 


'>''=jr 


*  .  y« .  dx 


ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  werden,  während  die  f&r  y  gesuchte  Function 
nur  aus  der  Zahl  derer  herausgewählt  werden  darf,  bei  denen  allen  das  bestimmte 
Integral 

II)    pirrrpidx 

den  nemlichen  (gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werth  bekommt.    Aus  I  folgt 
III)    (<>i)ü  —  I     2jr  .  y  .  (at)y  •  dx 


Aus  U  aber  folgt 
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Mi^l^Hbticire  die  vierte  Gleichong  mOfoeift  (Yoreirsl  noch  onbekanntea,  jedeoErils 
abeir^mch  x  constanten  Factor  ;r  •  L,  d^pklirö  äi^s  Prodact  zar  dritteo  Gleieiioog; 
ao  ist  ooch  yoUkommen  genao        « 

Wenn  man  omformt,  so  gibt  sich  Ar  die  xweife  Fov  ^%gh^  folgender  Ausdruck 

Hieraas  folgt  die  Haaptgleichii^.<  ^ 

ond  venu  man  den  gemeinschafUiitfien  Factor  m  w^il§Bij  sor  bekommt  man 

Fahrt  man  die  angezeigte  Differentiation  aas,  and  malti^irt*  man  dann  Alles  mit  p; 
so  gibt  sich 

(i  +  p»)»        ^ 
Daraus  folgt 


ond  hieraas  folgt  weiter 


VIII)    y»  +  B  +  -r====^  =  0 


/^ 


IX)  dx  =  -öL+E^L=      ,  . 

•'  ITL»  -  (y»  -I»  B)»  -  .♦ 


8 


Aas  Gleichung  VII  folgt  aach  aoch  V— ±-JlL  =  ö-  <   <>•  h.  diAjKrttmmnpgshalbaaesser 

Terhallen  sich  umgekehrt,  wie  die  Ordinaten.  Die  gesuchte  Curve  gehSrt  also  in  die 
Klasse  derjenigen,  welche  den  Namen  elastische  Curven  habeq,  und  Iwreits  vielfoeh 
untersucht  sind.    Als  Granzengleichnng  hat  man  jetzt 

{h'-iyl  +  By) .  .^^  -  (h'-Cyl  +  By)  .,3«y.  -  o 

and  wenn  die  Länge  der  gesachten  Linie  den  vorgeschriebenen  Werth  g  haben  soll, 
so  muss  die  Gleichang 


j: 


[fi  +  p2)  .  dl   =  g 

a 


bei  Beslimmang  desjenigen  Constanten,   welcher  mit  m  bezeichnet  werden  wrird,    noch 
mit  benutzt  werden.    (Man  vergl.  die  Gränzfälle  in  der  214**"  Aafg.)    Ob  ein  Maxi- 

mnin-stand  oder  Minimam-stand  stattßndet,    erkennt  man  an  dem  zn  (-p)  gehörigen 

Factor.    Dieser  aber  ist  — —  ;   and  somit  hangt  es  von  L  ab,   welcher 

(I  -4-  p2)  .  ri  -i-  p2 

von  beiden  Zaständen  vorhanden  ist.    Es  kann  aber  der  Bogen  einer  elastischen  Linie, 

ohne  dass  er  seine  Länge  ändert,  anf  zweierlei  Weise  zwischen  zwei  Pnnkten  gezogeo 

werden!,   d.  h.  die  Corvo  kann  gegen  die  Abscissenaxe  entweder  concav  oder  cenvei 
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seio.    Im  ersten  fall«  ist  der  RotatioDskdrper  ein  Maximom-sliiod ,   im  zweiten  ist  «r 

ein  Minimam-stan4 

Sohlussbemerknngf.  Diese  Aofi^abe  Ist  eine  Yon  den  isoperimetrisohen  ^^f^gp 
Siniie  des  Wortes.  Sie  kommt  schon  Tor  in  Baier' s  Werke  (methodns  inTeni^i^^nky 
Seite  190  und  497.)  ;.  ^^^^ 


n — 

A  a  I  g  a  b  e   223. 

Unter  allen  ebenen  Gorven,  welche  zwischen  den  (za  x  »  a  und  x>"  a  gehMgen) 
rechtwinkeligen  Grdnzoriiinaten  denselben  Flächeninhalt  einsohK^iltfo»,  sacht  man  die» 
die  bei  der  Rotation  um  die  Abscissenaxe  den  grössten  oder  MejHlMi  Körper  erzeogt. 

Man  hat  als»  folgende  Aufgabe:   Es  soll  ^^^ 

l)    t  =  f    «  .  y«  .  dx 
Ja 

ein  Maximam-stand  oder  MinimomAiyf^  werden;  während  die  gesaehle ^Carve  nar  aas 
der  Zahl  derjenigen  heraosgewählt  werden  darf,  bei  welchen  allen  das  bestimmte  In- 
tegral 


">r 


y -dx 

a 


den  nemlichen  (gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werth  bekommt.    Aas  1  folgt 

lü)    (^DÜ  =j^2;ry.(<Jy  +^-^m^-dx 
Aas  II  aber  folgt 

Man  m^pl^icire  diese  vierte  Gleichang  mit  einem  (yoferst  anbekannten,  Jedenfalls  aber) 
nach  x  conslanten  Factor  2;f  •  L,  and  addire  dieses  Prodttct  sa  III;  so  ist  noch  yoUkom- 
me9  genaa 

y).i^Vr^p\<^  +  2^.L)  .dy  .:h  (2^  -h  2^L)  .^-  i^mj  .dx 

Daraas  gibt  sich  die  Haaptgleiclying 

VI)    2;ry  -fr-  2|fL  =  0 
und  eine  Gränzengleichong  gibt  es  nic}il.    Es  ist  also 

and  wenn  man  mslftt  —  lPIUz(#  8«bek|p[lmt*Mn  ^ 

-1  .viii>, ,  i»  i  ,;.  •  ^ . . 

Man  hat  somit  4|p  l&it  der  AbfüieiyBe^pAMele  G^pe;  ond  dbr  hierdurch  erzeqgle^lo- 
lalionsk^rper  ist  der  sei^rechle  cirMläre  Cylimleiu  JWenn  aber  <^r  Yd|  der  gesij^^ 
Lkie  eingeschlossene  Flächeninh|^l  ieii  lestimmted  W^h  ^hiben'soll«  so  1can|  jjns 
folgender  Gleichang 

IX)    I     y  .  dx  =  I     m  •  dx  =  m  •  (a  —  a)  =  g* 

der  Constante  m  bestimmt  werden;  denn  es  ist  m  =  — - — .  Wenn  dagegen  der  Werth 

a  —  a  ^ 

dieses  Flächeninhaltes  nicht  vorgeschrieben,  sondern  nar  gesagt  ist,  dass  er  bei  allen 

za  vergleichenden  Garven  der  nemliche  sein  soll ;   dann  mass  Irgend  eine  andere  Be- 

dingang  gegeben  sein,  woraas  sich  der  Gonstante  m  bestimmen  ISssL 

Wenn  man  die  Haaplgleichnng  VI  berücksichtigt,  so  bekommt  man  zunächst 
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i 


X)'*  ^m*^  *•'•/*  (*y  +  af  •*»)*•  <J» 


^"  d  V  " 

Aw  der  Gleichung  y  =#  m  folgt  ^  =  1 ,    ond  somit  geht  Gleichung   IV   Ober  li 

J3y  •  dx  -f-  (a  —  a)  •  ^m  *=  0.    Daraus  folgt  t?m  ■-  —  • •  |     dy  •  dx  ;    und 
a                                                         4  *   *                       ?  ■"  *  Ja 

Gleichang  X  geht  |Uxt  Ober  in 

Dieser  Aosdrack  iattestäadig  positiT,  also  der  gesachte  Körperinhalt  ein  JÜbimam-staod. 


A  n  f^  a  b  e   224. 
unter  allen  Gurven,  bei  denen  das  bestimmit  ^tisgial 

I)      Px.|^+p2).dx 
^  <M  Ja  .  ^ 

immer  den  nemlichen  (gegebencilgi^er  ^^icbtgegebenen)  Werlh  behält,  sacht  man  dieje- 
nige, bei  welcher  der  Ausdrack  ^ 

U)    ü=:r  py:(rfTT«)-<U 
Ja  ^ 

ein  Maximom-stand  oder  ülinimoni-stand  wird. 
Ans  I  folgt 

'  -0  r.pffpH^) -^« 

and  ans  II  folgt        * 

Man  multiplicire  tiletcJtutig  Ül  mit  einem  (f^ftidrst  noch  anbekanntAü^  Jedenfalls  aber) 
nach  X  conslanten  Factor  L,  addire  dieses  Prodac^  za  IV,  and  fi''niiijji|[>>[|iM''P  ^^' 
formang  aosr;  so  ist  uucb  vollkommen  genaa  ';  ' 

Daraas  fotgt  Eunäelis(  die  Udaplglcicbtuig  * 


^■^lieser  (ileichang  kann  uian  lam  Zwecke  eines  spülcreD  wbraaches  vorlübfig  her- 

Maltiplicirt  man  nnn  Gleichong  VI  mit  p,  tmd  zerlegt  hierauf;  so  ergibt  sich 

Diese  Gleichang  lisst  sich  noch  weiter  umformen  in 

d(y  .  rfTFO  -  ^£4^  •  dp  -  p  .  i(:^Z^  =  d/Lp  .  ;pH_\  _  ^L=  •  dp 
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oder 


oder 


Daraus  folgt 

IX)  (inrFp)^dx  =  d(  yti±,\  ^ 

Ana  Gleicboog  VII  ond  IX  fotgl  9IS0  mittelst  Gomparatfoil     -  '*'  ' 
Daraos  folgt  darch  Integration 

Daraus  folgt  weiter,  wenn  mao  zugleich  fi  statt  AL  setzt 

y  -h  L  •  X  =  B  •  Kl  4-  p2  -^  L  .  p .  (y  H-  Lx) 
oder  .^         ^    • 

XII)     y4-Lx  =  -j--j^         , 

DiffqreDtiirt  man  auf  beid^  Seiten,  on^  setzt  zagleich  p  •  dx  statt  dy;  so  ist 

(pH-L).dx  = "'^P"^fj .dp 

Also  hat  man 

Daran«  folgt  durch  lotegratioo 

^•^.j? .p  n..  ^  t,  (« -+  '^?'+"^')  -'(p  H^^T^n^ 


Aas  XII  folgt °y  =  -t^ — v    ^'  —  L  •  x;  also  ist 

Xr»    V  =-^-  LC  +  B.(L-Lt.p  +  im^) 

L'B  L  +  (1  +  in-fT?) .  (p  +  rr+^]^ 

(1  +  L»)t  I-  t  (^  -  *^'^'^*)  •  (P  +  »"«"+1^) 

Als  Gränsengleichong  hat  man  jetzt 

Da^  EininuQg  dieser  Gteichung  werden  cwci  dctr  drei  Coustanlen  ß^  G,  L  bestiayit; 
ODiUdanflMann  ^niD  deri  dritten  oder  i^men  aus  dem  iJriUca  gebildeten  ^fi»ditikk  mit 
m  b^eMmen«  '^  ^ 

wenn  daJhiefllimmte  In(^gral  1  den  vorgeschriedeoen  Werth  g^  haben  soll,  dann 
mnss  die  CXeichong 


xvn)     ^T  .  {YT+^)  .  dx  =  g« 
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M  IBMämmongfdes  m  noch  mitbenfltit  werden.     (Man  |rergleiche  die  GrinsOUe  der 
aJN'*"  A|«isabe).  . 

Der  zo  (-r^)  igebirige  Factor  ist  -^-^ — ^,  so  dass  es  Tom  ZSliier  abhangt,  ob 

(14-  pO* 
ein  Mäximom-stand  oder  MiAfanom-staod  stattfindet 

Die  gesachte  Gorve  ist  hier,  wie  es  oft  geschieht,  durch  zwei  Hjleichongen  gege- 
i)en,  ond  kann  durch  ihre  tangeote  construirl  werden.  Uebrigens  kann  man  aas  Glei- 
chung XU  das  p  bestimmen,  und  den  sich  ergelienden  zweideiitigen  Ausdruck  entweder 
in  XIV  o<fer  XV  substituiren,  wodurch  man  die  zwischen  x  und  y  stattfindende  Glen 
chung  bekommt.  ^ 

SchlossbemerkoDg.  Diese  Aufgabe,  als  8o1c(^  -^befindet  sich  schon  in  Eoler'i 
Werke  (methodas  inveniendi,  eftö;' Seite  203).       ^  / 


A'u  f  g  a  b  e   225. 
Unter  allen  gleichlangen  Gorven  sucht  man  diejenige«  bei  welcfawr 


'>  »'^r^^*^^''*'"'^^''' 


ein  Maximom-stand  oder  Minimumstand  wird. 

Wegen  der  hier  gestellten  Nebenbedingung,  darf  die  ilkr  y  (Bsuchte  Fanction  ur 
aus  der  Zahl  derer  heransgewählt  werden,  bei  denen  allen'  das  bestimmte  Integral 


U)    C^(A  -f-p»).dx       t. 

den  nemlicboif  fjfegebenea  oder  *iiich%e|;ebenen)  Werth  bekommt.    Es  ist  bekanntlich 

TT— ^ — 5xä  •  (y'l^p*)««  dx  gleichbedeutend  mit  -rs  •  <^8,  wo  s  den  Bogen  und  o  den  Kröm- 
(1  -h  PV^  r 

mungshalbmesser  be<letfM.    Verfahrt  man  hier,  wie  in  den  vorigen  Aufgaben,  so  be- 
kommt man  die  HaupipÄchong 

'      (1+pO'  Vi +  !>»)■' 

Daraus  folgt  durch  Integration  gradesu  ^  \ 

Als  GranzengleichiiBg  hat  man  xlnSchst 

Man  setze  in  Gleichung  IV  die  beiden  le  12(011  T  heilst  Ue  auf  dt«  rat  lue  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens, und  multiplicire  dann  die  ganxe  Gleichati;;  mit  q  =^';  so  h|ktmmtman 


ler  1^  •  .  ^  ^ 


oder 
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lal0grirc  man,  so  bekommt  nao 

VI)    L  :  rr^  ^  B  n  -h  C 9^ — ^ 

(I  +  p2)« 
Die  GräDzenglekboog  V  gebt  non  Ikber  io 

VIO  2.(C  +  B.p+L.lTT^]«(^)   --2.(C  +  B.p+L.lT+^«).-(!^y) 

-  B  .  iStiY^  -h  B  .  (^uy.  ==  0 

Der  zo    {-jy )    gehörige  Factor  ist   ..         u.^  •  [fi  4-  p'^) ;   und   somit   erkennt  man , 

dass  ein  Minimum-stand  stattfindet. 

Wenn  man  Gtotebong  VI  noeb  weiter jntegrirt,  so  bekommt  man  eine  Urgleicbnng 
mit  fQof  willkürlicben  Gonslanten,  Ton  welchen  vier  dadurch  bestimmt  werden,  dass  man 
der  Grinzengleiehiing  VII  genügt.  Dann  kann  man  den  fOnflen  oder  einen  aus  dem 
tfinften  gebildeten  Ansdrock  mit  m  bezeichnen;  and  wenn  die  Bogenlänge  der  gesuch- 
ten Gonre  den  yorgeschritbenea  Wertb  g  haben  soll,  so  moss  die  Gleichnng 

'  '  ^        VIII)  P(Kr+72).di  =  g 
^  "Ja 

bei  Be^immun^  des  m  noch  mitbenutzt  werden.    (Man  vergleiche  die  GrädzflUle  der 
SH**"  Attftabe). 

Aufl  GleMiiisg  yi  fo^l  ^nächst 

^q«  =i  (C  -h  B  .  p  -+-  L  .  KiTp)  •  (I  +  p«)» 

und  daran«  folgt  weiter 

«  ■ _ 

*IX>    q  =:^  =  ^(C  +-  B  .p  -f-  L  .  m^) .  1^(1  +  p2)5 

Es  ist  also 

dp 


X)    d»^ 


XO    dy» 


»^(c.-H  B .  p  -h  L .  ri-h  p^i .  r(i  -H  p«)* 

dx  "" 
P-dp 


dy 
und  somit  gibt  sieh,  wenn  man  beiderseits  mit  -p  =  p  multiplicirt, 


*^(c  4-  B .  p  -+-  L .  ri  4-  p«)  •  r(i  H-  ^y 

Inlegrirt  man  diese  beiden  Gleichungen,  so  geht  in  jede  noch  ein  willkQrlicher  Con- 
stanler  ein;  und  ellminirt  man  dann  p,  so  bekommt  nian,  wie  schon  einmal  gesagt  ist, 
eine  Urgleicbnng  mit  fQnf  willkürlichen  Constanten.  MuHiplicirt  man  aber  Gleichung 
X  mit  B,  und  Gleichung  XI  mit  C,  und  subtrahirt  man  dann  das  zweite  Product  von 
dem  ersten ;  so  bekommt  man 

XII)     B.HT^r.dyl^  (B.~C.p).dp 

r(c  +  B  •  p  4-  L .  riH-  p«) .  r(i  +  p2)« 

Daraus  folgt  darch  Integration 

XIIO    Bz-Cy-hE==2.)]rLT^^^ 
Man  setze  5  •  (Bx  —  Gy  +  E)  s  y,  so  bekommt  man  ans  Xin 


(v»  ~  L)  .  ri  -h  p^  -  G  -h  B  .  p 
ond  daraus  folgt  weiter 

II.  65 
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„,„.  „  _  Bc  +  (y»  -  L)  •  wik  +  c?  -m:»'  -  ty 

Aus  der  GleichoDg  5  (Bx  —  Cy  +  E)  =  v  folgt  aber  P  =  7^  •""  7"  *  j"  J   ''■^<* 
man  diesen  Aosdrock  für  p  in  XIV  einsetzt,  and  dx  absondert;  so  gibt  sich 
XV)    dx - 2>[(v^-I^-B2]-dv 


B  .  (v2  -  L2)  -  B3  -  B  .  C2  —  C  .  (v2  —  L)  •  ifB^  +  C«  —  (>«  —  L)2 
Integrirt  man  diese  Gleichong,  und  fiihrt  man  dann  wieder  5  •  (Bx  <r^t]y  +  E)  an  die 

Stelle  des  v  zarQck,   so    bekommt  man  gradezu  die  zwischen  x  <^d  y  stattfindende 

Function  mit  ihren  fünf  willkürlichen  Gonstanten. 

Trifft  es  sich  einmal ,  dass  B  und  G  gleichzeitig  zu  ITull  werden ;  so  geht  Gleichung 

2  •  f v2  —  LV  •  dv  " 

XV  über  in  dx  =  — ^^ ^ — ^ ;  und  der  Umstand,  dass  Null  in  den  Nenner  kommt, 

deutet  darauf  hin,  dass  man  diesen  speciellen  Fall  von  Anfang  an  tesonders  beiiaodefai 

müsse.    Man  kehre  also  zu  Gleichung  XI  zurück,  und  es  gibt  sich  dy  =        F*    " 

Daraas   folgt   y    -h   G    »=    —  -  '  ,  »nr»n«  trm*r  At  =m  -JJ  f  '      .  dy 

folgt.    Daraas  gibt  sich  datch  Integration  .  * 

I  +  F  =  -  p^  .  iri  -  (y  +  ü)«  X 
oder  '  » 

(x  +  F)+(y  +  G)«  =  l     .        .  . 

und  wenn  man  m^  statt  7-  setzt,  so  geht  letztere  Gleichung  überin 

(x  H-  F)2  -h  (y  +  GP  =  m» 
so  dass  man  die  Gleichung  des  Kreises  hat.    Dieses  Besu^at  hätte  man  Jnch  ohne  In- 
tegration, durch  Betrachtung  der  Gleichung  VI,  erlangen  können;  denn  wegen  8=0 

22 
und  C  =  0  geht  VI  über  in   ,.   ^   ,^,  =  L,  woraus  ^^  "^  ^^^'  «  -L  folgt    Nun 

8 
ist  ^: =-=^  der  Krümmungshalbmesser  der  ebenen  Curven ,  welcher  aber  jetzt  =  -^=: , 

d.  h.  constant  ist;   und  die  Gurve,   deren  Krümmungshalbmesser  constant  ist,    ist  «be- 
kanntlich der  Kreis. 

Schlussbemerkung.  Diese  Aufgabe  ist  eine  von  den  isoperimetrischen  im  eogereo 
Sinne  des  Wortes.  Sie  kommt  schon  vor  in  Eoler's  Werke  (metbodus  inreniendi,  etc^ 
Seite  248  and  249). 


A  u  f  g  a  b  e  226. 

Unter  allen  ebenen  Curven,  deren  zwischen  den  (zu  x  =  a  und  x  »  a  gehörigen) 
rechtwinkeligen  Gränzordinaten  erstreckte  Bögen  gleiche  Länge  haben  und  auch  glei- 
chen Flächeuinhalt  einschliessen,  sucht  man  die,  welche  bei  der  Rotation  um  die  Absds- 
senaxe  den  grössten  oder  kleinsten  Körper  erzeugt. 

Die  Angabe  ist  also:    Es  soll 

JT  .  y2  .  dx 


« "-r 


ein  Maximum-Stand  oder  Mlnimum-stand  werden,    während  man  die  fOr  y   gesuchte 
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Faiicüon  nur  ans  der  Zahl  derer  b^miswähleD  darf,    bei  welchen  allen  nicht  nur  fol- 
gendes bestimmte  Integral  * 


I*)  p(nirp).dx 


einerlei  Tentweder  einen  gegebenen  ode^  nichlgegebenen)  Werth,  sondern  bei  welchen 
allen  auch  noch  folgendes  bestimmte  Intef^ral 


,1.)    J^y.dx     ^ 

einerlei  (entweder  einen  gegebenen  oder  nicbtgegebenen)  Werth  bekommt. 

Man  nehme  an,  y  =  9>(m,  n,  i)  sei  die  gesachte  Function,  in  welcher,  wenn  die 
bestimmten  Integrale  11  und  III  gegebene  Werthe  bekommen  sollen,  die  beiden  Gon- 
stanlen  m  und  n  so  eingerichtet  werdea  können,  dass  diese  Integrale  eben  die  yorge- 
schriebenen  Wer(he  annehmen.  Alle  diejenigen  Functionen ^  welche  der  Function 
9i(m,  u,  x)  bei  jedem  Werthe  des  x  nächstanliegen ,  und  bei  denen  zugleich  die  be- 
stimmlen  Integrale  II  und  III  die  nemlichen  Werthe  bekommen,  wie  bei  9>(m,  n,  x), 
werden  bekanntlich  (man  sehe  $.  266'  und  269)  dargestellt  durch 

IV)  y  +  X .  (^y  ■+-  ^  •  (*j)^y  +  jj;^  •  (^2)^  4- 

wo,  wie  man  bereits  (aus  der  Einleitung  cur  214'*''  Au^)  weiss 

elc.  etc. 
ist,  daraus  folgt  gradoEu     * 

^*     dx  dx        dx.dm  dx.dn 

etc.  etc. 
Setzt  man  nun  die  Reihe  IV  statt  y  in  den  Ausdruck  III  ein ,  so  bekommt  man 

VUI)     p(d2)y  •  dx  =  0,    und    IX)    p  Aj2y  .  dx  =  0 

Setzt  man  ebpiso  die  Reihe  IV  in  den  Ausdruck  n  ein,  so  bekommt  man  ^ 


^y  I  rr^   dx 


und 


Setzt  man  ebenso  die  Reihe  IV  In  den  Ausdruck  1  ein^  so  bekommt  man 
Xü)    A,U«  f"ajry.A,y.dx 


and 


XIII)    (a2,2ü=  r'ar.(y.(*?y +  (*)y2).dx 


Man  mnltiplieire  nan  die  Gleichungen  VIÜ  and  X  mit  zwei  (vorerst  noch  unbekannten, 
jedenfalls  aber)  nach  x  oonst^aten  Factoren  «L  und  ;rM,  und  addire  diese  Producte  zu 
XII ;  so  ist  Doeh  voUkommen  genau 
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(*)ü 


=.J;;[2.  yV.y-H«L.,d„+^.^y].dx 


Mao  forme  um,  aod  setze  dann  fQr  das  AbJk&rzQogskeicheD  (^2^  seinen  Aosdrock  da; 
so  bekommt  man  Tür  die  zweite  Form  des  (S^JC  folgenden  Ausdruck: 

Damit  nun  die  abhängigen  Elemente  i9ra  und  t9n  zunächst  nnter  d^m  Integnüzeiehen 
wegfallen,  lasse  man  die  identische  Gleichung 

^  statlfinden.    Dabei  fällt  auch  der  za  dy  gehdrii^e  Factor  wagr,   and  Gleichong  XV  iit 
zugleich  die  Haoplgleicbong.    Als  GranzengleichoDg  aber  bat  man  jetzt 

-(.=^).  •("-&').— ©.-•)-» 

Wenn  man  den  gemeinschafUicbea  Factor  x  vegISsst ,   so-^eht  Gleichang  XV  fiber  in 

2y  +  L  -  1  .  dl-J^^—\  =  0,  oder  (2y  +  L)  •  dx  =  -J*-LiL_.  MoIUpUcirt  maa 

\rt+p*/  (1  +  p«)« 

Alles  mit  p  •>•  -p  ,  so  geht  letztere  Gleichang  Ober  in  (2y  4-  L)  •  dy  =  —  ^ 

also  ist  y2  -H  Ly  +  C  =  — ,  und  daraus  folgt   .  . 

M  -hp2 

xvin  ..^-Jyü-'-y-^Q'^y, 

lfM2  -  (y2  4-  Ly  s-  C)^ 
Die  gesuchte  Gurve  gehört  also  in  die  Klasse  derjenigen,  welche  den  Namen  elastische 
Corven  haben,  und  bereits  vielfach  untersucht  sind. 

Man  multiplicire  nun  die  Gleichungen  IX  und  XI  mit  den  bereits  angewendeten 
Constanten  Factoren  xL  und  ^M,  addire  diese  Producte  in  XIII,  und  führe  dann  die 
gehörige  Umformung  aus;  so  bleibt  nur 

so  dass  es  auf  M  ankommt,  ob  ein  Maiimum-stand  oder  Minimum-stand  stattfindet. 

Wenn  man  Gleichung  XVII  weiter  inCegrirt,  so  geht  noch  ein  rierler  Constanter 
B  ein,  so  dass  man  eine  Urgleichung  mit  den  yier  willkürlichen  Gonstanten  B,  C,  L 
M  bekommt.    Zwei  davpn  bestimmen  sich  dadurch^   dass  man  der  GrftBsengleichaBg 
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XVI  gentigt.  Dann  kann  man  den  drilten  and  vierten  bezttglich  mit  m  «ad  b  bexeieh- 
nen ;  und  wenn  man  es  angemepaener  oder  bequemer  findet,  ao  kum  m^n  auch  zwei 
aus  dem  dritten  and  vierten  Gonslauten  gebildete  AosdröclEe  durch  m  und  n  darstellen. 
Ist  auch  noch  vorgeschrieben,  dass  rwischen  den  Gränzen  x  =9  a  und  x  =  a  die 
gesuchte  Curve  die  bestimmte  Bogenlänge  g  habe  und  den  bestimmten  FlScheoinhalt  h^ 
einscbliesse;   so  müssen  die  Gleichungen 

XIX)    f "(KThkp^)  •  dx  «  g,  and  XX)    py  •  dx  =  h« 
Ja  Ja 

bei  Bestimmung  von  m  and  n  mitbenutzt  werden.    Fehlen  aber  diese  beiden  letzteo 
Vorschriflen,  so  kann  die  Curve  zweien  andern  Bedingungen  anterworfen  werden. 

Alles  dieses  nach  Analogie  der  zur  214'**"  Aafgabe  gehörigen  GränzfsÜle.   (Dort  hat 

man  es  im  ersten  Gränzfalle  angemessen  gefunden,  m  anstatt  -^  s°  setzen). 

Specieller  Fall.  Sind  zwei  feste  Punkte  (a,  b)  and  (a,  ß)  gegeben;  durch 
welche  die  gesuchte  Curve  begränzt  werden  seil;  so  müssen  auch  a|^  andern  in  Be-» 
Iracht  zu  ziehenden  nächstanliegenden  Nachbarcitrven  durch  diese  zwei  festen  Paukte 
begränzt  werden.  Alle  in  Betracht  zu  ziehenden  Curven  haben  also  bei  der  Abscisse  a 
eine  Ordinate,  deren  Werth  «  y.  =  b;  ebenso  haben  .allein  Betracht  zu  sieheuden 
Curven  bei  der  Abscisse  a  eine  Ord^te,  deren  Werth  =  y^  =  /?.  Desshalb  bestehen 
zwischen  den  Gränzordinaten  der  gesuchten  und  aller  in  Betracht  zu  ziehenden  Curven 
folgende  zwei  Gleichungen: 

y.  =  ya  -+■  X  .  A^y.  -h  —  •  ( Vy«  +  j^  •  (Wy.  + 

y«  -  y«  +  ^'i^Ya  -^  rj'^^y«  "^  l!b  '^^^'y«  "^  •  • 

Es  mass  also  (nach  Analogie  des  8«  268)  sein  (^y.  «bO,  (ih^Ya  =  ^9  c^y«  =  %  (Mja  ==  ^> 
etc.    Die  Gränzengleichung  XVI  wird  somit  von  selbst  erfüllt 
Gränzfalle  lassen  sich  in  beliebiger  Menge  aufstellen. 

Schlnssbemerknng.    Diese   Aafgabe,    aU   solche,    kommt  schon    vor   in   Bolero 
Wedie  (methodas  inveniendi,  etc.  Seile  238  and  239). 


Aufgabe    227.  

Unter  allen  abeneo  Curven,  deren  zwftchen  den  (tn  \  =  a  und  %  ^^  u  gehtmgen}  ,    f,  J  \^ 
rechtwinkeligen  Gränzordinaten  erstreckte   Bogen A^fneri'^i    1  Liehen itihalt  ciii^chlic<»sa^fiil^vV' 
sucht  man  diejenige,  welche  bei  der  Retatleüi  um  die  Ab^ci^enaie  die  grOsste  oder^ 
kleinste  Oberfläche  ^zeogL 

Schaut  man  (auf  die  Einleitung  zar  230^**^  Aafgabe)  zurück,  so  hal  man  jetzt  fol- 
gende Aufgabe:  Es  soll  ^  ,^_ 

1)    U  :^  r*2;r  .  y  .  (if  I  -f-  p»)  •  dz 

wo  das  zweideutige  Radical  jedesmal  so  genommen  ^rden  mnss,  dass  y  •  Ifl  -f-  p^ 
positiv  ist,  ein  Maximum-stand  oder  ein  Minim^-stand  werden,  wälirend  die  für  y  ge- 
suchte Function  nur  aus  der  Zahl  derer  herausgewählt  werden  darf,  bei  »welchen  allen 
nicht  nur  folgendem  bestimmte  Integral 

einerlei  (entweder  einen  gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werth,  sondern  bei  welchen 
allen  auch  noch  folgendes  bestimmte  Integral 

III)    pydx 

/ 
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einerlei  (entweder  einen  gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werth  bekommt.  Veriahrl 
man»  wie  ii^  voriger  Aufgabe,  so  gibt  sich  aus  III  folgende  Gleichung 

IV)    C\y  .  dx  =  0 

und^aus  II  ergibt  sich  folgende  Gleichung 

Aus  I  aber  «ergibt  sich  für  die  zweite  Form  des  (hJJ  folgender  Ausdruck: 

Hier  hat  man  statt  (^y  ftberall  die  (schon  in  voriger  Aufgabe  aufgestellten)  Ausdrücke 
eingerehrt  zu  denken.  Man  mulliplicire  nun  die  Gleichungen  IV  und  V  mit  zwei  (vor- 
erst noch  unbekannten,  jedenfalls  aber)  nach  x  constanlen  Factoren  2x  •  L  und        *     , 

wo  das  Radical  ifT  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  das  in  Gleichung  V  befindliche  iTT+p^  * 
Weil  die  beiden  sich  ergebenden  Producte  auch  noch  Null  sind,  so  können  sie  zu  Vlad- 
dirt  werden,  ohne  dass  (^2)0  sich  im  Geringsten  ändert,  d.  h.  es  ist  noch  vollkonunen 
genau 

/    Üzyp      ^  2;rMp        \       .  ^         /    2;ifyp      _^  2;rMp         \       . 

Aber  eben,  weil  Hfl  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  Vfl  +  p^;  so  kann  man  Ifl  -f-p«  statt 
(ifl]  •  Kl  +  p2  setzen ,  und  letztere  Gleichung  geht  Ober  in 

daraus  f»1gt  die  Haoplgleichang 

Führt  man  die  aagezcigle  Differentiation  aus,  so  bekommt  man 

<^     0^««     (.*«' 

Man  multiplicire  die  ganze  Gleichung  lAt  p,  so  bekommt  man 

•x)L.d,  +  i^-t^-i!£j8ä,. 

"'^'^       (!+«'       «+«' 


oder 
Also  ist 


L .  y  -1-      y      +  ^  "      =  C 

ifi  +  p«    ri  +  p» 
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oder 

Daraus  folgt 

X,)    dx= — fc^niiyl^iy 


If  (y  -+-  My  -  (C  -  Ly)2 
Um  diese  GleichoDg  zu  integrireo,  vereiDfache  maa  sie  zavor,  and  setze  fr  atait  (G  —  Ly); 
80  geht  Gleichong  XI  &ber  in 

^      ^  "^       r(C  -h  LM)2  —  2 .  (C  -+-  LM)  .  w  H-  (1  —  L2)  .  w» 

Integrirt  man,  und  setzt  zar  weiteren  Abkurznng  %V  anstatt 

lf  (C  -f-  LM)2  -  2  .  (C  +  LM)  .  w  -+-  (i  -  L2)  .  w2 

so  gibt  sieh  entweder  < 

^.„^  W  C  H-  LM    ,       ,  2  >  (I -Lg)  .  w-2(C-f-LM)>^2W  »  WT=1> 

(l— L2)2 

oder 

^«rN  1.    .        W        L  C  +  LM  .     (L2  -  i)  -w  +  (C  -f-  Lii) 

XIV)    X  «•  F  -1-  7ö 4  H i  •  WC  siB  ^^ ^ ^^ — -== — ^ 

^  L2  -  1  ^  (U-l)*  ^'^^  ^  LM}^yfi 

in  diese  beiden  Gleiehongen  hat  man  wieder  (G  ^  Ly)  an  die  Stelle  des  w  zarlkekzo- 
fohrea;  Glaich«ng  XIII  ist  brauchbar ,  wenn  L  <  1;  dagegen  Gleichong  XIV  istbranch* 
bar,  wenn  L  >  1.  .  i 

Die/^jrränzengleichung  ist  jetzt  folgende: 

XV)    (»fCy  H-  M)»  -  (C  -  Lyi')a'Ma  -  (T(y  +  M)«  -  (0  -  Ly)»).  •  Aiy.  =  0 

Unter  BerQcksichtigi(ng  alles  Vdifhergehenden  bekooimt  man  ferner 

so  dass  es  anf  (y  ^  M).tnkommlf  ^  ein  Maximim^stand  oder  ein  Ittiimam-sbuid 

staltfindet;  denn  das  ^zweideutige  Radical  hat  dieselbe  Bedeutang,  wie  in  Gleichong  L 

Die  Gleichong  der  gesachten  Gurre  hat  vier  willkürliche'  Gotetanteh ;  ne||üich 

1)  entweder  G,  E,  L,  M,  wenn  die  erste  Form  (XIII)  gilt,  r 

2)  oder  G,  F,  L,  M,  wenn  die  zweite  Form' (XIV)  gilt. 

Zwei  dieser  Gonstanten  bestimmen  sich  jedesmal  dadurch,  dass  man  der  Gränzenglei- 
chnng  XV  gaoögl.  Dann  kann  man  den  dritten  und  vierten  bezdglich  mit  m  ond  n  be- 
zeichnen; and  wenn  man  es  angemessener  oder  beqoemer  findet,  so  kann  man  aoch 
zwei  aos  dem  dritten  ond  vierten  Gonstanten  gebildete  Aosdröcke  durch  m  ond  n  dar- 
stellen. 

Ist  aoch  noch  vorgeschrieben,  dass  zwischen  den  Gränzen  x  =  a  bis  x  =  c  die  ge- 
sochle  Gorve  die  bestimmte  Bogenlänge  g  habe^ind  den  bestimmten  Flächeninhalt  h» 
einschliesse;  so  m&ssen  die  Gleichungen 

XVII)     p(n-hp2)  •  dx  «.  g,  und  XVnO    py  •  dx  =  h« 
Ja  Ja 

bei  Bestimmung  von  m  und  n  mitbenötzt  werden.   Fehlen  aber  diese  beiden  leisten  Vor- 
schriften •  so  kann  die  gesuchte  Gorve  zweien  andern  Bedingungen  unterworfen  werden. 
(Man  vergleiche  die  GräuifäUe  in  der  214'«*'  Ao%ahe). 
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Aufgabe   228. 


Welche  ooler  allen  gleicIilaDgen  räomlichen  Corven  hat  die  EigenschaA,    daas  sie 
das  bestimmte  tetegral 


.).>'-r-(K(iMiF)- 


zQ  einem  Maximimi-staQde  oder  Minteam-slaDde  macht? 

\Veg0i  der  hier  gestelUen  NebenbediogoDg  dtkrfen  die  fQr  y  ond  z  gesocbten  Func- 
tionen nur  solche  ZrQsammengehdrige  sein,  dass  bei  ihnen  das  besliäirale  Integral 


"«>s:if'-o'*o')- 


immer  den  hemlicheii':  QiegebeneD  odernichtgegebenen)  Werth  bekommt.  Mao  nehme 
nun  an,  y  =  9>'(x,  m)  ond  z  =  9>"(x,  m)  seien  die  für  y  und  z  gesuchten  Fonctio- 
nen,  in  welchen,  wenn  das  bestimmte  Integral  II  einen  vorgeschriebenen  Werth  be- 
kommen soll,  der  Gonstante  m  noch  so  eingerichtet  werden  kann,  d^ss  dieses  Integral 
eben  dep  vorgeschriebenen  Werth  annimmt-  Alle  diejenigen  Functionen,  welche  deo 
Functionen  g^'Cx,  m)  ood  g>'X^9  m)  bei  jedem  Wertbe  des  x  nfichstanliegeo,  ond  bei 
deneo  zugleich  das  bestimmte  Integral  II  den  nemlichen  Werth  bekommt,  wie  bei 
4y>^(x,  m)  und  bei  <y>''(x,  m),  werden  bekaontlich  (man  selie  $.  265  ond  267,  ood  be- 
sonders die  Einleitang  xor  214'*"  Ao%ahe)  4drgefliteUt  dareh 

•    ^       III)     y  +  X  .  (d,)y  +  — ".  («i/Jy  4-  j^  .  (^D^y  H- ' 

«  ^2  yS* 

IV)     Z  -+-  X  .  (^dZ  -f-  ~  .  (^D^Z   -*-•  j-j-j  .  (Si)h  4- 

wo,  wie  man  gleichfalls  (ans  den  so  eben  citirten  Stellen)  weiss 

V)    ^ai,y=y(x,m)H-i=5?^^^.^m=^dy  +  ^.^^^ 

▼1)     ,^i)Z  «  a<p"(x,  m|  -+-  ^^'J^^  ^}  .  ,?m  -  Äz  +  j^  .  ^m 


ist. 


etob  etc. 

r    * 

Daraus 

folgt  gradezi 

* 

* 

^ 

y 

vio 

day 
dx 

-f- 

dx.dm 

dx.dm 


i^m 
i^m 


etc.  etc. 
Setzt  mau  jetzt  die  Reihe  III  statt  y,  und  die  Reihe  IV  statt  z  in  11  eia»  so  bekommt 
man 

etc.  etc. 
Setzt  man  ebenso  die  Reibe  III  statt  y,  und  die  Reihe  IV  statt  z  in  I  ein;  so  bekommt 
man 

Um  Don  das  abhängige  ^m  zo  eliminiren,  moltiplicire  man  Gleichmg  IX  mit  einem 
(vorerst  noch  unbekannten,  jedenfalls  aber)  nach  x  constanten  Factor  L,  addire  dieses 
Product  ZQ  X,  setze  zur  AbkQrzung  P  statt  Kp^  +  )>^  und  Q  statt  Kl  +  p>  +  p-', 
und  führe  die  gehörige  Umformung  aus;  so  ist  noch  vollkommen  genau 
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-r!(= 


+  [Ö'(T-'-V)>fe'-(s'(V*V-'))%s']'»i--'; 

Um  noo  das  abhäugige  -dtsk  zunächst  untifr  dem  Itflegralzeichen  wegzabriogen,   las^ 
man  den  dazu  gehörigen  Factor  eine  identische  GleicliuDg  sein ,  «d.  h.  man  setze 

Damit  aber  auch  die  mit  den  willkörlichea  and  ontereinander  onabhäugigen  Elementen 
^y  und  6%  behafteten  Theiisätze  wegfallen,  müssen  noch  die  beiden  HRuplgleicbonfen 


ofid 


P    ^    Q 

staltfindeD."  Man  erkennt  nun,  dass  alle  diejenigen  Fonctionen  y  nnd  c  von  x,  durch 
welche  die  Gleichungen  XIII  und  XIV  identisch  werden,  auch  die  Gleichung  XII  iden- 
tisch machen;  und  wenn  man  XIII  und  XIV  integrirt,  so  gibt  sich  • 

XVI)    y  +  ?^^  =  ß        '. 

DlTldirt  man  beide  Gleichungen  in  einander,  so'gRl  sich 

XVll)    A  i  iJ  =  B  .*p   ^ 
Durch  Integration  folgt  daraus 

XVIII)    A  •  z  =  B  .  y  H-  (! 
Eliminirt  man  nun  ^  aus  XV,  und  sondert  man  dann  p  ab ;  so  bekommt  man 

XIX)      p   =    —r--  :    X  -^1- 

^    "^       !f  A2  H-  B2        yL2  -  (x  -  rÄM^F«)^ 
Integrirt  man,  so  bekommt  man  zunächst 

^  ^  rA^  +  B2  ^   ' 

nnd  daraus  folgt  weiter 

XXI)  ((yH-E)^-r^TBiy  ^  (i^^ÄE+^y  =  , 

Durch  die  Gleichungen  XVIII  nnd  XXI  ist  also  die  gesuchte  Gurve  vollkommen  ge- 
geben. An  Gleichung  XVIII  sieht  man,  dass  die  gesuchte  Gurve  eine  ebene  Gurve 
ist ;  und  an  Gleichung  XXI  sieht  man,  dass  die  in  XY  liegende  Projection  der  gesuch- 
ten Gurve  eine  Ellipse  ist  Die  gesuchte  Curve  selbst  ist  ein  Kreis,  wie  nachgewiesen 
werden  kann,  wenn  man  in  die  durch  XVIII  gegebene  Linie  eine  auf  Yl  senkrechte 
Ebene  legt ,  nnd  die  auf  diese  Ebene  bezogene  Gleichung  der  gesuchten  Linie  herstellt 
Die  Abscissen  x  bleiben  dabei  unverändert,   dagegen  die  Ordinaten  sind  in  besagter 

Ebeae  grösser,  als  in  der  Goordinatenebene  XY.    Nun  erhellet  aus  XVIII,  dass  -j-  die 

goniometrische   Tangente  des  von  der  besagten  Ebene  ond  der  Goordinatenebene  XY 
II.  66 
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eingeschlosseneo  Winkels  ist  Bezeichnel  man  die  in  besagter  Ebene  liegende  Ordinate 
durch  y',  so  Ist  y'  =  y  •  M(   1  -{-  (—)  ;  und  daraus  folgt  y  =  ^     .    Glei- 

chung XXI  geht  also  ober  in  ff  VX/ 

XXII)     (y-  -h  E  .  )^1  +  {-^fj  +  (i  -  riM^)*  =  L» 

welches  die  Gleichung  eines  Kreises  ist,  dessen  Halbmesser  =  L. 
Die  Gränzengleichung  nimmt  jetzt  folgende  Form  an 

XXIII)    A  .  (M^  -  (^i,yO  +  B  .  ((di)Z^  -  (^Dz,)  =  0 

Man  hat  hier  f&nf  willkQrliche  Constanten.  Vier  davon  werden  dadurch  bestimmt,  dass 
man  der  Gleichung  XXIII  genügt.  Dann  kann  man  den  fünften  dieser  Constanten  oder 
einen  aus  ihm  gebildeten  Ausdruck  mit  m  bezeichnen. 

Ist  auch  noch  vorgeschrieben,  dass  zwischen  den  Gränzen  x  =  a  bis  x  =  a  alle 
in  Betracht  zu  ziehenden  Curven  die  bestimmte  Bogenlänge  g  haben,  so  moss  die 
Gleichung 

XXIV)    p  (n  -H  p2  +  »2)  •  dx  =  g 

bei  Bestimmung  des  m  mitbenOtzt  werden.  Fehlt  aber  diese  Vorschrift,  so  kann  die 
Curve  einer  andern  Bedingung  unterworfen  werden. 

(Alles  nach  Analogie  der  Grfinzfälle  in  der  21^**°  Aufg.) 

Als  Prufungsmittel  bekommt  man 

XXV)    fi^^U  =  A  (<ai,»y«  -^  (di,»y.)  +  B  (A,»z„  -  A^,) 

Für  den  Fall,  dass  a  nicht  negativ  ist,  bleibt    »  ^  bei  jedem  von  abisaliegen- 

(p2  +  ,,2)« 

den  Werlhe  des  x  positiv;   und  wenn  auch  L  positiv  ist,  so  ist  anch j 

(1  4-  p2  4-  p2)« 
bei  jedem  von  a  bis  a  lieg^den  Werthe  des  z  positiv.  Dabei  ist  auch  fyfü  positiv, 
d.  h.  dabei  findet  ein  Minimum-stand  statt. 

Für  den  Fall,  dass  a  und  a  zugleich  negativ  sind,  bleibt ^  bei  jedem  voo 

(p2  4-  p^)^ 
a  bis  a  liegenden  Werthe  des  x  negativ;    und  wenn  auch  L  negativ  ist,   so  ist  anch 

3  negativ  bei  jedem  von  a  bis  a  liegenden  Werthe  des  x-    Dabei  ist 

(1  4-  p8  +  p^^ 

auch  ^^±fl}  negativ ,  d.  h.  dabei  findet  ein  Maximumstand  statt.    Da  aber  hier  aach 

ü=  f"x.(K'^"+T^)-dx 

negativ  ist,  so  kann  nur  insoferne  von  einem  Maximum-Stande  die  Rede  sein,  als  in 
der  Analysis  ein  negativer  Ausdruck  für  desto  grösser  gilt,  je  näher  sein  Werth  bei 
Null  liegt. 

Für  den  Fall,  dass 5 — _   nnj  h aicht  einerlei  Zeichen  haben 

(P*  +  W  (i  +  P*  H-  »^)* 

bei  jedem  von  a  bis  a  liegenden  Werthe  des  x ,  findet  weder  ein  Maximum-stand  noch 
Minimum-Stand  statt. 


Aufgaben  dieser  Art  sind  sonst  noch  nie  auf  räumliche  Curven  ausgedehnt  worden. 
Diese  Bemerkung  gilt  aach  von  den  Aufgaben  345,  246,  247. 
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Aofjabe  929. 
Man  sucht  y  als  solche  Pooction  von  x,  dass  folgcDdes  Product 
I)    0  =  r*  (m  -  (x  -  y)»)  .  dx  X  Py  •  di 
ein  Maximoio-staiid  oder  MiDimom-sland  wird. 

Das  Eadical  (x  ~  y)^  darf,  wie  man  sieht»  nur  nach  seiner  reellen  Bedeatnng  ge- 
nomnieD  iverden.    Aas  I  folgt  xanAchst 

— 3— —  .  dy  .  dx  X  I     y  •  dl 
3  •  Kx  —  y 

+  1     (m  —  (x  —  y)^)  .  dx  X  r   ^y  •  dx 
Ja  Ja 

Man  setxe  (nach  S-  ^^25) 

III)     P(m  -  (x  -  y)»)  .  dx  =  A  .  py  .  dl 
Dabei  geht  Gleichang  II  Ikber  in 

3  .  r  x  —  y 


W  =  I    I    ^ ^y  .  dx  4-  A  .  I    ay  .  dl  I  X  I     y  •  dx 

oder 


3.  fx  —  y 

Erstens.    Lässt  man  den  bei  dy  befindlichen  Factor  zo  Null  werden,  so  bekommt 
man  die  identische  Gleichang 

V)    a  -h  3A  .  Kx^=7  «  0 
Die  geeachle  Function  ist  also 

wo  der  Constante  A  noch  zu  bestimmen  ist,  was  mittelst  Gleichang  III  geschieht. 
Diese  geht  Ober  in 

oder 

VIO    27(a  -I-  a)  .  A3  -  54m  .  A«  4-  40  =  0 

Diese  Gleichung  enlhäll  keinen  Widerspruch  in  sich  selbst,  sondern  liefert  wenigstens 
einen  reellen  Werth  des  A.  Andere  Schriftsteller  haben  die  Nothwendigkeil  der  Unter- 
suchung, ob  ein  Widerspruch  stattfinde  oder  nicht,  übersehen,  und  desshalb  Irrlhömer 
begangen.  Wenn  man  Gleichung  II  noch  einmal  motirt,  und  dann  Gleichung  ID  und 
V  beröcksichtigt ;  so  gibt  sich  zuletzt 


= '-i^O'.-) +(,4)*)  ■<«-•)•]:'.' - 


+  2A 
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Die  beideD  Inlegrale  1    .^y^  •  dx  and  I  i     ^J(  *  dx  j   sind  anler  allen  Umsländen  posiÜT; 

•- 
es  kommt  alsa  adf  ibre  Coefficienten  an ,   ob  ein  Maximum-stand  .oder  Minimam-sUnd 

stattfindet; 

Zweitens.    Schaut  maö  wieder  auf  Gleichung  IV  zurück,    und  gibt  man  dem  bei 

^y  befindlichen  Factor  die  Form  — ;  so  hat  man  die  identische  Gleichung 

VIII)    y  -  X  =  0 

Die  gesuchte  Function  ist  also 

IX)    y  =  x 

Diese  Function  ist  aber  von  den  Gränzen  a  und  a  ganz  unabhängig.    Bei  y  =  x  geht 
Gleichung  I  ober  in 

X)    U'  =  ^  m  .  (a  -I-  a)  .  (a  -  a)2 

Zur  Herstellung  des  Prnfnngsmittels  setze  man 

(U'  +  ^U)  an  die  Stelle  des  U 
und 

I X  -I-  X  .  Äy  +  —  •  ^y  -I- j  oder  kurzweg  (x  -h  x  •  !p)  statt  y 

in  Gleichung  I  ein.    Dadurch  bekommt  man 

JJ'  +  ^ü  =  P  (m  -  (x  .  «ß)^)  i^^j  X  P(x  4-  X  .  ?)  .  dx 
Ja  Ja 

oder  » 

ü'  -+-  ^U  =  (m(a  -  a)  -  X»  .  r^^ä  .  dx\  .  /l  («2  -  aay  +  x  .  p$  .  dx\ 

oder 

ü'  -+-  ./U  =g  .  m  .  (a  4-  a)  .  (a  -  a)2  -  ^  .  (o?  —  a^)  .  x»  .  I     $3  .  dx 

J*a  k     na    1  na 

«P  •  dx  —  x«  .  I     «P^  .  dx  X  I     ^  •  dx 
a  Ja  Ja 

Bei  dem  im  Momente  des   Verschwindens  gedachten  x  kann  man  ohne  angebbareo 
Fehler  setzen 

1  i  1    ra    1 

U'  +  ^  =-  i  .  m  .  (a  +  a)  .  (a  -  a)«  -  i  .  (a«  -  a»)  •  x»  •  T  $«  .  dx 

woran  man  erkennt,  dass  U'  ein  Maximum-stand  ist. 


Aufgabe  230. 
Man  sucht  y  als  solche  Function  von  x,  dass  das  Product 


rna 
y  .  dx  X  I     px  .  dx 


ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird. 

dy 
Hier  ist,  wie  gewöhnlich,  p  =  -r^ ;   es  wird  also  jetzt  die  erste  Form  des  ^ü  fol- 


dx 
gender  Ausdruck  sein: 


Wenn  man  umformt,  so  bekommt  man  Air  die  zweite  Form  des  dU  folgenden  Ausdruck: 
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J*a  fHt  **  Aa  Aa 

<5y  .  dl  X  I     px  •  dx  -h  (a  .  dy«   -  a  •  ^y.  —  I     iJy  •  dx)  X  I     y  •  dx  ' 
a  Ja  ,  Ja.  %  Ja 

oder  ^  i-  .-. 

^ü  =  (  1     px .  dx  —  j    y  •  dx )  X  j    <Jy  .  dx  -h  (a  .  #ya  —  a  .  dy^)  X  j    y  •  dx 
\Ja  Ja  /  ♦    Ja  Ja 

Aus  dieser  leizteren  Form  bekommt  jnan  nan  die  Hauptgleichung 

I)     I     px  .  dx  —  I     y  .  dx  =  0 
Ja  Ja 

und  die  GränzeDgleichaog 

U)    a  .  «5ya  -  a  M5y,  ==  0 

wo  man  den  gemeinselüfllicheD  Factor  |    y  •  dx  weg;gelassen  bat.   If  otirt  man  die  erste 

für  ^U  hergaeleOte  Form  noch  einmal,  und  rührt  man  hierauf  die  gewohnlichen  Umfor- 
mungen aus;  so  bekommt  mau  zunächst 

am  =1  I     px  .  dx  —  1     y  •  dxl  X  I     a^y  .  dx  +  2  .  (a  .  ^ya  —  a  .  ^y.)  X  I     ^y  •  di 

+  (a  .  dFy«  -  a  .  d»yO  X  "Py  •  dx  -  »•  (l    dy  -  dx^ 

In  Folge  der  Gleichuagen  .1  und  If^^blein|aber  nor 

nO    ^ü  «  (a  .  <5«ya  -  a  .  a^y.)  x  Py  •  dx  -  2  •  (  Cdy  .  dxF 

Da  aber  a  und  a  feste  Werthe  sind,  so  wird  hier  die  Hauptgleichotig  von  allen  je- 
nen Fanctionen  erfüllt,   in  welchen  willkürliche  Constanten  vorkommen,  die  sich  noch 

so  bestimmen  lassen,  dass  die  Gleichung  I    y  •  dx  =  |    px  •  dx  stattfindet. 

Erstens.    Die  Gtoicbung    I     y  .  dx  =  I     px  •  dx   wird  zwischen  allen  beliebigen 
..  ^  Ja  Ja 

Gränzet),  also  üwh  /Aw^theu  dm  Gnmzen  von  x  ss  a  bis  x  =:  a  erfüllt,  wenn  y  =  px; 
ond  wenn  man  ditm  GIckhqiiL;  iitie^rrin  so  gibt  sich 

IV)    y  =  A.x 
wo  A  ein  willktFÜebcr  Cutisr,in(i*r  ist 

Zweitens     S^M  mnu  grade^ti  j  =:  A  •  i' -h  B,  wo  A  ond  B  zwei  willkürliche 
Constanten  sind;  m  Ijekomml  ^q 


py  -  dj  ^  p(Ai   %  »i    dx  =  g  A  .  (a2  -  a»)  H-  B  .  (a  -  a) 
ppx  .  dx  =  J     Ax  .  dx  =  ^  .  A  .  (a2  - 


and  / 

^a 
Setzt  man  diese  Ausdrücke  einander  gleich,  so  bekommt  man 

i  A  .  (a2  -  aO  +  B  .  (a  -  a)  =  g  A  .  («2  -  a«) 

Daraus  folgt  B  =  0,  d.  h.  man  hat  abermals 

V)    y  =  A.x 

wo  A  ein  noch  inllkArlicher  Gonslanter  ist. 

Drittens.    Setzt  man  gradezu  y  =  A  •  x^  +  ß  •  x  +  C,  wo  A,  B  und   C  drei 
noch  wiUkfirliehe  Gonstanten  sind;  so  ist 
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«**  I    y  •  dl  =  J     (A  •  i^ -+-  B  .  I  4-  C)  .  dl 

,  4  «  *  A.(ä3-  a3)  +  l.B.(a2-aO  -hC.(a- 

QDd  A  "• 

px  .  dx  =  I     (2A  .  x2  +  B  .  x)  .  dxV  i^A  •  (a>  ^%3)  +  1 . 1 
a  Ja  ^  -^  .   2  jr^ 


»-(«2  —  8«) 


Se(zl  man  diese  beiden  Aosdrücke  eioander  gleich  9  so  bekommt  man 
nnd  man  hat  jetzt 


C  =  g  -  A  .  («2  -H  a  .  a  +  a«) 


VI)    y  =r  A  .  X»  -f.  B  .  X  -h  g  .  A  .  (a«  +  «  .  «  +  a») 

wo  A  und  B  zwei  nocb  willkürliche  Gonstanteu  sind. 

^  Auf  diese  V^ise  lassen  sich  nocb  unendlicbviele  Functionen  so  einrichten,  dass  Glei- 
chung I  erfüllt  wird.  Es  muss  aber  auch  noch  die  Grlnüibngleichung  II  <|rfaUt  werdeD. 
zu  iJ'tedjilm.Ende  folgende  specielle  Fälle  aufgestellt  werden  mögen.       ^ 

.Erster  Fall.  Soll  bei  x  »  a  das  y  den  bestimmten  Wäi^Ch  h,  und  soll  ebenso 
b^  z  =  a  das  y  den  bestimmten  Werth  ß  bekonimen;  so  ist  ^yi,  »  0,  ^y^  =  Q»  d'y,  =  0, 
d^S^^  0,  e(e.;  und  die  Gräazengleichung  II  fallt  von  selbst  weg. 

1)  Schaut  man  nun  auf  Gleichung  V  oder  fV,  so  geht^di|iBe  an  den  Gränzen  ober 
in  b  »^  A  -11  und  j^  =  A  -  a,  d.  h.  mm  hat  if%rei;Q[leich«ig|o  ^r  B^timmoig  des  do- 

zigen  Gon^tajaien  ^^o  dass  dieser  Fall  ein  überbestimmter  ist,  afl^^B^  °  mn  -. 

^)    Schau^,  man  aber  auf  Gleichung  VI,   so  gebt  dflMe  an:  ^^^^Bbo^ber  in 

b  =  A  •  a«  :4-'  B  .  a  +  3  •  A  .  (a«  +  a  .  a  +  a2)   und  in   ß  -Bj^^  -t-  B  •  o 

+  g  •  A  •  (a^  +  a  •  tt  +  ^0'   welche  zwei  Gleichungen  zur  BeslLmmo&g  der  beiden 

Gonstanteu  A  und  B  hinreichen.  jtt-j"  ^ 

Was  man  auch  immer  für  eine  Function   y  Sron  x  nehmen  mag^^^tedncirt  sieb 

Gleichung  III  jedesmal  auf  ^ü  =  —  2  •  I  I     ^y  •  dx4  ,  woraa  man  erkeont,  dass  ein 

Maximum-stai^  stattfindet.  jflj^Ml^ 

2weitei^Fall.  Wenn  a  =  0  is^^und  bei  x  =  a  dB^Hf^^Bfamten  Werth  ß 
haben  soll,  so  ist  jetzt  auch  ^y^  ==  0,  d^y^c  =  ^1  ^^^-i  uJid  o^^^Hmgleichung. |Qlt 
von  selbst  weg.  -^^  ^     -  ^^ 

^     1)    Schaut  man  auf  Gleichung  IV  oder  V,||o  gehl  diose  an  der  Endgränze  über  in 

ß  =  A  •  a,  woraus  A  =  -  folgt,  so  dass  dieser  >äll  vollkommen  bestimmt  isL 

2)  Schaut  man  auf  Gleichung  VI,  so  geht  diese,   eben  weil  a  =  0  ist,   bei  der 

Endgränze  fiber  in  |3  =  ^  •  A  •  a^  -^  B  -  a,  'sodass  jetzt  einer  der  beiden  Gonstanten 

A  oder  B  unbestimmt  bleibt. 

Was  man  auch  immer  für  eine  Function  y  von  x  nehmen  mag,   es  redodrt  sich 

Gleichung  III  doch  jedesmal  auf  SH]  =:  —  i  |     ^y  •  dzj  ,   woran  man   erkennt,  dass 

ein  Maiimuip-stand  stattfindet. 

Dritter  Fall.  Soll  man  die  gesuchte  Function  y  von  x  nur  aus  der  Zahl  derer 
herauswählen,  bei  welchen  allen  die  Gleichung  a  •  y«  =  a  •  y^  erfüllt  wird;  so  ist  jetxl 
a  •  3ya  =  a  •  ^y^,  a  •  d^y,  =  a  •  d^y^,  etc.,  und  die  GrUnzengleichung  fallt  abermalf 
von  selbst  weg. 

I)    Schaut  man  auf  IV  oder  V,    so  geht  diese  an  den  beiden  Grimea  Mmt  ia 
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Jm^A  •  a,imA y^  ^  A  •  a,  welclia  zwei  Gfoiehongen,  Ywboiiden  mit  ^  •  y,  ^  a  *  J^, 
hioreicheo,  die  drei  Sttteke  y.,  y^,  A  zu  tesümmeii. 

3)    Selisfil  man  wieder  auf  Gleichoog  VI»  so  geht  dieie  ao  den  Gi3nieaii|et  in 
i  i 

y.  =  A  .  a«  -h  B  •«  -h  g  •  A  •  (a«  +   a  .  a  -h  a«),   and  y«  —  A  •  a«  -♦-  B  »^  -b 

1  ♦  f  '  * 

g  •  A  •  (a^  +  <i  *  <3E  H^  aO*  weiche  zwei  Gleichungen,   verbnnden  mit  a  •  y«  ^  «  •  y«» 

nur  dazu  dieneqr,  um  von  den  vier  StüclLen  y.,  y«,  A,  B  drei  za  heftlimmen,  während 
eines  yon  ihnen  anbestimmt  bleibt. 

Aach  hier  redocirl  sich  Gleichug  III  aof  ^Ü  =  —  2  •  I  |     dy  •  di  j  ,    so   dass 

abermals  ein  Maximum-sUnd  stattfindet. 
Und  dergleichen  speciellen  Fälle  mehr. 

Schlossbetoerknng.  Dieüc  Aufgabe,  ali  solche,  komm\ . schon  yoir  in  Bnler^^ 
Werke  (mcthodu«  invenicndi,  elc.^  S*  i%S),  wo  sie  aber  sehr  mangelbaft  darchgerabrt  Ist. 
Sie  wurde  fipnter  iti  vieh  andera  ScbrtRptj  aufgenommen,  aber  eben  so  aangelliMt  he« 
bandelt,  ludiMii  daselbst  *  '* 

1)  der  ^ecJeLliD  Falle  ktnm  fedacfat  fst,  and  '   *  i 

2)  das  PrürtingsmIUet  überil]  Cablt. 


Man  sacht  y  als  solche  Fonction  von  j^,  dass  der  Qoetienl 


I     y  .  dz 

U^Jl 

♦  I '  p  •  X • dz 

ein  Maximniw^stand  oder  Mimmom-stauj^  Mrd. 

Aach  hier  ist  p  =  ;r^*    Man  moti^,  ägid  setze  dann  im  Nenner  G  anstatt  I    p . x.  dx; 
so  bekommt  man  zunächst 

AST  fVF 

F&hrt  man  nan  die  gewöhnliche  Umformang  aolf^io  gibt  sich  lür  die  zweite  Fdrm  des 


3U  folgender  Aasdrack 

II)    du  = 

^      a-XA/a 

-^(«•^ya-a-^y.)  ><  Py^*] 

Aqs  dieser  letzteren  Form  bekommt  man  jetzt  die  Haaptgleichang 
lil)     I    p.x.dx  -I-  r*y    dx  =  0 

und  die  Gränzengleichang 

IV)    a.ay^-a-dy, -0 

bei  welcher  man  aber  den  gemeinschaftlichen  Factor  |     y  •  dz   weggelassen   hat     Da 


i^'" 


non  a  and  a  feste  Werthe  sind,  so  wird  hier  die  Haoptgleichang  III  von  allen  jenen 
Faoctionen  erftUt,  in  wekhen  willkQrliehe  Constantea  Torkommen»  die  sich  nodi  so 
bestimmon  laaeen »  daes  eben  diese  Gleiehnng  III  eine  richtige  ist. 
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.^  'Bti4^n6.  Die  Gleic(ioiig  III  wird  iwischen  alleii-Miebigeo  Granm,  alio  aocb 
zwischeo  den  (rrfinzen  vod  x  «-  a  bis  x  «  a  errüJlt,  weoo  px  +  y  =:  0  eine  idanti- 
8ob^  ^jlaiabiiiig  isL    lotegrirt  maD,  so  gibt  sich 

V)    x.y-A 
wo  A  ein  noch  willkürlicher  Gonstanler  ist. 

Zwertens.    Setzt  man  gradezu  y  =  Ä  •  x  +  B,  so  ist. 


und 


y  .  d»  =  5  .  A  .  (a»  —  a^  +  B  .  (a  —  a) 
a  ^  ' , 


r 


px  .  dx  —  5 .  A  •  Ca2  —  a») 

a 


Addirt  man  diese  beiden  Ausdrücke ,  so  mass 

^  .  A  .  (a2  -  a2)  -h  B  .  (a  -  a)  H-  I  .  A  •  (a2  -  a»)  =  0. 

sein;  und  daraus  folgt  B  =»  —  A  •  (a  +  a)?  so  dass  die  hier  angenommene  Gldchang 
übergeht  in  .  ■       ^ 

VI)    y  =  A  .  (X  -  a  -  a) 

wo  A  ein  noch  willkürlicher'  Constanter  ist. 

Drittens.    Setzt  man  gradezo  y  =  Av  x^  -«f  B  • «  i;^  G,  se  ist 


und 


J     y  .  dl  =  1 .  A  .  (a3  —  aO  -h  |  •  B  •  f a«  -  a»)  -H  C  •  (a  -  a) 


r 


p  .  X  .  dx  =  I .  A  .  («3  -  a^)  4-  5  .  B  .  (a2  -  aO 

a  ^  ^ 


Addirt  man  diese  beiden  Ausdrücke,  so  mus^ 

A  .  («3  —  a3)  4-  B  .  («2  —  a«)  +  C  .  (a  -  a)  =  0 
sein;  und  daraus  folgt  G  =  —  A  •  (a^  +  aa+  a*)  —  B  •  (a  -h  a),  so  dass  die  hier  ao- 
genommene  Gleichung  übergeht  j'n 

VII)    y  —  A  .  (x2  -  «2  —  Ä  -  a  —  a2)  +  B  •  (x  —  a  —  a) 
wo  A  und  B  zwei  noch  willkürliche  Gonstanten  sind. 

Auf  diese  Weise  lassen  sich  noch  dnendlichviele  Functionen  so  einrichten,  dass  Glei- 
chunf%I  erfliilt  wird.  Es  muss  aber  atn|'noch  die  Gränzeugleichung  IV  erfüllt  werden,  lo 
welchem  Ende  man  specielle  Fälle  ai^eileu  kann,   wie  in  voriger  Aufgabe  gescheheo. 

Um  das  Prüfungsmiltel  herzustell^  hat  mau  .IjrfLGleichung  I  nur  den  Zähler  zo 
nratiren;  und  so  bekommt  man  zunätfiR 

Führt  man  jetzt  die  gewöhnliche  Umformung  aus,  so  gibt  sich 

^ü-l.[(£'p.x.dx+£'y.dx).py.dx 

-  (a  •  a2y«  -  a  .  ^y,)  •  f  y  .  dx  J 
In  Folge  der  Gleichung  III  reducirt  sich  aber  dieser  Ausdruck  aof 


a^U  «  -  i  .  (a  .  <52y„  -  a  .  (52y.)  X  j^y  •  dx 


G2 


Dieser   Ausdruck   ist  desshaib   bemerkenswerth,    weil   er   keinen    Mutationscoef- 
ficienten    unter    dem    Integralzeichen    hat.    Er    wird   in  sehr  vielen  Fällen  zu  Null 
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werdeik  UeMgOM  erkaonl  amd  gradeia,  daM  er  nicht  anler  alleo  UmBlindim  «inedei 
Zeichen  hehalten  kann,  d.  h.  daas  weder  ein  Maximam-aland  noch  Minimmn-alaad 
sUUfiDdet. 


A  ofgahe  232. 

Welche  ooter  allen  zwischen  den  (za  den  Abscissen  k  und  a  gehörigen)  recht- 
winkeligen Grfinzordinalen  erstreckten  ebenen  Corven  ist  es,  bei  welcher  d^r  Schwer- 
ponkt  der  von  der  Cnrve  und  den  Grftnzordinaten  eingeschlossenen  Fläche  am  höchsten 
oder  tiefsten  liegt? 

Mao  gebe  der  Abscissenaxe  eine  horizontale ,  dagegen  der  Ordinatenaxe  eine  verti- 
cale  Richtimg ;  dann  ist  bekanntlich 


py^.dx 


X 


y  •  dx 


die  Eatremnng  des  gesaehten  Schwerpunktes  Ton  der  Abscissenaxe;   and  dieser  Aos- 
drock  soll  ein  Maxiiaani-stand  oder  Minimam-Atand  werden.    Mntirt  man,   und  setzt 

dann  zar  Abkörzong  im  Nenner  A  anstatt  |     y  •  dx ;  so  bekommt  man  zunächst 

I)    OT  =  j^^  .  r2  .  Py  .  ^y  .  dx  X  py  •  dx  -  py«  •  dx  X  P^y  •  di] 

Man  setze  (nach  $.  225) 

y3  .  dx  =  C  •  I    y  .  dx 
80  gehl  Gleichung  I  Ober  in 

.III)    ^ü  =  g^,  •  [2  .  r"y  .  dy  .  dx  -  G  .  P^y  .  dxj  X  f^y  •  dx 

ond  wenn  man  im  Zähler  und  Nenner  A  gegen  |    y  •  dx  aufhebt,  so  gibt  sich 

IV)     W-^.j^(2y-C).dy.dx 

Daraas  folgt  die  Hauptgleichung 

V)    2y  -  C  =  0 
and  eine  Gränzengleichung  gibt  es  nicht.    Man  hat  also  die  mit  der  Abscissenaxe  pa- 
rallele Grade. 

Um  zu  erkennen,  ob  ein  Mazimum-stand  oder  Minimum-stand  stattfinde,  hat  man 
jetzt  in  Gleichung  I  nur  den  Zähler  zu  mutiren;  und  man  bekommt  zunächst 

a«ü  =  .^2r2.r*y.a«y  .dx  X   f"y-dx  H-2.  ^^y^dx  X  Pydi 

—  I    y*-di  X  I    ^y  •  dx  j 


oder 

oder 

d«ü  =  ~  .  I     ^y2 .  dx 

n.  67 
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Man  cfrkennt  also,  dass  es  aaf  A  aokommC,  ob  ein  Maximom-^land  fSder  MiDimain-slafMl 
stattfindet.    Bei   Bestimmung  des  Constanten  C   rooss  noch  Gleichang  il  mit  benutzt 

werden ;  und  da  aus  Gleichung  V  folgt  y  =  -r- ,  so  geht  Gleichung  II  Ober  in 


r?-'-0-" 


oder  in 

J  •  («  -  a)  =  "2  •  («  -  a) 
oder  in 

T  *"  T 

Diese  Gleichang  enthält  einen  Widersprach  in  sich  selbst,  ausgenommen  den  Fall,  wo 
man  G  »  0  setzen  wörde.  In  diesem  Falle  hätte  man  aber  die  in  die  Abscissenaxe 
fallende  Grade,  so  dass  keine  Fläche  vorhanden  wäre,  also  auch  von  dem  Schwer- 
punkte einer  Fläche  keine  Rede  sein  könnte.  Man  erkennt  daher,  dass  die  Angabe,  so 
wie  sie  hier  gestellt  ist,  gar  keine  Aufgabe  ist. 

Andere  Schriftsteller  haben  die  Noih wendigkeit  der  Untersuchung,  ob  ein  Wider- 
spruch stattfinde  oder  nicht,  ganz  fibersehen,  und  desshalb  Irrthfimer  begangen.  (Mao 
vergleiche  Aufgabe  260.)  Die  nächstfolgende  Aufgabe  wird  noch  eine  Nebenbedingung 
stellen,  und  dadurch  zu  einem  Resultate  Ifihren. 


Aufgabe    233. 

Man  sacht  unter  allen  ebenen  Curven,  welche  zwischen  den  (zu  den  Abscisseu  a 
und  a  gehörigen)  rechtwinkeligen  Gränzordinaten  einerlei  Flächeninhalt  einschliessen, 
diejenige,  bei  welcher  der  Schwerpunkt  dieser  Fläche  am  höchsten  oder  tiefsten  (der 
horizontal  genommenen  Abscissenaxe  so  nahe  oder  ferne  als  möglich)  liegt. 

Die  hiesige  Aufgabe  verlangt  also:    Es  soll 


Ty^.dx 
I)    ü  =  ^^ 


X 


y  'dl 


ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  werden,  während  die  für  y  gesuchte  Fanctkm 
von  X  nur  aus  der  Zahl  derer  herausgewählt  werden  darf,  bei  denen  allen  das  be- 
stimmte Integral 


II)   pydx 


den  nemlichen  (gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werth  bekommt.    Man   mutire   den 
Ausdruck  II  (nach  $.  265,  und  nach  der  Einleitung  zur  214*'"  Aufg.) ,  so  bekommt 


III) 


J^i^y'^^H-^'«^^ 


und 


IV) 


j^(^y-H2.^±^..a.-HJ-f.^a.-.5^^.«.).d,-0 


Man  mutire  ebenso  Gleichung  I ,   und  setze  dann  zur  AbkArzung  im  Nenner  A  anstatt 
y  •  dx ;  so  bekommt  man 


r^ 
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Aber  wegeo  GleidiQDg  III  redmeirt  sich  dieser  Aasdroci^  gradeza  auf 

VI)    ,^ü-l.£'y.(*y  +  ^.^m).d. 
Mulirt  mao  jetzt  noch  einmal,  so  bekommt  man 

vii)  «ti  =  iJ^[y(«'j  +  2-^»»->-^'»"»  +  j|j«) 


('y  +  li'- "»)']•- 


Um  DQD  das  abbäogtge  ^m  aas  VI  zu  eliminireD,    moltipiicire  man  Gleichang  III  mit 
eioem  (vorerst  noch  oubekannten,  jedenfalls  aber)  nach  x  constanten  Factor  L;    dann 

ist  apch  noch  L  «  |     1^  +  j^  •  ^m)  •  dx  =  0.    Man  kann  also  dieses  Prodact  zu  VI 

addireo,  ohae  dass  sich  (^dU  ändert,  d.  h.  es  ist  noch  vollkommen  genau 

Vm>   A)ü  =  j,- r[(y  H-  AL)..ay  -h  (y  4-AL).J^.  i9mj  .dl 

Damit  das  abhängige  ^m  unter  dem  Integralzeichen  wegfalle,  setze  man 

IX)    y  -I-  AL  =  0 
Dabei  verschwindet  auch  der  zu  ^y  gehörige  Factor,    und  Gleichung  IX  ist  zugleich 
Hauptgleichung ;  aber  eine  GränzengieichuDg  gibt  es  nicht.    Ans  IX  folgt  y  =  —  AL ; 
und  wenn  man  m  statt  —  AL  setzt,  so  bekommt  man 

X)    y  =  m 
d.  h.  nuui  hat  die  Gleichung  der  mit  der  Abscissenaxe  parallelen  Graden.    Aus  X  folgt 

d  y  ^»y 

~  =  1  und  -p- 2  =  0;  die  Gleichungen  IV  und  VII  gehen  also  über  in 

XI)      P(^y  +  2  •  ^  •  ^m  +  ^iü\  •  dx  =  0 

XII)    fitfV  -  j  •  P  rni(^y  +  2  •  ^  •  t^m  4-  ^m\  4-  (^y  -h  i?m)«l  •  dx 

Multiplicirt  man  jetzt  XI  mit  L,   und  addirt  man  dieses  Product  zu  XII;   so  bekommt 
man 

fy?V  =r  1 .  P  Hm  -h  AL)  .  /<52y  +  2  .  ^  .  ^m  4-  &^m\  +  (^y  +  «?m)«l  •  dx 

Aber  eben  weil  AL  =  ~  m,  so  bleibt  nur 

XIII)     (<5i;2ü  =  1. .  p  (^y  4-  ^ni)2  .  dx 

Mao  hätte  nun  noch  ^m  zu  eliminiren;    allein  man  erkennt  schon,  dass  es  nur  auf  A 

ankommt,   ob    ein  Maximum-sland  oder  Minimum-Stand  stattflndet     Will  man  aber 

d  y 
dennoch  i^m  eliminiren,  so  beachte  man,  dass  j^  =  Tist;  und  somit  geht  Gleichung 

III  über  in  (a  —  a)  •  ^m  +  I     ^y  •  dx  =  0,   woraus  ^m  = •    |     <5y  •  di 

Ja  "  "~  •    Ja 

folgt,  und  XIII  geht  über  in 
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XIV)  A)'ü==»xX(^^~ir~i-j^         -^^ 

NoD  ist  vorgeschriebeo ,  dass  Ewisoben'  den  Griozen  a  and  a  alle  in  Hetrachl  aii  lie- 
henden  Garven  einen  gleichgrossen  Flächeninhalt  einscbliessen  mlBaen;  and  wenn 
diesem  Flächeninhalte  der  bestimmte  Werlb  g^  sokommeD  soll,  M-tet  u«i  die  Glei- 
chnng 

XV)  J"y.dxt=g« 

bei  Bestimmang  des  Gonstanten  m  zu  benutzen.  Es  ist  nemllDb  1  y  •  dx  »  m  •  (a  —  a) 
=:  gS;  nnd  daraus  folgt  m  = — - — .    Die  Gleichung  der  gesuchten  Gunre  ist  also  jetzt 


a  —  a 


XVI)     y  =  -?^ 


a  —  a 
nnd  Gleichang  XIV  geht  Qber  in 

XVII)    ^^^  =:  1 .  j^(^y  -  ^rZTi  '£^  •  dl)  •  dx 

dieser  Ausdruck  bleibt  unter  allen  Umständen  positiv;  es  findet  also  ein  MinimuBi  eland 
statt  9  d.  h.  unter  allen  auf  vorgeschriebene  Weise  begränzten  Figuren,  welche  denselben 
Flächeninhalt  einscbliessen ,  hat  das  Rechteck  seinen  Schwerpiaikt  am  üeMcii.  Diese 
Eigenschaft  des  Rechtecks  ist  aber  längst  bekannt. 

.'^  ll /J)  ^      S  c  h  I  a  8  8  b  e  m  e  r  k  Q  n  <•    Die  hiesige  Aufgabe ,  als  solche »  koorait  schMi  vor  in  Bvler'i 
i   \  Werke  (methodas  inveniendi ,  etc. ,  8.  219  und  920).    Aach  sie  wurde  später   von    vielen 
l    - ' ' "  ^andern  Sehriftstellem  aufgenommen.    Ueberall  aber  fehlt  das  Prüfun^imitleL 


Aufgabe    234. 

'  Welche  unter  allen  ebenen  Gurven  von  gleicher  Länge  hat  die  Bigenaek^l,  dass 
der  Schwerpunkt  der  von  der  Gurve  und  den  (zu  den  Abscissen  a  und  a  gehörigen) 
rechtwinkeligen  Gränzordinaten  eingeschlossenen  Fläche  am  höchsten  oder  tiefi»lcn 
liegt? 

Hier  soll  wieder  der  Ausdruck 

Ty^.dx 

,)    V«^ 

2  •  I     y  •  dx 

ein  Maximum-Stand  oder  MInimum-stand  werden  ,^  während  die  fär  y  gesuchte  Function 
von  X  nur  aus  der  Zahl  derjenigen  herausgewählt  werden  darf,  bei  welchen  allen  das 
bestimmte  integral 


11) 


P(»^i-l-p2)-dx 


den  nemlichen  (gegebenen  oder  nichlgegebenen)  Werth  bekommt.  Man  motire  Gleichung 
II  (nach  $.  265,  und  nach  der  Einleitung  zur  21 V"  Aulgabe),  und  setze  dann  zur  Ab- 
kürzung u  statt  f'l  4-  p^;  so  bekommt  man 


und 
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^-^. 


ikn 


t9Bl 


dactiooeo 


und 


Aosserhalb  der  iDtegralzeichen  hal  inaD  die  bekaoDleu  Abkürzungszeicbea  (^Dy  und  (^D^y 
gesetzt.    Man  matire  jetzt  aucb  Gleichung  i,  opd  setze  dann  zur  Abk&rzuiig  A  anstatt 

I    y-dx,  and  (oacb  $.  225), 

V)    1     y2.dx  —  C  Py    dx 

d.  b.  man  setze  auch  noch  AG  anstatt  I     y^  •  dz;  so  gibt  sich  nach  ausgeflihrteit  Re- 
len 

VO    t<5DÜ  =  ^-J''(2y-C).(dy +  ^.^m).dx 

VII)  AW  =  ^  J^(Äy-C).A)»yd*+  ^r  •  [^  £**»>' -^^ 

—  2 .  Py  .  (di)y  .  dx  X  C'fiDy  •  dx  +  C  •  ^  J     (di)y  •  dxj  J 

Um  nan  das  abhängige  ^m  aus  Vi  zu  eliminiren,  mnltiplicire  man  Gleichung  Ifl  mit 
einem  (vorecst  noch  anbekannten,  -  jedenfalls- ^er)  nach  x  constanten  Factor  K,  wd 
addire  dieses  Product  zu  VI;  so  ist  noch  Tollkommen  genau 

vi,o  A^  =  K.(pj=L=p)^.^,.-K.(p=^)^.,^. 

Daran»  folgt  die  Haoptgleichong 

IX)    2y-C-SA.».I.d(^^)-a 

PBhrt  man  die  angeAotele  DifferentiaUoD  aas,  so  gibt  sich 

X)    8y.d«-C.d«-^'^''P=0 

(1  +  pO« 

dv 
Man  multiplicire  Alles  mit  p  =  —  ^  so  gibt  sich 

Xi)   2y.dy-C.dy-?^^JLlEl^  =  ü 

0  +  P»)    » 
Integrirt  man,  so  gibt  sich 

XII)  y«  -^  C  -  y  -H  E  +  ~^  -  0 
Man  setze  N  statt  A  •  R,  so  folgt  aus  dieser  Gleichoag 

xiii)  dx  =   ^y^-^^-y-^^^^y 


if^N«  -  (y8  -  C  .  y  -h  E)2 

Die  gesuchte  Carve  gehört  also  in  die  Klasse  derjenlgem,  welche  den  Namen  elastische 
Curven  haben,  and  bereits  vielfach  antersacht  sind. 
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Durch  Inlegratfoo  der  letzten  Gletchang  geht  ooch  ein  weiterer  Gonstanter  F  eio» 
so  dass  man  eine  Urgleichung  mit  vier  willkürlichen  Gonstanten  C,  E,  F,  N  bekommL 
^wei  davon  bestimmen  sich  dadurch,  dass  man  der  Gränzengloichnng 

XIV)  (ir4.N2-(y2-CyH-E)*)  •  ,dt,y^  -  (^4  .  N^  -  (y«  -  Cy -h  E)|)  •  A)y.  =  0 

genügt.    Der  dritte  Gonstante  bestimmt  sich,  weil  noch  die  Gleichung 


J*a  na 

y»  .  dl  =  C  .  I     y  .  dx 
a  Ja 


bestehen  rauss.    Hat  man  drei  dieser  Gonstanten  bestimmt,   dann  kann  man  den  vier- 
ten oder  einen  ans  dem  vierten  gebildeten  Ausdruck  mit  m  bezeichnen. 

Nun  ist  vorgeschrieben,  dass  zwischen  den  Gränzen  a  und  a  alle  in  Betracht  tu 
ziehenden  Curven  eine  gleichgrofse  Bogenlänge  haben  müssen;  und  wenn  dieser  Bogen- 
länge der  beslimmte  Wertb  g  ^kommen  soll,  so  hat  man  die  Gleichung 


XVI)   P(iT+^).dx  =  g 


welche  dazu  dient,  den  Gonstanten  m  zu  bestimmen.  Fehlt  aber  letztere  Gleichong,  so 
kann  die  Gurve  einer  andern  Bedingung  unterworfen  werden.  (Alles  nach  Analogie 
der  Gränzfälle  in  der  2U'*''  Aufgabe.) 

Ea  kann  der  Bogen  einer  elastischen  lipie,  ohne  dass  er  seine  Länge  ändert,  auf 
zweierlei  Weise  zwischen  zwei  Punkten  gezogen  werden,  d.  h.  entweder  concav  oder 
convez  gegen  die  Abcisaenaze.  Es  w|re  also  zu  untersuchon,  ob,  wenn  sie  concav 
oder  xonvex  gegen  die  Abscissenaxe  ist,  der  Schwerpunkt  der  von  ihr  eingeschlossenen 
JFläche  im  ersten  Falle  am  weitesten  von  der  Abscissenaxe,  und  im  zweiten  am  nächsten 
bei  ihr  liegt.  Um  aber  das  Pröfungsmittel  herzustefien,  muHiplicire  man  Gleichung  IV 
mit  dem  schon  einmal  gebrauchten  Factor  K,  addire  dieses  Product  zu  VlI,  und  berück- 
sichtige die  Hauptgleichnng;   so  bekommt  man 

XVII)    (^D^ü  =  3\    .  <^i,^a  -  /^\    .  Aj^y,  +  ^  •  [  A  •  r<3i)y«  •  dx 

-2'py'iSi,y.4x  X  J"(^üy.dx  +  G.^J"<JDy.dxy-f  A«.E.  pp  •  (^^  •  dxj 

Hier  müsste  noch  t9m  eliroinirt  werden.  Diesem  Geschäfte  braucht  man  sich  aber  gar 
nicht  zu  unterziehen;  denn  man  sieht  schon  jetzt,  dass  weder  ein  Maximum-stand  ooch 
Minimum-Stand  stattfindet. 

Der  Multiplicator  K,  wenn  man  ihn  grade  kennen  lernen  wij|j[,  ist  gegeben  durch 
die  Gleichung  A  •  R  »  N,  welche  gleichbedeutend  ist  mit  folgender 


XVIII)    (  pydxj-K  =  N 


Aufgabe    235. 

Welche  unter  allen  ebenen  Gurven,  deren  zwischen  den  (zu  den  Abscissen  a  und  a 
gehörigen)  rechtwinkeligen  Gränzordinaten  erstreckte  Bögen  einerlei  Länge  haben,  und 
auch  einerlei  Flächeninhalt  einschliessen,  hat  die  Eigenschaft,  dass  der  Schwerpunkt 
des  Flächeninhaltes  am  höchsten  oder  tiefsten  liegt? 

Hier  soll  abermals  der  Ausdruck 


I)    ü  = 


/: 


y2-dx 
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ein  Maximom-stand  oder  MiDimum^stand  werden,  vShrenddie  lür  y  geaachte  FuDclion 
von  X  nur  aas  der  Zahl  derjeoigeo  beraosgewähll  werden  darf,  bei  welchen  nichl  nar 
das  bestimmte  Integral 

y  •  dx 
ra 

einerlei  (entweder  einen  gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werth  behält,  sondern  bei 
welchen  auch  noch  folgendes  besthnmte  Integral 


■"£' 


III) 


J"(ri -hp^)-<ix 


einerlei  (entweder  einen  gegebenen  oder  nichtgegeb^neo)  Werth  behalt  Man  matire 
(nach  $.  266  ond  269,  and  nach  der  Einleitang  Eor  21V*''  Aofgabe),  so  bekommt  man 
ans  11  folgende  Gleichung: 


und  ans  III  bektnimt  man 


it  man 

-jr(^'(pr^))<''  +  ^'"  +  ^**-^- 

Man  matire  ebenso  Gleiehung  I,   setze  dann  zur  Abkürzung  im  Nenner  A  anstatt 
y  •  dz,   und  berücksichtige  noch  Gleichung  iV;  so  gibt  sich 


r. 


VI)   ^«U-.l.j^y(*y  +  ^y-*n.+^    .»n).d« 


Um  nno  die  abhängigen  Elemente  ^m  und  i^n  aus  VI  zu  eliminiren,  multiplicire  man 
die  Gleichungen  IV  und  V  bezOgiich  mit  den  nach  x  constanten  (aber  yorerst  noch  un- 
bekannten) Factoren  L  und  K,  und  addire  beide  Producte  zu  VI;  so  ist  noch  vollkom- 
men genau 

V„)    .^ü  =  K.(p^)^..^y„-K.(p=^)^.<^y. 

Daraus  folgt  die  Haoptgleichang 

VIIO    y  •  du-  AL  .  dx  -    ^'^'^'P,  =  0 

(1  +  P«)^ 
and  wenn  man  Alles  mit  2p  molUplicirt ,  so  gibt  sich 

IX)    2ydy+2AL.dy-^^^P-^P»0 

a  +  P»)« 
Daraas  folgt  durch  Integration 

X)    y»  +  aAL.y  +  E+  p^^  =  0 
Man  setze  M  und  N  bezQgllch  statt  A  •  K  und  A  •  L,  so  folgt  aus  dieser  Gleichang 

ir4 .  M2  -  (y«  +  2Ny  -+-  E)« 
Man  hat  also  hier  dieselbe  Curve,  wie  in  der  vorigen  Aufgabe. 

Durch  Integration  der  letzten  Gleichang  geht  noch  ein  weiterer  Gonstanter  F  ein. 
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60  dass  man  im  iianzeo  vier  wtUk&rliche  CoA§tai|fen  fi,  F,  M,  N  hat.  Zwei  davon 
bestimmen  «ich  dadurch,  daas  man  der  CrrSnzengleichnng 

XII)    (1^4    M»  -  if  -+-  ^^Ny  +  E)« )  .  ,029^ 

genOgl.  Dane  kann  man  den  dritten  and  vierten  Coostanten  bezOglieh  mit  m  nnd  n 
bezeichnen;  nnd  wenn  man  es  angemessener  oder  bequemer  Ondet,  so  kann  man  anch 
zwei  a«a  (fem  dritten  nnd  vierten^  gebildete  Aasclrä^  dnreh  m  nnd  n  darstellen. 

Non  ist  torgeschrieben,  dass  «(Wischenden  Gränzesa  ond  a  alle  in  Betracht  zo  zie- 
henden Curven  eine  gleicbgrosf«- Begenlahge  haben  nnd  einen  gleichgrossen  Flächenin- 
halt eio^chliessen  mttssen ;  und  wenn  dieser  Bogenlänge  und  diesem.  Flächeninhalte  be- 
zuglich die  bestimmten  Werthe  h  nnd  g^  zukommen  sollea^  so  hat  man  die  Glelchnngen 


xiio 


r*(l^l  H- P»)-dx  =  g,      und     XiV)    I     y.dx  =  h« 


welche  dazu  dfenen,  die  Gonfttanti^  m  und  n  zo  bestimmen.  Fehlen  aber  letztere 
Gletdiongen,  so  l^ann  die  gesuchte  Curve  noeh  zwei  weitDren  Bedingungen  unterworfen 
werden.    (Alles  nach  Analogie  der  Gränzfalle  in  der  21 V*"  Aufg.) 

Werni  man  die  bereits  angewendeten  11  oltiplicateren  L  nnd  K  bcTniltit ,  nnd  die  Hanpl- 
gleichom^  beachtet;  ao  bekommt  notn  (ftr  daa  Pr0fui%8miHel  (blgenden  Aosdniek 

IHil'an  erkennt  man,  dass  ein  Minimnm-stand  stattfindet,  wenn  A  •K  pMtIv,  ood  ein 
Maximom-siand»  wenn  A  •  K  negaliv  ist 

Die  beiden  MnUiplicatoren  L  und  K,  wenn  man  sie  grade  kennen  lernen  will,  sind 
gegeben  durch  die  Gleichungen  A  •  R  =  M  und  AL  »  N ,  welche  bezQglich  gleichbe- 
deotend  sind  mit  ^ 

(l    y-d«)-K=M,     und    /f^y-dx^.LrrN 


Aufgabe  236. 

Welche  n|^r  allen  zwischen  den  (zu  den  Abscissen  a  und  a  gehörigen)  rechtwin- 
keligen Gränzordinaten  erstreckten  ebenen  Curven  ist  es,  bei  welcher  der  Schwerpunkt 
des  Bogens  am  höchsten  oder  tiefsten  liegt? 

Man  nehme  diesnuil  die  Ordinatenaxe  Y  in  horizontaler,  dagegen  die  Absciasenaxe 
X  in  verticaler  Richtung.  Man  hat  also  diesmal  die  Entfernung  des  Schwerpunktes  von 
der  horizontal  liegenden  Ordinatenaxe  zu  untersuchen,  nnd  diese  Entfeninng  ist 


f"x.(lTTp«).dx 


P(ri-hp2).dx 

Man  mutire,  und  setze  dann  zur  Abkürzung  im  Nenner  A  statt  |     (l^l  -+-  p»)  .  dx;  so 
gibt  sich  zunächst 
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-J7..(rr^,...x£p=i,©.a.] 

Man  setze  (nach  $.  233) 

III)      f"x  •  (ri  -h  p2) .  dx  =  C  .  f"  (rr+lp»)  •  dx 
Ja    ^  Ja 

d.  h.   man  selie  1     x{fi  -h  p»)  •  dx  =  Af^ ,  so  kaon  man  Gleicbong  II  amformen  in 
ta*aQ8  gibt  sieh  für  die  zweite  Form  des  ^U  folgender  Aosdrack : 


^a 
Daraus  folgt  die  Haoptgleichang 


Also  isl 


•">  i'wW)-" 


VII)    <i-=JLP  =  E 

Daraus  folgt  dy  =  ,  8o  dass 

iTCx   -   C)2  -  E» 


Vm)     y  =  E..goal^3_C+£^Z^C£^Ä' 

die  GMcbong  der  gesacbten  Garve,  die  gesuchte  Garve  selbst  also  die  Kettenlinie  ist. 
Ais  Gran/engleidinng  bat  man 

IX)    E.(^y^-^y.)  =  0 

Um  ZQ  erkennen,  ob  ein  Maximam-stand  oder  Minimom-stand  stattfinde,  bat  man  jetzt 
in  Gleicbong  II  nar  den  Zäbler  zn  motiren ;  und  wenn  man  zur  Abkiirzang  noch  a 
statt  Kl  +  p3  setzt,  so  bekommt  man  zunächst 

Nan  forme  man  am,  beröcksichtige  die  Hanptgleichung  VI,  hieraur  noch  Gleichung  III; 
ond  man  bekommt 

•^^    (Z    -h    p2)«       ^         ^ 

Es  kommt  also  auf  (x  —  G)  an,  ob  ein  Mazimnm-stand  oder  Minimum-Stand  statt- 
findet Bei  Bestimmung  der  Gonstanten  muss  aber  Gleichung  III  noch  mitbenfitzt 
werden ;  sie  gebt  jetzt  fiber  in 

r«x>(z~-  G)  >  dz  ^  ^     /^     (x  -  G)  >  dz 
Ja  n^  -  ^)'  -  E^  '        Ja  r(t  -  G)2  ^  e^ 


U.  68 
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Aber  eben  weil  C  conslant  ist,  so  gebt  diete  Gieichong  graden  Ober  in 


X)  r  ('-c)'dx  ^^ 


WeDD  a>  positiv  ottd  so  klein  ist,  dass  in  der  Reihe 

a,  (a  +  «),  (a  +  a^)), ,   (a  +  (n— I)  «>),  a 

durch  die  einzelnen  Glieder  alle  von  a  bis  a  stetig  ne|^neinander  liegenden  Werlhe 
des  X  repräsenUrt  sind ;  so  ist  bekanntlich 

(a  -  Cy (a  +  a>  -  C)g 


Ja  K(x-C)2-E2  Lr(a  ~  C) 


£2     r(a  -i-  ö^  —  cy  —  E« 

(a  -h  (n  —  i)  » o)  —  C)g 


i] 


r(a  -+■  (n  - 1)  . «  —  C)2  —  £2^ 
Da  das  Radical  ndr  nach  seiner  positiven  Bedentong  vorausgesetzt  ist,  so  sind  alle 
innerhalb  der  eckigen  Rlammern  stehenden  Tbeilsätie  positiv,  ihre  Summe  kann  alae 
nicht  Null  sein;  und  somit  enthält  Gleichaog  X  einen  Widersprach  in  sich  selbst, 
woraus  folgt,  dass  die  hiesige  Aufgabe  in  der  Wetee,  wie  sie  gestellt  ist,  gar  keine 
Aufgabe  ist. 

Andere  Schriftsteller  haben  die  Nothwendigkeit  der  Untersuchung,  ob  eia  Wider- 
spruch stattfinde,  ganz  übersehen,  und  dessbalb  Irrlhumer  begangen.  Die  nächstfol> 
gende  Aufgabe  wird  noch  eine  Nebenbedingong  stellen,  und  dadurch  iq  einem  Resul- 
tate führen. 

Schlossbemerkung.  Diese  AuQifahe,  als  solche,  4>eflndet  sich  schon  in  Baler*s 
Werke  (methodas  inveniendi,  etc.  Seite  157^160). 


Aufgabe   237. 

Welche  unter  allen  ebenen  Gnrven,  die  zwischen  den  (zu  den  Abscissen  a  ond  a 
gehörigen)  rechtwinkeligen  Gränzordinalen  gleiche  Länge  haben,  hat  ihren  Schwerpankt 
am  höchsten  oder  tiefsten? 

Man  nehme  wieder  die  Ordinatenaxe  Y  in  horizontaler,  dagegen  die  AbsciMenaxe 
X  in  verticaler  Richtung;^  so  hat  man  wieder  für  des  Schwerpunktea  Entfeniiiag  von 
der  horizontal  liegenden  Ordinatenaxe  denselben  Ausdruck,  wie  in  voriger  Aufgabe, 
d.  h.  es  soll  wieder 


I)    U 


j^x(ri  +  p2).dx 

/•a       


.  .    dx 
'a 

ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  werden,  während  die  für  y  gesuchte  Functioo 
von  X  nur  aus  der  Zahl  derer  heransgewahlt  werden  darf,  bei  denen  allen  der  Aas- 
druck 


It)  J^^in 


T+  p2) .  dx 
^a 

den  nemlichen  (gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werth  behält.  Man  muUre  den  Aus- 
druck II  (nach  $.  267,  und  nach  der  Einleitung  zur  214^'?  Aufg.),  und  setze  dann  zor 
Abk&rznng  n  statt  Kl  +  p';  so  bekommt  man 


tn 


oder  in  anderer  Form 
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Man  malire  ebenso  Gleichang  I,  uod  selige  daon  zar  Abk&rzuDg  A  statt  |  (Kl  -h  p«)  •  dx 
io  deo  Nenoer;  so  bekommt  man  zanächst 

Wegen  Gleichung  III  redacirt  sich  aber  dieser  Ansdrack  aof 

oder  wem  man  amformt,  so  gibt  sich  für  6i»  zweite  Form  des  c^)U  folgender  Aosdroek 

Um  non  das  abhängige  t9m  za  eliminiren,  multiplicire  man  Gleichang  III  oder  vielmehr 
Gleichang  IV  mit  einem  (yorerst  nnbekannCen,   jedenfalls  aber)   nach   x   constanlen  . 
Factor  L,  ond  addire  dieses  Prodact  za  Yll;  so  ist  noch  vollkommen  genau 

Daraus  folgt  die  Hauptgleichung 
Integrirt  man,  so  gibt  sicik 

(x+Ay^p^g 

'      n  +  p2 

E 
Man  setze  N  statt  AL,   und  sondere  p  ab;   so  gibt  sich  p  =  -— ,  und 

If  (x   -h    N)2  -  E2 

daraus  folgt  durch  abermalige  Integration 

Xi)    y  =  E  .  Ig  nat  —^ ^ ^ 

Die  gesuchte  Gurve  ist  also  die  Ketlenlinie.  Von  den  drei  villkftrliehen  Consttnten  E, 
F,  N  werden  zwei  dadurch  bestimmt,  dass  man  der  Gränzengleicbung 

XII)    E  .  ((di,y„  ~  (<5„y.)  =  0 

geuQgt.  Dann  kann  man  den  dritten  oder  einen  aus  dem  dritten  gebildeten  Ausdruck 
mit  m  bezeichnen. 

Nun  ist  vorgeschrieben,  dass  zwischen  den  Gränzen  a  und  a  alle  in. Betracht  zu 
ziehenden  Gurven  eine  gleichgrosse  Bogenlänge  haben  mOssen;  und  wenn  dieser  Bogen* 
länge  der  bestimmte  Werth  g  zukommen  soll,  so  hat  man  die  Gleichung    ^ 

XIII)  p(rr+p).di  =  g 

welche  dazu  dient,  den  Gonstanten  m  zu  bestimmen.  Fehlt  aber  letztere  Gleichung, 
so  kann  die  Curve  einer  andern  Bedingung  unterworfen  werden.  (Man  vergleiche  die 
Gränzfillle  der  214'*»  Aufg.) 
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Wenn  man  den  bereits  angewendeten  Maltiplicator  L-  wieder  beniktit,  and  die 
Haoptgleichang  berQcksichtigt ;  so  bekommt  maA  för  das  PrQfiuigsmÜtel  folgenden  Aos- 
drack 

XIV)  A^ii = liM^ - ..^y.) ^{.r ^^^tAL, /^v : ,, 

Der  Maltiplicator,  wenn  man  ibn  grade  kennen  lernen  will,  ist  gegeben  darch  die  Gld- 
chang  AX  =  N,  welche  glelchbedeolead  ist  i|jt -folgender 

XV)  (p(rnrpj-di:).LF-N 

Wenn  also  bei  allen  von  a  bis  a  liegenden  Werthen  des  x  die  Samme  (x  +  AL)  po- 
sitiv bleibt,  so  fiodet  eib  Mioimum-stand  statt;  wenn  aber  bei  allen  von  a  bia  a  lie- 
genden Werthen  des  x  die  Summe  (x  -hAX)  negativ  bleibt,  so  findet  ein  Haximom- 
stand  statt.  E9  kann  nendicb  der  Kettenljnienbogen ,  ohne  dass  er  seine  Länge  ändert, 
aof  zweierief  Art  zwischen  zwei  Punkten  gezogen  werden,  je  nachdem  er  der  horizon- 
talen Ordioatenaxe  seine  convexe  oder  concave  Seite  zakehrt;  ond  im  ersten  Falle 
findet  ein  Minimum-stand ,  im  zweiten  ein  Maximnm-stand  statt. 

Schlassbemerkung.  Diese 'Aufgabe ,  ;al8  solche,  befindet  sich  schon  in  Ealer*s 
Werke  (methodus  inveniendl,  etc.,  Seite  220  und  221.) 


Aufgabe  238. 
Man  sucht  y  als  solche  Function  von  x,  dass  das  Product 

ü  =  py  .  dx  X  P(KTTp^)  •  dx 
Ja  Ja 

ein  Maximam-stand  oder  Mipimum-s||ifid  wird. 
Durch  Maliren  bakommt  man  zunächst 

i)*.ü-j;.y.d,xj;(rrT^).d.+£y.d,xj;;j^(S)-««' 

Man  setze  (nach  §.  232) 

11)    py  .  dx  =  C  .  p(rrTp«)  •  dx 
so  geht  Gleichang  1  Ober  in 

Daraas  gibt  sich  für  die  zweite  Form  des  ^U  folgender  Aasdrock: 

-j:('-ir.'(rr^))"-^xr"'^''" 

Man  bat  also  die  Haoptgleichang 

Daraus  folgt  rorwst 

VI)    T  +  E  -      *^-^ 


Also  ist  ^  =:  _■     '  "^  ^— — ;  nnd  somit  gibt  sich 
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VH)    (y-h  py  +  (i  -h  E)«  «  C? 
als  die  für  y  gesochte  Fanctioo.    Die  Gränzengleichong  isl 

VIII)    (a  +  E)-^ya-(*  +  ß)-^.  =  0 

wo  man  den  getneinschafllicheo  Factor  |    (Kl  -h  p«)  «.dx  weggelassen   hat    Um  eol- 

scheiden  za  könnea,  ob  ein  Maximam-standoder  ittii^HMii-standstatlfindet,  motire  man 
Gleichung  I  noch  einmal,  benQtae  dann  die  Cileichaag  II »  und  ftfhre  iMe  gehörigen  Um- 
formongen  aas;  so  bekomm!  man,  wenn  man  iioefa  n  statt  Y'i  -f  p'  ietxt,  in  Folge  al- 
les YorbergehendeB    *  * 

IX)    d«ü  =  ((a  -4-  E) .  ^y«  -  (a  4-  E)  •  <5«y.)  X  j    u  -dx      • 

Ans  Gleichnng  V  folgt  --  •  d(^)  =  L  and  tomit  geht  letitere  Gleichong  ttber  in 
dx      Va/        ti 

/"  5  •  (?)  •  «^  =  e[(«  +  ^>  • '^'^  -  (• -^  *>  * 'y- ~  J7'y  • '*'] 

lo  Fi^e  der  Gleichnng  YIII  bleibt  aber  nor 

Gleichong  IX  geht  also  jetzt  Ober  in 

X)    OTJ  Ä  ((a  +  E).  •  fiya  -  (a  +  E)  •  ^y*)  X  (^(H-i-j^)  •  di 

und  daran  erkennt  liaa,  daaa  weder  ein  Maximm-atand  noch  Miflimom-stand  atattflndet. 
Bei  VestidQDan^  der  Gonsfanten  moss  Gleichung  II  noch  mitbenftlat  wef!|p;  dtoie 
aber  geht  jetzt  über  in 


J^(^FH.irc^-(x  +  E/,.dx  =  C-JJ^^=^ 


W 


Scblossbemerkong.    Biese  Aoti|:abe,   als  selche,    kommt  schon  vor   in  Boier*s 
Werke  (methodos  inTeniendi,  etc.  Seite  148  and  149). 


Aufgabe    239. 
Man  sucht  y  als  solche  Function  von  x,  dass  das  Product 

I)  ü  =  pydxx  p(rnrF).dx 

ein  Ifaximom-stand  oder  Ifuiimum-atand  wird,  wfihrend  die  gesuchte  Function  nur 
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ans  der  ZaU  derjenigen  horansgevälili  werdM  darf,   bei  welohen  allen  daa  beatimmte 
Integral 


.      0)  JJ(l^l+p2)di 


den  ikemliehen  Cgegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werth  behält 

Han  maüre  den  Aasdraclc  11  (nach'S.  267,  und  nach  der  Einleifang  znr  214***  Auf- 
gabe), 80  bekommt  man 


«.)rrr^(^)— 


Wena  man  nmformt,  und  znr  Abkttrzong  n  statt  Kl  +  p^  setzt;  so  bekenml 

■v)Ov*».-(o.*»--r(s-(s))(''-s-'»)-»-=» 

Man  motire  ebenso  Gleie^img  I,  so  bekommt  man 

V)    (^dU  =  pc^Dy  .  dx  X  po  .  dx  4-  j^y  •  dx  +  f"  j  •  ^  •  ^^ 

Aber  wegen  Gleichnng  Ul^Vedocirt  sich  dieser  Ausdruck  auf 

VI)    («DU  =  P(^y  -+-  ^  •  '^«»)  •  dx  X  pl^^nn^) .  dx 

Um  nnn  das  abhängige  t^m  tu  ellminiren,   mnltiplicire  man  Gleichung  IV  mit  einem 
(vorerst  noch  unbekannten,  jedenfalls  al^r)  nach  x  constanten  Factor  L,  und  addire 
dieses- Prodnct  zu  VI;  so  ändert  sich  {dal]  aEcht  im  Geringsten. 
Man  setze  doch 

VU)    A  =  r*(rrnp)  -  dx 
und  fOhre  dann  die  gehörige  U«fbrv|Qng  aus;  so  gibt  flfch 

Man  bekommt  ähr  jetit  die  Hauptgleichong  « 

Han  sefie  noch  L  »  A  •  N,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 


Daraus  folgt 


jj)  X  H-  H  =  -A;L. 


Also  ist  -r  =  _  ,  und  somit  gibt  sich 

dx       if  N2  -  (x  +  H)2 

XII)    (y  V  Kf  -h  (x  H-  Uy  =  N« 
Als  Gränzengleichung  hat  man 

XIII)    (a  -4-  H)  M^Dy«  -  (a  -h  H)  M^Dy.  =  0 


wo  man 


den  gemeinschaftlichen  Factor  -^^  =  A  «  I     (l^l  +  p^)  •  dx  weggelassen  haL 

Um  unterscheiden  zu  können,  ob  ein  Maximum-stand  oder  Ifinimom-stand  stattfinde, 
mutire  man  Gleichung  VI  noch  einmal,  und  beachte  die  -in  II  ausgesprochene  Be- 
dingung; so  bleibt  nur 

XIV)    fiifJJ  =  C^My  .  dx  X  r*  (l^iTp«)  .  dx 

i 
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Man  moUra  aber  aaeh  GldehiiBg  in  Doob  eianial,  so  gibt  sich 


Maa  maltiplicire  diese  Gleichung  mit  dem  bereits  schon  einiMl  angewendelen  Factor  L^ 
addire  dieses  Prodocl  za  XIV,  und  ber&cksichüge  die Haoptgleichong  IX;  so  bleibt  nar 

Es  kommt  also  auf  L  an,  ob  em  Maximom-stand  oder  Minimam-stand  staUfin4et  Der 
Factor  L  selbst  gibt  sich  aas  der  Gleichung 

XVÜ)     L  ==:  A  .  N  =  N  .  p(rrTi^)  •  dx  . 

Man  hat  hier  drei  willkOrliche  Conslantea  H,  K,  Nv  Zwiei  davon  bestimmen  si<^  da- 
durch, dass  man  der  Granzengleichong  XIII  genQ|[t.  Dann  k^nn  man  den  dritten  oder 
einen  aus  dem  dritten  gebildeten  Ausdruck  mit  m  bezeichnen* 

Nun  ist  vorgeschrieben,   dass  zwischen  den  Gränzen  a  und  a  aHe  in  Betracht  zu 

ziehenden  Functionen  dem  Integral  1     {fi  -h  p^)  •  dx  einen  gleicbgrossen  Werth  bei-^ 

legen  mOMeo;  nnd  wenn  dieser  %estiii»t  ^  g  seio  aeO,  sa  hat  man  noeli  die  Glei- 
chung 


XVUO    P(l^l+P»)dx  =  g 


welche  dazu  dient,  den  Constanten  m  in  bestimmen.  Fehlt  aber  leLzlere  GleichuDg»  &o 
kann  die  Function  einer  andern  Bedingung  unterworfen  werden*  (Aiies  nach  dem  Voi^ 
gaoge  der  GränzfSille  in  der  214^*  Aufg.)  ^ 


Aofgabe  340. 
Man  sucht  y  als  solche  Function  von  x ,  dass  das  Product 


-U'=  Px  .  (tn^)  .  dx  X  f    (1^1  +  p^)  •  dx 
Ja  Ja 

ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird. 

Man  mutire,  und  setze  dann  u  statt  fi  +  p^ ;  so  bekommt  man  zunächst 

Man  setze  (nach  §.  232) 

II)  f ''x .  (rr=rp2) . dx  =  c .  f" (i^nr?)  •  dx 

Ja  Ja 

Dadurch  geht  Gleichung  I  ikber  in 

Durch  die  gewöhnliche  Umformung  bekommt  man  Ar  die  zweite  Form  des  ^U  folgen- 
den Ausdruck 
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Man  hat  also  üie  HaapCglaichang 


toaraas  fol^  djhrch  IhlegratioQ 


die  gesachte  FanctioD  i^    Afe  GrinzengleichaDg  hat  mao 

VIII)    E.Oy^-.Jy.)  =  0 

Bei  BestimiiiQOg  der  Ceütfinten  miiss  iu>ch  die  Gleichung  11  mitbenfltzt  werden;  diese 
geht  aber  aber  in 

(x  +  C)  >  dt^ 
£2 


J»«Xj^0L±J?ili5«f;     f "      (x  +  C)  >  dl 
a  r(x  +  C)2-E2  "     Ja  r(x  +  C)2  - 


Aber  weil  C  eipstant  ist,  so  bleibt,  indem  man  den  rechten  Theil  der  Gleichong  vom 
linken  snbtrahirt,  nur  ttbrig 


^  p(x+€)(x-C).dx^Q 

^    Ja       K(x-h€)«-E2 


Diese  Gleichong  ist  nao  zu  inlegrircn,  and  dann  wird  sich  z<4gen,  ob  die  aiah  er^e- 
%ende  hitegralgleicliufig  7ur  Bei^Eimmdng  )der  Gonstanten  mitbenutzt  werden  kann,  oder 
i>b  sie  einen  Wlderapruirii  in  i^kU  selbst  enthalt.  Um  zo  erkennen,  ob  ein  MaziaMiah- 
ifltand  oder  MiljliniJni-stand  slaüfmdc,"  mtitire  man  Gleichung  I.noch  eiomal.  Haan  be- 
^0liUe  man  die  GIcichuDg  II,  führe  die  gehörige  Umformong  aus,  beachte  aoeh  die 
Glcicbaogeo  V  oad  VI,  aod  sel7.e  wieder  zur  Abkürzung  u  statt  Kl  -+-p*;  so  bekommt 
man 

x)«..R.<^..-^.)>tj-;..ä.+,.j;e(^).,.xj^l(^).* 

Diesen  Ausdruek  kann  man  nun  noch  auf  verschiedene  Weise  umformen ;  so  z.  B.  folgt 
aus  Gleichung  VI  gradezu 

P^^      =  E  —     ^'P 

fi  H-  p«  n  -h  p2 

Es  ist  also 

Wegen  Gleichung  VIII  bleibt  aber  nur 
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Somit  gebt  Gleichoog  X  über  io   ^ 

XO    W  =  E.(a»y„-««yOxJ^a.dx.-ac.[T'j(^)-dx]'    , 


Aufgabe    241. 
Man  socht  y  als  solche  Fonctioo  von  x,  dass  das  Prodact 


I)    U  =s  I     y  dx  X  I     X  •  y  •  dl  .  . 

Ja  Ja  '««  « 


eiD  Maximiim-fitand  oder  Mioimam-sUod  wird,  nf&hr^d.  die  gej^oehle^FaDclioD  ohr  aas 
der  Zahl  derer  herausgewäbll  werden  darf,  bei  weichen  allen 'nicht  nur  das  bestimmte 
Integral 


II)     p  (ri  -h  p2j  •  dx 


einerlei  (entweder  einen  gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werth  behält/  sondern  bei 
welchen  allen  aach  noch  das  besthomte  Integral 

HI)      r*x.y    dx  •       '  *   ' 

Ja 

einerlei  (entweder  einen  gegebenen  oder  nicliigegebenen)  Werth  behält 

Man  mntire  die  AnsdrQcke  II  und  III   (nach  §.  266  und  S69,  nnd^ach  den  Eintei* 
lang  in  der  StV*^  Aufgabe),  so  bekommt  man  bezüglich 

,V)      r  —  P(p  +  ^.an,+  Mf.^nti^^O        '■■■■^ 
.  Ja  n+^*<*»        dx.dm  dx'»dn   •      /.  ^   •  «  ;  t 

und  *•  •-'... 

Man  moüre  aaeh  CHteichiing  I,  ond  beachte  Gleichong  V,  so  bekommt  man 
vo   <a2,ü  =Jp(^y +  5^-1^111  +  ^. i^n^.dxxj^i.y-dx 

Um  nun  ans  VI  die  abhängigen  Elemente  ^m  und  ^n  zu  eliminiren,  multiplicire  man 
die  Gleichungen  IV  und  V  bezOglidi  mit  den  (vorerst  noch  unbekannten,  jedenfolls 
aber)  nach  x  constanten  Factoren  R  und  L,  addire  diese  beiden  Producle  zu  VI,  setze 

dann  zur  Abkürzung  A  statt  |   x  •  y  •  dx,  und  fahre  die  gewöhnliche  Umformung  aus; 

so  ist  noch  vollkommen  genau 

V.0    *I,-K.(^)__.A,„-K.(^)]-*„. 

Daraas  folgt  die  Haupigleicbang 

II.  6» 
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VIU)    A.-L..-l.d(pl^j  =  0 


p» 
Man  setze  noch  L  —  A  •  M  nnd  K  =  A  •  N,  so  geht  diese  tileichong  Qber  ia 

m  i+Mx_l.d/-A=\-o 

Dtaraus  folgt  durch  iDlegration 

M  N.p 

Also  ist 

dy_         |-x»  +  x-f-F 


XI) 


•««        lfN._(M..,^,  +  F)^ 


Wenn  man  diese  Gleichung  fntegrirt,  so  geht  noch  ein  €onstanler  E  ein,  so  dass  man 
im  Ganzen  vier  willkQrliche  Gonstanlen  M,  N,  E,  F  zn  bestimmen  hat.  Als  Grinzco- 
gleichang  hat  man  jetzt 

X")    ^  •  [(t  •  "^^  "^  "^  ■*■  ^)  •  ^^^y«  -  /^  .  a«  -h  a  -h  F  V  t^ay,  J  =  0 

wo  man  den  gemeinschaftlichen  Factor  ^  auch  hätte  weglassen  können. 

Zwei  der  vier  Constanten  E,  F,  M ,  N  bestimmen  sich  dadurch,  dass  man  der  Gränzen- 
gleichung  genügt,  dann  kann  man  den  dritten  und  vierten^  bezöglich  mit  m  und  n  be- 
zeichnen; und  wenn  man  es  angemessener  oder  bequemer  findet,  so  kann  man  atck 
z^ei  ans  dem  dritten  und  vierten  gebildete  Ausdrücke  durch  m  und  n  darstellen. 

Nun  ist  vorgeschrieben,    dass  zwischen  den  Gränzen  a  und  a  alle  in  Betracht  zu 

ziehenden  Functionen  nicht  nur  dem  Integral   |     [fi  +  p')  •  dx  einerlei  Werth, 


'X 


d«rti  auch  dem  Integraf  i     z  •  y  •  dx  einerlei  Werth  beilegen  müssen;  und  wenn  diesen 


Integralen  bezüglich  die  festen  Werthe  h  und  g^  zukommen  sollen,  so  hat  man  die 
Gleichungen 

XllO     P(»^nf^)    dx  =  h,      und     XIV)    f"x.y.dx^g3 

welche  dazu  dienen,  die  Gonstanten  m  und  n  zu  bestimmen*  Fehlen  aber  letztere 
Gleichungen,  so  kann  die  gesuchte  Function  noch  zwei  weiteren  Bedingungen  aoter- 
worfen  werden.    (Alles  nach  Analogie  der  GranzAlle  in  der  2t  4^'*"  Aufg.) 

Um  entscheiden  zu  können,  ob  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  stattfinde, 
mutire  man  die  Gleichungen  IV,  V,  VI  noch  einmal.    Dann  bekommt  man  bezOglich 


xv„    £, 


X  •  (a2)^y  •  dx  —  0 
und,  wenn  man  die  Gleichungen  V  und  \VI  beachtet. 


XVU)    (Vü  =  r"(Vy  .  dl  X  P  X  .  y  .  dx 
Ja  «/a 


^a  «/a 

Nun  multiplicire  man  die  Gleichungen  XV  und   XVI  bezüglich  mit  den  schon  einmal 
angewendeten  Facloren  K  und  L,    addSre  dann  diese  Producte  zu  XVII,    setze  wieder 

A  statt  I     xy  •  dx,  und  berücksichtige  die  Hauplgleichung;  so  bleibt  nur 
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>Vd. 


Es  kommt  also  aof  K  ao ,  ob  eio  MaxJmam-elaDd  oder  Ifinimam-stand  staüflndel. 
Die  beiden  li||ll|nfcaCoren  K  and  L  bestimmen  sich  durch  die  Gleichongen 


L  =3  AM  =  M-  j     xy.dx 

K  =  AN  =  N     pxy    dx 


Aufgabe    242. 
Man  SQcht  y  als  solche  Fanction  von  x,  dass  der  Quotient 

I     (sin  y)  .  {fi  -h  p2)  .  dx 


ein  Maximum-Stand  oder  Minimom-stand  wird. 


Pccos  y).{ri-hp2)-dx 
m-stand  wird. 
Man  mutire,  und  setze  hierauf  B  statt  1     (cos  y)  •  [fi  -h  p*)  •  dx ,  und 

I)     P(sin  y)  .  (n  -h  p«) .  dx  =  M  •  (^(cos  y)  •  (»T+p^)  .  d^ 
Ja  Ja 

so  bekommt  man  als  erste  Form  des  dl]  folgenden  Ausdruck 

„,«  =  ^.j;[(e»,,.(Knn»).i,  +  aj^.f 

F&hrt  man  jetzt  die  gehörige  Umformung  aus,   so  gibt  sich  Ar  die  zweite  Form  des 
^ü  folgender  Ausdruck: 

...j;[(»«.rnr-.-l.-(^) 

Daraas  folgt  zunächst  die  Hauptgleichung 

IV)  (cos  y)  (rrr^)  .dx  -  ^[}=^) 

-H  M  .  (sin  y)  (rnFp»)  .  dx  -h  M  .  d(E^=??L?)  «  0 


dy 
Man  moltiplicire  diese  ganze  Gleichung  mit  p  «»  ^,  so  bekommt  man« 
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V)    (CO.  y)  irnr^) .  dy  -  p  .  d(^=4) 

+  M.(8in  y)  (iTTP).dy  +  M  •  p-dj^l^)  =0 
Diese  Gleiehong  geht  non  fiber  in 

at(..y).mn?]-ti^.d,-,.<|j|J) 

r  t  -f-  p2         ,  ^r  1  4-  p^' 

Man  vereinige  den  zweiten  and  dritten,  sowie  anch  den  fünften  and  sechsten  Theilsati, 
so  bekommt  man 

d[(8jn  y)  .  »T+T»]  _  d(p  .  f:=^)  -  M  •  d[(co.  y)  •  lT+1^ 

+  M.d(p.t;^iJ)-0 

Diese  Gleichang  ISssl  sidi  gradeza  integriren,  and  es  ist 

^In  y).nMrp  -  ^^  -  M-Ccos  y).»Tn?  +  ??^=^ -C 

Nach  gehöriger  Redaction  ist  aber 

VI)    sin  y  —  M  •  cos  y  =  C  .  Kl  -4-  p« 

Man  setze  M  =  tg  N  »  — sv.  so  geht  VI  Ober  in 
>    °  cosN'       ® 

VII)  ri«(y-w)^c.rr+-p 

-^  cos  N  *^  ■^ 

oder  

VIII)    sin  (y  -  N)  =  C  •  (cos  N)  .  Kl  -h  p« 

Wenn  man  zur  AbIcQrzang  E  statt  G  •  oos  N  setzt ,   so  bekommt  man  sin  (y  ^  N) 
»  E  •  Kt  -h  p^ ,  and  darans  folgt 

IX)     y  -  N  =  arc  sin  (E  •  rTTj^) 

Also  ist  

X)       y  =  N  4-  arc  sin  (E  •  Kl  -h  p«) 

E ' p  ■  dp 


Differentiirt  man  diese  Gleichang,  so  bekommt  man  dy  =  ; 
dx,  so  folgt  « 
XI)     dz  » 


Qnd  weil  dy  »  p  •  dx,  so  folgt  ans  letzterer  Gleichang 

E  «dp 


(n  +  p2j .  n  -  E2 .  (i  -h  p2) 

Wenn  man  diese  Gleichang  integrirt,  geht  noch  ein  weiterer  Gonstanter  ein.  Dann 
hat  man  noch  p  za  eliminiren,  und  bekommt  zwischen  x  and  y  eine  Urgteichoag  mit 
drei  Constanten,  bei  deren  Bestimmung  die  Gleichang  I,  oder  vielmehr 

XII)    p (sin  y)  (fTTT^) .  dx  =  (lg  N)  •  f" (cos  y)  [fiTp)  •  dx 

mitbenfktzt  werden  muss.  Kennt  man  aber  tg  N,  so  kennt  man  auch  N  selbst.  Aus 
Gleichang  VI  folgt""  y  —  M  '  cos  y  ^q  ^  ^^ ;  ond  man  hat  als  Gränzengleichung 

XIII)    ^•(E.pa-^ya-E.p..ayO  =  0 

Und  so  fort 

.    Schlussbemerkaog.    Diese  Aufgabe,    als    solche,    kommt    schon   vor    in    Eoler*s 
Werke  (metbodus  inveniendi,  etc.,  Seite  168  und  169). 
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Aufgabe  M3. 
Mao  sacht  y  als  solehe  Fonctioo  von  x,  daaa  ilas  Prodoct 

ein  Maiimom-aland  oder  Minimam-atand  wird. 

Man   moüre,   and  aefai^   dann   A   aUU    l     y  v  dx,   B   statt  y^,   and   m   statt 

I     (Kl  -+■  p*)  •  dx ;  so  ^kom&t  man 

I)    aü  — 
B-  •  j^ay  .  dx-hmA  •  B~-t .  ay^  +  a  •  B»  •  Ogoatß)  .£  p=|=  (^)  •  dx 

Man  forme  om,  so  bekommt  man  für  die  s weite  Form  des  ^U  folgenden  Aosdraek 

-H  A  .  ß-  .  p  +  Og  n.t  B)(p=^)J  ;ay„  _  A.B".(lgn.tB)(p^,);.^. 
Man  hat^nli»  die  flaoptgleidrang 

Daraas  folgt 

III)      X  +  E  -  A  •  (Ig  nat  B)  •  ^    ^' 

ri-hp« 

ond  daraus  folgt  weiter  ^ 

lf(A.lgnjIlB)2-(x  -f-  E)« 
Also  ist  durch  die  Gleichuog 

V)    (y  H-  F)«  4-  (x  ^  KF=»  (A    lg  nat  B)»  =R» 
die  gesuchte  Function  gegeben. 
Als  Gränzeogleichong  hat  man 

welche  dadurch  merkwürdig  ist,   dass  die  Ausdrucke  an  beiden  Grinzen  nicht  gleich- 
f5rmig  sind. 

Man  hat  hier  drei  willkürliche  Constanten  £,  F,  R.  Zwei  davon  werden  dadurch 
bestimmt,  dass  man  der  Gränzengleichuog  VI  genOgt;  und  bei  Bestimmung  des  dritten 
muss  die  Gleichung  A  •  lg  nat  B  »  R,  welche  mit  folgender 

VII)    ( j^y  •  d.)  .  Og  oat  y«)  =  R 

gleichbedeutend  ist,  mitbenlktzt  werden,  d.  h.  man  muss  untersuchen,  ob  letztere  Glei- 
chung keinen  Widersprach  mit  sich  selbst  enthält. 

Der  Herstellung  des  Prüfongsmitlels  steht  keine  Schwierigkeit  entgegen.     , 
Specieller  Gränzfall.    Soll  die  gesnirbte  Function  unter  allen  mt^lichen  her- 
ausgewflhlt  werden ,  so  dürfen  die  Werthe  von  y«  und  y^^  nicht  vorgeschrieben  sein. 
Dabei  wird  die  GrlUizengleichung  nur  erfüllt,   wenn  man  sie  in  folgende  iwei  einzehie 
zerlegt 

Vni)    H  +  ?L:^  =  0,      und      IX)    a  4-  E  =  0 
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Gleichong  VUl  ist  aber  gleicbbedefteod  mit  folgender 


{^[vr+ji)  -dl 


X)  ^^ ^  4.     ""^^      =  0 

^    ,  I    yd« 


Die  GleicbuDgeo  VII,  IX  arid  X  müsseo  10  xlem  .Jiiesige^  speciellen  Gräoslalle  zar  Be- 
slimmang  der  drei  Gonstanten  E,  F,  R  benutzt  werden. 

SchlussbemerkuDg.    Diese  Aufgabe,    als  solche,    komi^t  schon  Tor  in  Buler*s 
Werke  (metbodus  inveoiendi,  etc.,  S.  165  und  166). 

4 


A  0  r  g  a  b  e   244. 
Man  8Qch(  y  als  solche  Function  von  x ,  das»  folgender  Ausdruck 

ü  «  (Vi  -h  p2).  .  f"y  dx  ■+-  y« .  f"(l^rrp2)  -lU 

oio.ApMÜP'^^'^d  oder  Minimuni-s.(and  wird.  ^ 

iVan  muliri^  und  selze  dann '  in  statt  l/i  4-*  p^)^ ,   B  statt  |     y  •  dx  ,  C  statt  y« , 

Ja 

und  £  statt  1     [fi  -f-  p^j  •  dx ;  so  b^kioüqsmt  man 

I)    iv  =  B.(S)^(^)^  +  «  '£sy'i^  +  E.ay«  +  c-£S  (^)-<«'' 

wo  zur  wcilem  AbkfirzuQg  noch  a  slatt  1^1  -|r  p^  gesetzt  ist. 

AJau  forme  am^  en  bekommt  m^t  für  diAiämite  ^orm  des  ^U  folgenden  Ausdruck : 

Daraus  folgt  als  Hauptgleichong 

II)    m  .  dx  -  C  •  d/— -^ \  =  0 

und  daraus  folgt  weiter 

III)  (y  +  cy  +  (x  +  hy  =  ^,  =  R* 

Als  Gräniengleichung  ergiebt  sich 
IV)    ^  •  (a  -h  F)  .  (^\    4-  (E  +  roa  +  mF)  •  ay„  -  m  •  (a  -+-  F)  -  ^y.  -  0 

welche  dadurch  merkwiirdig  ist,  dass  die  AusdrQcke  an  beiden  Gränzen  nicht  gleich- 
förmig sind. 

Man  hat  hier  drei  willkihrliche  Constanten  F,  G.  R.    Zwei  davon  werden  dadurch 
bestimmt,  dass  man  der  Gränzengleichang  IV  genögt;   und  bei  Bestimmung  des  dritten 

Q 

moss  die  Gleichung  --  s  R,  welche  mit  folgender 


m 


gleichbedeutend  ist,  mit  benutzt  werden,  d.  h.  man  muss  untersuchen,  ob  letztere  Glei- 
chung keinen  Wiederspruch  mit  sich  selbst  enthält. 
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Der-HersteÜaog  des  PrttftiDgsmiUels  steht  keine  Schwierigkeit  entgegen. 
Specieiler  GrSnHtll.    SoU  die  gesachte  Faoctaoo  aoter  allen  möglichen  herans- 

gewählt  werden,  to  dürfen  die  Werthe  von  y«,  y^  und  i;~)   niM  vorgeschrieben  sein. 

\<li/a 

Dabei  wird  aber  die  GrSnzengleichang  jinr  erfüllt ,  wenn  man  sie  in  folgende  zwei  ein- 
zelne zerlegt:  t^  \^ 

VI)    a  -*-  r  =  0,      und      VII)    ir^  «aa  -+-  mF  ä  0 

Gleichang  VII  ist  aber  glelchbedeateMl  tnir  folgeMer 

Vni)     fyi  +  p«)  .  dl  +  (a  -h  1?)  .  (fi   -h  p2),  =  0 

Die  Gleichangen  V,  VI,  VIII  m&ssen  in  dem  hiesigea  speciellen  Gränzfalle  zur  Bestini» 
mü^  d«r  drei  Conelanten  F,  G>'RiMMkizt  werden.    •   # 

SC%1a BS b^«f erkling.    Dieie  Anfgabe,  als  solche f-'jBDiiifet  schon  vor  In  Baler^s  Werke 
(mothodas  Inveniendi,  etc.  Seite  164  ond  165.) 


Aargabe9l5. 

Welche  anter  allen  «wischen  den  (za  den  Ab#ii§sen  a  and  a  geMrigen)  retht%\n- 
keligen  GrftnzordidViten  erstreckten  ränmliclien  Carven  ist  es,  bei  welcher  der  Schwer- 
ponkt  des  Bogens  am  höchsten  oder  tiefsten  liegt? 

Man  nehme  die  Coordinatenebene  YZ  in  horizontaler,  dagegen  die  Abscissenaie  X 
in  verticaler  Richtung.  .  Man  hat  also  die  Entfernung  des  Schwerpankies  von  der  hori- 
lonlal  liegenden  Coordinatenebene  TZ  za  nntersucben,  und  diese  £DtferDQDg  ist  be- 
kanntlich 


ü  = 


ft/a 


wo  p  and  9  bezöglich  statt  -p  and  ^.gesetzt  sind.    Man  matire,  nnd  setze  zar  Ab- 


k&rzang  im  Nenner  A  statt  |     (ri+p^-i-v^)  •  dx ,  ond  dann  durchweg  a  statt  Kl  +  p^  4-  p*; 
so  bekommt  mtak 

Man  setze  (nach  fi.  233) 

M)     f  "^  x(ri  4-  p»  -t-  D») .  dx  =  C  .  f "  (rm^T?)  •  dx 

so  bekommt  man  nach  den  gehörigen  Umformungen  für  die  zweite  Fonn  des  dU  folgen- 
den Ansdrock 

III)     dl]  =        I 
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Mao  hat  alao  die  xwei  Hanpigleidiongen 

,V)    4^^B^\  =  0     and      V)    -(/'-'^>-M  -  0 
Daraus  folgt  bezüglich 

VI)    -IL^^IL  =  f^  and     VII)    /' ^  ^  '  ^     =  9 

Dividirt  man  diese  beiden  Gleiefaangen  fli.eltiander,  so  gibt  sich 

VIII)  e  =  I 

Daraas  folgt 

IX)    »y  »  Bz  +  F 

Dieses  ist  aber  die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  tof  der  Coordinalenebene  YZ  BankvMit 
steht  Die  gesuchte  Gurve  ist  also  eine  ebene  Gurve.  Blfminirt'man  p  aus  VI  and  VIII, 
so  bekommt  man 


X) 


dy  _  B 


<•«       W(x  —  Cy  -  (B»  -♦-  B«) 
Daraas  folgt 


XO    y-B.lgnat^-^^'^^^'-C«*-^«^ 

Die  gesuchte  Cnnre  ist  also  die  filattenlinle,  welche  in  einer  auf  der  Goordinatenebene 
TZ  senkrechten  Ebene  liegt.    Die  Gränzengleichung  ist  jetzt 

XII)    B  .  (dya  ~  ^y.)  +  »  •  (dia  -  ^«.)  =  0 

Bei  Bestimmung  der  (Qnf  Constanten  B,  SB,  G,  F,  K  moss  die  Gleichung  II  mit  beniitzl 
werden;  diese  geht  aber  jetzt  Ober  in 

^  J  a  »^(»  -  C)2  -  (B»  -H  ©2)  Ja  r(i  -  O«  -  (B2  H-  ») 

Diese  Gleichung  kann  auch  dargestellt  werden  durch 

(i  -  C)g  .  dx 


Jai 


=  0 


fa  I^(z  -  C)2  -  (B2  -H  SB») 

Von  dieser  Belebung  kann  man  (wie  schon  hei  Gleichung  X  der  ^dS"**"  Aufgabe  ge- 
schehen ist)  nachweisen >  dass  sie  einen  Wiederspruch  mit  sich  selbst  enthält,  dass  also 
die  Aufgabe  in  der  Weise,  wie  sie  gestellt  ist,  gar  keine  Aufgabe  ist.  Die  nächstfol- 
gende Aufgabe  wird  noch  eine  Nebenbedingung  stellen,  und  dadurch  zu  einem  Resol» 
täte  fQhren. 


Aufgaben  dieser  Art  sind  sonst  noch  nie  auf  räumliche  Gurven  ausgedehnt  worden. 
Diese  Bemerkung  gilt  auch  von  den  Aufgaben  228,  246,  247. 


Aufgabe  246. 

Welche  unter  allen  rlumlichen  Gurven,  die  zwischeil  den  (zu  den  Abscissen  a  and 
a  gehörigen)  rechtwinkeligen  Gränzordinaten  gleiche  Lange  haben,  hat  ihren  Schwer- 
punkt am  höchsten  oder  tiefsten? 

Verfahrt  man,  wie  in  voriger  Aufgabe,  so  hat  man  jetzt  iür  y  und  z  solche  Faoe- 
tionen  von  x  zu  suchen,  dass  der  Ausdruck 


px(ri-f  p8  +  p2).di 
I)     ü^-l? 
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«in  Mtkyimam-stand  oder  Itfinimaiu^Uod  wird,  während  eben  diese  fttr  y  und  z  ge» 
sachten  Faoclionen  solche  zasammengehörige  sein  müssen,  dass  dabei  der  Aasdrick 

II)     f "  (ri  -h  p2  4-  ?)  -dl 

immer  den  nemlichen  (gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werlh  behäll.  Mulirt  man  den 
Aasdrnck  II,  and  setzt  man  dann  zur  Abkürzung  u  statt  fi  4-  p^-H  ?*;  so  bekommt  man 

Man  matire  aach  Gleiehoog  I,  berQcksichtige  Gleichung  III,  und  setze  dann  im  Nenner 
A  statt  I     (Kl  -f-  p2  -I-  1)2]  .  dx,   so  bekommt  man 

Um  n\in  das  abhängige  t^m  zu  eliminiren,  mulliplicire  man  Gleichung  III  mit  einem 
(vorerst  noqk  unbekannten,  jedenfalls  aber)  nach  x  constanten  Factor  L,  addire  dieses 
Product  zu  IV,  und  führe  die  gewöhnliche  Umformung  aus;  so  ist  noch  vollkommen  genau 

Damit  das  abhängige  t?m  unter  dem  Integralzeichen  wegfalle,  lasse  man  den  dazu  ge- 
hörigen Factor  eine  identische  Gleichung  sein ,  d.  h.  man  setze 

Damit  auch  die  mit  den  untereinander  unabhängigen  Elementen  dy  und  di  versehe- 
nen Theilsitze  wegfallen,  mOssen  noch  die  ferneren  identischen  Hauplglelchungen 


und 


VII)   1.h/L_('-^a.l)\     ^ 

dx      \Ki  -h  p2  -h  p7 

VIII)    1.,A(^  +  a.l)\     ^ 

'  ^^    \ri  +  p2  4-  pv 


stattfinden.  Man  erkennt  aber,  dass  alle  diejenigen  Functionen  y  und  z  von  z,  durch 
welche  die  Gleichungen  VII  und  VIII  identisch  werden,  auch  die  Gleichung  VI  iden- 
tisch machen.    Integrirt  man  TU  und  VIII,  so  gibt  sich 

IX)    JiL_t^a  =  B,      und      X)    pL^Mr^fB 

^     n    .+.  p2  H-  ?>2  Kl    -h   p2  -H  p2 

Dividirt  man  beide  Gleichungen  ineinander,  so  gibt  sich 

^■-^  p     « 

Daraus  folgt  3  •  p  «-  B  • )) ,  und  somit  ist  wieder 

XII)    ö  •  y  =  Bz  +  P 
wie  in  voriger  Aufgabe.    Dieses  ist  wieder  die  Gleichung  einer  auf  der  Geordinaten- 
II.  70 
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ebene  YZ  senkrechteo  Ebene,  die  gesnchte  Gurve  ist  alsd^  wieder  eine  ebene  Carte. 
£liminiri  man  p  aas  IX  and  XI ,  so  bekommt  man 
dy B 

dx        )f  (x  -HA.  L)2  —  (B5~=f~»2) 
Setzt  man  zar  AbkOrzang  M  statt  AL,  and  integrirt  man  dann;  so 


XIU)    y  =  B.lgnat^-^^-^^^^^^-^ 

Dorch  die  beiden  Gleichnngen  XII  ond  XIII,  welche  zusammen  Pänf  innktrUdbig  Cott- 
stanten  B,  9,  F,  K,  M  enthalten,  ist  die  gesachte  rSamliche  Corve  dargeftlelli.  Diese 
ist  aber  eine  ebene  Gurve,  and  zwar  die  Kettenlinie.  Vier  der  fünf  willkürliehetf^Con- 
stanten  bestimmen  sich  dadurch,  dass  man  der  Gränzengleichong 

XIV)    B  .  (fdiiya  -  (^üy.)  +  «  '  (fßi^a  —  c^D^^.)  =  0 
genügt.    Dann  kann  man  den  fQnflen  oder  einen  aas  dem  f&nflen  gebildeten  Aasdrock 
mit  m  bezeichnen. 

Nun  ist  vorgeschrieben,  dass  zwischen  den  Gränzen  a  und  a  alle  in  BelracU  fu 
ziehenden  Curven  eine  gleichgrosse  Bogenlänge  haben  mössen;  und  wenn  dieser  Bo- 
genlänge der  bestimmte  Werth  g  zukommen  soll,  so  hat  man  nocb  die  GÜichoitg ' 


XV)  J"(ri  4.p2  +  p2).dx-.g 


dz 


welche  daza  dient,  den  Gonstanten  m  zu  bestimmen.  Fehlt  aber  letztere  Gleichung, 
so  kann  die  Gurve  einer  andern  Bedingung  unterworfen  werden.  (Alles  nach  Analogie 
der  Gränzfalle  in  der  214*«^  Aufg.) 

Benötzt  man  den  bereits  angewendeten  Moltiplicator  L  auch  bei  Herstellong  des 
PrQfungsmiltels,  so  bekommt  man  dafür  folgenden  Ausdruck 

XVI)    <ajj2ü  =  i  .  [B  .  O^i^y«  -  (d,)2y.)  +  IB  •  (^z^  -  fi^t^li 

(i  H-  p*  -t-  >>^)*  /       \      /      \      /  ^ 

Der  Moltiplicator  L  bestimmt  sich  durch  die  Gleichung  AL'  =s  M ,  d.  h.  durch 

XVII)     /  r*(ri  -h  p«  -t-  p^) .  dx)  .  L  =  M 

Wenn  also  bei  allen  von  a  bis  a  liegenden  Werthen  des  z  die  Summe  (x  +  AL)  po- 
sitiv bleibt,  so  findet  ein  Minimum-stand  statt;  wenn  aber  bei  allen  von  a  bis  a  liegen- 
den Werthen  des  x  diese  Summe  negativ  bleibt,  so  findet  ein  llaximum-etand  statt  Es 
kann  nemlich  der  Kettenlinienbogen,  ohne  dass  er  seine  Länge  ändert,  auf  zweierlei 
Art  zwischen  zwei  Punkten  gezogen  werden,  d.  h.  er  kann  der  Goordinatenebene  YZ 
seine  conveze  oder  concave  Seite  zukehren;  und  im  ersten  Falle  findet  ein  Minimom- 
stand,  im  zweiten  ein  Mazinium-stand  statt. 


Man  sehe  den  Nachtrag  hinter  der  vorigen  Aufgabe. 


Aufgabe    247. 

Man  sucht  unter  dei^enigen  räumlichen  Gurven,  bei  welchen  allen  die  goniome- 
Irische  Tangente  des  von  der  BerQhrungslinie  und  der  Goordinatenebene  XY  gebildeten 
Neigungswinkels  eine  bestimmte  Function  der  Abscisse  x  ist,  und  deren  zwischen  den 
(zu  den  Abscissen  a  und  a  gehörigen)  rechtwinkeligen  Gränzordinalen  erstreckte  B<igen 
alle  einerlei  Länge  haben,  diejenige,  deren  Schwerpunkt  am  höchsten  oder  tiefsten 
liegt. 
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Man  Debme  die  Coordiaateneb«ne  TZ  in  boricoaUleq,  and  die  AiMclwen«xe  X  In 
verticaler  I,age;  so  ist  die  UpIferooDg  des  Scliwerpunlites  von  der  ao  gelegten  Coordii 
nal^bene  YZ  tMiiaqptlicIi  gegeben  darel> 

Cxin  +  p»  +  D«).dx 
I)  ü      " 


r 


(n  4-  p2  +  p2)  .  dl 


uiui  dieser  Ausdniok  soll  eiD  Maximum-slaod  oder  Mioimam-stand  werden,  während  die 
für  j  uffd  t  gesuchten  FaiicUonen  solche  zasammengehdrige  sein  mössen,  bei  denen  al- 
len der  Aosdrack 


'^rj 


1  4-  p»  +  pa)  •  dx 


einerlei   (entwed^f  e|neo  jfegebenen  oder  nichlgegebenen)  Werth  bekommt,  and  bei 
denen  allen'  (man  sehe  die  Einleitong  znr  190^"  Aofgabe)  noch  die  Gleichung^ 

^  ri  4-  p» 

erfüllt  wird. 

Bnte  AvMewig. 

Ans  III  folgt  t>  —  w  •  1^1  -f-  p2 ,   nnd  somit  gehen  die  AnsdrOcke  I  and  II  beittg- 
lieh  fikir 

r x(r(H-w«).0-hp2))  . dx 
IV)    ü^*^* 


and  in 


J"  (r(|  +  w«)  .  (1  4-  p2))  •  dx 

V)  J"  (ro  4-  wo  •  (i  ■+-  p2))  •  dx 


Matirt  man  den  Aasdroek  V,  so  bekommt  man 


fa  r  i-t-p2 
Man  mntire  ebenso  Gleichong  IV,   berücksichtige  Gleichnng-  VI,    and  sette  dann  im 


benso  Gleichong  IV,   berücksichtige  Gleichnng- 
Nenner  A  statt  1     (Kl  H-  w«)  •  (1  4-  p^))  •  dx;   so  bekommt  man 

Um  non  das  abhängige  t^m  so  eliminiren,  moltiplicire  man  Gleichung  VI  mit  einem 
(vorerst  noch  unbekanolen,  jedenfalls  aber)  nach  x  constaoten  Factor  L,  addire  dieses 
Prodoct  zo  VII,  ond  führe  die  gewöhnliche  Umformang  aas;  so  ist  noch  vollkommeo 
genau 
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Damit  .Almrdas  abhängige  ^m  zunfichst  uoter  dem  Iqtegralzeieheii  wegfalle,   lasse  man 
die  idenülMe  Gleichang  .  «•> 


-^  dx    \         ri-f-p2         / 


stattfinAnV  ^Dabei  wird  auch  der  bei  ^y  berindlichc  Factor  za  Null,  ond  Gleichong 
IX  ist  zugleich  Hauplgleichung.  Sie  ist  von  der  zweiten  Ordnung,  und  durch  ihre  In- 
tegration gehen  noch  zwei  willkürliche  Constanlen  B  und  G  ein.  Gleichnng  Ell  ist  von 
der  ersten  Ordnung,  und  durch  deren  Integration  gebt  noch  ein  fernerer  Constanter 
E  ein.  -^  ,  -'^ 

Man  kann  a{>er  auch  auf  folgende- Weise  verfftiren:  Man  integrire  Gleic^ng  IX, 
so  bekommt^  man  .*.  * 

Setzt  man  zur  Abkürzung  H  statt  AL;  und  sondert  man  p  9b;  so  gibt  sich 

,    XI)  ä?  ^  ___  j_=__ 

dx        )f  (x  4-  H)2  .  (1  -4-  w2)  -  B2 
Eliminirt  man  p  aus  III,  so  gibt  sieh 

Xin    -  =      (x  +  H)  .  w  »  Kl   +  wg 

Um  diese  Gleichungen  abermaU  integriren  zu  können,  muss  zuvor  eine  bestimmte 
Function  ¥M  x  an  die  Stelle  des  w  gesetzt  werden,  sei  es  nun,  dass  diese  Sancüon 
nach  ^Willkür  9l|tommen  werden  kann,  oder  dass  sie  auf  irgend  eine  Weise  vorge- 
schrieben ist.  Durch  Integration  der  Gleichung  XI  geht  noch  ein  Constanter  G,  nnd 
durch  Integration  der  Gleichung  XII  geht  abermals  ein  Constanter  £  ein.  Man  hat 
also  im  Ganzen  vier  Constanten  B,  C,  E,  H.  Zwei  derselben  bestimmen  sich  dadorch« 
dass  man  der  Gränzengleichung ,  welche  folgende  Form 

XIII)  'b  .  ((^j)y^  -  (^i,y.)  =  .0 

aiMiromt,  genügt.  Der  dritte  ^luss  auf  and^  Weise  bestimmt  werden,  wie  dieses 
bereits  in  den  Aufgaben  188,  189,  190  gescliehen  ist.  Dann  kann  man  den  vierleo 
Constanten  oder  einen  aus  dem  vierten  gebildeten  Ausdruck  mit  m  bezeichnen. 

Nun  ist  vorgeschrieben,  dass  zwischen  den  Gränzen  a  und  a  alle  in  Betracht  za 
ziehenden  Curven  eine  gleichgrosse  Bogenlänge  haben  müssen;  und  wenn  dieser  Bo- 
genlänge der  feste  Werth  g  zukommen  soll,  so  hat  man  noch  die  Gleichnng 

XIV)     J     (Kl  +  p2  +p2)  .  dx  =  g 

welche  dazu  dient,  den  Conslanten  m  zu  bestimmen.  Fehlt  aber  letztere  Gleichung, 
so  kann  die  gesuchte  Curve  noch  einer  andern  Bedingung  unterworfen  werden. 

Benutzt  man  den  bereits  angewendeten  Mnitiplicator  L  auch  bei  Herstellang  des 
Prfifungsmittels,  so  bekommt  man  dafür  folgenden  Ausdruck 

v,,.     .  .,,        B   ..  .             .  5    .           1      f«(x  -h  AL)     fi   +  w^  /dA)y\2     . 
XV)    (5i)2ü  =-^  Qdi?y^  -  (^D^y,)  +  ^  •  1 ^3 \^)    *  ^« 

*^^  (1  +  p2)2 

woran  man  erkennt,  dass  es  von  der  Summe  (x  +  AL)  abhangt,  ob  ein  Maximum- 
stand oder  Minimum-Stand  stattfindet.    (Man  sehe  den  Schluss  zur  vorigen  Aufgabe.) 

Der  MuUipIicator  L  bestimmt  sich  durch  die  Gleichung  AL  »  H,  welche  mit  fol- 
gender gleichbedeutend  ist 

XVI)    (  P  (r{i  4-~p)  (1  -h  w^)) .  dx)  .  L  =  H 
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Zweit«  ^«15i«Mg.  \iS[ 

Aus  111  folgt  die  oacli  x  ideQti8cl)e  GJ[eichQog  '    *'' 

XVII)  »,-wKnpp'2  =  o  "     '•• 

Mao  moUiplicjre  sie  mit  einer  (vorerst  anbekanoteD,  jedeoblls  %ber)  n^irtpfctahlftp 
FanctioD  K  von  x,  so  ist  aach  das  Prodact  ^ 

noch  eine  identische  Gleicbang,  ond  kaM^a  1  jnler  da^  Integralzeichen  a^dirt  werden, 
ohne  dass  U  sich  im  Geringsten  ändprt,  TT  h.  es  Jst  noch  voilkommeit  genao> 


XVIII) 


0.4!^_ ^ ^ 

•  .      -    .  f"  (n  +  p«  +  ?«):•  dx 

Ja 


Man  mnlire  den  Ansdrock  II,   UBd  setze  »dann  Kpr  Abkttrzang  o  6(aU:,Kl  +  f^  •*-  p'} 
so  bekommt  man  . 


Man  motire  auch  Gleichung  XVIII,  betfcl^sichtig^  Gleichung  XI5C^  irailt|||l^  danAklv 

(Kl  -h  p2  +  <>2).dx,    u,s^a  n   -h  p2   -h  p2,   m^^y  statt 

a  V4.         '         ^  . 


ri  +  p2 ;  ond  so  bekommt  man 

Um  non  das  abhängig;»  ^m  zo  elinnDireQ^vD^Qltipli<^Ht.man  Gleichong  XIX  mit  eineib 
(vorerst  unbekannten,  jedenfalls  aber)  nach  x  coDstan||^Factor  I;  tiddice  dieses  Vni» 
duct  zo  XX,  ood  föhre  die  geirdhalii^  Umformung  'Uns;  so  ist  noch  vollkomnanui 
genao  ^      -  ,      » 

-  i  •  J:  i  [s  •  ^(- *?  * '■^=^')]  • "  t  [f, -(- -  <i±^')] .  . 

Damit  aber  das  abhängige  i9m  onter  dem  Integralzeichen  wegfalle,  lasse  man  den 
dazogehdrigen  Factor  eine  identische  Gleichung  sein,  d  h.  man  setze 

xxi.)   [f, ..(_  ft . &±ÄP)]*^,|-^^ .a(K.Ci±^')]^'  =  0 

Damit  das  mittelbare  dz  unterhalb  des  Integralzeichens  wegfalle,  moss  die  fernere 
identische  Gleichung 

XXII0l.d(K4-(i+^>i)-0 

Stattfinden;  nnd  damit  die  mittelbaren  Elemente  dz^  ^^^  ^z,  anch  ausserhalb  des  In- 
tegralzeichens wegfallen,  bestimme  man  (nach  Bd.  I.  S.  324)  zwei  der  eingehenden 
Constanten  so,  dass  auch  noch  die  zwei  Gleichungen 
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r^al^dep.    M||^hat  tiomirdle.j^aiytgIeichQog  ^       # 

'^  .      ^       dx    ^        V       >     ^    a      f/*- 

qnd  die  Gränze||^ichaD^  .  *•  •*'      •  -t  -  .   *• 

jfiie^GleicIi^'^eii  4^  XXVI  siÄl.  voo  dtt^ weiten  Ordkiang,  uod  dorch  der^  Inte- 

gration g^en  Tief  ||wiilkurlicfa^  €on$tanten  Wjßlf9$^  Gteichmof^III  ist  von  .<ier  trsteo 
Ordnung,  und  darch  ideren  J4M^atid^  gehjn  ein  /volarer  Gonstanterj^  Man 
hat  daher  ausser  L  noch  ninf,^l||hkk  im  fl^nm  sechs  Con«|a^^^  welchem  jedoch 

zwei  dnrch  die.^||]teichnngen  XXJl^^d'X^V  hestimmt  werdenT  so  daaa  nn^Tt^r  noch 
ihre  Bestimmang  erwaU^Ajfc'o  hei  der  ersten  Aufldsny. 
l\     Integrirt  man  GleichunXXlII,^  bekomgi  malb  "^ 

f     " 
üJk  der  A||8d»acldft  +  —  "^^,  >^  iBt  oonktant  bei  iedem'  Werthia.des  x  und  bei 

^0*^  Werthe  der  durch  Integren  einwhenden  Coastattlfiii.  Die  Gleichnngen  l&IV 
und  SXV  gehen  alatf  ;Uber^^ie  einsi^e  ^     '     ^  ^ 

'^  -      XXJX)    F  =  p 

Dadurch  cediK^rl  sich  Gleichnng  XXIX  auf         .  ^ 

XXX)    K+(«-+"AL)ft^^^ 


% 


«Man  integrire  X%yi\  so  heiMÄint  man 

Die  Grftnzesie^eichang  XXVU  i«dncjrt  sich  ^  jetst  «nf        .  ^ 

'     '  ^      **    XXXII)    B  .  G^Dy^  -  <a„yO  =:  0 

Eiimintrt.^n  K  aus  ^X  nnd  XXXr,  «o  bekonunt  man 

XXXIM)     ^L^^^)i;'l^IlIrUB 

EliminirC  man  p  mittelst  III,  so  geht  XXXIU  Oberen 

XXXm      P  •(*-*•  AL)  .  m  -h  wg  _  3 

was  geoao  wieder  Gleichung  X  ist,   so  dass  sich  für  y  und  z  dieselben  Fanctlonen  er^ 
geben,  wie  bei  der  ersten  Auflösung. 

Bei  Herstellung  des  PrUfungsmittels  beachte  man  die  Gleichungen  XXII,  XXin, 

XXVI,  so  wie  anch,  dass  F  =  0  ist    Hierauf  eliminire  man  noch  p  und  ^p^«  indem 
man  aus  lll  die  folgenden  zwei  Ausdrücke  herstellt 

>,  =  w.lT:rip,    und^-^  =  ;p?=ll=.^y 

dx     n  +  p3   dx 

Hinsichtlich  der  Bestimmung  der  willkürlichen  Constanten  Ist  schon  in  der  ersten  Auf- 
lösung das  Nöthige  besprochen. 
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Diese  iRhie  AQfl5gan^  konnte  also  4biTc%eAl|rt'Sref4ej(,  ohne  ^^^^i^^^S  ^^^ 
die  FqiM^lMifK 


Phle  AQfl5san^  konnte  also  4pTO^eAl|rtVei4en,  ohne  ^aAn/^OBg  ^ 
ikK  von  z  kenän»  zv  hetumi  ^Mn  iBhe  ^n  Swiuss  des  $.'1^. 


Diese «AafgaBe  bat  das  EigenIhQmliche,  dass-von^deaxwei  yorpkhriebenear  B^l 
diDSungea  Sie  einMof  eine  IMfferentialgleicbdBg  ond  die  ai|f|äre  a^f  ein  bestimmtes  In-  ' 
legraf  gefiihrt  ha(gF  ^  . . ..  '^  .    v  ;  ■■' 

Aufgaben  ditt^r  Art  sind  pDderie&rts  nocbr  nUr  gesteüi.  werden.  : 


I 

.     '    A  0  f  rabe    24a  '    ^     ^     •  -.  . 

Man  sttcbt  y  A  fdiche  FtincliMpHi,  dass^li^nier  Aasdrq^k. 


-     -^ 


Ja  VJa  1<^ 

ein  Maximam-fllaqd  oder  Hioimom-sta^yi  vird.  ^^         flf^ 


Diwch  das  Zeichen  1     (rf"-?  p^)  •  dx^  ist  (nacrf^  7)  ein  zweimal  wiederholendes 


i 


e(Qfac}ie8  Integral  vorgestellt,  d.  k  es  ist 

(2)  ^  ♦  '      *■-  '    .  "^ 


P.tKl  H-  p2]  -'dl«  soviel  als  4**  (  f*(»^i  -t-  p«)    d») 


r 


Man  setxe 

(2)   - 

II)  rryT+p).d»«=v 

Ja 
80  geht  Gleichnlig  I  Ober  in  ol     * 

III)    ü>.  I     v^x 
Wenn  man  Gleiehiuiillll  zweimal  diffterenüirt,  so  ffibt  sich  diA|||^nt]sche 

IV)  n  +  p»--5^  =  o      ^ 

Wenn  man  diese  Gleichung  mit  einiy  (vereist  anbekannlen ,  jedenfalls  aber)  nichtmn- 

lablen  Function  K  von  x  mulfaplicirt ;   so  ist  auch  das  Product  K  •  (Vi  +  p»  —  j^\ 

noch  eine  identische  Gleichung,  und  kann  bei  Gleic|iung  HI  unter  das  Integralzeichen 
addirt  werden,  ohne  dass  U  sich  im  Geringsten  ändert,  d.  h.  es  ist  noch  vollkommen 
genau 

Man  mutire,  und  forme  um;  so  gibt  sich  für  die  zweite  Form  des  ^U  folgender  Aus- 
druck 

-(p^).-''---(^).-(").-'" 

-r[('-s)'-ö-(p5^))"]- 
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Efie  dieser  AltodiUk  weiter  b^h^Gb^i* wird,  mas^sjivor  Doch  folgende  lMi|iiantersu 
choog  angesfeili  werden.    Mftp  schreibt  bleich i)i||^^2ifef  folgend^  ^^eise;  '**" 

Dtrtas*  folgt  *  ^  /T 

™"  -Tf[j:(n^.(5)-^eT|-#7)-]- 

.     .  .  0  +  p'r  ^ 

elc.  elc.  ;  *•   »       ^  -. 

Wenn  man  die  t^ei  let^n  Gleichungen  dilfertoüirt,  so*bekonimf  man 

elc.  etc.  ^ 

Setzt  man  i  »  a,  so  geben  die  fQnf  leliten  Gieiohnrij^^Qberfin 


etc.  etc. 
d.  b.  es  ist 


and  durch  diese  Gleichungen  ist  eine  Grundbedingung  der  Aufgabe  mit  ausgesprochen. 
Damit  das  mittelbare  ^v  unter  dem  Integralzeichen  wegfalle,  denke  man  sich  unter 
K  eine  solche  Function,  dass  die  identische  Gleichung 

'^^  <  -  S  = « 

stattfinde.    Nun  Ist  dv.  =  0  und  i-^r- 1    =^  0,   wie  bereits  bewiesen.    Damit  also  jede 

Spur  der  von  v  herröhrenden  Mutation  verschwinde,  beslimme  man  zwei  der  eingeben- 
den Gonstanten  so,  dass  die  Gleichungen 

XVII)    Ka  ==  0,    und    XVIII)     (^j    =  0 
stattfinden.    Gleichung  VI  reducirt  sich  also  auf 
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Man  hat  aooach  die  Haoptgleiebuhg 

und  die  Griioiengleichiuig 

^  \rrrp2/a   ^^^    \rr=rp2;a 

Gleichung  XVI  ist  von  der  zweiten  Ordnung,  und  durch  deren  Integration  gehen  zwei 
willkiiriiche  Constanten  ein.  die  Gleichung  XX  ist  ebenralls  von  der  zweiten  Ordnung, 
und  durch  deren  Integralion  gehen  wieder  zwei  willkürliche  Couslanfen  ein.  Man  wird 
also  im  Ganzen  vier  solcher  .Gonstanten  bekommen.  Zwei  davon  werden,  wie  gesagt, 
durch  die  Gleichungen  XVII  und  XVIIl  bestimmt;  und  die  beiden  andern  erhalten  da- 
durch ihre  Bestimmung,  dass  der  Gränzengleichung  XXI  genögt  wird. 
Integrirt  man  Gleichung  XVI,  so  bekommt  man  successive 

XXII)   ^  =  A  4-  X 

XXIII)      K  =  B  +  Ax  +  g  •  X« 

wo  A  und  B  die  zwei  durch  die  Integration  eingegangenen  Gonstanten  sind.    Damit 
den  Gleichungen  XVII  und  XVIII  genügt  werde,  muss 

B  +  Aa  H-  5  .  a«  —  0    und    A  -+-  a  =  0 

sein.  Daraus  folgt  A  =  —  a  und  B  =  +  5  •  a' ;  und  somit  geht  XXIII  über  in 

XXIV)    lL-.i.(a-x)« 
lalegrirt  man  Gleichung  XX,  so  gibt  sich 

XXV)    ~-^-  =  C 

d.  h.  der  Ausdruck  ^    *^     ist  constant  bei  jedem  Werthe  des  x,  also  auch  bei  x  =:a 

ri  +  p2 

und  bei  X  =  o.  (In  dieser  Beziehung  vergleiche  man  sorgfSlKg  den  auf  Seite  461  be- 
findlichen Zusatz.)    Gleichung  XX  geht  also  ober  in 

XXVI)    C  .  ay^  -  C  .  dy.  =  0 

C 

Aus  XXy  folgt  p  ==  ,  oder  vielmehr 

'  ITK«  -  C« 

)f  J(«-»)*-c* 

Indem  man  diese  Gleichung  weiter  integrirt,  geht  noch  ein  Gonstanter  £  ein,  so  dass 
man  fCkr  y  eine  Function  mit  den  zw^i  willkürlichen  Constanten  C  und  E  bekommt, 
welche  dadurch  bestimmt  werden,  dass  man  der  Gränzengleichung  XXVI  genügt« 

Zur  Herstellung  des  Prüfungsmitlels  mutire  man  Gleichung  V  zum  zweiten  Male, 
forme  d/mn  um,  and  berficksichlige  alles  Vorhergehende;  so  bekommt  man 

XXVIII)      d«U  =  C  .  ^2y«  -  C  .  d^y.  +  T 5— 3  •  (^f  •  dx 

Da  nun  K  =  5  •  (a  —  x)^  positiv  ist,  so  ist  auch  der  zu  l-^)  gehörige  Factor  pnaitiv. 
Folglich  findet  ein  Minimum-Stand  statt. 

n.  71 
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Schlu8si>em«rkung.    Die  hier  von  mir  gestellte  Aufgabe  wäre  nicht  dorchfnhrhar 
gewesen,  wenn  ich  nicht  gezeigt  hätte,  dass  die  Gleichungen 

eine  Grundbedingung  ausmachen. 


Es  ist  überflfissig,  solcher  Aufgaben  noch  mehrere  aofzoslelleo ; 
denn  sie  alle  können  ohneweiters  von  den  wiederholenden  Integralen 
befreit,  und  danaimiltelst  Bedingungsgleichnngen  gelöst  werden,  wie 
dieses  schon  früher  bei  einfacheren  Aufgaben  (man  vergleiche  Aufg. 
309—213)  geschehen  ist. 


B)    Aufgaben,  wo  Functionen  mit  mehr  als  einem  absolut  unabhängigen 
Veränderlichen  gesucht  werden. 


Aufgabe   249. 
Man  sucht  unter  allen  Flächen  diejenige,  bei  welcher  der  Ausdruck 


"  =rx 


(»2  4-  y«  —  toz)  •  z  •  dy  •  dx 


wo  b  und  ß  keine  Functionen  von  x  sind,  ein  Maximom-sland  oder  Minimam«8tand 
wird,  d.  h.  grösser  oder  kleiner,  als  bei  allen  andern  der  gesuchten  Fläche  in  jedem 
Punkte  nächstanliegenden  Nachbarflächen  der  Fall  sein  kann ,  so  lange  die  Elemente  a , 
a,  hy  ß  selbst  ihre  Werthe  nicht  ändern. 

Weil  die  Werthe  von  a,  a,  b,  ß  nicht  gesucht  zu  werden  brauchen,  sondern  ent- 
weder bestimmt  gegeben  oder  beliebig  sind,  also  auch  nicht  mit  ihren  nächstanllegendeo 
Nachbarwerthen  verglichen  werden  müssen;  desshalb  kann  hier  nur  im  Allgemeinen 
von  einem  Maximum-stande  oder  Minimum-Stande,  und  nicht  von  einem  Maximnmwerthe 
oder  Minimumwerthe  die  Rede  sein  (vergl.  $.  112).  Die  Werthe  von  a,  a,  b,  ß  sind 
also  als  constant  zu  betrachten,  jedoch  mit  steter  Räcksichl,  dass  a  >  a  und  /?  >  b» 
d.  h.  dass  die  DilTerenzen  (a  —  a)  und  (/?  —  b)  positiv  sind.  Man  maCire,  so  be- 
kommt man 

1)    du  =  p  r  (x2  -t-  y»  -  2mz)  •  dz  •  dy  •  dx 

nnd 

II)     d^U  =  p  r   [(x«  4-  y«  —  2mz)  •  d»z  -  2m  -dz«]  •  dy  •  dx 

Aus  dU  -»  0  folgt  z  ^  —  -  (x8  +  y^.    Die  gesuchte  Fläche  ist  abo  die  des  RoCa- 

tionsparaboloids ,   erzengt  von  der  zu  der  Gleichung  z  =  ^  gehörigen  und  um  die 
Axe  Z  rotirenden  Parabel.    Weil  dU  =  0 ,  so  redncirt  sich  Gleichong  11  auf 

^ß 


III) 


d2ü  =  —  2m  •  r    r  dz«  .  dy  •  dx 


Dieser  Ausdruck  bleibt  (nach  §.  10)  bei  jeder  beliebigen  für  dz  zu  nehmenden  Fudc- 
'  tion  von  x  und  y  negativ;  und  somit  ist 
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IV)     ü'  -  («-a)>f/?-b)  .  |-| .  («4  ^  «3 .  a  ^-  i2 .  a2  -h  a  .  a^  -h  a* 


4m 

.  FJ  -i.  kn  j 


-f-  /J*  -4-  P^  •  b  -♦-  /3«  .  b«  -h  iS  .  (>3  4.  b*)  -H  g  •  (a*  +  a  •  a  +  «0  •  (i^  +  /^  •  *>  +  *>*)] 
ein  Mazimnin-stand.  '  Aber  ebeo  weil  die  hier  gefundene  Function  z  =  ^--  •  (x^  +  y^ 

25  tu 

von  den  Gräpzen  a,  a,  b,  ß  ganz  nnabhäogig  ist,  so  liefert  sie  auch  noch  zwischen 
allen  andern  beliebigen  Gränzen  x  =  a'  und  y  =  b'  bis  x  »  a'  und  y  =  ß%  wenn 
nur  a*  >  a'  und  ß^  >  b'  ist,  einen  Maximum-stand ;  denn  auch  dabei  ist  ^ü  immer 
negativ. 


Aufgabe    250. 

Man  sucht  z  als  solche  Function  der  beiden  nichtmutablen  und  unter  sich  unab- 
hängigen Veränderlichen  x  und  y,  dass  folgender  Ausdruck 

wo  b  und  ß  keine  Functionen  von  x  sind,  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand , 
d.  h.  grösser  oder  kleiner  wird,  als  bei  allen  andern  dcur  gesuchten  Function  bei  jedem 
Werthe  des  x  und  des  y  nächstanliegenden  Nachbarrfunctionen  der  Fall  sein  kann,  so 
lange  die  Elemente  a,  a,  b,  /?  selbst  ihre  Werthe  nicht  ändern. 

In  wiefeme  hier  von  einem  Maximum-stande  oder  Minimum-slande  die  Rede  ist, 
ist  schon  im  Anfange  der  vorigen  Aufgabe  auseinandergesetzL  Man  mutire,  so  be- 
kommt man 

aü  =  2  .  (Mf .  r°f  (-mU  rx>  4-  y»-!!Lj.,,.,y.d, 

Erstens.    Man  lasse  den  Zähler  des  zu   dz  gehörigen  Factors  zu  Null  werden; 

2        3 

und  dieses  geschieht,  entweder  wenn  z  =  0,  oder  wenn  {— m^  -f  Kx«  -+-  y«  —  z»)  =  0 
gesetzt  wird. 

I)  Ist  z  =  0,  d.  h.  ist  z  eine  identische  Function  von  x  und  y ;  so  ist 

a«ü  =  2 .  (1)^  r  r::i4^tik±^ . ,,. .  dy . dx 

woran  man  erkennt,  dass  ein  Maximum-stand  stattfindet,  so  lange  m^  >  (x^  +  y^) , 
und  dass  ein  Minimum-stand  stattfindet,  so  lange  ni<  <  (x^  -t-  y^). 

1  3 

II)  Ist  (—  m«  +  rx3+  y«  —  z2)  =  0,  so  bekommt  man  z  =  Jfx«  -f-  y«  —  m«. 
Dabei  ist  aber 

^"  ==  ""  5  •  (iS")^  •  rj^  (irx2  4.  y2  -  m2) 2  .  az2  .  dy  .  dx 

Da  nun  (x'  +  y'  —  m^)  positiv  sein  rouss,  weil  sonst  z  imaginär  wäre;  so  jst  ^U 
unter  allen  Umständen  negativ;  es  findet  also  ein  Maximum-stand  statt. 

Zweitens.  Man  lasse  den  Nenner  des  zu  dz  gehörigen  Factors  zu  Null  werden; 
so  ist  X«  -f-  y«  —  z2  t=  0,  d.  h.  es  ist  z  =  ifx«  -h  y«.    Dabei  wird 

^ß 


m 
oder 
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3  .  m» 
Zdt  Prtfang,  ob  ein  Maximam-stand  oder  Minimam-stand  oder  keiner  von  diesen  beideo 
Zuständen  ataUfinde,  setze  man  (U'  +  ^^)  an  die  Stelle  des  U,  and 

2 

{Wx^  +  y2)  -i-  X .  a«  4-  ~^  .  a«z  +  .  .  .  .  oder  kurzweg  (fTi^  H-  y«)  +  x  -  *  statt  i 

In  die  ursprüngliche  Gleichung  ein,   and  entwickle  eine  nach  Potenzen  des  k  aofelei- 
gende  Reihe ;  so  bekon^mt  man 

m* 
Weil  aber  x  von  den  Integrationseleroehlen  ganz  unabhängig  ist ,  so  kann  man  x  auch 
ausserhalb  des  Integralzeichens  setzen ,  und  schreiben 

zfü=g.x8.J    J       .(-  2.lfx2  4-y2)«.$8.dy.di 

+  — ,  •  X  .  P  f    (if^MT*)  •  $  •  dy  .  dx  + 

a  cFa  •/b 

m' 

Dieser  Ausdruck  ist  sowohl  bei  positivem  als  negativem  x  reell ;  denn  weil  das  Radial 

3 


K(x2  H"  y*  —  z*)2  gleich  anfangs  nur  nach  seiner  reellen  Redeulung  voraosgesetzt  ist, 

i  i 

so  d&rfen  auch  die  Radicale  x'  und  $'  nur  nach  ihrer  reellen  Bedeutung  genommen 
werden.  Bei  dem  im  Momente  des  Verschwindens  gedachten  x  ist  JU  positiv;  und 
somit  findet  diesmal  ein  Minimum-stand  statt. 


Aufgabe  251. 

Es  sei  V  ein  reeller  mit  den  Elementen  ^>  Y«  ')  7r~f  ^    gebildeter    Ausdnick; 

und  man  sucht  z  als  solche  Function  der  beiden  nichtmutablen  und  untereinander  od- 
abhängigen  Veränderlichen  x  und  y,  dass  folgendes  Integral 

nß 

wo  b  und  ß  keine  Functionen  von  x  sind,  ein  Maximum-stand  oder  Minimam-stand  wird. 
In  wieferne  hier  von  einem  Maximum-stande  oder  Minimum-Stande  die  Rede  ist, 
ist  schon  (im  Anfange  der  249*^**^  Aufgabe)  auseinandergesetzt.    Man  setze  zur  Abkür- 
zung p  statt  -p-  und  q  statt  --p  ;  so  bekommt  man  vorerst 

in    dD  =  I     I     ( -r-  •  ^«  -i-  -4-  •  ^4 h  -^-  •  -4—)  •  dy  •  dx 

Ja  Jb  ^  ^^  ^p     dx       <*q     ^yf 

d'iV      /A   A,\3  AAJV     d_H7      rfi5«  d^V 


und 
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Man  berteksiehtige/dass  die  durch  i-*and-^  repräseDlirfen  AasdrOcke  das  x  and  y 

sowohl  anmittelbar  als  auch  mittelbar  In  z,  ^-,  ^  enthalten;  and  man  beachte,  dass 

die  durch  ^2.  ^,  ^^  *!»  •  ^»  ^^'  ®^^-  vorgestellten  Ausdrücke  nur  als  an- 
mittelbare Functionen  |on  x  ood  y  lu  behandeln  sind.    Nach  allem  diesem  ist  also 


Daraus  folgt  gradezu 


Ebenso  igt 


und  daraus  folgt  gradezu 


^adezu 

Igt  gradezu 
Führt  man  diese  Ausdrücke  in  II  ein,  so'  bekamt  man  zunächst  ^ 

Die  zwei  letzten  dieser  Theilsätze  lassen  eine  einfache  Integralion  zu ;   und  fuhlrt  man 
diese  aus,  so  bekommt  man 

"■>  «'^rxi'^-T.'m-h-'mi""-'' 
-r[(^)«'---(vx'-.']" 

Auf  die  nemliche  Weise  kann  man  Gleichung  III  umforfhen,  und  bekommt 

Man  hat  jetzt  daffir  zu  sorgen,  dass  die  für  JU  herzustellende  Reihe  kein  solches  er- 
stes  GUed  hat,  welches  die  erste  Potenz  x  als  geroeioschafllichen    Factor  enthält.    Man 
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Y=». 

Y = 0. 
dp 

QDd 

'^-o' 

¥=». 

and' 

djV        St 
dq  ~  0 

vr=». 

dpV_« 

and 

dq 

d»V   •     ® 
dz    ~  0  ' 

4p 

and 

dz   '"' 

dp   "  0* 

«ond 

d,V_  Ä. 
dq          0 

'd,V        ® 
.dz    "*«'' 

dp 

and 

dgV        St 
dq  ~   0 

dz   ~¥' 

dF~   0' 

and 

^-0 

dz          0' 

und 

djV        St 
dq   ~   0 
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ist  aber,  eben  weil  man  dem  ^U  zwei  verschiedene  Formen  geben  kann,  gezwoogeo, 
ancb  beide  Formen  besonders  za  untersuchen. 

Erstens.  Untersuchung  der  ersten  (in  II  aofgestelRen)  Form  des  ^U.  An  dieser 
Form  erkennt  man ,  dass  die  lur  JH  herzustellende  Reihe  jedenfalls  dann  kein  solches 
•erstes  Glied  hat,  welches  die  erste  Potenz  x  als  gemeinschaftlichen  Factor  enthält, 
wenn  eines  von  folgenden  acht  Systemen  dreier  Gleichungen 

•    1) 

2) 
3) 

») 
5) 

«) 

•)•¥=• 

stattfindet  Alle  diese  Gleichungen  müssen  bei  jedem  Werthe  des  x  and  bei  jedem 
Werthe  des  y  gelten,  sind  also- identische  Gleichungen,  und  sie  können  rikckwärts  noch 
eben  daza  benützt  werden,  zn  bestftnmen,  was'z  =  9>(x,  y)  ffir  eine  Fancüon  ist,  bei 
welcher  U  möglicherweise  ein  Ifaximum-stand  oder  Ifinimum-stand  wird.  Wie  aber 
eine  Function  von  zwei  willkürlichen  Yerftnderlichen  aufgefunden  wird,  welche  dreien 
Gleichangen,  die  auch  noch  Partialdifferentialgleichungen  sein  können,  zugleich  genügt, 
ist  aas  den  Aufgaben  133—153  hinlänglich  zu  ersehen. 

Weil  aber  die  gesuchte  Function  z  =  q>(Ty  y)  aus  einem  der  acht  Systeme  (1—8) 
entnommen  wird,  so  erkennt  man  gradezu,  dass  die  Gränzen  a,  b,  a,  /9,  welche  sie 
auch  immer  sein  mögen,  auf  die  hier  gesuchte  Function  z  =  9)(x,  y)  durchaus  keineo 
Einfluss  haben;  und  dieses  ist  ein  sehr  bemerkenswerther  Umstand. 

Das  Prüfungsmittel  gewinnt  man  durch  die  schon  oft  erwähnte  and  angewendete 
Reihenentwickelung.  Hat  man  aber  namentlich  die  gesuchte  Function  z  =:  <p(x,  y)  aus 
dem  ersten  der  obigen  acht  Systeme  dreier  Gleichungen,  d.  h.  aus  den  drei  gleich- 
seitig bestehenden  Gleichungen 

d^V  ft  dpV  ^  -  d,V  ^ 
^  «•  0,  -f-  =  0,  und  -?-  =  0 
dz  dp  dq 

entnommen;  so  sind,  weil  -^  =  0  und  -^  =  0  identische  Gleichongen  sind,  auch 
dp  d<i 

T-  •  ^(-J^)  ==  0  ^^d  7"  '  ^ri''A-')  =  ^  identische  Gleichungen;  und  es  werden  nicht 

nur  zwischen  den  Gränzen  x  »  a  and  y  «  b  bis  x  =  a  und  y  ■»  /?•  sondern  auch  zwi- 
schen allen  andern  beliebigen  Gränzen  die  beiden  (in  II  und  VII  stehenden)  Formen 
des  dV  zo  Null,  und  die  beiden  (in  III  und  VIII  anfgestellten)  Formen  des  ^U  reda- 
dren  sich  auf 
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Man  hat  also  noch  za  antersachen,   unter  welchen  Bedingongen  dieser  Aoadniok  he- 
standig  positiv  odv  negativ  bleibt.    Man  bezeichne  das,  was  aus  ^ ,    .'^   ,     *  ^  i 

d»V      A^  V     ^a^ 

3V  •  ?-%-  ,  -r-ö  hervorgeht,  wenn  man  f&r  z  die  geflindene  Function  setzt,  bezuglich 
dp^      dp.dq    dq'*  , 

mit  M,  N,  P,^  Q,  R)  S;    nod  um  soviel  als  möglich  zu  integriren,    setze  man  für  da» 

unbestimmte  bei  x  =  a  und  y  =  b  anfangende  Integral  folgende  Gleichung 


«/.Xf 


M  .  ^2«  4-  2  .  N  •  az  .  %^  H-  2  .  P  .  az  •  %^ 
dl  dy 


/.X[ 


F.»z«+2.E.ai.^'  +2D.»i-^ 


dx  (Jy 

-«•Ci-')'-»-^-^*-(^)']-"a.;, 

Nun  diiferentiire  man  auf  beiden  Seiten  nacl  x  und  nach  y;  so  gibt  sidi 

+  in .  aj«  +  2 .  • .  & .  i^  -I-  F .  «I«  +  äB .  <i .  ^ 

.».I.«-%C.(ä?)V».^-.5^+A.(y!)'  . 

Qod  wenn  man  ordnet,  so  bekommt  man 

+  9.(P  -  »  -  D).  a..^'  +  (Q  _  c)  .(^«y 

Diese  Gleichung  gilt  IQr  jede  beliebige  Function  dz  von  x  und  y;   sie  zerfiUlt  also 
(oach  $.  95)  in  folgende  einzelne  Gleichungen,   die  nach  x  und  nach  y  identisch  sind: 

U  _i2_i?_F  =  0. 
dx         dy 

N  -17-  E  =  0 

P  ->  10  -  D  =r  0 

Q  ~C  =  0 

R  —  B  -»0 
-  A  =  a 


und  daraus  folgt 


d^V 


^  =  ^  =  d^ 

B=R=J^ 
dp.dq 
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d?V 

dz.dq 

F        iff  —  ^'^^  __  i?       <^«V  •     d^Tj     '  dyO) 
'  ""  "        dx         dy  '^  ^        ^        dy 

Man  erkenoi  also,  dass  A,  B,  G  vollkommeo  bestimmt  sind ;  dagegen  siod  D,  E,  F 
erat  dann  beaümml,  trenn -mao  einmal  weiss,  was  17  ond  «a  f&r  Foocüooen  Ton  x  und 
y  sind.  Da  aber  darchaus  keine  Bedingung  vorbanden  ist ,  welcbef^  die  Fanctioneo  w 
und  17  genügen  müssen ;  so  sind  a»  nnd  17  ganz  willKttrliohe  FUbctionen  von  x  ond  y. 
Man  kann  daber  a>  und  17  80  annehmen,  dass  der  Ausdruck   . 

XI)     F.»2«  +  2E.»z.^''  +  2D.to.^+C.(^)* 

.dx       dy    ^  \  dy  / 

auf  die  Form 

kommt  i)ie8e  Form  entwickelt,  fibt  • 

«ü»  *  •  (f^r  *  |A.  i^  ..^  +  ««:^,  *+(».»  +  Ad .  (^-f 

+  8  ^  (AS»  +  Ai  .  «0  .  ^  .  &  +  (A  .  »«  +  Ai  •  6^  .  »X« 
Vei^icht  man  jetzt  XI  mit  XIll,  so  ergeben  sich  folgende  einzelne  Gleichangen 


A< 

-A,  a 

B 

"X' 

1     8 

D 

■■  A' 

Ai  = 

A  -C  - 
A 

B2 

» 

(S  = 

AE  - 

AC- 

BD 

ond 

F  —  A  .  »«  +  Ai .  62 

welche  letztere  Gleichung  aber  kein  Stück  enthält,    das  nicht  schon  bestimmt  wäre; 
und  wenn  man  für  93,  Ai,  @  die  Ausdrücke  einsetzt,  so  geht  sie  über  in 

XIV)    F  .  (B«  -  AC)  =  ^  .  BDE  —  C  •  D»  —  A  •  E» 
welche  Gleichung  nothwendig  existiren  moss,  wenn  der  Ausdruck  XI  auf  die  Form  Xli 
soll  gebracht  werden  können.    (Man  sehe  $.  13.)    Gleichung  XIV  ist  aber  gleichbe- 
deutend mit  folgender : 


dp.dq    \dz.dq  /     \dz.dp        7 

/i*?Y-  V-.^  /MeV_  Y 

\dz.dq        **"/         dq2  "  \dz.dp        7 


dp2 

Dieses  ist  eine  Partialdifferentialgleichung  des  ersten  Grades  der  ersten  Ordnung. 

Man  beachte  sorgßltig,  dass  zwischen  den  beiden  Functionen  cd  und  fj  keine  weitere 
Abhängigkeit  stattGndet,  als  die,  welche  in  letzterer  Gleichung  ausgesprochen  ist;  «od 
grade  dieser  Umstand  bietet  die  Mittel,  welche  später  benützt  werden  müssen. 
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Di«  Gleichong  IL,  welche,  iodem  sie  vop  i  =  a  and  y  ^  b  bis  zu  jedem  beliebi- 
gen Wei)|he  des  x  und  des  y  erslrecl^t  wird,  giltig  ist,  ist  auch  giltig,  wenn  sie  von 
X  =  a  ond  y  ==  b  bis  zu  x  =  a  und  y  '^  ß  erstreckt  wird.  Der  in  IX  fOr  ^D  auf- 
gestellte Ausdruck  nimmt  also  jetzt  folgende  Form  an: 

XVI>   ^2ü  — 

wo,  wie  man  jbereils  dargelban  hat 


und 


0-^  =  1. /^iM.«,\ 
A  A     \dz.dq  ) 

AE  -BD  _         I  r .      /d^dpV         \       ^    /d,d,V         \-| 

AC  -  B2  "  AC  ~  B«  L     *  \S:dp        ''j       ■*    ^dTd^  ""  "^1} 


ist.  Vergleicht  man  aber  die  beiden  in  IX  and  XVI  aufgestellten  Formen  des  ^U,  so 
erkennt  man: 

1)  Die  Veränderlichkeit  des  ^U  ist  ganz  unabhängig  von  den  Functionen  to  und 
17,  sobald  beide  solche  zusammengehörige  sind,  dass  dabei  der  Gleichung  XV  genügt 
wird ,  d.  h.  man  bekommt  jedesmal  den  irgend  einem  dt  entsprechenden  wahren  Werth 
des  d^U,  sobald  die  beiden  Functionen  a>  und  17  solche  zusammengehörige  sind,  dass  dabei 
der  Gleichung  XV  genCkgt  wird.  Da  ferner  unter  dz  nur  eine  reelle  Function  von  i  und 
y  gedacht  werden  darf,  so  sind 

2)  die  quadratischen  Ausdrücke 

positiv,  wenn  9i,  ^,  (S.  reell  sind.    Also  ist  bei  reellen  8,  9,  @  das  Aggregat 
X»,l)     A.(?i'*..^.«.^)^A.. (-#.«.*.)• 

jedenfalls  positiv  oder  jedenfalls  negativ,  wenn  A  und  Ai  gleichzeitig  positiv  oder 
gleichzeitig  negativ  sind.  A  und  Ai  sind  aber  gleichzeitig  positiv,  wenn  A,  G  and 
(AC  —  B^),  d.  h.  wenn  die  drei  Ausdrücke 

dJV      d^V 

di?' 

gleichzeitig  positiv  sind.  Ebenso  sind  A  und  Ai  gleichzeitig  negativ,  wenn  A  und  C 
negativ,  dagegen  (AC  —  B^)  positiv.  Wenn  also  o  >  a  und  ß  >  h,  so  ist  das  be- 
stimmte Integral 

"""/.T[''(^*'-^"*»*)'**'(¥*«")']'"-'' 

jedesmal  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  das  in  XVII  aufgestellte  Aggregat  selbst 
beständig  positiv  oder  negativ  bleibt,  während  man  dem  y  alle  von  b  bis  ß  stetig 
nebeneinander  liegenden  "Werthe,  and  bei  jedem  einzelnen  dieser  Werthe  des  y  auch- 
zugleich  dem  x  alle  von  a  bis  a  stetig  nebeneinander  liegenden  Werthe  beilegt. 

Da  nun,  wie  schon  bemerkt,  sich  immer  der  irgend  einem  St  entsprechende  wahre 
Werth  des  ^U  ergibt,  es  mögen  die  Functionen  tt>  und  rj  sein,  was  sie  wollen,  wenn 
sie  nur  in  solcher  Beziehung  zusammenstehen,  dass  Gleichung  XV  erfüllt  wird;  so 
kann  man  auf  folgende  Weise  den  Zeichenstand  des  d^ü  kennen  lernen:  Man  denke 
sich  onter  o  eine  Function  von  nur  x,  und  zwar  eine  solche,  die  bei  jedem  Werthe 
des  X  zo  Noil  wird,  also  eine  identische  Function  von  1.  Hierbei  ist  dann  aoeh  der 
Aasdrock 


dq«    """   Ldp»    ^    dq2         Vdp.dq/J 


II.  7a 
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XIX)    («•^20,;^-(«>-^«Ox.b=0 
d.  h.  auch  dieser  Ausdruck  ist  idenlisch  Null,  es  mag  di  was  immer  f&r  eiDeH>elid)ige 
Function  von  x  und  y  sein.    Wenn  aber  o>  kein  y  enthält,  so  ist  auch  -p^  »  0,    und 
Gleichung  XV  reducirl  sich  auf 

^^^    W  dx/    Vldp.dq/         dp2    ^  dqO 

^   dj^  d^ /d^y_  \_^ /M,jy_$: /i4T_  y 

dp.dq    dz.dq    \di.dp        '/       dp«     \dE.dq/         dq«     Vdz.dp        7 

Diese  Gleichaog,  'aas  welcher  «■>  gaot  «eggefallen  ist,   enthalt  nar  den  einiigen  par- 

d  fi 
tiellen  Differentialquotienlen  ~;  man  bekommt  also,  wenn  man  integrirt,  für  17  eineo 

ans  X,  y,  x(y)  gebildeten  Ausdruck,  wo  ;r(y)  eine  durchaus  willkürliche  Function  von 
y  ist.  Aber  eben  diese  in  rj  enthaltene  willkQrliche  Function  xty)  kann  man  nach  der 
bald  so  bald  so  beliebig  genommenen  Function  dz  von  x  und  y  auch  jedesmal  bald  so 
bald  so  einrichten,  dass  die  identische  Gleichung 

XXI)      (rj'i^\y-  (V'^^%y  =  0 

stattfindet.    Dabei  reducirt  sich  Gleichung  XYI  auf 

XXII)    d2ü  = 

und  man  erkennt,  dass  jetzt  der  Zeichenstand  des  d^  von  A  und  Ai  abhdDgig  ist, 
d.  h.  wenn  man  dem  y.alle  stetig  nebeneinander  liegenden  Werthe  yon  b  bis  ß,  nad 
bei  jedem  einzelnen  dieser  Werthe  des  y  auch  dem  x  alle  stetig  nebeneinander  liegen- 
den Werthe  yon  a  bis  a  beilegt,  und  dabei 

dJV         d^V 
1)    jeder  der  Quotienten  -^  and  -p^  sowie  auch  der  Aosdrack 


W         dq«         Up-dq/ J 


besiindig  positiv  bleiben,  so  ist  aoch  in]  positiv;  wenn  aber  dabei 

d?V         d?V 
d55-""''4 


D  a 

2)    jeder  der  Quotienten  ^^  und  -py  negativ,  dagegen  der  Ausdruck 


Vdp2    ^  dq«         \dp.dq/  / 


positiv  bleibt,  so  ist  ^U  negativ. 

Hieraus  ergibt  sich  die  höchst  beachtenswerthe  Regel:  „Der  für  d^U  sich  erge- 
bende Ausdruck  bleibt  unter  allen  Umständen  positiv  oder  negativ,  wenn  folgender 
Ausdruck 

dp2  •  \  dx  /    ■•"        dp.dq  *  dx    '  dy  dq«  '  \  dy  / 

positiv  oder  negativ  bleibt,  während  man  dem  y  alle  stetig  nebeneinander  liegendeo 
Werthe  von  b  bis  ß,  und  bei  jedem  einzelnen  dieser  Werthe  des  y  auch  dem  x  alle 
stetig  nebeneinander  liegenden  Werthe  von  a  bis  a  beilegt."    (Man  vergleiche  $.  11.) 

(d?V        d?V         /d  d  vV\ 
dp2         dq2       ^   Vdp.dq// 
einigen  oder  gar  bei  allen  von  a  bis  a  und  von  b  bis  ß  liegenden  Werthen  des  x  und 
des  y  zu  Null  wird,  so  behält  vorstehende  Regel  immer  noch  ihre  Giltigkeil;  sie  ver- 
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liert  aber  ihre  Giltigkeit,   sobald  eioer  der  Qaolieoten  A^,    t^  ^    ^r^»    -/r^ 

av       dz.  dp       dz.dq      dp' 

j    .  y        (j2y 

d^^'    d^  ^'   irgend  einem  Wertbe  des  x  ond  des  y  die  im  Galcol  unsolässige  . 

M 
Form  -^  annimmt.    Wenn  aber  nicht  bei  allen  yon  a  bis  a  und  von  b  bis  ß  liegenden 

djv       djv 

Werlhen  des  x   und  des  y  einer  der  Quotienten    -r^-oder^    oder  der  Ausdruck 

dp*  dq*. 

I  ^  X  ^py  "^  \^  d  )   I  ^®°  obigen  Bedingungen  entspricht;   so  ist  es  (man  sehe 

S-  10)  noch  keine  Anzeige,  dass  weder  ein  Maximum-stand  noch  Minimum-stand  stall- 
flnde,  sondern  dieses  muss  noch  besonders  nachgewiesen  werden. 

dJV 
Wenn  aber  bei  allen  diesen  Werlhen  des  x  und  des  y  der  Quotient  -^   zu  Null 

-        dq^ 

wird,   so  kann  nur  dann  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  stattfinden,    wenn 

bei  alten  diesen  Werthen  des  x  und  des  y  auch  noch  die  Quotienten  ■/  \    und  -^-%- 

""  dp.dq  dz.dq 

zu  Null  werden;    und  es  hangt  dann  vom  Zeichenstande  des  einzigen  Quotienten  — 

ab,  ob  ein  Maximum-stand  oder  Minimunwstand  stattfindet. 

Wenn  es  dagegen  der  Fall  ist,  dass  bei  allen  diesen  Werthen  des  x  und  des  y  der 

Quotient  ■^-  zu  Null  wird ,  so  kann  nur  dann  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand 

staltfinden,   wenn  bei  allen  diesen  Werthen  des  x  und  des  y  auch  noch  die  Quotienten 

-r^-4-  und  •/  P,    sa  Null  werden;   and  es  hangt  dann  yom  Zeichenstande  des  einzigen 
dp.dq         dz. dp  ® 

djv 

Quotienten  -=^  ab,  ob  ein  Mazimom^stand  oder  Minimum-stand  stattfindet 

Wenn  aber  bei  jedem  yon  a  bis  a  und  von  b  bis  ß  liegendem  Werthe  des  z  und 

^l^    d  d  V   ^ly 

des  y  die  drei  Quotienten  3^ ,     J^  \   ,    -^  zu  Null  werden ;   so  kann  nur  dann  von 
'  dp*        dp.dq      dq* 

einem  Maximum-stande  oder  Minimum-Stande  die  Rede  sein,    wenn  gleichzeitig  auch 
noch  T*  ^    und  -4-A-  zu  Null  werden;  und  dann  hangt  es  von  dem  einzigen  Quotienten 

^■j-  ab,  ob  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  stattfindet. 

Da  die  Grdnzen  a,  a,  b,  ß  durchaus  keinen  Einfluss  haben  auf  die  bis  jetzt  ge- 
suchte Function  z  =  g^fx,  y),  so  macht  sie  nicht  allein  das  zwischen  den  Gränzen  von 
a  bis  a  und  von  b  bis  ß  erstreckte  Integral  U,  sondern  auch  das  zwischen  vielen  an- 
dern Gränzen,  ja  oft  auch  das  zwischen  allen  beliebigen  Gränzen  erstreckte  U  zu 
einem  Maximum-stande  oder  Minimum-stande.  Alllin  eben  diese  Function  z  =  <p(z,y) 
muss  in  der  Regel  drei  Gleichungen  identisch  machen,  eine  Bedingung,  die  bekannt- 
lich nicht  immer  erfOllt  werden  kann. 

Zweitens.  Untersuchung  der  zweiten  (in  VII  aufgestellten)  Form  des  dU.  An 
dieser  Form  erkennt  man,  dass  es  auch  eine  von  den  Gränzen  a,  a,  b,  jS  abhAngige 
Function  z  «■  ^(x,  y)  gjbt,  welche  nur  eine  einzige  Gleichung  identisch  machen  muss, 
dagegen  aber  auch  nur  das  zwischen  den  Gränzen  von  a  bis  a  und  von  b  bis  ß  er- 
streckte Integral  U  zu  einem  Maximum-stande  oder  Minimum-stande  machen  kann, 
während  dabei  das  zwischen  andern  Gränzen  erstreckte  U  weder  em  Maxironm-stand 
noch  Minimum-Stand  ist.  Die  Aufgabe,  wo  eine  von  den  Gränzen  a,  a,  b,  /?  ab- 
hängige Function  z  =  q)(x,  y)  gesucht  wird,  ist  aber  diejenige,  welche  am  häufigsten 
vorkommt,  and  fast  jedesmal  möglich  ist 
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A)    Mao  zerlege  die  GleichoDg  VII  zunäclist  in  folgende  zwei : 


und 


Die  erste  dieser  Gleichungen  wird  Haoptgleicbung,  and  die  zweite  wird  Gränzenglei- 
chung  genannt.  Die  Haoptgleicbung  gilt  bei  jedem  Wertbe  des  x  and  bei  jedem  Werthe 
des  y,  and  wird  in  der  Regel  eine  PartiäldifTerenlialglefcbung  der  zweiten  Ordnung  sein. 
Ist  sie  aber  wirklich  von  der  zweiten  Ordnung,  so  nimmt  ihr  allgemeines  Integral  zwei 
willkürliche  Functionen  in  sich  auf,  während  unter  jenen  singulären  Integralen,  die 
keine  willkürliche  Function  enthalten,  keines  mit  mehr  als  mit  filnf  neuen  willkürlichen 
Gonstanten  versehen  sein  kann,  die  nicht  schon  in  der  vorgelegten  Haoptgleicbung  selbst 
enthalten  waren.  Die  Gränzengleichung  hat  schon  die  Werthe  a,  a,  b,  j9  in  sich  auf- 
genommen ,  und  muss  nach  ihnen  modificirt  werden ;  auch  wird  sie  sehr  oft  nicht  er- 
füllt werden  können,  wenn  die  Hauptgleichung  nicht  von  der  zweiten  Ordnung  ist.  (Mao 
sehe  Aufgabe  259.) 

Gleichang  VUI  redacirt  sich  nan  jedenfalls  aaf 


ITC 


dz^  dz.  dp  dz  dz.dq  dy 


-^Wy^j  ^^•dM^--tri7'^  d?F(i7)J'^^'*^ 

Schaut  man  aber  (aof  Gleichung  XVI)  zurück,   so  erkennt  man,   dass  man  letzterem 
Ausdrucke  auch  feigende  Form  geben  kann: 

XXV)  «_jj|'[(;u:.*.^,.,..)^^_(4^.^.^,.a..y.„ 
+/."[(^'""-'"L-fö'^*-''kb]* 

Auch  hier  ist  der  Werth  des  ^U  ganz  unabhängig  von  den  beiden  Functionen  a>  und  17, 
sobald  diese  solche  zusammengehörige  sind,  dass  dabei  der  Gleichung  XV -genügt  wird. 
Nun  mögen  einige  specielle  Fälle  betrachtet  werden. 

Erster  Fall.  Sind  die  Specialitäten  von  der  Art,  dass  folgende  nach  x  identische 
Gleichungen  JZj^  ^  =  0,  dz^  ß  "  ^'  ^^^b  =  ^>  ^^*x  /?  ~  ^'  *'^*'  '"'^  ^^^  zugleicli 
auch  folgende  nach  y  identische  Gleichongen  ^z^„  «  0,  d%  ^  =s  0»  M..  =s  0, 
^z  =  0,  etc.  stattfinden;  so  fällt  die  Gränzengleichung  XXIV  von  selbst  hinweg, 
und  Gleichang  XXV  reducirt  sich  gradezu  auf 
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XXVI)  MJ  — 

Zweiter  Fall.    8<nd  die  Speeialitftten  tod  der  Art,  dass  vod  den  AosdrAcken 

^Vy  ^'•>T'  ^\ß'  ^'«'«»'   ^Vy*  ^^^'  ^'x.i9'  ^Vb'  ••«•  "^«'^  «'"«8«"^  *"  N"" 
wird;  so  wird  der  Gräozengleichong  nor  geodgt,  wenn  die  vier  Gleichangen 

staltflndeD.    Dabei  redocirt  sich  Gleiehnng  XXY  aaf 

XXVII)  *>ü  — 

und  man  bat  jetzt  wieder  daa  nemliche  Verfahren  yorzonehnien,   wie  aebon  bei  Glei- 
chong  XVI  geachehen  ist 

Dritter  Fall.    Wenn  zwischen  dz^  „und  di. ,.  wenn  ebenso  zwiseben  dt^  oond 

('z^^^  eine  Abhängigkeit  stattfindet;  so  findet  auch  zwiseben  ^z        ond  ^^y,  undaaeh 

zwiseben  d^z^  q  and  ^ix,b  ^^^^^  Abhingigkeit  statt.    Man  eliminire  ^z^^^,   ^'a,v>  ^x,b 

and  ^Zx,b*  ^^  werden  dabei  die  za  ^s^»  und  za  ^z^  ^  gebdrigen  GoedicienteD  za 

Null;   ond  Gleichang  XXV  geht  Ober  in  folgende  Form: 

xxviio  ^ü  = 

J^  (F  -h  G  .  iri\y  +  (iy)^y)  •  ^z^^y  .  dy  H-  £'*  (H  +  K  .  M,^,  -h  m^^)  •  dz^^^^  •  dz 

j;X(A(^+.'-i*.-'.)v*..(ö.-.«...)').a,.^ 

Man  denke  sich  onter  «»  eine  solebe  Fanction  des  einzigen  Verinderlieben  i»  dass  die 
identische  Gleichang 

XXIX)    H  +  K  -  «d«  +  o»,  =  0 

stattfindet.    Wenn  aber  in  o»  kein  y  enthalten  ist,  so  ist  -^  =  0;  and  Gleichong  XV 
redocirt  sich  aof 

^2^i^    /d_^^    \    /d^_  \      djv 

dp.dq    \dz.dq         /    \dz.dp       7        dp»  \dz.dq         /         dq«     VdOj;      V 

Diese  Gleichung,  in  welche  die  f&r  «>  genommene  Fanction  als  bereits  eingefikhrt  gedacht 

wird,  enthftlt  nur  den  einzigen  partiellen  DiSierentialqootiente n  -j^;  man  bekommt  alao^ 

wenn  man  inlegrirt,  (Qr  17  einen  ans  x,  y,  xvf)  gebildeten  Aosdrack,   wo  jr(y)  eine 
dorchaos  willkOrliche  Fanction  von  y  ist.    Aber  eben  diese  in  17  enthaltene  willkfirliche 
Fanction  ;r(y)  kann  man  noch  so  benfitzen,  dass  die  identische  Gleichang 
XXXI)     F  -h  G  .  in\y  -+-  (i7)^y  -  0 

sUttfindet.    Wegen  Gleichong  XXIX   and  XXXI  redadrt  sich  XXVUI  aof  die  Form 
XXU.    etc.    Die  Kennzeichen,  ob  ifil}  positiv  oder  negativ  sei,  oder  weder  als  positiv 
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noeh  Degatiy  gelten  kann,  sind  also  genau  dieselben ,  welche  scbon  zu  Gleiehong  Xlil 
aftfgestelll  worden  sind. 

Um  sieb  in^di^se  Specialitftlen  näher  einzufinden,  vergleiche  man  die  hiefaer  bezog- 
lichpn  Aafgabten,  welche  später  folgen  werden. 

B)  Hat  man  nun  diese  mit  der  zweiten  Form  des  ^U  unternommene  Dolersuchiiiig 
aosgefQhrt,  so  schaub^man  abermals  auf  Gleichung  VII  zurück,  ob  man  nicht  dem  zo 
6z  gehörigen  Factor 

die  Form  -^  beilegen  kann,  etc.  etc.     (Dergleichen  Fälle  mögen  dano  nach  Analogie 

der  Aofgabenr  163,  164,  165  behandelt  werden.) 

Schlnssbemerkoog.    Poisson  bat,  wie  schon  einmal  gesagt,  eine  Abbandlang  aber 
Yariationscalcul  gescbrieben,  welche  sich  in  dem  (im  Jahre  1833  gedruckten)  XII**"  Bande 
der  Pariser  Memoiren  befindet;   nnd  eigentlich  den  Zweck  bat,   die  Untertncbungen,  wo 
Doppel  integrale  mulirt  werden,  zu  yerTollständigen. 
Ueber  diese  Abhandlung  ist  zu  bemerken: 

1)  Poisson  befassl  sich  nur  mit  allgemeinor  Theorie,  und  yervollkommnet  sie,  ioso- 
fern  sie  sich  auf  die  Grinzengleichungen  bezieht    Dagegen  führt  er 

2]    keine  einzige  specielle  Anfj^abe  durch ,   womit  er  seine  ohnehin  so  schwierige  Da- 
tersochong  in  ihren  Einzelheiten  hätte  beleachten  können.    Er  hat  zwar  Tersprochen.  spe- 
cielle Aufgaben  in  einem  späteren  Memoir  nachzuliefern;  allein  dieses  ist  nicht  erschieDen. 
,  Auch  hat  er 

3)    es  nicht  unternommen,  den  bei  Doppelintegralen  sich  für  ^ßXi  ergebenden  Ansdnick 

an  untersuchen,  d.  h.  die  Merkmale  festzustellen,  an  denen  man  erkennt,  ob  ein  Mazimum- 

stand   oder  Minimum-stand   oder  keiner  yon  beiden  stattfindet;    und  so  kann  man  sagen, 

dass  Poisson  in  seiner  Abhandlung  eigentlich  nnr  die  Hälfte  dessen  geleistet  habe,  was  man 

^,     ,  erwarten  konnte. 

i    K.x^*r*  i''f  ^' ^      loh  habe  diese  Untersuchung  ausgeführt,  nnd  auch  hiermit  eine  der  Lücken  ansgeTdlit, 

?,/«>.«  :j^.^«•L  •    welche  mir  meine  Vorgänger  überlassen  haben.    (Man  yergleiehe  die  letzten  Zeilen  tob 

""      ^  ^  -       .,  Als  Forlsetzung  lese  man  noch  die  Schlnssb.  zu  Aufgabe  265. 

A  u  f  g  a  b  e  252. 

Es  sei  V  ein  reeller  mit  den  Elementen  x,  y,  z,  -p  gebildeter  Ausdruck,  nnd  man 

sucht  z  als  solche  Function  der  beiden  nichtmutablen  nnd  untereinander  unabhangigea 
Veränderlichen  x  und  y,  dass  folgendes  Integral 

WO  b  und  ß  keine  Functionen  von  z  sind,  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-atand  wird. 

Inwieferne  hier  von  einem  Maximnm-slande  oder  Minimum-stande  die  Rede  ist,  ist 

schon  (im  Anfange  der  249'**'^  Aufgabe)  auseinandergesetzt.    Uebrigens  ist  diese  Aufgabe 

ein  specieller  Fall  der  vorigen,  und  kann  desshalb  kurz  durchgeführt  werden.    Maa 

d  z 
setze  zur  Abkürzung  y  statt  -p,  und  molire;  so  bekommt  man  vorerst 

«  nnd 

Man  ber&cluicbtige,  dass  der  durch  -|—  reprisenlirte  Aosdrack  das  x  und  ;  sowohl 


dp 
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anmittelbar  als  aach  mittelbar  io  z  and  -j-  enthftlt;.  und  man  buchte,  daaa  die  dnreh 

dl,  -^,  ißt,    dx^'  ^^^'  ^^^^^^^^^^  Aosdrttcke  nur  als  unmittelbare  Fonctionen  Ton 

X  und  y  za  behandeln  sind.  Formt  man  nun  (nach  dem  Vorgang^  der  vorigen  AQ(gabe) 
om;  so  bekommt  man 

und 

Man  hat  jetzt  daf&r  zn  sorgen,  dass  die  l&r  ^U  herzustellende  Reibe  kein  solches  er- 
stes Glied  hat,  welches  die  erste  Potenz  x  als  gemeinschaftlichen  Factor  enthält  Man 
ist  aber,  eben  weil  man  dem  dV  zwei  verschiedene  Formen  geben  kann,  gezwungen, 
aach  beide  Formen  besonders  zu  untersuchen. 

Erstens.  Untersuchung  der  ersten  (in  II  aufgestellten)  Form  des  dV.  An  dieser 
Form  erkennt  man,  dass  die  für  ^U  herzustellende  Reihe  jedenfalls  dann  kein  solches 
erstes  Glied  hat,  welches  die  erste  Potenz  x  als  gemeinschaftlichen  Factor  enth&It, 
wenn  eines  von  folgenden  vier  Systemen  zweier  Gleichungen 


0 

y  =  0.  OBd¥^-0 
dz     '     dp 

2) 

<1*V   ^    -  dpV    « 

—-   =  0,  und  -?—  =  ~ 

dz     '     dp    0 

3) 

d.V  ®  A^^  n 
4—  =  TTi  ond  -^  =  0 
dz    0      dp 

♦) 

dz  =  0  '  ""^  dp  =  Ö- 

stattfindet.  Alle  diese  Gleichungen  mOssen  bei  jedem  Werthe  des  x  und  des  y  gelten, 
sind  also  identische  Gleichungen;  und  sie  können  rOckwärts  noch  eben  dazu  benfltzt 
werden,  zu  bestimmen,  was  z  »  tp(xy  y)  fQr  eine  Function  ist,  bei  welcher  U  ein 
Maximum-Stand  oder  Hinimum-stand  wird.  Wie  aber  eine  Function  zweier  willkQrlicher 
Veränderlicher  aufgefunden  wird,  welche  zweien  Gleichungen,  die  auch  noch  Partial- 
differentialgleichungen  sein  können,  zugleich  genügt,  ist  aus  den  Aufgaben  133— i53 
hinlänglich  zu  ersdien. 

Weil  aber  die  gesuchte  Function  z  :=  <p(ij  y)  aus  einem  der  vier  Systeme  (1 — 4) 
entnommen  wird,  so  erkennt  man  gradezu,  dass  die  Gränzen  a,  a,  b,  ßy  welche  sie 
auch  immer  sein  mögen,  auf  die  hier  gesuchte  Function  z  «  q>(Xf  y)  durchaus  keinen 
Einflnss  haben ;  und  dieses  ist  ein  sehr  bemerkenswerther  Umstand. 

Das  Pr&fungsmitlel  gewinnt  man  durch  die  schon  oft  erwähnte  und  angewandte 
Reihenentwicklung;  und  hat  man  namentlich  die  gesuchte  Function  z  =  qp(x,  y)  aus 
dem  ersten  der  obigen  vier  Systeme 

1^1  =  0.   and  ^1-0 
dz  dp 
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6Dl«miiiien;  90  ist,  Weil  %-  =  0  eioe  identische  Glekhong  i«l ,  «ocfc  L  •  d  (^)  =r  0 

^P  ds       ■*  dp  ' 

eine  ideotische  Gleichang;  und  es  werden  nklit  nur  iwiscfaen  den  Gränzeo  x  =  a  nod 
y  =  b  bis  X  =  a  and  y  =  i^;  sondern  aoch  zwischen  allen  andern  beliebigen  Gramen 
die  beiden  (in  II  nncMV  aufgeslellten)  Formen  des  dV  za  Jinil ;  und  die  l>eideD  (in  III 
and  V  stehenden)  Formen  des  d^U  redaciren  sich  auf 

Und  diesem  Aasdrocke  kann  man  (nach  dem  Vorgange  der  vorigen  Aafgabe)  folfcende 
Form  geben: 

VII)    ^ü  = 

wo  a  =  -^  .  (^*  ^r  —  n)  ist,    and  die  Fanction  rj  dorch  folgende  Parüaldifferential- 

d^ 
gleichang  des  ersten  Grades  der  ersten  Ordnnng 

viii)'j!.(^'-^u(^^^-\y 

^'^    dp«    W         dx/^  \dz.dp         V 
betlimial  wird.    Sie  gibt,  da  sie  ndr  -^  ond  nicht  auch  -^  enthält,   ffir  fi  eioeD  w$ 

^'  Y)  ^y)  gebildeten  Aasdrack,  wo  n(y)  eine  ganz  wiltkfirliche  Fanction  von  y  ist. 

Vergleicht  man  VI  and  VII,  so  erkennt  man: 

1)  dass  die  Veränderlichkeit  des  d^U  ganz  ouabhängig  ist  von  der  Veränderlichkeit 
der  in  17  enthaltenen  willkürlichen  Function  «fy),  d.  h.  man  bekommt  jedesmal  den  ir- 
gend einem  dz  entsprechenden  wahren  Werth  des  ^U,  es  mag  my)  was  immer  fSr 
eine  Fanction  von  y  sein.  Da  ferner  unter  dz  nur  eine  reelle  Function  von  1  und  y 
gedacht  werden  darf,  so  ist 

.2)    der  quadratische  Ausdruck  (-- [-  91  •  dz)    positiv,   wenn  a  reell  ist.    Also 

ist  bei  reellem  a  das  Prodnct 

jedenfalls  positiv  oder  jedenfalls  negativ,  wenn-r^   positiv   oder    negativ.    Wenn   also 
<x  >  a,  Qild  /}>  b  isl;  so  ist  das  bestimmte  Integral 


ri 


dp» 


dÜv 


jedenfalls  positiv  oder  negativ,   wenn  -^   positiv  oder  negativ  bleibt ,    während  man 

dem  y  alle  von  b  bis  ß  stelig  nebeneinander  liegenden  Werfhe,  und  dann  bei  jedem 
einzelnen  Werthe  des  y  auch  noch  dem  x  alle  von  a  bis  a  stetig  nebeneinander  liegen- 
den Werthe  beilegt. 

Da  nun,  wie  schon  bemerkt,  sich  immer  der  irgend  einem  Sz  entsprechende  wahre 
Werth  des  ^U  ergibt,  es  mag  die  Function  ncy)  sein,  was  sie  will;  so  kann  mao  auf 
folgende  Weise  den  Zeichenstand  des  ^ü  kennen  lernen:  Hat  man  sich  einmal  unter 
dem  willkürlichen  dz  irgend  eine  Function  von  x  ond  y  gedacht,  so  kann  man  ftlr  it(f) 
noch  eine  solche  Function  des  einzigen  y  nehmen,  dass  die  identische  Gleichang 
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slaltfiodet.    Dabei  redocirt  sieh  Gleichung  VII  auf 

und  man  erkennt  jetst,  dass  der  Zeichenaland  des  ^fj  von  -p^   abhängig   ist      Dabei 

beachle  man,  dass,  wenn  dieser  Quotient  bei  einigen  von  a  bis  a  liegenden  Werthen 
des  X  und  bei  einigen  Yon  b  bis  ß  liegenden  Werthen  des  y  zu  Null  wird,  die  vorste- 
hende Regel  ihre  Giltigkeit  noch  behält;  wenn  aber  dieser  Quotient  nicht  bei  allen 
diesen  Werthen  des  x  und  des  y  einerlei  Zeichen  behält ,  so  ist  dieses  (man  sehe  §.  10) 
noch  keine  Anzeige,  dass  weder  ein  Maximum-stand  noch  Minimum-stand  stattfinde, 
sondern  dieses  mOsste  noch  besonders  nachgewiesen   werden.    Dagegen  verliert  vor- 

stehende  Regel  ihre  Giltigkeit,  sobald  einer  der  Quotienten  -^,  jr— t-,  -r-g  bei  ir- 
gend einem  von  a  bis  a  liegenden  Werthe  des  x  und  bei  irgend  einem  von  b  bis  ß 

M 
liegenden  Werthe  des  y  die  Form  -^  annimmt.    Ist  aber  bei  jedem  von  a  bis  a  mög- 
lichen Werthe   des  x  und  bei  jedem  von   b  bis  ß  möglichen  Werthe  des  y  sowohl 

dj^  =  ^  ^'^  «"^^  ^ 

djv 

^  bei  allen  besagten  Werthen  des  x   und  des  y  positiv  oder  negativ  bleibt    (Dieses 

erkennt  man  ohneweiters*  wenn  man  auf  Gleichung  VI  zurQckschaut) 

Da  die  Gränzen  a,  a,  b,  ß  durchaus  keinen  Einflnss  haben  auf  die  bi§  jetzt  ge- 
suchte Function  z  «  <p(i,  y);  so  macht  sie  nicht  allein  das  zwischen  den  Gränzen 
von  a  bis  a  und  von  b  bis  ß  erstreckte  Integral  U,  sondern  auch  das  zwischen  vielen 
andern  Gränzen,  ja  oft  das  zwischen  allen  beliebigen  Gränzen  erstreckte  U  zu  einem 
Maximum-Stande  oder  Minimum-stande.  Allein  eben  diese  Function  muss  in  der  Regel 
zwei  Gleichungen  zugleich  identisch  machen,  eine  Bedingung,  welche  bekanntlich  nicht 
immer  erfüllt  werden  kann. 

Zweitens.  Untersuchung  der  zweiten  (in  IV  aufgestellten)  Form  des  JU.  An 
dieser  Form  erkennt  man,  dass  es  auch  eine  von  den  Gränzen  ä,  a,  b,  /?  abhängige 
Function  z  =  ^»(x,  y)  gibt,  welche  nur  eine  einzige  Gleichung  identisch  machen  rooss« 
dagegen  aber  auch  nur  das  zwischen  den  Gränzen  von  a  bis  a  und  von  b  bis  ß  er- 
streckte U  zu  einem  Maximum-Stande  oder  Minimum-stande  machen  kann,  während 
dabei  das  zwischen  andern  Gränzen  erstreckte  U  weder  ein  Maximnm-stand  noch  Mini* 
mum-stand  ist  Die  Aufgabe,  wo  eine  von  den  Gränzen  a,  a,  b,  /9  abhängige  Function 
z  «  <jp(x,  y)  gesucht  wird,  ist  aber  diejenige,  welche  in  der  Anwendung  am  häufigsten 
vorkommt,  und  fast  jedesmal  möglich  ist 

A)    Man  zerlege  nun  Gleichung  IV  zunächst  in  folgende  zwei: 


u-f  d  d  V 

■^  =  0  als  auch  ^^  =  0;   dann  ist  '^U  positiv  oder  negativ,  wenn  der  Quotient 


und 


Die  erste  dieser  Gleichungen  wird  Hauptgleichung,    und  die  zweite  wird  Gränzenglei- 
chung  genannt.     Die  Hauptgleichung  gilt  bei  jedem  Werthe  des  x  und  bei  jedem  Werthe 
des  y,    und  wird  in  der  Regel  eine  PartialdifTerentialgleichung  der  zweiten  Ordnung     ^ 
sein.    Ist  sie  aber  wirklich  von  der  zweiten  Ordnung,  so  entfallt  sie  dennoch  nur  die 

beiden  PartialdilTerentialquotienten  -~-  und  -—;    und  desshalb  werden  die  in  das  allge- 
ll. 73 
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meine  Inlegral  eingeheoden  zwei  willkürliche  FaDctionen  aach  aar  y  eoÜialteD,  uod 
durchaas  keine  Functionen  von  z  und  y  zugleich  sein,  während  unter  jenen  singnläreo 
Integralen,  die  keine  willkürliche  Function  von  y  enthalten,  keines  mit  mehr  als  mit 
zwei  neuen  willkärlichen.Constahten  versehen  sein  kann,  die  nicht  schon  in  der  Haapt- 
gleichung  selbst  enthalten  waren.  Die  Gränzengleichung  hat  schon  die  Werlhe  a  und 
«  in  sich  aufgenommen,  und  muss  nach  ihnen  modifieirt  werden,  auch  wird  sie  sehr 
oft  nicht  erfGIlt  werden  können,  wenn  die  Hauptgleichung  nicht  von  der  zweiten  Ord- 
nung ist. 

Berücksichtigt  man  die  Hauptgleichung,  und  nimmt  man  dte  geeignete  Umformung 
vor ;  so  kann  man  Gleichung  V  auf  folgende  Gestalt  bringen : 

wo  $(  =  -7—  .  (>p-£ 97)  ist,    und  die  Function  17  durch  Gleichung  VIH  besümmt 

£j*y      Vdz.dp  / 

"dp" 
wird.    Auch  hier  ist  der  Werth  des  d^V  ganz  unabhängig  von  der  Fanction  17.    Non 
mögen  einige  specielle  Fälle  besonders  betrachtet  werden. 

Erster  Fall.  Sind  die  Specialiläten  von  der  Art,  dass  die  nach  y  ideotischea 
Gleichungen  ^t^y  «•  0,  ^Zg  y  =  0,  ^^««.y  =  ^»  ^'a,y  =  ^»  etc.  stattfinden;  so  fallt 
die  Gränzengleichung  von  selbst  weg,  und  Gleichung  XIV  redncirt  sich  gradeza  aof 

Zweiter  Fall.  Sind  die  Specialitäten  von  der  Art,  dass  von  den  Aosdriicken 
dz^y,  ^'Zg  V»  ^^2a,y'  ^^'a,y9  ®^^'  ^^^^  einziger  zu  Null  wird;  so  wird  der  Gränzen- 
gleichung nur  genügt,  wenn  die  zwei  Gleichungen 

.    m   =  0,  und  m   =  0 

\dp/a,y  ^dp/a,y 

staltfinden.  Dabei  reducirt  sich  Gleichung  XIV  auf  VU ;  und  es  gelten  die  schon  dort 
gemachten  Bemerkungen,  um  diese  Gleichung  auf  die  Form  W  zu  bringen. 

Dritter  Fall.  Wenn  zwischen  ^z^^y  °°^  ^^a  y  ^^^^  Abhängigkeit  stattfindet;  so 
findet  auch  zwischen  d^z^  y  und  ^^  „  eine  Abhängigkeit  statt.  Man  elimlDire  ^z^  » 
und  dH^  yi  so  wird  dann  der  zu  <'^Za,y  S^h^i*'?®  Goefßcient  zu  Null;  und  man  bekommt 
für  d^V  folgende  Form: 


''a,y  ^  ^'"a,yJ     "*a,y  " 


Nun  weiss  man,  dass,  wenn  man  Gleichung  VUI  integrirt,  sich  Hlr  97  ein  aus  x,  y,  xryi 
zusammengesetzter  Ausdruck  ergibt.  Die  willkörliche  Function  my)  kann  man  dann  so 
annehmen,  dass  die  identische  Gleichung 

8  +  ®  .fi7)a^y  4-  iv^^^y  =  0 

stattfindet.  Die  Kennzeichen,  ob  d^l]  positiv  oder  negativ  sei,  oder  weder. als  positiv 
noch  als  negativ  gelten  kann,  sind  also  genau  dieselben,  welche  schon  zo  Gleichang 
\l  aufgestellt  worden  sind. 
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Um  sich  io  diese  Specialitaten  näher  einsafloden,  vergleiche  man  die  Aofgaben« 
welche  folgen  werden. 

B)  Hat  man  nun  diese  mit  der  zweiten  Form  des  d\]  hier  unternommene  Unter- 
SQcbung  ausgef&hrt,  so  schaue  man  abermals  auf  Gleichung  IV  zuriick,  ob  man  nicht 
dem  zu  dt  gehörigen  Factor 

dz        dx  '  ^\  dp  / 

d 

die  Form  -^  beilegen  kann,  etc.  etc.    (Dergleichen  Aufgaben  mögen  dann  nach  Ana- 
logie der  Aufgaben  163,  164,  165  behandelt  werden.) 


Aufgabe    253. 
Man  sucht  unter  allen  Flächen  diejenige,  fär  welche  der  Ausdruck 

wo  b  und  ß  keine  Functionen  von  x  sind,  ein  Mazimum-stand  oder  Minimum-stand 
wird,  d.  h-  grösser  oder  kleiner,  als  bei  allen  andern  der  gesuchten  Fläche  in  jedem 
Ponkte  nächslanliegenden  Nacbbarflächen  der  Fall  sein  kann,  so  lange  die  Elemente  a, 
a,  h,  ß  selbst  ihre  Werthe  nicht  ändern. 

In  wieferne  hier  von  einem  Maximumstande  oder  Minimum-staude  die  Rede  ist, 
ist  schon  (im  Anfange  der  249'**"  Aufgabe)  erläulert.    Man   setze  zur  Abkürzung  p 

anstatt  -p- ,  und  mutire ;  so  bekommt  man 
dx 


II)   j.ü  =  r"r'(*.  +  («  +  ayp)-^"  +  sj(^f)-.ij  ö. 

fBhre  die  gebSrige  Umformang  aas,  so  bekommt  man 
lU)     dO  -  J^  ((X  +  2y  .  p)„^y  .  dz^y  _  (X  +  2y  .  p\y  •  »x,^  y)  •  dy 

»V)    ^ü  =  jj^U»  +  2y  .  p)^y  .  S^z^y  _  (X  +  2y  .  p)^y  .  d*,,^y]  .  dy 


und 


Erstens.  Untersuchung  der  ersten  (in  I  aufgestellten)  Form  des  dV.  Da  der  zu 
dz  gehörige  Factor  «»  1  jst,  also  nicht  zu  Null  werden,  und  nicht  die  Form  -^  an- 
nehmen kann;  so  erkennt  man,  dass  die  erste  Form  des  dU  nicht  weiter  beachtet  zu 
werden  braucht.  Es  gibt  also  keine  von  den  Gränzen  a,  tf,  b,  /?  unabhängige  Func- 
tion ,  bei  welcher  U  ein  Mazironm-stand  oder  Minimum-stand  werden  könnte. 

Zweitens.  Untersuchung  der  zweiten  (in  III  aufgestellten)  Form  des  dV.  An 
dieser  Form  erkennt  man,  dass  es  eine  von  den  Gränzen  a,  a,  b,  ß  abhängige  Func- 
tion gibt,  welche  aber  nur  das  zwischen  den  Gränzen  von  a  bis  a  und  von  b  bis  ß  er- 
streckte Integral   zu  einem  Minimnm-stande  macht.    Man  hat  hier  die  Hauptgleichnng 
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und  die  Gränzengleichong 


VI)    J^  [('^  +  2y  .  p)^y  .  to^y  -  (I  +  2y  .  p),,y  .  dt^y]  .  dy  =  0 

Das  allgemeiDe  Integral  za  Gleichang  V  ist 

VU)    z  —  X  .  |(y)  -+-  x(y) 
wo  |(y)  and  xW  z^^i  8^>^z  willkürliche  Fnnctibnen  von  y  sind.    Die  Gränzengleichong 
VI  geht  also  jetzt  über  in 

VlII)  J     [(a  -+-  2y  .  ^(y))  .  ^z^y  -  (a  -h  2y  .  ^ry) .  dZg  y]  •  dy  =  0 

und  die  Gleichong  IT  redocirt  sich  aaf 

IX)    a^ü  =  j^[(«  -^  2y  .  5(y))  .  ^z«^y  ^  (a  +  2y  •  |(y))  .  ^2^3  y]  .  dy 

Um  aber  diesen  Ausdriick  nach  dem   Vorgange  der  152**'°  Aufgabe  umformen  zu  kön- 
nen, setze  man 

Man  differentiire  diese    Gleichung  nach  x  und  nach  y,    und  bringe  alle  Theilsätze  anf 
eine  Seite  des  Gleichheitszeichens;  so  bekommt  man 

^^  -h  2y  .  «2^  .  dz2  -h  2  .  (17  4-  2y  .  a)  .  dz  .  ^  =  0 

Da  nun  diese  Gleichung  bei  jeder  beliebigen  Function  dz  von  x  und  y  gelten  soll,  so 
zerfSUl  sie  in  folgende  einzelne  Gleichungen,  die  nach  x  und  nach  y  identisch  sind: 

,y  -H  2y  .  5t  c»  0,     und    ^  h-  2y  •  ««  =  0 

Eliminirt  man  91  aus  diesen  beiden  Gleichungen,  so  bekommt  man 

und  daraus  folgt  durch  Integration 


dx   ^  2y       " 


XI)  v--^ 


X  —  my) 


wo  ^(y)  eine  ganz  willkürliche  Function  von  y  ist.    Zugleich  ist  jetzt  H  =s  —  ^  = 
- ;  und  Gleichung  IX  geht  über  in 


X  —  »(y)' 


\ 


XII)    ^ü  =  J^  [(«  +  2y  m  ■^ta,y+  i"^,  •  <y 
-  (a  +  2y  .  m  .  <P.„  -  j-^, .  <y]  .  dy 
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Man  ist  nfminehr  aof  dem  Punkte,  did  GrflniglefichiHig  lo  erfüllen.  Za  diesem  Ende 
soll  aber  zuvor  noch  folgende  Betrachtang  gemacht  werden.  Die  geaachte  Fläche  Ist 
dargestellt  dorch 

Alle  der  gesuchten  Fläche  in  jedem  Punkte  nächslanliegenden  Nachbarflächen  sind  dar- 
gestellt dnrch 

XIII)    2  -h  ^2  =  X  . {fy)  -f-  xcy)  +  x-dz  -h  ^-^z 


1.2.3 


WO  bekanntlich  x  einen  im  Momente  des  Verschwindens  heflndlichen  (positiven  oder 
negativen)  Werth  hat,  durch  dz  eine  ganz  beliebige  Function  von  x  und  y,  durch  ülH 
eine  ebenfalls  ganz  beliebige  Function  von  z  und  y,  etc.  etc.  dargestellt  ist.  Wenn 
man  nun  in  dem  Endpunkte  der  Abscisse  a  eine  auf  die  Axe  X  senkrechte  also  mit 
TZ  parallele  Ebene  errichtet ;  so  wird  sie  von  der  gesuchten  Fläche  nach  einer  ebenen 
Cnrve  geschnitten ,  deren  beide  Gleichungen  folgende  sind : 

XIV)    X  =  a 
und 

XV)    z,„  =  a  .  |cy)  +  x(y) 

Dieselbe  senkrechte  Ebene  wird  aber  von  den  der  gesuchten  Fläche  in  jedem  Punkte 
nächstanliegenden  Nachbarflächen  nach  ebenen  Gurven  geschnitten,  deren  beide  Glei- 
chungen folgende  sind: 

XVI)    X  =  a 


und 


x' 

XVII)    z.„  +  ^z.„  =5  9  .  {(y)  +  x(y)  +  X  .  az.„  +  —  •  a»z„, 

x^ 

1.2.3  "^ 


Wenn  man  ebenso  im  Endpunkte  der  Abscisse  a  eine  auf  die  Axe  X  senkrechte  also 
mit  YZ  parallele  Ebene  errichtet;  so  wird  sie  von  der  gesuchten  Fläche  nach  einer 
ebenen  Gurve  geschnitten,  deren  beide  Gleichungen  folgende  sind: 

XVin)    X  =  a 
und 

XIX)    z^^y  =  a.f(y)  -+-  x^y) 

Dieselbe  Ebene  wird  aber  von  den  der  gesuchten  Fläche  in  jedem  Punkte  nächstan- 
liegenden Nachbarflächen  nach  ebenen  Gurven  geschnitten,  derer  beide  Gleichungen 
folgende  sind: 

XX)    X  —  a 


und 


x^ 


2 


XXI)     z^y  -f-  ^z^y  =  a  .  £(y)  -h   x(y)   "»-  *  "  ^Vy  +  V]!  *  ^'a,y 

x3 


1X3  ^'«,y 


Erster  Fall.  Es  sind  in  den  Endpunkten  der  Abscissen  a  und  a  senkrechte 
Ebenen  errichtet.  In  der  ersten  dieser  Ebenen  liege  eine  Gurve  mit  den  beiden  Glei- 
chungen 

1)  X  =  a 
und 

2)  z  =  A  .  y  +  B  .  y2 

In  der  zweiten  dieser  Ebenen  liege  eine  Gurve  mit  den  beiden  Gleichungen 

3)  X  =  a 
und 

♦)    z  =  G  -f-  E  .  y 

Alle  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Flächen  sollen  dorch  diese  beiden  Gurven  begränzt 
werden :  und  dieses  ist  nur  der  Fall ,  wenn  bei  jedem  Wertbe  des  y  die  durch  XV  und 
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die  darch  XVII  dargestellten  Garveo  nach  ihrer  ganzen  Aosdefanong  in  einander  hinein- 
fallen, und  wenn  ebenso  bei  jedem  Werthe  des  y  die  durch  XIX  und  XXI  dargestell- 
ten Curven  nach  ihrer  ganzen  Aasdehnung  in  einander  fallen.  Ans  Gleichung  XV  und 
XVII  ergibt  sich  also  bei  dieser  Bedingung  folgende  neae  Gleichung: 

a  .  i(y)  -+-  x(y)  =  a  •  ^(y)  -+■  x(y)  +  5c .  ^z,,,  +  —  •  d^z^y 
x3 


1.2.3  •  '   ^ 


und  aus  den  Gleichungen  XIX  und  XXI  gibt  sich  folgende  neue : 

a .  {(y)  -+-  x(y)  =  a  •  Ky)  -*-  x(y)  -+■  x  .  dz^^  +  ^  •  a«z„^y 

+  JL_  .  a3z„  „  -♦• 

1.2.3       «iy 

Da  aber  diese  zwei  Gleichungen  bei  dem  im  Momente  des  Verschwindens  befindlichen 
X  gelten  sollen;  so  sind  sie  nur  möglich,  wenn  bei  jedem  Werthe  des  y  die  einzelnen 
Gleichungen  ^Zg,  y  ~  ^»  ^^a,y  ~  ^'  ^^a  y  "^  ^»  ^'a,y  ~  ^'  ^^^'  stattfinden.  Aber 
eben  weil  die  Gleichungen  dz^  „  =  0  nnd  dz^  »  =  0  identische  Gleichungen  sind,  so 

fftllt  jetzt  die  Gränzengleichung  VI  oder  VIII  von  selbst  weg,  und  die  willkiirlicheD 
Functionen  ^(y)  und  x^y)  in  ^H  bestimmen  sich  durch  folgende  zwei  Gleichungen: 

a  •  f  (y)  +  x(y)  =  A  .  y  H-  ß  •  y2 
und 

a  •  |(y)  H-  X(y)  =  C  H-  E  .  y 
Daraus  folgt 

^^y^  =  ^r~a  •  (C  +  (E  -  A).  y  -  B  .yO 
und 

X(y)  =      _      •'  (—  a  •  C  H-  (aA  —  aE)  •  y  -H  aß  .  y2) 

Man  hat  also  jetzt  folgende  von  den  Gränzen  a  und  a  abhängige,  dagegen  von  den 
Gränzen  b  und  /?  unabhängige  Fläche: 

XXII)    z  =  -J— .((C  H-  Ey).(x  -  a)  +  (A  +  By)  •  («  -  x)  .  y) 

Weil  aber  auch  die  Gleichungen  dl^z^  y  =  ^  ""^  ^'a  y  =  ^  identische  Glelchungeo 
sind;  so  ziehen  sich  die  Gleichungen  IX  und  XII  bezüglich  auf 

und 

zurück.  Dass  aber  dieser  zweite  für  d^U  hergestelHe  Ausdruck  denselben  Werth  hat, 
wie  der  erste ;  davon  kann  man  sich  auf  folgende  Weise  überzeugen :  Gleichung  6 
geht  gradezu  über  in 

''"-rjr(''f-)'-*-^'-(^.-"*))*-" 

Wendet  man  auf  das  angezeigte  Differential  eine  Integration  nach  x  an »  so  bekommt  man 


rr 

JaJb 
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und  weno  man  beachtet,  dass  ^z^  „  =  0  uod  ^Za,y  ""  ^  identisebe  GleichoDgen  sind; 
so  erkeDDl  mao  an  letzterem  Aasdracke,  tlass  er  sich  gradezo  auf  Gleichang  5  zarück 
zieht.    Es  findet  also,  weil  die  Differenz  (^ß  -  b)  positiv  ist,  ein  Minimnm-stand  statt. 

Zweiter  Fall.    Es  ist  in  dem  Endponkie  der  Abscisse  a  eine  senkrechte  Ebene 
errichtet;  and  in  dieser  liegt  eine  ebene  Garve  mit  den  zwei  Gleichangen 

7)    X  =  a 
und 

8)    z  =  A  •  y  H-  B  .  y2 

Alle  in  Betracht  zo  ziehenden  Flächen  sollen  von  dieser  Curve  begranzt  werden.  Ausser 
dieser  Bedingung  gibt  es  keine  Gränzbedingung  mehr.    Hier  ist  zwar  wieder  dz^      =0, 

a^z^      =0,  etc.;  dagegen  ^^»y^  ^^a.y'  ^^^'  ^^^^  ^^^  Werthe  nach  noch  ganz  will- 

kQrlich.    Weil  non  dz^  y  ^  ^  ®^  identische  Gleichang  ist,  so  redacirt  sich  die  Grän- 

zengleichong  VIII  auf 

^ß 

^     («  -h2y-^(y))<Jz^^ydy  «0 

and  damit  auch  diese  Gleichung  erfBUt  werden  kann ,  moss  folgende  identische  Gleichang 

10)    a  -4-  2y  .  $(y)  =  0 
stattfinden.    Zur  Bestimmung  der  beiden  Functionen  |(y)  und  x^y)  bat  man   also   die 
zwei  Gleichangen 

a  •  f(y)  H-  xij)  =  A  •  y  -+-  B  •  y» 


und 

a  +  2y  .  i(y)  =  0 

Daraas  folgt 

• 

^^  =  -i 

uod 

X(y)  =  Ay +  B.y»+^ 

Man  hat  jetzt  abermals  eine  von  den  Gränzen  a  und  a  abhängige ,  dagegen  von  den 
Gränzen  b  und  ß  unabhängige  Fl&che  mit  folgender  Gleichung: 

XXIU)     z  «  '^'i^^—  ^)  4-  A  .  y  -f-  B  .  y2 

Weil  aber  die  Gleichung  ^z^  y  =  0  eine  identische  ist ,  dagegen  der  Ausdruck  ^z^  y 

dem  Werthe  nach  ganz  willkQrlich  bleibt ;  und  weil  ferner  auch  a  +  2y  •  |(y)  »  0  eine 
identische  Gleichung  ist ;  so  ziehen  sich  die  Ausdrücke  IX  und  XII  bezüglich  zurück  auf 

'"  «=rjr^-(^)' •■"■■" 

und 

12)    (52Ü  = 

Nun  hat  man  sich  unter  my)  eine  solche  Function  von  y  zu  denken,  dass  dabei  der 
unter  dem  einfachen  Integralzeichen  stehende  Theilsatz  wegfallt.  Dieses  geschieht  aber 

M 

aar,  wenn  man  sich  unter  x{y)  eine  solche  Function  denkt,  welche  =  -rr  wird  bei  jedem 

Werthe  des  y.  Dabei  geht  die  Gleichang  12  von  selbst  auf  die  Gleichung  11  zurück. 
Dass  überhaupt  bei  jeder  beliebigen  Function  My)  der  in  12  für  d^H  hergestellte 
Ausdruck  denselben  Werth  hat,  wie  der  in  11  hergestellte;  davon  überzeugt  man  sich 
auf  folgende  Weise :    Gleichung  12  kann  umgeformt  werden  in : 
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aM^  I      I .  „_ 


«=j;(r:?-=r.i<,.'y 


Wendet  man  nun  auf  das  angezeigte  Differential  eine  Integration  nach  i  an,  uod 
beachtet  man,  dass  dz,,,  =  0  eine  identische  Gleichung  ist;  so  bekommt  man  ans  letz- 
terer Gleichung 

Da  sich  hier  die  unter  dem  einfachen  Integralzeichen  stehenden  Theilsätze  gegeo 
einander  aufheben;  so  erliennt  man,  dass  der  Ausdruck  12  und  11  ganz  einerlei  WerUi 
haben  bei  jeder  beliebigen  Function  ;r(y). 

Dritter  Fall.    Es  seien  keine  Gränzbedingungen  vorgeschrieben.    Hier  wird  die 
Gränzengleichung  VIII  nur  erfQUt,  wenn  folgende  zwei  identische  Gleichungen 
13)    a  +  2y  .  ^(y)  =  0 ,    und     14)    a  -H  2y  .  £(y)  —  0 

zugleich  stattGnden.    Aus  der  einen  dieser  Gleichungen  folgt  |fy)  =:  —  --,  und  aus  der 

andern  folgt  |cy)  »  —  ^ .    Daran  erkennt  man ,    dass  sich  die  Gleichungen  13  und  H 

widersprechen ;  und  somit  kann  dieser  dritte  Fall  nicht  weiter  beachtet  werden. 

Vierter  Fall.  Es  seien  abermals  in  den  Endpunkten  der  Abscissen  a  uod  a 
senkrechte  Ebenen  errichtet ,  deren  jede  sowohl  von  der  gesuchten  Fl&che  als  auch  too 
den  ihr  in  jedem  Punkte  nächstanliegenden  Nachbarflächen  nach  einer  ebenen  Carve 
geschnitten  wird,  so  dass  jede  in  Betracht  zu  ziehende  Fläche  zwei  solcher  Conen 
erzeugt.  Es  sollen  jedesmal  die  zwei  von  einer  solchen  Fläche  erzeugten  Curven  in 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Eigenschaft  haben,  dass  ihre  zu  einerlei  Abscisse  y  ge- 
hörigen Ordinalen  z  ein  constantes  Product  bilden,  d.  h.  dass  die  Gleichung 

^5)     *a,y- Vy  -  ^"^ 

k^ 
stattfindet.    Daraus  folgt  z^^v  ^ *  ^^^  somit  bekommt  man 

16)    az^y  -  -  -^  •  c^z... 


und 


'•,7 


k«        ^  2  .  k2 


2 


17)     ^Vy  =  -l2--^*a,y-^--3--<''a 

**,7  «.y 

Eliminirt  man  nun  <'z    y  aus  der  Gränzengleichung  VIII,  so  bekommt  man 

,8)      C^(.  (°  ^2y  .g(y)).k«  _  ^,  ^  2y  •  |cy.))  ..,,,.  dy  =  0 

•/b    V  '«.y  ' 

und  damit  diese  Gleichung  nnter  allen  Umständen  wegfallt,    moss  die  identische  Glei- 
chung 

<J 

stattfinden.    Nun  ist  z  =  x  •  {(y)  -h  x(y);  also  ist 

Zg^y  =  a  .  ^(y)  4-  x(y).      und    «a,y  =  ^  *  5^y>  '^  ^^y^ 
und  die  Gleichungen  15  und  19  gehen  bezüglich  aber  in 
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20)    (a  .  {(y)  +  Ä(y))  •  (a  •  |(y)  +  xfy))  =  k» 
21)    (a  +  2y  .  {(y))  .  k»  +  (a  +  2y  •  |(y))  •  (a  •  {(y)  +  xfy))«  =  0 
AoB  diesea  beiden  GleichangeQ  lassen  sieh  die  Functionen  |(y)  ond  xcy)  beslimnien, 
und  man  bekommt  eine  von  den  Gränzen  a  and  a  abhängige,    dagegen'  von  den  Gräa- 
zen  b  and  ß  unabhängige  Fläche.    Eliminirt  man  nnn  ^^cly  ^^  ^'a,y  ^^^  Gleichung 
XII ,  und  beachtet  man  Gleichung  19;  so  geht  XII  Ober  in 

22)    d2ü  = 
*ß  r2(a-f-2y^  |(y))'kg    .   _2y.  k* 


J^^r2(a-f-2y.|(y)).kg  2y  .  k^ ^       "lg    .  .^ 


Nun  denke  man  sich  unter  x(y)  eine  solche  Function  von  y»   dass  die  identische  Glei- 
chung 

23^    2    (g  +  2y  .  ^qd)  .  k»  ^  2y  -  k^ ?y_  ^  ^ 

zj^^  (a  -  ;r(y))  •  zj^        «  -  *(y) 

stattfindet;  so  fällt  der  unter  dem  einfachen  Integraheeichen  stehende  Theilsatz  weg. 
Wenn  man  für  z..,  seinen  Ausdruck  in  Gleichung  23  einsetzt;  so  bekonunt  man 
24)    2(a  —  ;r(y))'  (a  —  ;r(y))  .  (a  -+-  2y  •  ^cy))  .  (a  •  |(y)  +  xfy))  •  k» 
4-  2y  .  (a  —  Mty))  .  k*  —  2y  •  (a  —  x(y))  •  (a  •  {(y)  -h  x(y))*  =  0 
Hier  hat  man  die  aus  20  und  21  fOr  |(y)  und  x(y)  bestimmten  Ausdrücke  einzusetzen; 
dann   bekommt  man  hinsichtlich  xiy)  eine  Gleichung  des  zweiten  Grades,    d.  h.  es  er<- 
geben  sich  l&r  x(j)  zwei  verschiedene  Ausdr&cke,  und  jeder  derselben  macht,  dass  sich 
Gleichung  22  auf 

zurftekiieht,*  wo  man  aber  bereits  statt  my)  einen  der  beiden  ans  24  sich  ergebenden 
AusdrlScke  gesetzt  sich  denken  muss.    Da  die  Diflferenz  (^ß  —  b)  positiv  ist ;  so  erkennt 
nnn  an  25  gradezu,  dass  auch  ^U  positiv  ist.    Es  Ist  also  auch  der  mM  25  ganz  gleieh- 
bedenlende  Ausdruck  22  positiv;  und  sonach  findet  ein  Minimum-stand  statt. 
Dergleichen  specielle  Fälle  lassen  sich  in  beliebiger  Menge  bilden. 


Aufgabe    254. 
Man  sucht  unter  allen  Flächen  diejenige,  fQr  welche  der  Ausdruck 

WO  b  und  ß  keine  Functionen  von  x  sind,  ein  Maiimum-stand  oder  Minimum-slamI 
wird,  d.  h.  grösser  oder  kleiner,  als  hei  allen  andern  der  gesuchten  Fläche  in  jedem 
Punkte  nächstanliegenden  Nachbarflächen  der  Fall  sein  kann,  so  lange  die  Elemente 
M^  a,hj  ß  selbst  ihre  Werthe  nicht  ändern. 

In  wiefeme  hier  von  einem  Maximum-staode  oder  Minimnm'^tande  die  Rede  ist, 
ist  schon  (im  Anfange  der  249***"  Au^abe^  erläutert    Man  setze  zu  AbkGrzung  q  an- 
statt -r- ,  und  mutire ;  so  bekommt  man 
dy 


II.  n 


Py  [(«y'-q-syt  +  y'  +  x«)  -"^  +  (-9yq-«i +ay)-*»]-«iy **« 
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Wenn  man  die  gehörige  Umformung  aasflthrt,  so  bekommt  man 

II)    iV  = 
J"[(2y«  .  q-2y  •  n-y«-(-x«),^  .  «2j^-(ay»  •  q-2y  •  H-y«+x«)x,b  '  *««,b]    <•» 

Erstens.    Uotersachang  der  ersten  (in  I  aafgestelllen)  .Form  des  dU.    Hier  kaoo 
nur  dann  dU  zo  Null  werden,  wenn  folgende  zwei  identische  Gleichungen 
III)    2y2  .  q  —  2yz  -h  y«  4-  x«  —  0 
«  IV)    —  2y  .  q  —  2z  +  2y  =»  0 

zugleich  stattfinden.  Allein  diese  beiden  Gleichungen  widersprechen  einander;  und  so- 
mit kann  die  erste  Form  des  dH  nicht  weiter  beachtet  werden,  d.  h.  es  gibt  keine  von 
den  Gränzen  a,  a,  b,  /^  unabhängige  Function  z  von  x  und  y,  wobei  der  vorgelegte 
Ausdruck  zu  einem  Maximum-Stande  oder  Minimam-stande  werden  könnte. 

Zweitens.  Untersuchung  der  zweiten  (in  II  aufgestellten)  Form  des  dU.  An 
dieser  Form  erkennt  man,  dass  es  eine  von  den  Gränzen  a,  a,  b,  ß  abhängige  Func- 
tion gibt,  weiche  aber  nur  das  zwischen  den  Gränzen  von  a  bis  a  und  von  b  bis  i? 
erstreckte  Integral  zu  einem  Maximum-Stande  oder  Minimum-stande  macht.  Man  hat 
hier  die  Hanpigicichung 

dyZ  d  z 

und  die  Gränzengleicbung 

▼0  J^  [2y«  .  q  -  2y  .  z  +  y«  -H  i«)x,/?  •  ^«x,/? 
-  (2y«.q  «  2yz  -f-  y2  +  x«), ,  •  (Jz,^ J  •  dx  -  0 
Cm  Gleichung  V  zu  integriren,  setze  man  -^  =  q,   und  -^  =  -^;   so   geht  Glei- 
chung y  Ober  in  y  .  ~i3  +  2q  =:  o.    Daraus  folgt  q  s=  -^  =5  -^  .  ^(z);   und  daraus 
folgt  weiter 

VII)  Z  —  X(l)  -  y  •        I») 

WO  ^(z)  und  x(z)  ganz  willkürliche  Functionen  von  j,  sind.  Die  Gränzengleicbung  VI 
geht  jetzt  Aber  in 

Vin)    f "  [(♦  .  ^(x)  —  2ß  .  x(x)  +  /?«  +  x2)  .  dz^^ß 

—  (♦  •  |(x)  —  2b  •  z(x)  4-  b2  -<-  x«)  .  az^  J  .  dx  —  0 

Specieller  Fall.  Wenn  fQr  die  Gränzen  keine  weitere  Vorschrift  gemacht  ist; 
so  muss  die  Gränzengleichung  Vlll,  um  erfüllt  zu  werden,  in  folgende  zwei  identische 
zerfallen : 

IX)    4  .  ^(x)  —  üß  .  x(W  -h  iS»  +  x2  =  0 
X)    4  .  f fx)  —  2b  .  x(i)  4-  b»  -h  x2  =  0 

Daraus  folgt  iw  =  j  (b  •  /?  —  x«),  und  xfz)  «=  g  0?  -f  b),  d.  h.  x^x)  ist  constant;  und 
Gleichung  VII  geht  jetzt  über  in 

XI)    z=l.(/?  +  b)- j^.(b./?  -xO 

Daran  erkennt  man,  dass  die  gesuchte  Fläche  von  den  Gränzen  b  und  ß  abhängig, 
dagegen  von  den  Gränzen  a  und  a  unabhängig  ist. 
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Maa  motire  noch  einmal,    forme  um,    and  berOcksichüge  die  Gleichangen  Y^  IX 
ond  X,  so  bekommt  man  zonaebst 

Nimmt  man  mil  diesem  Aasdrocke  die 'gehörige  Umformung  vor,  so  ergibt  sich 
xin)   a«ü  =  !"((«•  <J2^x,p  —  (® •  ^«*)x, b) •  ^* 

wShrend  znr  Bestimmung  von  a>  noch  folgende  Partialdifferentialgleichong 
XIV)      2y2  .  i?  +  ♦y«  4-  (o)  +  2y)8  =  0 

stattfindet    Um  diese  Gletchnng  beqaem  integriren  zn  können,  setze  man  v  =  fi>  4-  2y ; 
so  gibt  sich  -^  =  i??  -h  2.  Also  ist  ^  =  ^  —  2,  und  Gleichung  XIV  geht  über  in 

2y'  •  -f — h  T*  ■■  0.    Daraus  folgt  v  =  — ■.    .  ^ ^  ,  ond  somit  ist  a>  =  v  —  2y, 

dy  °  —  1  -j-  y .  nix) '  .  "^ ' 


oder 


XV)  ^^^liSLzLliI^ 

^  —  1  4-  y  •  ;i:(xj 


Gleichung  XIII  geht  also  jetzt  Ober  in 

•   -rjr'^(f-,.(-v,..„>")'-^>-^ 

Der  unter  dem  einfachen  Integralzeichen  stehende  Theilsatz  lallt  iveg,  wena  folgende 
identische  Gleichung 

-^        —  1  -f-  /?  .  :r(x)  *>^»  —  1  4-  b  •  :r(x)  ^»  «> 

stattfindet.  Diese  Gleichung  ist  in  Beziehung  auf  Mi)  vom  zweiten  Grade,  liefert  also 
für  ^(x)  zwei  verschiedene  aus  X,  dz^^,  Jz^j^  zusammengesetzte  Ausdrücke^  welche 
durch 

XVIII)  *(X)  -  l(x,  dz^^^,  dz^b) 
und 

XIX)  «(X)  =  F(x,  dz^^,  azjl  b) 

ausgedrückt  sein  mögen.    Wegen  Gleichung  XVII  reducirt  sich  XVI  auf 

wo  aber  fllr  ^(x)  entweder  der  in  XVIII  oder  der  in  XIX  stehende  Ausdruck  als  sub- 
stltoirt  gedacht  werden  muss.  An  XX  erkennt  man  also,  dass  ^U  unter  allen  Um- 
standen positiv  bleibt;  es  findet  daher  ein  liinimum-stand  statt. 


Digitized  by 


Google 


588 

A  u  r  g  a  b  e    255. 
Man  sacht  unter  allen  Flächen  diejenige,  für  welche  der  Ansdmck 

wo  b  und  ß  keine  Funclionen  von  x  sind,  ein  Maximam-stand  oder  Minlmann-nlaad 
wird,  d.  h.  grösser  oder  kleiner,  als  bei  allen  andern  der  gesachten  Fläche  in  jedem 
Ponkte  nächstanliegenden  Nachbarflächen  der  Fall  sein  kann,  so  lange  die  Elemente  a, 
a,  b,  iS  selbst  ihre  Werthe  nicht  ändern. 

In  wieferne  hier  von  einem  Maximnm-stande  oder  Minimam-stande  die  Rede  ist, 
Ist  schon  (im  Anfange  der  249"^*"  Anfgabe)  erläutert.  Man  setze  zur  Abkfirzong  p  an- 
statt -~  und  q  anstatt  --p,  and  motire;  so  bekommt  man 

1)    aü-£'J^((2p-10q).^'  +  (-10p  +  68q)-i^).dy.<lx 
ond 

11)     «,=£"J^[(äp-10«.^  +  (-«,  +  «W.^ 

Man  führe  die  gehörige  Umformong  aus,  so  bekommt  man 

»»)    ^ü  ~j^  [(2p  -  10q)«,y  .  iz^y  -  (2p  -  10«D,,y  •  a«a.y]  '  <«y 
+  J"  [(-  10p  -j-  68q)^^  .  az^ß  _  (_  lOp  +  68q)jt,b  •  dz^^  .  dx 

und 

IV)    MJ  =  J^[Cap  -  10q)„,y  •  «»«„,y  -  (8p  -  10q),,y  •  Ifiz^  y]  •  dy 

+  J"  [(-  lOp  +  68q)^j8  •  ^«x.iS  -  C-  »«P  +  «8q)^b  •  ^«x,b]  ' «»» 

-»•(¥r-»-^'-f'-^'»-(f)']*-" 

Erstens.  Untersuchung  der  ersten  (in  I  aufgestellten)  Form  des  ^U.  Hier  wird 
dU  =  0,  wenn  folgende  zwei  Partialdiirerentialgleicboagen 

0    2p  -  lOq  =  0,    und    2)    -  10  p  -+-  68q  «  0 
zugleich  stattfinden.    Diejenige  Function  z  von  x  und  y,    wodurch  diede  beiden  Glei- 
chungen  zugleich  identisch   werden,    soll  mittelst  zweier   Methoden  gesucht  werden. 
(Man  vergleiche  die  Aufgaben  133—153,  wo  dergleichen  Functionen  gleichfalls  mittelst 
verschiedener  Methoden  aufgesucht  worden  sind) 

Efiie  Methode.  Man  eliminire  aus  diesen  beiden  Gleichungen  zuerst  q  ond  dann 
p;  so  bekommt  man 

3)    p  =  0,     und    4)    q  =:  0 

Integrirt  man  Gleichung  3,   so  gibt  sich  z  =  gxy),    wo  qxy)  eine  ganz  willkOrliche 
Function  von  y  Ist.    Daraus  folgt  q  =  -j^ ;   und   somit  geht   Gleichang   4  fkber  in 
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-^   —   0.    Baraus  folgt  gxy)  =  A,  wo  A  ein  willfcQrlklier  CoasUnter  ist    Es 

.  ist  also  V)    z  =  A 

durch  welche  GleichaDg  die  mit  der  Goordioatenebeue  XY  parallele  Ebene  dargestellt 
ist    Dorch  Gleichaog  V  werden  aber  die  Gieichnngen  I  und  2  zugleich  identisch. 

Zweite  Melhode.    Man  nehme  die  Gleichung  i,  und  integrire  sie;   so  gibt  sich  als 
allgemeines  Integral 

5)    z  =  ^(5x  +  y) 

wo  9)(5x  +  y)  eine  ganz  willkürliche  Function  des  Ausdruckes  (5x  +  y)  ist  Man 
hat  nun  za  untersuchen,  ob  durch  den  Ausdruck  9)(5x  +  y)  die  Gieichnngen  1  und  2 
zugleich  identisch  werden.  Setzt  man  zur  AbkOrzung  w  statt  (5x  -h  y),  so  geht  Glei- 
chung 5  Ober  in  z  =  g>(w);  und  daraus  folgt  p  —» 5  •  -?^  nnd  q  =  -f— •  Dal>«l  ^«^1 
Gleichong  I  tkber  in 

dw  dw 

und  diese  Gleichung  ist  erilUlt  bei  jeder  beliebigen  Function  9)(5x  +  y).  Führt  man 
aber  die  so  eben  Ittr  p  und  q  gefundenen  Ausdrücke  in  Gleichung  2  ein;  so  bekommt 

-10. 5. ^  +  «8.^ 
dw  dw 

oder 

d(]p(W) 


18. 


dw 


und  Aeser  Ausdruck  wird  nur  zu  Null,  wenn  -^ —  =  0  ist    Aus  ^eser  Gleichung 

folgt  qxw)  =  A,  oder  q>{b\  4*  y)  =  A;  und  Gleichung  5  geht  über  in 

VI)    z  =  A 
welches  wiederum  die  Gleichung  5  ist    Die  Grinsen  a,  a,  b,  ß^  welche  sie  aueb 
immer  sein  radgen,  haben  auf  die  hier  gesuchte  Function  durchaus  keinen  Einfluss. 

Bei  der  hier  für  z  gefiindenen  Function  wird  aber  auch  die  zweite  (in  III  au%e» 
stellte)  Form  des  dV  zu  Null ;  und  die  beiden  (in  II  nnd  IV  aufgestellten)  Formen  des 
W  reduciren  sich  auf 

Um  aber  diesen  Ausdruck  nach  dem  Vorgange  der  251'^*''  Aufgabe  umformen  zu  können, 
setze  man 

Man  differeoliire  nao  diese  Gleichong  nach  x  nnd  nach  y,   ond  bringe  alle  TheilsilM 
anf  eine  Seile  des  GleicbheiCsseicheos ;  so  beltommt  man 


+  4«)  .  a«  .  ^  +  (2»  +  4« .  «  +  2Ai .  C)  .  &  .  ^ 


«)  •  a«  .  ^  +  (2»  +  4« .  «  +  2Ai . 
+  (««  +  ao) . -!i^  . -iL«  ^  (A,  +  «P  -  68)  .  ( ^f  -  0 
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Da  Dan  diese  Gleichung  bei  jeder  beliebigen  Fonction  dt  von  x  ond  y  gelten  soll,  so 
zerfSlIt  sie  in  folgende  fünf  einzelne  Gleicbangen,  die  nach  x  und  nach  y  identisch  sind : 

6)  ia  +  ^ +  2.»2  + Ai.®^=0 

7)  2i;4-4»=0 

8)  2ö)  +  «8  -f-  2Ai  .  €  =  0 

9)  49  +  ao  =  0 

10)    Ai  +  2  .  S12  -  68  =  0 

Aus  den  Gleichungen  7,  8,  9,  10  folgt «  «  —  5,  »  =  —  |,  Ai  =  18,  (S  —  ""  ^^; 
und  Gleichung  6  geht  ober  in 

II)    g-K 

Gleichung  Yll  geht  nun  Qber  in 

IX)    a«ü  = 

J^  {(V  •  ^»Vy  ~  (»7  •  ^zOa,y)  •  dy  +  J"((^  •  ^^%  /?-(«•  ^2')x,b)  •  <»» 

Zur  Bestimmung  der  Functionen  ij  und  a>  bat  man  nur  die  einzige  Gleichung  fl;  man 
kann  also  eine  dieser  beiden  Functionen  nach  Willkür  annehmen.  Man  nehme  für  » 
eine  Function  von  nur  x,  und  zwar  eine  solche,  die  bei  jedem  Werthe  des  x  zu  NoU 
wird,  also  eine  identische  Fonction  von  x.    Hierbei  ist  dann  auch  der  Ausdruck 

X)     (o>.Jz2),^^  -  («.JzOx,b  =  ö 

d.  h.  auch  dieser  Ausdruck  ist  idenliseh  Null,  es  mag  dz  was  immer  für  eine  beliebige 

Function  von  x  und  y  sein.    Wenn  aber  a>  kein  y  enthält,   so  ist  auch  -p  =0;   aod 

Gleichung  XI  reducirt  sich  auf 

^^     dx   ^    18         " 
Integrirt  man  diese  Gleichung,  so  bekommt  man 

9 


V  = 


17x  +  x(y) 

wo  xiy)  eine  ganz  willkürliche  Fonction  von  y  ist.    Gleichung  IX  geht  also  über  io 
*^/         9  ^2  9 


XI)    ^ü  -=  r   (7= — ^Jz«  V  —  P? — r ^«fl  v^  •  dy 

Jb  V^"  "*"  ^^y^  ^       17a  -f-  my)       «»y/    ^ 

y  dy         34x  -H  2  •  ;r(y)        ^  J       ' 

Damit  nun  der  unter  dem  einfachen  Integralzeichen  noch  rückständige  Ausdruck  zu  NuU 
werde;  so  nehme  man,  was  man  sich  unter  dz  auch- immer  für  eine  Function  von  x 
und  y  denken  mag,  für  ;r(y)  eine  solche  Function  von  y,  dass  die  nach  y  identische 
Gleichung 

*^>    17«  +  ziy)  •  ^'a,y  -  i7a  +  ^fy)  *  ^'«.y  ==  ^ 


stattfindet    Daraus  folgt 
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17  .  a  .  dl*     -  17  .  a  •  dti  „ 

Darch  diese  Gleichang  ist  aber  easgesprocheo ,  was  ;r(y)  jedesmal  för  eine  Fanction  tod 
y  wird,  wenn  man  sich,  aoter  dz  bald  diese  bald  jene  FancUon  von  x  and  y  denkt 
Den  in  Gleichang  14  lür  ^(y)  hergeslelllen  Ausdrock  hat  man  in  Gleichang  XI  überall 
ZQ  substitniren,  ond  dabei  fällt  dann  der  onCer'dem  einlachen  Integralzeichen  stehende 
Aosdrack  jedenfalls  weg. 

Da  die  Gränzen  a,  a,  b,  /?  darchaos  keinen  Einflass  haben  aaf  die  bis  jetzt  ge- 
SQchle  Fonction  z  =:  A;  so  macht  sie  nicht  allein  das  zwischen  den  Gränzen  von  a  bis 
a  ond  von  b  bis  ß  erstreckte  Integral 

Xll)    ü  =  17  .  (a  -  a)  .  (/?  -  b) 
sondern  aach  das  zwischen  allen  beliebigen  Grenzen  erstreckte  Integral  U  za  einem 
Minimom-stande. 

Zweitens*  Untersnchang  der  zweiten  (in  III  aafgestellten)  Form  des  ^U.  An 
dieser  Form  erkennt  man,  dass  es  auch  eine  von  den  Gränzen  a,  a,  b,  ß  abhängige 
Faoction  gibt,  welche  aber  nar  das  zwischen  den  Gränzen  von  a  bis  a  ond  von  b  bisi? 
erstreckte  Integral  so  einem  Minimom-stande  macht.    Man  hat  hier  die  Haoptgleichong 

<l«z  d  d  z  ^\^ 

-^  dx«  di.dy  dy2 

QDd  die  Gränzengleichong 

r^ß 


r 


<6)   J^  [(2p  -  <Oq)«,y  •  ^^a,Y  ~  (2p  -  «Öq)^y  •  ^\j]  '  dy 
[(-  10p  +  68qH,^  .  dz^^ß  _  (-  10p  +  68q)^,  .  dz,  J  •  dz  =  0 


^a 

um  das  allgemeine  Integral  der  Gleichong  15  zn  finden ,  bilde  man  sich  (nach  bekann- 
ter Methode)  ans  Gleichang  15  folgende  neoe 

17)    ^2.w2  +  ^.w  —  68-0 

Die  beiden  Worzeln  dieser  Gleichang  sind  w'  =  5  H-  3  •  K—  1 ,  und  w"  =  5  —  3  •  r—  I ; 
ond  somit  ist  das  gesachte  allgemeine  Integral 

XIII)    z  =  f(y  4-  X  .  (5  +  3  .  K^TT))  +  ;g(y  +  ,  .  (5  -  3  •  K^^)) 

wo  £(y  +  X  •  (5  +  3  -T— '  1))  eine  ganz  willkörliche  Fanction  des  Aosdrackes 
(y  -4-  X  .  (5  +  3  •  f—  Ij),  ond  x(y  +  x  •  (5  —  3  •  K—  l))  eine  ganz  willkarliche 
FoQction  des  Aosdrockes  (y  4-  x  •  (5  —  3  •  K—  l))  bedeotet.  Obgleich  aber  die  in 
XIU  (&r  z  hingestellte  Fanction  eine  imaginäre  Form  hat,  so  kann  sie  doch  in  anend* 
lichvielen  Fällen  reell  werden,  je  nachdem  man  die  willkürlichen  Fonctionen  specialisirt. 
Erstes  Beispiel.    Setzt  man 

§(y  H-  X  .  (5  +  3  .  K"=n))  =  y  4-  X  .  (5  -i-  3  .  K^T) 

and  

x(y +  «-(5-3.1^-  l))  =  y  +  x.(5  -  3.1^-  1) 

so  bekommt  man 

18)    z  =  2y  +  lOi 

Zweites  Beispiel.    Setzt  man 

i(y  +  , . (5  ^-  3 . m))  =  (y±jc,.(5H-3.ri^))« 

aod  _«_^ 

,(y  4.  ..(5  -  3.rri))  =  (yjtiii^-iiiJEIlL* 


3t 
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90  bekommt  man 


iwd 


19)    a  .  I  =  2  •  y»  -r  aOxy  •+  38  .  i« 
Drittes  Beispiel.    Setzt  man  


^(y  +  ,  .  (5  -  3  .  ICTI))  =.  .  ,g  „at  (L+iJ^i^llirZI)) 


SO  bekommt 


sw)  .  =  ..,ga.i(2i^ti^iilii') 


Und  s^o  fort.  Non  hat  man  die  zweite  (in  Glelbhong  IV  aufgestellte)  Form  des  W 
omzaformenb    Beachtet  man  die  Hanptgleichong  15,  so  bekommt  man 

XIV)    ^20  = 
J^  [tap  -  IOq)«,y  •  ^za.y  -+■  (^  •  <>2%;y  -  (2p  ~  10q)my  •  ^^^y  -  (^  •  ^i^\^  '  ^1 

-#.  J^  [(-  iOp  +  6fti\^^  •  ^x,/?  +  («>  •  ^Ox^ 
-  (.  10p  -+-  68q), ,,  .  a^z^,  -    («  .  dz«)^J  .  dx 

Znr  Bestimmong  der  beiden  Fonctionen  7  and  ct>  hat  man  nar  die  einzige  Gleichang 
11;  es  ist  also  noch  soviel  WillkOr  vorhanden,  dass  man  dieselben  den  Eigenthikmlich- 
keiten  des  jedesmal  vorliegenden  speeiellen  Falles  anierwerfen  kann. 

Erster  Fall.  Es  sind  in  den  Endpunkten  der  Abscissen  a,  a,  b,  ß  senkrecble 
Ebenen  errichtet.  In  der  ersten  dieser  Ebenen  liege  eine  Corvo  mit  den  beiden  Glei- 
chungen 

21)    X  =  a,       und       22)    z  =  A  •  y  +  B  •  y« 

In  der  zweiten  dieser  Ebenen  liege  eine  Gurve  mit  den  beiden  Gleichungen 

23)    X  =  a,        und       24)    z  =:  C  +  E  •  y 
In  der  dritten  dieser  Ebenen  liege  eine  Garve  mit  den  beiden  Gleichungen 

25)    y  —  b,       und       26)    z  —  H  •  x^ 
In  der  vierten  dieser  Ebenen  liege  eine  Gurve  mit  den  beiden  Gleichungen   - 

27)    y  =  /?,       und       28)    z  =  G  -h  K  •  x« 
Alle  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Flächen  sollen  von  diesen  Cnrven  begrämet  werden. 
Desshjilb  muss  (man  sehe  den  ersten  Fall  der  253'^'''  Aufgabe)  bei  jedem  Werthe  des 
y  stattfinden  dz^y  s=  0,  dt^     =  0,  d^z^^  «i  0,   ^z       =  0,  etc.    Gaiiz  «nf  die  nem- 

liche  Weise  wird  dargelhan ,  dass  auch  bei  jedem  Werthe  des  x  gelten  mnss  dz^^^  =  0, 
dz    X»  =  0,  ^z_,,  =  0,  ^z^  /9  ~"  0,  etc.    Die  Gränzengleichung  QUl  also  jetzt  von 

X,  p  *»"  X,  p 

selbst  hinweg,    und  bei  Bestimmung  der  in  z  eingegangenen  zwei  willkQrlichen  Func- 
tionen ^(y  -h  X  •  (5  -<-  3  .  K-  1))  und  x(y  +  x  •  (5  -  3  •  K-  I))   mBssen   noch  die 
folgenden  vier  Gleichungen 
»)    ^[y  +  a  .  (5  -h  3  .  f^n)]  H-  x[y  4-  a  .  (5  -  3  .  r^H)]  =  A  •  y  -h  B  •  y« 
30)    £[y  -4.a.{5H-3.r^ri}]  -+- ^[y  +  «  •  (5  -  3  .  rTl)]  =^C  -l-E-y 

31)  |[b  4-  X  •.  (5  -K  3 .  nri)]  +  ;g[b  +  X .  (5  -  3 .  ir=:i)]  =  h  .  x« 

32)    S[/?  -K  X  .  (5  -h  8  .  r=~l)]  -i-  xi>  +  X  •  (5  -  3  .  r^TT)]  =  G  -H  K  •  x« 
mit  benützt  werden.  (Man  erinnere  sich,  dass  zur  Bestimmung  einer  einzigen  Fonctioa. 
welche  zwei  VerUnderliche  enthält,  zwei  Gleichungen  nölhig  sind.) 


Digitized  by 


Google 


593 

Sei  sl  man  b  statt  y  in  29  and  30  eio,  so  bekommt  man  beifiglich 

33)  {[b  +  a  .  (5  +  3  .  1^^^]  +  x[b  +  a  .  (5  -  3  .  f^^]  =  A  •  b  -h  B  •  b? 
and 

34)  |[b  -h  a  .  (5  -h  3  .  r=^)]  +  x[b  -h  a  .  (5  -  3  .  JT^]]  =  C  -h  E  •  b 
Setzt  man  ß  statt  y  in  29  and  30  ein,  so  bekommt  man  bezGglich 

35)  S[/?  -h  a  .  (5  +  3  .  f^i)]  -H  %[/?  -h  a  .  (5  -  3  .  KITl)]  =  A  -  ß  +  B  -  ß» 
und 

36)  {[/3  +  a  .  {5  -h  3  .  I^=nr)]  +;{[;?  +  a  •  (5  -  3  .  iT^)]  =€  +  £•/? 
Setzt  man  a  statt  x  in  31  and  32  ein,  so  bekommt  man  bezflglicb 

37)  {[b  -h  a  .  (5  -h  S  .  r=n)]  +  x[b  -h  a  .  (5  -  3  .  I^=T)]  =  H  •  a« 
und 

38)  |[/J  +  a  .  (5  4-  4  •  f^^)]  4-  x[i8  +  a  •  (5  -  3  •  f^^)]  =  G  4-  K  •  a» 
Setzt  man  a  statt  z  in  31  ond  32  ein,  so  bekommt  man  bezöglieb 

S9)     i[b  +  a  .  (5  -H  3  .  I^^HT)]  -h  x[b  +  a  .  (5  -  3  •  JT^^)]  =  H  •  a» 
Qod 

40)     |[ß  4-  a .  (5  -H  3  .  I^::nf)]  +  xD?  4-  a  .  (5  -  3  .  r^)]  =  G  -h  K  •  a« 
Vergleicbt  man  die  acht  letzten  Gleichungen  Tnemlich  Nr.  33—10) ,  so  erkennt  man , 
dass  sie  nur  bestehen  können,  wenn 

♦I)    A  .  b  -t-  B  .  b»  =  H  .  a2 
wie  ans  33  and  37  folgt;  and  wenn 

42)    C  +  E  .  b  =  H  .  a« 
wie  aas  34  and  39  folgt;  und  wenn 

43)    A  •  /?  >  B  .  ^  =  G  -H  K  •  a« 
wie  ans  35  ond  38  Tolgt;  ond  wenn 

44)     C  -h  E  .  /S  =  G  -+-  K  .  a» 

wie  aas  36  and  40  folgt.  Sollten  daher  namentlich  die  Goefficienten  A,  B,  C,  E,  G, 
H,  K  noch  willkürlich  sein;  so  ist  es  jederzeit  roOglich,  sie  in  solche  Abhängigkeit 
onter  einander  zn  bringen,  dass  die  vier  letztern  Gleichangen  (nemlich  41  bis  41)  er- 
follt  werden. 

Dass  aber  diese  vier  Gleichungen  erf&Ilt  werden,  ist  ein  Ergebniss,  welches  ganz 
der  Natur  des  hier  vorgelegten  besonderen  Falles  entspricht;  denn  die  vier  in  den  End- 
pankten  der  Abscissen  a,  a,  b,  ß  senkrechten  Ebenen  schneiden  sich  in  vier  graden 
Linien,  and  in  jeder  dieser  vier  Graden  liegt  ein  Punkt,  welcher  zweien  der  vorge- 
schriebenen GrSnzcqrven  gemeinschaftlich  sein  muss,  weil  man  sonst  durch  sie  keine 
Fliehe  begr&nzen  könnte.  Man  hat  also  hier  abermals  ein  Beispiel,  wie  die  Erschei- 
noDgen  des  Calculs  jedesmal  mit  den  Eigenthümlichkeiten  des  ihm  unterworfenen  Ge- 
genstandes Obereinsllmmen.    (Man  vergleiche  den  ersten  Fall  in  Aufgabe  267.) 

Gleichung  XIV  reducirt  sich  jetzt  gradezu  auf 

rj:['(^'  -^'-^  - 1-")'  ^  -(%"  -  ■-^- ")'■''■'' 

Dieser  Ausdruck  bleibt  unter  allen  Umständen  positiv,  ond  somit  findet  ein  Minimum- 
sland  statt.  Was  die  Functionen  m  und  17  betritfl ,  so  kann  man  t&r  n  jede  beliebige 
Fanclion  von  x  und  y  annehmen,  welche  in  Gleichong  11  eingefQhrt  werden 
mnss,  wonach  sich  dann  durch  Integration  ergibt,  was  77  für  eine  Function  von  x  und 
y  ist.    Nimmt  man  z.  B.  tai  o  eine  identische  Function  von  x,    so  geht  Gleichung  II 


xiy) 
II. 


in  Gleichung  12  über,  so  dass  sich  Tiir  97  abermals  17  =  r= — ^i ergibt,  wo  .T^y)  eine 
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ganz  willkürliche  FaiictioD  voo  y  vorslelU,  die  darchaos  nicht  näher  hestioiDil  werdeo 
kann,  aber  auch  oicht  besümmt  za  werden  braacbt.  Dass  aber  die  willkQrliche  Fnoe- 
tion  ;r(y)  nicht  bestimmt  zu  werden  braucht,  d.  h.  dass  der  Werth  des  ^C  ganz  anab- 
hängig ist  von  ^(y);  davon  kann  man  sich  auf  dieselbe  Weise  Oberzengen,  wie  schon 
im  ersten  Falle  der  253'*'"  Aufgabe  geschehen  ist. 

Zweiter  Fall.    Es  seien  keine  Gränzbedingongen   yofgeschriebeD.     Hier   wird 
die  Gränzengleichung  16  nur  erfüllt,  wenn  folgende  zwei  nach  y  identische  Gleichongeo 

«*)    (2p-10q)^y  =  0 

und 

45)    (2p-10q)^,  =0 

und  wenn  folgende  zwei  nach  x  identische  Gleichungen 

und 

'  47)    (-  lOp  4-  68q),,,  -  0 

stattfinden.    Man   bezeichne  durch  £'[y  +  x  •  (5  +  3  •  K—  l)]  das  Resultat,   welches 

sich   ergibt ,    wenn   man   | [y  +  x  •  (5  4-  3  •  f-  i)]    nach    dem   ganzen    Ausdrucke 

[y  4-  X  •  (5  -h  3  .  r—  i)]  differentiirt ;  und  man  bezeichne  ebenso  durch 

x'[y  +  X  •  (5  -  3  •  K—  1)]  das  Resultat,  welches  sich  ergibt,  wenn  man 

x[y  -+-  X  •  (5  -  3  •  K—  1)]    nach   dem   ganzen   Ausdrucke    [y  H-  x  •  (5  —  3  •  K-  T]] 

differentürt.    Man  bekommt  dabei 

48)  p  =  (5  +  3 .  r^TT) .  <t'[y  -h  X .  (5  +  3 .  r^n)] 
+  (5  -  3 .  r:n) .  x'[y  -+-  X  •  {5  -  3 .  rr^] 

und  

«)  q «  rb  -h  X .  (5  -h  3 .  jr=i)]  +  xiy  +  x .  (5  -  3 .  r=T)] 

Gleichung  44  geht  nun  Qber  in 

(6  .  r^=n)U'(y  +  a  .  (5  -h  3  .  riTT))  -    x'(y  4-  a  .  (5  -<  S  .  I^^l))]  =  0 
und  daraus  folgt 

50)  r[y  -+-  a  .  (5  -h  3  .  r~i)]  -   ^'[y  +  a  .  (5  -  3  .  K^H)]  =  0 

Diese  Gleichung  ist  aber  gleichbedeutend  mit 

d^[y-Ha'(5-H>3.r:rD]  __  dx[y  -f-  g  »  (5  ^  3  ■  ir~i)]  ^  ^ 
dy  dy 

woraus  durch  Integration 

51)  i[y  +  a  •  (5  +  3  .  rZTi)]    -  x[y  -H  a  •  (5  -'  3  .  f:^)]  =  A 

folgt,  wo  A  ein  willktkrlicher  Gonstanter  ist.  Auf  die  nemliche  Weiae  wird  aus  Giei* 
chung  45  sich  ergeben 

52)     {'[y  +  a  .  (5  +  3  .  r31)]   _    ^'[y  -h  a  •  (5  -  3  •  f^Ti)]  „  o 
und  daraus  folgt  durch  Integration 

53)    ^[y  H-  a  .  (5  H-  3  .  1^=7)]   -  ^[y  +  a  •  (5  -  3  .  r=T)]  =  B 
wo  B  ein  willkOrlicher  Gonstanter  ist.    Gleichung  46  geht  aber  Ober  in 

(_  6  .  jT^Ti)  .[(5  4-3.  nn)  .  ^'CS  ^.  X  .  (5  -h  3  .  K^H)) 

-  (5  --  3 .  r:~i) .  x'O  4-  X .  (5  -  3 .  r=^))]  =  o 

Daraus  folgt  

54)    (5  4-  3  .  r~  l) .  ^'[ß  4-  X  .  (5  4-  3  .  iT^^)] 

-  (5  --  3  .  r~i)  .  xiß  4-  X  .  (5  -  3  .  r^)]  -  0 
Diese  Gleichung  ist  aber  gleichbedeutend  mit 
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dg[g  + » -  (5  -h  3 .  r^^)]  _  dx[ig  +  I  -  (5  -  3  >  r^^)]  ^  ^ 

dx  dx 

woraus  dsrch  Integration 

55)     |[/?  -h  X  .  (5  -h  3  .  K=n)]  -  x[^  +  X  .  (6  --3  .  r^Tl)]  =s=  C 

Mgl,    wo  G  ein  willkörlicher  Gonstanter  ist    Auf  die  nemliehe  Weise  wird  ans  Glef- 
chong  47  sich  ergeben 

56)    (5  -h  3  .  r=^)  .  t[b  +  X  .  (5  -H  3  .  K=ri)] 

-  (5  —  3  .  fCTT)  .  ;g'[b  +  X  .  (5  -  3  •  1^^^)]  =  0 

Diese  Gleichang  ist  aber  gleiehbedeiiteod  mit 

d|[b  H-  X  .  (5  +  3  >  r^^)]  _  dx[b  -f  X  >  (5  -  3 .  r=ri)]  _ 
dx  dx  "    ~       "" 

und  daraas  folgt  dorch  Integration 

57)    |[b  +  x-(5  +  3.1^::^)]  -  ;c[b  -H  x.(5  -  3  •  K^^^)]  =E 
Setzt  man  b  statt  y  in  51  und  53  ein,  so  bekommt  man  bezOglich 

58)  f  [b  H-  a  .  (5  -h  3  .  r-"l)]  -  x[b  4-  a  .  (5  -  3  .  iT^)]  =  a 
und  .  

59)  {[b  -+-  a  .  (5  -f-  3  .  r=~T)]  ~  x[b  -h  a  .  (5  -  3  .  K-  1)]  =  B 

Setzt  man  ß  statt  y  in  51  and  53  ein,  so  bekommt  man  bezögiich 

60)  i[/?  +  a  .  (5  H-  3  .  r^D]  -  x[/?  +  a  .  (5  ^  3  .  r^^)]  =  A 
und  

61)  i[/?  +  a  .  (5  +  3  .  m)]  -  x[/?  Hr  a  .  (5  -  3 .  r-  1)]  =  B 

Setzt  man  a  statt  x  in  55  ond  57  ein ,  so  bekommt  man  bezüglich 

62)  {[/?  -t-  a  .  (5  +  3  .  r=^)]  -  x[/?  H-  a  .  {5  -  3  •  f^Tt)]  =  C 
ond  _ 

63)  ^[b  -+-  a  .  (5  +  3  .  r-  i)]  -  x[b  -H  a  .  (5  -  3  .  r^  l)]  =  E 

Setzt  man  a  statt  x  in  55  and  57  ein,  so  bekommt  man  bezögiich 

64)  i[/9  -f-  a  .  (5  +  3  .  r~l)]   -  z[/?  H-  a  •  (5  -  3  •  JT^^^)]  =  C 
and  

65)  |[b  H-  a  .  (5  +  3  .  r^^)]   -  x[b  +  «  •  (5  -  3  •  K-  l)]  =  E 

Vei^leicht  man  nun  die  acht  letzteren  Gleiehangen,  so  erkennt  man  Folgendes: 

Aas  58  und  65  folgt  A  »  E 

Aos  59  ond  63  folgt  B  =  E 

Ans  60  mid  64  folgt  A  ^^  C 

Avs  61  ond  63  folgt  B  =  G 
Diese  vier  Gleichungen  gehen  in  folgende  einzige  ober : 

A  =  B  =  G  =  E 
und  somit  gehen  die  vier  Gielchungen  5f ,  53,  55,  57  in  folgende  vier  Ober 

66)  ^[y  +  a.(5  +  3.rini)]    -  xb  4-a.{5  -  3  •  f -1)]  =A 

67)  ^[y  H-  a  .  (5  -f-  3  .  r=nf)]   -  x[y  -+-  a  .  (5  -  3  .  iT^)]  t=  A 

68)  |[/?  -+-  X  .  (5  -h  3  .  r^^)]   -  %[/?  -4-  X  .  (5  -  3  .  K^^)]  -  A 

69)  |[b  -H  X  .  (5  -h  3  .  K^T)]   -  x[b  -H  X  .  (5  -  3  .  K^l)]  =  A 

wo  A  ein  noch  willkürlicher  Gonstanter  ist.  Diese  vier  Gleichungen  müssen  bei  Be- 
stimmung der  in  z  eingegangenen  zwei  willkürlichen  Functionen  |[y  +  x  •  (5  +  3  •  f^  i)] 
und  x[j  +  X  •  (5  —  3  •  K—  l)]  noch  mitbenQlzt  werden.  Der  in  XIV  fför  S^\]  herge- 
stellte Ausdruck  reducirt  sich  jetzt  auf 
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Dieses  ist  aber  wiederum  die  Gleichong  IX ,  and  muss  ebenso  behandelt  werden ,  wie 
schon  dort  aoseinandergesetzt  ist 

Dritter  Fall.  Es  seien  abermals  in  den  Endpunkten  der  Absdssen  a,  a,  h,  ß 
'senkrechte  Ebenen  errichtet,  deren  jede  sowohl  von  der  gesuchten  Fläche  als  aoch 
von  den  ihr  in  jedem  Punkte  nächstanliegenden  Nach  barflächen  nach  einer  ebeoea 
Curve  geschnitten  wird,  so  dass  jede  in  Betracht  zu  ziehende  Fläche  vier  solcher  Cor- 
ven  erzeugt,  von  denen  je  zwei  einander  gegenüber  liegen.  Es  soll  jedesmal  das  eine 
Paar  dieser  einander  gegenüber  liegenden  Gurven  in  der  ganzen  Ausdehnung  die  Ei- 
genschan haben,  dass  ihre  zu  einerlei  Abscisse  y  gehörigen  Ordinalen  in  der  darch 
folgende  Gleichung 

aasgesprochenen  Beziehung  zusammen  stehen  ;  and  dabei  soll  dann  jedesmal  das  andere 
Paar  dieser  einander  gegenQber  liegenden  Gurven  in  der  ganzen  Ausdehnung  die  Ei- 
genschaft haben,  dass  ihre  zu  einerlei  Abscisse  x  gehörigen  Ordinalen  die  durch  fol- 
gende Gleichung 

^<)  «x,/j  =  E  •  4,b.+ k 

aasgesprochenen  Beziehung  zusammen  stehen.    Aus  70  folgt  nun 

und 

73)     ^2«  V  ==  ^  •  Vv  •  ^«.T  +  ~  •  ^*L 
^         ^ij        m       ■•y  »^  .     m        "»y 

Aus  7f  aber  folgt 
und 

Die  Gränzengleichung  16  geht  also  jetzt  Ober  in 

J^[i  •  (2p  -  lOq)«, y  •  «a,y  -  (2P  -  lOq),, y]  •  «»^y  •  dy 

Diese  Gleichung  zerlegt  sich  nun  ohneweiters  in  folgende  zwei 

77)    1  .  (2p  -  10q)«,y  •  Za,y  -  (2p  -  10q),,y  =  0 
and 

1  .  (-  10p  H-  mq\ß  .  z^b  -  (-  ^Öp  +  68q),^b  "  ^ 

Die  erste  dieser  Gleichungen  ist  nach  y ,  und  die  zweite  ist  nach  x  identisch.    Sic  las- 
sen sich  bequemer  auf  folgende  Weise  schreiben 
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FQhrl  man  nun  für  z»  p,  q  die  eoteprecheodeD  AosdrOcke  in  lelztere  zwei  Gleichungen 
ein,  80  gehen  sie  bezäglich  iU>er  in 

SO     ^   T<^[y  H-  «  '  (5  H-  3  >  r:^)]        dx[y  +  g  .  (5  -  3  .  r^TT)]-! 
m  '  L  dy  .         ^y  J 

d^[y  -h  a  >  (5  -h  3  >  r:=^)]       dx[y  -h  a  >  (5  ^  3  >  t^)] 

^y ^ ^^_  _  0 

*[y+-«-(5-l-3.r=^)]  +  x[y-l-a.(5  -  3.r-  1)] 
o«.    1     r^i[ß  H-  X  >  (5  H-  3  .  f—j)]        dx[/9-hx>(5-3.rirT)]7 

^^^  EL di di: J 

d^[b  -n  >  (5  4-  3  >  r^TT)]  ^  dx[b  4-  »  -  (5  -  3  ■  K^Tl)] 

^ ^ _, ^ =  0 

{[b  4-  x-(5  +  3.r-  1)]  4-  x[b  4-  x.(5  -  3.1^-  l)] 

Diese  zwei  Gleichungen  inlegrire  man  jetzt,  nnd  es  ergeben  eich  zwei  nene  Gleichon- 
gen,  welche  bei  Bestimmung  der  in  z  eingegangenen  zwei  willkürlichen  Functionen 
|[y  4-  z  •  (5  +  3  .  K^^)]  und  x[y  +  x  •  (5  —  3  •  1^^^)]  mit  benüUt  werden  missen. 
Ausserdem  müssen  bei  Bestimmung  dieser  zwei  willkürlichen  Functionen  auch  noch  die 
Gleichungen  70  und  71  benützt  werden.  (Man  erinnere  sich,  dass  zur  Bestimmung 
einer  einzigen  Function,  welche  zwei,  unabhängige  Veränderliche  enthält,  jedesmal  zwei 
Gleichungen  nöthig  sind.) 

Die  Gleichung  XIV  geht  nun  über  In 

XV)  3»ü  =J^  [i  •  (2p  -  loq)«.,  +  ^,  vy  •  'Xy  '  ^j]   <y ' ^y 

Man  denke  sich  nun  unter  <o  Aue  solche  Function  des  einzigen  Veränderlichen  z,  dass 
folgende  identische  Gleichung  stattfindet : 

88)    i.(-  lOp  +  eSq)x.ß  +  ^  •  «*     «i^b  -  «.  =  0 
Weil  man  für  o»  eine'Function  angenommen  hat,  die  nur  z  und  kein  y  enthält;  so  ist 
•^  =  0,  und  Gleichung  tl  reducirt  sich  auf 

^^  "sr  + 18 ® 

Man  hat  nemlich  in  Gleichung  83  für  z,  p  und  q  diejenigen  Ausdrücke  einzusetzen  , 
welche  sich  ergeben ,  irentk  man  das  z  nach  dem  hiesigen  dritten  Falle  bereits  special!" 
sirt  hat;  sodann  ergibt  sich  durch  blosse  Auflösung  der  Gleichung  83,  was  a>  lür  eine 
Function  von  x  ist  Diese  für  o»  gefundene  Function  führe  man  In  Gleichung  84  ein  > 
so  gibt  sich  rj  als  Function  von  x  und  my),  wo  xiyi  eine  ganz  willkürliche  Function  von 
y  ist  Diese  willkürliche  Function  xiy)  kann  man  dann  dazu  benützen,  dass  noch  fol- 
gende nach  y  identische  Gleichung 

85)    i(%»-*0q)^y  +  iivy4,y-7..y=0 

Stattfindet    Hierdurch  sind   nun   alle  unter  den  einfachen  Integralzeichen  stehenden 
Theilsätze  [weggefallen;    und  an  dem  unter  dem  doppelten  Integralzeichen   stehenden 
Theilsalze  erkennt  man ,  dass  ein  Miuimum-stand  stattfindet 
Andere  specielle  Fälle  kann  man  sieh  nach  Belieben  bilden. 
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Attfgabe  SM.' 
MaD  sucht  QDter  allen  Flächen  diejenige,  för  welche  der  Aosdrack 

wo  b  und  ß  keine  Fanctionen  von  x  sind,  ein  Maxim um-sland  oder  Minimam-stand 
wird,  d.  h.  grösser  oder  kleiner,  als  bei  allen  andern  der  gesuchten  Fläche  in  jedem 
Punkte  nächstanlieg^nden  Nachbarflächen  der  Fall  sein  kann,  so  lange  die  Elemeote 
a,  a,  b,  ß  selbst  ihre  Werthe  nicht  ändern. 

In  wieferne  hier  von  einem  Maximam-stande  oder  Minimam-stande  die  Rede  ist , 
ist  schon  (im  Anfange  der  249"'°  Aufgabe)  erläutert.  Man  setze  zur  Abkürzung  p  an- 
statt ~^  und  q  anstatt  ■—  ,   und  mutire;  so  bekommt  man 

I)    dV  =  J"J^  [(2p  -  *2q)  •  ^*  +  (-  i2p  +72q)  •  ^ J    •  dy  dx 
und 

u)   ms  =  ("(""[(äp  -  '»ö  -^  +  (-  "*.+  '*ü-^ 

Führt  man  die  gehörige  Umformung  aus ,  so  bekommt  man  ' 

III)    «ü  =  j^  [(«P  -  «2q)a,y  •  «Vy  -  (*P  -  **>)•.»  •  *'«.y]  •  *'y 


/; 


und 


IV)    IßH  =£  [(2p  -  12q)^y  .  i««^y  -  (9»  -  Mq\j  ■  «««^J    dy 
+  J°[(-  12p  +  72q),^^  .  a«!,,^  -  (12p  +  72q),,,  .  3»z.,,]  •  d« 

Erstens.    Untersnchuag  der  ersten  (in  I  aufgestellten)  Fofm  des  du.    Hier  wiräl 
^U  r=  0,  wenn  folgende  zwei  Parlialdifferentialgleicbungen 

1)    2p  -  12q  =  0,        und       2)    -  12p  -+-  72q  «  0 
zugleich  staltfinden.    Inlegrirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen,  so  bekommt  man  als 
allgemeines  Integral 

3)  2  -  (3p(y  +  6x) 
wo  q>(y  +  6x)  eine  ganz  willkürliche  Function  des  Ausdruckes  (y  +  6x)  ist  Durch 
diese  Function  wird  aber  auch  die  Gleichung  2  eritkllt.  Die  G ranzen  a,  a,  b,  ^9,  welche 
sie  auch  immer  sein  mögen ,  haben  also  auf  die  hier  gesuchte  Function  durchaas  kefoea 
Einfluss.  (Wie  man  die  ;firiUkürlicbe  Function  9>(y  +  6z)  bestimmen  kann,  daAr  siad 
in  der  Aufgabe  135  zwei  besondere  Fälle  mitgetheilt  worden.) 

Bei  der  hier  Ar  z  gefundenen  Function  wird  aber  auch  die  zweite  (in  III  aa%e- 
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slellle)  Form  des  ^U  xa  Noll ;  uod  die  beiden  (in  II  and  iV  aafgestelHen)  FormeD  des 
^U  redocireo  sich  aaf 

welcher  Ausdruck  gradezo  übergeht  in 

und  hieran  erliennt  man,  dass  ein  Minimnm-stand  stattfindet 

Zweitens.  Untersuchung  der  zweiten  (in  11 1  aufgestellten)  Form  des  dV.  An 
dieser  Form  erkennt  man,  dass  es  auch  eine  von  den  Gränzen  a^  a,  h,  ß  abhängige 
Function  gibt,  welche  aber  nur  das  zwischen  den  Gränzen  von  a  bis  a  und  von  b  bis 
ß  erstreckte  Integral  zu  einem  Minimum-Stande  macht.    Man  hat  hier  die  Hauptgleichung 

d«z  d  d  z  d^z 

-^         dx«  dx.dy  dy« 

und  die  Gränzengleichung 

5)   j^  L(2P  -  12q)^y  '  <^««,y  -  (2p  -  I2q)^,  \^]  .  dy 

■+-  J**  [(-  «2p  +  7^\ß  .  dz^^ß  -  (-  12p  -h  72q),,b  .  <Jz^J  .  dx  =  0 

Um  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  4  herzustellen,  bilde  man  sich  (nach  bekann- 
ter Methode)  ans  Gleichung  4  folgende  neue : 

6)    2  .  w«  -  24  .  w  +  72  «^  0 
Die  beiden  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  einander  gleich,  d.  h.  es  ist  w'  =s  w^  s  II 
und  somit  ist  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  4  jetzt 

VU)    z  =  Ky  -H  6x)  +  » •  x(y  +  6x) 
Nun  aber  muss  man,   um  das  Rennzeichen  för  das  Vorhandensein  eines  Minimum- 
Standes   herstellen   zu   können,   die   gehörige   Umformung   wirklich   ausitthren.    Man 
setze  also 

Uaa  diffiBrentiire  Don  diese  Gleichung  naeh  z  and  nach  y,   and  biinge  alle  TbeüaitM 
anf  eine  Seile  des  GleiehlieiUzeichens ;  so  bekommt  man 

(^■2  4-  i?  +  2  .  JB«  +  A, .  6«)  .  az«  +  (Sh,  +  4SB)  •  *i  •  ^* 
+  (2»  +  4«  .  »  +2  •  Ai .  6)  .  a«  .  i^  +  (2*  +  «0  •  ^  •  ^ 


+  (-72  +  2.«P  +  A0-(^)'  =  0 


Da  nun  diese  Gleichung  bei  jeder  beliebigen  Function  dz  von  x  und  y  gelten  soll,   so 
zerfiUlt  sie  in  folgende  einzelne  Gleichungen,  die  naoh  x  und  nach  y  identisch  sind: 

7)    il  +  ^H.^2-HAi.(S2  =  0 
'     dx         oy 
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8)  di7  -h  40  1-  0 

9)  a»  -h  W  .  ö  -h  2  •  Ai .  S  =  0 

10)  24*  +  4«  =  0     . 

11)  -  72  4-  2SP  -h  Ai  =  0 

Aq8  Gleichung  8  folgt  ®  ^  —  I'   ^os  Gleichong  10  folgt  9  «•  —  6;    ao8  Gleicbang 

11  folgt  Ai  «B  0;  aod  dabei  redacirt  sich  Gleichoog  9  aof 

12)    2a)  4-  4«  .  p  =  0 
und  weno  man  fQr  9  ond  fß  die  Aasdrücke  einsetzt ,  so  geht  ielstere  Gleichang  iiber  in 

13)    CO  4-  «1?  =  0 

Daraos  folgt  a>  =  --  O17,  ond  -p  «s  -^  6  •  -p- ;  and  Gleichang  7  geht  über  in 

^     dl  dy         'i 

Das  allgemeine  Integral  hiervon  ist 

2 


15)    17  = 


X  ■+-  ^(y  -H.6x) 

wo  n(y  4-  6z)  eine  ganz  willkürliche  Fanction  des  Aosdrackes  (y  +  61)  vorstellt 
Weil  <o  =  —  617,  so  bekommt  man 

Man  hat  also  hier  den  Aosnahmsfall ,  wo  es  nicht  nölhig  ist,  zaerst  die  Fanction  «» 
nach  irgend  welchen  Nebenrücksichten  einzaricbten,  and  dann  erst  17  dorch  Integration 
herzasteilen;  sondern  a>  and  17  sind  beide  aosgemittelt  Dieser  Aasnahmsfall  hat  aber 
seinen  Grand  darin,  dass  Ai  ==  0  geworden  ist    Gleichang  IV  gebt  non  über  10 

IX)    OT  =  f'^  [(2p  -  12q)a,y  •  ^'««,y  -  (2p  -  ^2q)„,  •  ^z„, 

2  9  2  1    ' 

+  „  +  ,(y  +  6a)  •  '»a,y   "   ,  +  ,(y  +  ßa)  '  Kj\  '  ''^ 

+  r  [(-  <«P  +  72q)^^  .  a«!,,^  _  (_  12p  -H  Taq),*  •  a?i„H 

Man  bezeichne  mit  .T'(y  4-  6z)  das  Resultat,  welches  sich  ergibt,  wenn  man  :r(y  +  61) 
nach  dem  ganzen  Ansdracke  (y  4-  6x)  differentiirt ;  and  wenn  man  dann  die  iden- 
iische  Gleichang 

12.;f^(y  +  6z)  12  .  .V(y  4- 6x) 

(x  4-  -Tfy  4-  6x))2  *  ""^   "  (x  4-  ^(y  4-  6xj)2 

anter  dem  doppelten  Integralzeichen  addirt,  so  kann  man  dem  Doppelinlegral  aoch 
folgende  Form  geben : 

Dieser  Aosdrack  ISsst  sich  aber  gradeza  amforroen  in 
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dy        '\x  -H  ar(y  -f-  6x)  / }        "^ 

Hiermit  ist  aber  rückwärts  oachgewiesen,  dass  die  beiden  (in  IV  und  in  IX)  befindlichen 
Ausdrücke  des  ^U  ganz  gleichbedeutend  sind. 

Specielle  Gränzfalle,  dergleichen  schon  in  voriger  Aufgabe  vorkommen,  kann  man 
sich  nach  Belieben  bilden. 


Aufgabe    257. 
Man  sucht  unter  allen  Flächen  diejenige,  fikr  weiche  der  Ausdruck 

ü  =  I     f   (A2  -h  B«  .(p2  -  9  •  pq  +  14  .  q2)  +  X«  •  P   -+-   y«  •  q  4-  z»)  •  dy  •  dx 

wo  b  und  ß  keine  Functionen  von  x  sind,  ein  Maximum-stand  oder  Miniroum-stand 
wird,  d.  h.  grösser  oder  kleiner,  als  bei  allen  andern  der  gesuchten  Fläche  in  jedem 
Punkte  nächstaDliegenden  Nacbbarflächen  der  Fall  sein  kann«  so  lange  die  Elemenle 
a,  a,  hy  ß  selbst  ihre  Werthe  nicht  ändern. 

In  wieferne  hier  von  einem  Maximum*stande  oder  Minimum-Stande  die  Bede  ist, 
ist    schon    (im   Anfange  der  249''"*  Aufgabe)  erläutert.    Man    mutire,   so  bekommt 


I)    dV  =C^^   [(2B2  .  P-9B2  .  qH-xz)  .  ^  -+-  (-  98«  •  p  -h  *B«  •  q  -H  yx)  •  ^ 

4-  (x  .  p  4-  y  •  q  -*•  2z)  •  ^x]  •  dy  •  dl     jt 
oder,  wenn  man  die  gehörige  Umformung  ausführt 

")     ^ü  -  ^^  [(2B2  .  p  ~  9B2  .  q  +  xz)^y  •  dt^y  >       ^ 

-  (2B2  .  <>  -  9B2  .  q  +  xx)^y  .  Sz^^]  .  dy 

+  j^[(-  9B2  .  p  +  28B3  .  q  +  yz)^^^  •  dz^^ 

-  (-  9ß2.p  -h  28B2    q  -H  yx),,,  -  <^«x,b]    <>« 

-f-  p  r   (-  2B2 .  r  -H  I8B2  •  s  -  S8B«  •  l)  .  az  •  dy  •  di 

Erstens.  Untersuchung  der  ersten  Form  des  ^ü-  Hier  wird  öl]  =.  0,  wenn  fol- 
gende drei  Partialdifferentialgleichungen 

1)  2B2  .  p  -  9B2  .  q  -h  xz  =  0 

2)  —  9B2  .  p  H-  28B2  •  q  -h  yz  =  0 

3)  xp  +  yq  4-  2z  =  0 

zugleich  stattfinden.  Diese  drei  Gleichungen  widersprechen  aber  einander;  und  somit 
gibt  es  keine  von  den  Gränzen  a,  a,  b,  /?  unabhängige  Function,  wodurch  ^U  zu  Null 
wird;  also  gibt  es  auch  keine  von  diesen  Gränzen  unabhängige  Function,  wodurch  U 
zu  einem  Mazimum-stande  oder  Minimum-Stande  wird. 

Zweitens.  Untersuchung  der  zweiten  Form  'des  öV.  An  dieser  Form  erkennt 
man,  dass  es  eine  von  den  Gränzen  a,  a,  b,  ß  abhängige  Function  gibt,,  welche  aber 
nur  das  zwischen  den  Gränzen  von  a  bis  a  und  von  b  bis  /9  erstreckte  Integral  zu  ei- 
nem Maximum-Stande  oder  Minimum-stande  machen  kann.  Man  hat  hier  die  Haupt- 
gleichung 

II.  76 
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oder  vielmehr 


—  2B2  .  r  -h  18B2  .  8  -  28B2    1  =  0 

-^    di2  di.dy  dy2 


und  die  GräDzengleichnng 
IV)  J^  [(2B2.p-9B2.q-hx2)^^y.d2^y-(2B«.p-9B2.q  +  xz)^y.az.J.dy 


Xi 


[(-  9B2.pH-28B2.q-h  y  ^  z),^^  •  dz^^  ß 

—  (—  9B2   V  -h  28B2  •  q  +  y  •  z),  j,  •  ^z^J  •  dx  =  0 

Um  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  III  zu  finden,  bilde  man  sich  (nach  bekann- 
ter Methode)  aus  Gleichung  III  folgende  neue 

V)    w2  —  9  .  w  +  14  «  0 

Die  beiden  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  w'  »  7  und  yt"  =  2;  und  somit  ist  das  ge- 
suchte allgemeine  Integral 

VI)    2  =  5(y  -h  7x)  H-  x(j  -h  2i) 
wo  {(y  -h  7x)  eine  ganz  willkürliche  Function  des  Ausdruckes  (y  -f-7x),  ond  x(y  4-2x) 
eine  ganz,  willkürliche  Function  des  Ausdruckes  (y  -h  2z)  bedeuleL 

Man  mutire  nochmals .  forme  um ,  und  beachte  die  Hauptgleichang ,  so  bekommt  man 

VII)    i^ü  = 
•  Jb  ^^^^^  •  P  -  9B2  .  q  -h  X2)«,y  .  <J2z^y  -  (2B^  .  p  -  9B?  •  q  +  xz)^^  •  ^z^  J  .  dy 

+J"[(-9B«  .  PH-28B2  .  q-4-y2),^^.a2z^,^-(~9B2.p-h28B2.qH-yz)^^.a22^bl.  dx 

-+-2x.^.az-H2y.i^.^z  -+-2i  ^z^l  .  dy  •  dx 

Specieller  Gränzfali.  Es  seien  keine  Gränzbedingungen  vorgeschrieben.  Hier 
wird  die  Grän2engleichung  IV- nur  erfüllt,  wenn  folgende  zwei  nach  y  identische  Glei- 
chungen 

1)    (2B2.p-9.B«.q-hx.z)„y  =  0 

und 

2J    (2B2  .  p  -^  9  .  B«  .  q  +  X  .  z)^^  =  0 

und  wenn  folgende  zwei  nach  %  identische  Gleichungen 

I  3)    (-  9  .  B2  .  p  H-  28  .  B2  .  q  4-  y  .  x),^^  =  0 

und) 

4)    (-  9B2  .  p  4-  28  .  B2  .  q  -h  y  .  z), ,,  =  0 

stattfinden.  Man  bezeichne  durch  |'(y  +  7x)  das  Resultat,  welches  sich  ergibt,  wenn 
man  |(y  +  7x)  nach  dem  ganzen  Ausdrucke  (y  +  7x)  differentlirt ;  man  bezeichne 
ebenso  durch  x'(y  +  2x)  <)a8  Resultat,  welches  sich  ergibt ,  wenn  man  x(y  +  2x)  nach 
dem  ganzen  Ausdrucke  (y  -\-  2x)  differeotürt.    Man  bekommt  dabei 

5)    p  -=  7  .  5'(y  4-  7x)  H-  2  .  x'(y  +  «») 
und 

6)    q  =  f'(y  -+-  7x)  H-  xXy  -+-  2x) 
Gleichung  1  geht  nun  Ober  in 

7)    m  .  U'Cy  H-  7a)  -  x'(y  +  2a)]  4-  a  .  K(y  +  7a)  +  z(y  +  2a)]  =  0 
Gleichung  2  geht  über  in 
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8)    5B« .  U'(y  +  7a)  -  z'(y  H-  2a)]  +  a  •  [|(y  +  7a)  -l-  x(y  +  2a)]  -  0 
Gleicbnng  3  gebt  Ober  in 

9)    5B«  .  [-  7  .  r(ß  +  70  +  2  •  xXß  +  2x)]  +  ß  •  Uiß  +  7x)  +  x(/J  +  2x)]  =  0 
Gleichung  4  gehl  Ober  in 

iO)    5B2  .  [-  7  .  |'(b  +  7x)  H-  2  .  x'Cb  +  2i)]  h-  b  •  K(b  +  7x)  +  xO»  +  2x)]  -  0 
Diese  Gleicbongen  sind  aber  der  Reihe  nach  gleichbedenlend  mit  folgenden: 

12)    5B».[^IÖ:^)_My_pL)JH...t|(y^7a)H-x(y-^2a)]  =  0 
13)    5.B^.[-  ^^(l^  +  ^2(^3^^)-]  +^.t|(^  +  70  +  x(/J  +  20]  =  0 

,♦)    5.B».[-<!l(äjt^  +  Mk_tiL)j  +  b.K(b  +  7O-Hx(b4-2.)]=0 

Diese  vier  totalen  DifferentialgleichoDgeD  integrire  man  nan,  und  es  ergeben  sich  vier 
neue  Gleichungen,  welche  bei  Bestimmung  der  in  z  eingegangenen  zwei  willkürlichen 
FoDctionen  |(y  +  7x)  und  x(y  +  ^x)  mitbenutzt  werden  müssen.  (Zur  Bestimmung 
einer  einzigen  willkürlichen  Function  mit  zwei  absolut  unabhängigen  Veränderlichen 
braucht  man  bekanntlich  jedesmal  zwei  Gleichungeii.) 
Der  Aosdruck  VII  reducirt  sich  Jetzt 

-+-2x.^.(Jz  +  2y.i^.(5z-f-2.  dz^l  •  dy  •  di 

Diesen  Ausdruck  kann  man  bekanntlich  auf  folgende  Form  bringen: 

IX)    a^ü  « 

Damit  aber  diese  beiden  (in  VIII  und  IX  aufgestellten)  Ausdrücke  des  d^U  unter  allen 
Umständen  einerlei  Werth  haben,  müssen  folgende  (auf  bekannte  Weise  herzustellende) 
fünf  Gleichungen  stattfinden,  die  nach  x  und  nach  y  zugleich  identisch  sind : 


15)    !i^  -H  ^  4-  2  .  »2  .  B«  ^-  Ai .  62  -  2 


16)  2j7  -h  4»  .  B2  -  2x  =.  0 

17)  2«  -f  4a  .  »  .  B«  -h  2  .  Ai .  (5  -  2y  =  0 

18)  4«  .  B2  H-  18  •  B2  =  0 

19)  2  .  «2  .  B«  -h  Ai  -  28  .  B2  =  a 
Aas  Gleichung  18  folgt 

20)   a  =  -? 


Aus  Gleichung  16  folgt 
Aus  Gleichung  19  folgt 

22)    A,=  -|b* 

Aus  Gleichung  17  folgt 
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23^    ff  „  9  •(?-»)  +  8 .  (ü.  -  y) 


Dabei  geht  Glekhong  15  Über  in 

-  18  .  (7  —  X)  .  («  —  y)  —  2  .  («  —  y)»  =  0 
Scbaot  man  aber  wieder  aof  Gleichang  22  zurück,  so  erkenot  maD,  daaa  Ai  DegaÜY, 
während,  wie  man  an  Gleichung  IX  sieht,  26^  positiv  ist.  Da  nun  2  •  B'  und  Ai  ei- 
nerlei Zeichen  habto  mQssten,  d.  h.  da  beim  Vorhandensein  des  Maximum-Standes 
sowohl  Ai  als  auch  2  •  B^  negativ ,  und  da  beim  Vorhandensein  des  Minimom-standes 
sowohl  Ai  als  auch  2  •  B^  positiv  sein  müsslen ;  so  folgt ,  dass  hier  weder  ein  Maxi- 
mum-stand  noch  Minimum-stand  stattfindet.  Sonach  ist  es  unnötblg,  die  Gleichong  21 
noch  weiter  zu  behandeln  Diese  Behandlung  würde  aber  nach  den  Vemmständangen 
des  hiesigen  speciellen  Falles  darin  bestehen,  dass  man  für  «>  eine  identische  Foncüon 
von  X  annimmt ,  wobei  sich  Gleichung  24  auf  folgende  redncirt : 

^•^'•(d?~^)  ""^-(^ -•'>'  + ^^•(^■"*^  •y-^'y'^  ^ 

Diese  Gleichung  hat  mau  noch  zu  integriren,  und  dann  weiter  zu  verfahren,  wie  bekannt 

Aufgabe    25a 
Man  sucht  z  als  solche  Function  von  x  und  y,  dass  das  Product 

wo  b  und  ß  keine  Functionen  von  x  sind,   ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand 
wird. 

Man  mutire,  und  setze  dann  zur  Abkürzung  p  statt  -^,  und  q  statt  -^ ;   so  be- 
kommt man 

I)  dU  =^  I     I     dzdy.dixj     r   (xp -hy  .q).dy.dx 

oder 

II)  ^ü  =  l"  j     dz  .  dy  .  dx  X  j     r    (ip  H-  yq)  •  dy  .  dx 

"*"  J   J     2  •  dy  •  <J»  X  r  J     {a  •  dz^y  -  a  .  d%„,y  .  dy 

+  J^'C/J  •  ^zx,/?  -  b  •  ^2x,b)  •  dx  -  2  .  PJ   dz  .  dy  .  dx  J 

Ordnet  man  auf  andere  Weise,  so  bekommt  man 

III)    iJÜ  = 
/»a  ^ß  f-  na  pß  C^  C^  ^ 

I     I     dz  .  dy  .  dx  X  I    I     I     <x  .  p  -4-  y  •  q)  .  dy  •  dx  —  2  .  I     I     z  •  dy  •  dx  I 

-4-1      I     z  •  dy  .  dx  X  j    1     (a  .  dz^^y  —  a  •  dz«,,)  •  dy 

-^piß'dz^^ß  -  b.<Jz„b).dx] 


Digitized  by 


Google 


80» 
Aus  dieser  letitero  Form  bekommt  man  imid  die  HaoptgleichoDg 

IV)      r*  f  (xp  +  yq)  .  dy  .  dx  —  a .  f "  f    «  .  dy  .  dx  =  0 
and  die  GraDzengleichoDg 

V)   l     ia*  d%a,y  —  a  •  ^«a»t)  •  dy  -h  j     Cß^dt^ß  ^  h-  ^x„b)  •  dx  «»  0 

wo  maD  den  gemeinschaftlichen  Factor  I     1     z  •  dy  •  dk  weggelassen  hat.    Matlrl  man 

die  erste  (in  I  aufgestellte)  Form  des  dJ]  noch  einmal,   nnd  fOhrt  man  hierauf  die  ge- 
wöhnliche Umformung  aus;  so  bekommt  man  zunächst 

p  f   a^z  .  dy  .  dz  X  r  P  f    (xp  +  yq)  .  dy  .  dz  -  2  •  f "  J     «  •  dy  •  <1»  J 

H-  j     I     z  •  dy  •  dz  X  I    I     (a  •  ^z^^y  —  a  •  a*z,„)  •  dy 

-f-  J     0?  .  a«zx^^  -  b  .  a2z,,b)  •  dz  J 

H-  2  .  j     I     ^z  •  dy  •  dz  X  I    I     (o  •  ^z«^y  —  a  •  Sz^r)  •  dy 

4- J\/9  .  dzj^ß  -  b  .  dz..b)  .  dz]  -  4  .  (^^^f^  ^«  •  <Jy  <>«y 
In  Folge  der  Gleichungen  IV  und  V  reducirt  sich  aber  dieser  Ausdruck  gradezu  auf 

•«  rß  r  rß 


\I)    ^ü  =  pf    z.dy.dzxFf    (a-a'Za^y  -  a  -  3«z.„)-dy 
4- J"*  (/?  .  ^z,,^  -^  b  .  a2z,,h)  .  dz]  -  4  .  (  f  "J    az  .  dy  .  dx^ 


Da  aber  a,  a,  b,  ß  feste  Werthe  sind,  so  wird  hier  die  Haoptgleiehang  von^  allen 
jenen  nnendliehvielen  Functionen  erfüllt,  in  welchen  entweder  willkörliche  Constanten 
oder  gar  willkQrliche  Functionen  vorkommen,  die  sich  noch  so  bestimmen  lassen,  dass 
die  Gleichung 

VII)    2 .  j      f    z  •  dy  .  dz  =  1      r    (px  -h  qy)  .  dy  .  dz 

stattfindet 

Zugleich  mtkssen  die  Gränzbedingungen  jedesmal  von  der  Art  sein,   dass  auch  die 
Gränzengleichung  V  erfQllt  wird. 

JSntm  AkthcUug. 

Die  Gleichung  VII  wird  erfüllt,  wenn  man  gradesu 

VHI)    2z  =  px  +  qy 
setzL    Integrirt  man  letztere  Gleichung,  so  gibt  sich 

IX)    z=z.y.{(?) 

wo  ^(-j  eine  ganz  willkürliche  Function  des  Quotienten  -  bedeutet. 

Setzt  man  &>  statt  ^,  so  geht  IX  über  in 


Digitized  by 


Google 


606 

z  =c  1  •  y  •  {(o») 
und  daraus  folgt     ' 

q  =  x.{(o,)  +  y   v^^ 

Es  ist  also  px  +  qy  =  2iy  .  ^(o»  «  2z ,  uras  mit  Gleichung  VUi  fibereinstimmt. 

Erster  Grftnzfall.  Soll  bei  x  =  a  das  z  die  bestimmte  Function  F'(y),  und  soll 
ebenso  bei  x  =  a  das  z  die  bestimmte  Fi^nction  F''(y)  sein;  so  müssen  die  nach  y 
identischen  Gleichungen 

dx,„  =  0,    dz„y  =  0,    iJ2z,„  =  0,    ^22^^y-«0,  etc. 

stattfinden. 

Soll  ferner  bei  y  «  b  das  z  die  bestimmte  Function  F'*''(x) ,  und  soll  ebenso  bei 
7L-=z  ß  das  z  die  bestimmte  Function  V'"*(ji)  sein;  so  müssen  die  nach  x  identischen 
Gleichungen 

<JZxib  =  ö,    di^^ß  =  0,    ^z^,b  =  0,    ^^Zx,/?  =  ^»  ^^^ 

stattfinden.    (Man  vergleiche  den  ersten  Fall  in  der  255'^'*'  Aufg.) 

Die  Gränzengleichung  flllt  also  jetzt  von  selbst  hinweg,  und  man  hat  folgende 
vier  Gleichungen : 

1)      a  .  y  >  ^(l)  =  F'(y).        2)    «  •  y  *£)  -  F-(y) 
3)      X  .  b  .  5(^)  =  F'''(x),      4)    X  .  /9  .  ^(^)  =  F''''(X) 

d.  h.  man  hat  vier  Gleichungen  zur  Bestimmung  einer  einzigen  willkürlichen  Funcüon 
der  beiden  absolut  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  y.  Zur  Bestimmung  einer 
solchen  Function  genügen  aber  zwei  Gleichungen ;  und  so  wird  dieser  Fall  in  der  Regel 
ein  überbestimmter  sein.  (Dieses  ist  nach  Analogie  des  ersten  Beispiels  im  ersten 
Falle.    Seile  526.) 

Gleichung  VI  zieht  sich  jetzt  zurück  auf 

X)     ^ü  «  —  4  .  /  I      f   Jz  .  dy  .  diV 

so  dasa  ein  Maximum-stand  stattfindet;  so  oft  dieser  erste  Fall  kein  ttberbestimmter  ist. 
Zweiter  Gränzfall.    Wenn  a  *«  0  and  b  =  0  ist,   so  reducirt  sich  die  Grän- 
zengleichung y  auf 

XI)    J^  a.^z^y.dy  -+-J^''^.az,^ß.dx  =  0 

Soll  nun  bei  X  =  a  das  z  die  bestimmte  Function  f(y),  und  soll  bei  y  =  /?  das  z  die 
bestimmte  Function  F(x)  sein;  so  ist  jetzt  ^««  y  =  0,  dz^  ^  =0,  ^x^y  =  0,  ^^j^ß 
■■  0,  etc.  Die  Gränzengleichung  XI  fällt  also  diesmal  von  selbst  weg,  nnd  man  bat 
die  beiden  Gleichungen 

5)     a.y^Q -f(y),         und        6)     x  . /? .  5(^)  =  F(x) 

welche  bei  Bestinunung  der  willkürlichen  Function  $(-)  benutzt  werden  messen. 

Auch  jetzt  zieht  Gleichung  VI  sich  auf  X  zurück,  so  dass  abermals  ein  Maii- 
mum-stand  stattfindet. 

Dritter  Gränzfall.  Soll  man  die  gesuchte  Function  z  von  x  und  y  nur  aus  der 
Zahl  derer  herauswählen,  bei  welchen  allen  die  zwei  Gleichungen 

7)    a  .  z„,  =  a  .  z^ y,        und       8)    b  •  z„h  =  /?  .  z^^^ 

erfüllt  werden;  so  ist  jetzt 
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M)    a  .  ^z„,  =  a  .  ^2^y,       and       12)    b  •  S^x^,^  —  /9  .  a^z^^ 
etc.  etc. 
Die  Gränzengleichaog  fällt  also  von  selbst  hinweg,    and  die  beiden  Gleichangen  7  and 
8  gehen  Aber  in  . 


and 


13)  a^.y.^g)-  a^.y.^Q 

14)  b«. I. lg)  =  iS«. 1.^(1) 


welche  bei  Beslirnntong  der  willknrliehen  Fanction  |(-)  benutzt  werden  miissen. 

Aach  jetzt  zieht  Gleichung  VI  sich  aaf  X  zor&ck ,  so  dass  abermals  ein  Maximam- 
staod  8tat(6ndet. 

Diese  speciellen  GränzfSlle  kann  man  nach  Belieben  vermehren.  ' 

,    Zweite  AbtheUwnc* 

Seltt  man  gradeza  z  =  Ax  +  By  -h  C,  wo  A,  B,  C  drei  willkörliche  Gonstanten 
sind;  so  bekommt  man 

J    J     *-^ydx==J    J     (2Ax  +  2By  H- aC)  .  dy  .  dx 
'  =  (a  -  a)  •  (/?  -  b)  .  [A  .  (a  +  a)  +  B  .  (/?  -h  b)  H-  2C] 


ond 


(px  -h  qy)  •  dy  •  dx  —  I     I     (Ax  -f-  Bj)  -  dy  •  dx 
-(«  -  a).(^-b).[lA.(a4-a)-hiB.(^-hb)] 


Setzt  man  diese  beiden  Aasdrftcke  einander  gleich,  bo  bekommt  man 
Daraas  folgt 


A-(a  -ha)  +  B-(/?  H-  b)  4-  2C  =cl.A-(aH-a)  4-g.B.(/?+b) 


C  =  ~jA(a  +  a)- jB-OJ-hb) 
and  man  hat  jetzt 

"» '=*-{«-"-^')--.('-q^') 

wo  A  and  B  zwei  noch  willkürliche  Constant«^  sind. 

Erster  Gränzfall.  Sotf  bei  x  a>  a  das  z  die  bestimmte  Fanctioir  F^y),  and 
soll  ebenso  bei  x  =  a  das  z  die  bestimmtn  Function  F^'cy)  sein ;  so  miissen  die  nach 
y  idea||schen  Gleichangen  * 

az«,  =5^0,    dz„y  =  0,    4)«z.,,  =  05a*z^y  =  0,etc 
stattfinden. 

Soll  ferner  bei  y  =  b  das  z  die  bestimmte  Function  V*(T)r  ond  so|l  ebenso  bei 
y  =  ß  das  z  die  bestimmte  Fonctioft  F''''(x)  sein;  so  müssen  folgende  nach  x  identische 
Gleichungen 

a»„b=sO,    ^2x,|?  =  ^'    ^«x»b  =  0,    d^z^,^  —  0,  etc. 

stattfinden.  * 

Bio  Gränzengleichung  V  ISlIt  also  jetzt  von  selbst  weg,  ond  man  hat  folgende 
vier  Gleichangen : 

,5)  A.(a  -  H^)  +B.(y  -  ^-^)  =  F'cy, 
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,      16)A.(;-4--)-HB.(y-^-^^).P- 
18)  A.(x_i  +  ^)-HB.(/J^?4J)_p.. 


xy) 


Diese  vier  Gleichaogen  köonen  aber  za  weiter  nichts,  als  zar  BesthnmoDg  der  beiden 
CoDStanten  A  and  B  benutzt  werden ,  so  dass  dieser  Fall  in  der  Regel  ein  ftberbe- 
etimmter  sein  wird. 

Gleichang  VI  zieht  sich  jetzt mif  K  zurück,  so  dass  ein  ttKimqro-stand  statlfin- 
4et,  so  oft  dieser  erste  Fall  kein  Qberbeslimroter  ist. 

Zweiter  GrSnzfall.  Wenn  a  =  0  and  b  «  0  ist,  so  redncirt  sieh  die  Gnn- 
zenglalpftiQng  V  aof 

XIII)     I     a  .  ^2^  y  •  dy  +  I     /?  .  di^ß  .  dz  -  0 

Soll  nnn  bei  x  =  a  das  z  die  bestimmte  Function  ffy),  und  soll  bei  y  =  /3  das  z  die 
bestimmte  Function  F(x)  sein;  so  ist  jetzt  ^z^y  =  0,  ^z.  o  «  0,  ^^olv  ^  ^'  ^\ß 
«»  0,  etc.  Die  Gränzengleichung  XIII  fällt  also  jetzt  von  selbst  weg,  und  man  hat, 
weil  a  »  0  «ad  b  =7  0,  die  beiden  Gleichungen 


fty) 


10)   A.jH-B.(y^f). 

20)    A-/x- JWb.^  =  F(x) 

Diese  beiden  Gleichungen  müssen  dazu  dienen,  die  beiden  Constanted  A  und  B  za 
bestimmen;  widrigenfalls  ist  dieser  «weite  Vall  unmdglich.' 

Dritter  G  ranz  fall.  Soll  min  die  gesachte  Function  z^von  x  und  y  aar  aus  der 
Zahl  derer  herauswahlen »  bei  welchen  alleii  4^Q  zwei  Gleichungen 

2t)    a  .  z„,  —  a  .  z^  y ,        und       22)    b  *  z„h  '^  ß  '\ß 
erlttllt  werden ;  so  ist  jetzt 

23)    a  .  dz.„  =  a  .  ^z^y ,       24)    b  •  dz^y,  —  ß  -  ^^^ß 
25)    a  .  a»z,.,  =  a  .  d2z^  y ,       26)    b  •  <J«z,,h  =  ß  •  ^z,^  ß 
etc.  etc. 
Die  Grftnzengleichung  V  fällt  elso   von  selbst  weg,   und  die  beiden   Gleichungen  21 
und  22  gehen  Ober  in  • 

^  Ä..(.-ii^)H-B..|;,_!L+£)=A..(._l^)-H»..(,-''t') 

»,     Ab.j;  -  l±i^)  -..U.(b  -  !>+-'j-A..(..-!±-«)-....(,-!t^') 

Gleichang  27  soll  bei  Jedem  Werthe  des  y  gelten,  ist  also  og^Oglieh,  ausser  wenn 
A  =  0  und  B  =  0. 

Ebeoso  soll  aacb  Gleichung  28  bei  jedem  Werthe  des  x  gelten,  Ist  also  gleichfalls 
anmftglich,  ausser  wenn  A  :^  0  und  B  5=  0.        * 

Dieser  dM^  Fall  kann  sonacib  nicht  weiter  beachtet  werden. 

Weitere  IpecieUe  Gränzfllle  kann  man  sich  nach  Belieben  aofal(^|en. 

Mite  AbthcUu«.^ 

Man  setze  gradezu  ^ 

z  =  A-x«  +  B.xy-i-C.y«-*-E.x-hG-y-+-B[ 

woA,B,G,  E,  G,H  sechs  willkQrliehe  Gonstanten  sind;  qnd  verlshre,  wie  in  der 
zweiten  Abtheilung. 
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S  •  h  1  «  0  0. 


Aof  diese  Welse  kann  man  fortfahren,  f&r  z  ganz  beliebige  FoactioBen  anzoDehmen, 
welche  sich  noch  so  elorichlen  lassen,  dass  sie  der  Gleichung  VII  genögeo.  Hieraaf 
m&ssen  jeddsmal  noch  solche  Gränzbedingnngen  gestellt  werden,  bei  welchen  auch 
noch  die  Gleichung  V  erfiillt  wird. 


Aufgabe  259. 

Welche  unter  allen  Flächen,  die  zwischen  zwei  Paar  (zu  x  =  a  und  x  =  a,  und 
zu  y  =  b  und  y  =  ^  gehdriffen)  parallelen  und  bezöglich  auf  den  Axen  X  ulid  Y  senk- 
rechten Ebenen  erstreckt  sind ,  ist  es ,  bei  welcher  der  Schwerpunkt  des  von  der  ge- 
suchten Fläche  und  jenen  Gränzebenen  eingeschlossenen  Körpers  am  höchsten  oder 
tiefsten  liegt? 

Man  gebe  der  Goordinatenebene  XY  eine  horizontale  Lage,  dann  ist  bekanntlich 

na  t^ß 


ü 


^rji'''''^ 


oder 


die  Entfemmig  des  .gesuchten  Schwerpunktes  von  der  Goordinatenebene  XY;  und  dieser 
Ausdruck  soll  ein  Maxinuni-stand  oder  Blinimum-stand  werden.    Mutirt  man,  und  setzt 

dann  zur  Abkürzung  im  Nenner  A  statt  1     1     z  •  dy  •  dx;  so  bekommt  man  zunächst 
Man  setze  (nach  Analogie  des  $.  225) 

nß  rar^ 

z2  .  dy  .  dx  «  C  .  j     I     z  .  dy  .  dx  . 

80  geht  Gleichung  I  über  in. 

IV)     ^ü  =  2^  •  r*  r  (2z  -  C)  .  dz  .  dy  .  dx 

Daraus  folgt  die  Haqfjtgleichung 

V)    2z  -  C  =  0 
and  eine  Gränzengleichung  gibt  es  nicht.    Die  gesuchte  Fläche  ist  also  eine  Ebene , 
welche  mit  der  Goordinatenebene  XY  parallel  läuft.    Um  zu  erkennen,   ob  ein  Maxi- 
mum-stand  oder  Miuimum-stand  statlflndet,  hat  man  in  Gleichung  1  nur  den  Zähler  zu 
mutiren;  und  man  bekommt  zunächst 

nß  (^  rß 

az'  .  dy  •  dx  X  I     I     2  .  dy  .  dx  — . 
>  «/a«/b 

II.  77 

Digitized  by  VjOOQ  IC 


610 


oder 


oder 


^ü  «  2^  .  p  r    [(2z  -  C)  .  i52z  H-  2  .  ^iT  .  dy  .  dx 


^"^^'IX''"''"' 


Der  Doch  zo  inlegrirende  Factor  ist  (nach  $.  10)  positiv ,  es  mag  d%  was  immer  Pu 
eine  reelie  Fanctioo  von  x  ond  y  sein.  Es  kommt  also  aaf  A  an,  ob  ein  lla\imoiii- 
stand  oder  Miiiimam*«tand  stattfinde.    Bei  Bestimmung  des-  Gonstanteo  C  moss  noch 

Q 

Gleichaog  11  mitbenutzt  werden ;  und  da  aus  Gleichung  V  folgt  z  «>  _ ,  so  geht  Glei- 
chung II  über  in 

oder  in 


oder  in 


?  •  (/?  -  b)  .  (a  ~  a)  =  5  •  (^  -  b )  .  (a  -  a) 


£  _  C2 
♦   ""   2 


Diese  Gleichung  enthält  einen  Widerspruch  in  sich  selbst,  ausgenommen  den  Fall,  wo 
man  G  =  0  setzen  würde.  In  diesem  Falle  hjitte  man  aber  die  in  dffe  CoordinateiH 
ebene  XY  fallende  Ebene»  so  dass  kein  Körper  vorhanden  wäre,  also  auch  von  dem 
Schwerpunkte  eines  llörpers  keine  Rede  sein  kcfbnte*  Man  erkennt  also,  dass  die  Aof- 
gäbe,  so  wie  sie  hier  gestellt  ist,  gar  keine  Aufgabe  ist.  Ander«  Schriftsteller  habeo 
die  Nothwendigkeit  der  Untersuchung ,  ob  ein  Widerspruch  stattfinde  oder  oichC,  ganz 
übersehen,  und  desshalb  Irrthümer  begangen.    (Man  vergleiche  Aufgabe  232:) 


Aufgabe    260. 

Man  sucht  unter  allen  Flächen,  welche  zwischen  zwei  Paar  (zu  x  =  a  und  x  »a, 
und  zu  y  =  b  und  y  =  ß  gehörigen)  parallelen  und  bezuglich  auf  den  Axen  X  und  Y 
senkrechten  Ebenen  einerlei  Körperinhalt  einschliessen,  diejenige,  '  bei  welcher  der 
Schwerpunkt  dieses  Körperinhaltes  am  höchsten  oder  tiefsten  (d.  h.  der  horizontal  ge- 
nommenen Goordinatenebene  XY  so  nahe  oder  ferne  als  möglich)  liegt. 

Die  hiesige  Aufgabe  verlangt  also:    Es  soll 


I)  ü- 


.ff, 

JaJb 


'  dy  •  dx 


ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  werden,  während  die  für  i  gesuchte  Function 
von  X  und  y  mir  aus  der  Zahl  derer  herausgewählt  werden  darf,  bei  denen  allen  das 
bestimmte  integral 

den  nemlichen  (gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werih  bekommt. 
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filiüeltu«. 

Dergleichen  Aufgaben  Idse  ich  miUelsl  gemischler  Motalionen,  welche  aber  sehr 
versehiedenarlig  sind^  und  daher  auch  die  EinfQhrong  verschiedener  Bezeichnungen 
nöthig  machen.  In  dieser  Hinsichl  mnss,  wie  ich  bereits  (man  sehe  auf  Seite  479  den 
Schlass  der  zur  214**'"  Aufgabe  gehörigen  Einleitung)  versprochen  habe,  noch  Einiges 
nachgeholl  werden;  und  dazu  ist  hier  die  passendste  Stelle. 

I)  Es  sei  z  a  97(1,  y)  eine  Function  der  beiden  absolut  unabhängigen  Veränder- 
lichen X  und  y,  und  erleide  dadurch  eine  unmittelbare  gemischte  Mutation »  dasa  man 
dem  X  und  dem  y  Werthänderungen  beilegt;  so  geht  z  über  in  z  +  (^)Z,  d.  h.  in 

«(«)  =  «  +  «•(»«+  j^  -.«r'z   +  7^  mVi  + 

wo,  wie  man  (aas  §.  78)  weiss, 

dx  dy 

dl  dy        "^        dz  dy         ' 

^\*  d  d  z  *      d^i 

dx»  dx.dy  '       dy»      ^ 

elc  etc.  ' 

ist;   und  wenn  man  a  und  b  bezäglich  an  die  Stelle  des  x  und  des  y  selzl,   so  be- 
komml  man 


A..*  =  ax...-H(^)^^..a-H(^)^^. 


(^i)Z  »  ^z  -f-  -p-  •  <9m 


etc.  etc. 
II)  Es  sei  z  «  9)(x,  y,  m)  eine  Function  der  beiden  absolut  unabhängigen  Ver- 
änderlichen X  und  y  und  des  willkürlichen  Conslanten  m,  und  erleide  dadurch  eine 
UDmittelbare  gemischte  Mutation,  dass  man  dem  m  Werthänderungen  beilegt;  so  soll 
der  Ausdruck,  in  welchen  jetzt  z  übergeht,  bezeichnet  werden  ^t  z  -h  (^i>z,  oder 
vielmehr  mit 

«(xD  = « +  *•*)«  +  rj-^^***«  +  rn'*^'  "^ 

wo  aber  diesmal 

dmZ 

dm 

,»ii»r  =  <J»z  -h  2 .  %^  .  tf m  +  :i54  •  *m»  +  ^  •  ^m 
dm  dm^  d  m 

etc.  etc. 

ist    Weil  m  von  x  und  y  ganz  unabhängig  ist,  und  umgekehrt;   so  folgt  aus  letzteren 

Gleichungen  gradezu 

dx  dx         dx.dm ' 

dy  dy         dy.dm 


dx»    ~"   dx2    ^  dx«.dm 


i^m 


d^d^^Mj^z    ^      d,d,dn,z        ^^ 
dx  .  dy       dx  •  dy       dz  «  dy  •  dm  ' 
etc.  etc. 
Wenn  man  a  und  b  bezüglich  an  die  Stelle  des  x  und  des  y  setzt,  so  bekommt  man 


A)Z.,b  =  ^z«b  -H  (^)^  ^  •  ^^ 
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\    dx   /a,b  V   dx  /a,b         \dx.dm/a,b 

elc.  etc.   • 

III)  Es^sei  z  »  g>(x,  y,  m,  d)  eine  Fonctioo  der  beiden  absolut  unabbäogigen 
VeräDderlicben  x  and  y  and  der  beiden  willkürlichen  Gonstanlen  m  and  n,  and  erieide 
dadurch  eine  unmittelbare  geniisphle  Mutation,  dass  man  dem  m  und  dem  n  Wertb- 
ftnderongen  beilegt;  so  soll  der  Ausdruck,  in  welclien  jetzt. z  übergeht,  bezeichnet 
werden  mit  z  +  (4s)Z ,  oder  vielmehr  mit 

wo  aber  jetzt 

A)Z  =  Sz  +;^  .  ^m  +  ^  .  i9n 
•  dm  •   dn 

dm  an  dm  an 

etc.  etc.  ' 

ist    Weil  m  and  n  von  x  und  y  ganz  anabhängig  sind,   und  umgekehrt;   so  folgt  aus 
letzteren^Gleicbungen  gradezu 

<^x(^z        d^^z         d,dmZ  d^dpZ 

— _ oa -4- —    .  ^tß  -f-  - — -—  •  ,yo 

dx  dx      '    dx.dm  di.dn 

dy  dy         dy.dm  dy.dn 

etc.  elc. 
Wenn  man  a  und  b  bezüglich  an  die  Stelle  des  x  und  des  y  setzt,  so  bekommt  man 


etc.  etc. 


etc.  6tc. 

IV)  Es  sei  ganz   allgemein  z  =  9>(x,  y,  m',  m'',  m''^  ......)  eine  Fonctioo 

der  beiden  absolut  onabUingigen  Veränderlichen  x  und  y  und  der  n  willkürlichen  Con- 
stanten m^  m'',  m''', ,  und  erleide  dadurch  eine  unmittelbare  gemischte  Mu- 
tation, dass  man  den  n  willkürlichen  Gonstanten  Werthänderungen  beilegt;  so  soll  der 
Ausdruck,  in  welchen  jetzt  z  übergeht,  bezeichnet  werden  mit  z  4-  (^n)^)  oder  viel- 
mehr mit 

V)  Es  sei  wieder  z  =  g)(TL,  y,  m)  eine  Function  der  beiden  absolut  unabhängigen 
Veränderlidien  x  und  y  und  des  willkürlichen  Conslanten  m,  und  erleide  dadorch  eine 
unmittelbare  gemischte  Mutation,  dass  man  sowohl  dem  x  und  dem  y  als  auch  dem  m 
Werlhänderungen  beilegt;  so  soll  der  Ausdruck,  in  welchen  jetzt  z  übergeht,  bezeichnet 
werden  mit  z  +  c(^i))Z,  oder  vielmehr  mit 

Hier  ist 
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Die  Bedeatang  von  «^d)^z,  «^lo^z,  elc.  ist  jetzt  von  selbst  klar;  und  wenn  mao  a  and  b 
bezfiglicb  an  die  Stelle  von  x  and  y  setzt,  so  bekommt  man 


=  ^««.l,  -P 


VI)  Es  sei  z  =  <p(tl,  y,  m,  d)  eine  Function  der  beiden  absolut  unabhängigen 
Veränderlichen  x  ond  y  und  der  beiden  willkürlichen  Constanten  m  und  n ,  und  erleide 
dadurch  eine  unmittelbare  gemischte  Mutation,  dass  man  sowohl  dem  x  ond  dem  y 
als  aoch  dem  m  und  dem  n  Wertbänderungen  beilegt ;  so  soll  der  Ausdruck,  in  welchen 
jetzt  z  übergeht,  bezeichnet  werden  mit  z  +  ((^2))Z,  oder  vielmehr  mit 

xS  x^ 

*«X2))  =  «  +  5«  •  «ßn^  +  —  •  «W«  +  ^7^  •  aW^  + 

Hier  ist 

ifiTß  «  (<'2)Z  -+-  -^  .  t>x  -h  ^  •  ^y 

dm  dn  dx  dy 

Die  Bedeutung  von  ((^?))^z,  ((^2»^,  etc.  ist  von  selbst  klar;    und  wenn  man  a  ond  b  be- 
züglich an  die  Stelle  von  x  ond  y  setzt,  so  bekommt  man 

((<52»z.,H  =  (cJ2)Z„H  +  ^^\  ^  •  '^a  -h  (^)  ^  .  t?b 


=  ^»«Ib  + 


(^i-+(^L— r3fL-+(^i* 


etc.  etc. 
Es  ist  überflüssig,  diesen  Gegenstand,   insofern  er  sich  auf  Functionen  mit  nur  zwei 
absolut  unabhängigen  Veränderli^en  bezieht ,  noch  weiter  fortzusetzen. 

Ebenso  ist  es  überflüssig,  diese» Gegenstand  ai^  Functionen  mit  mehr  als  zwei  ab- 
solut unabhängigen  Veränderlichen  auszudehnen. 

Bei  den  mittelbaren  gemischten  Mutationen  finden  dieselben  verschiedenen  Arten, 
also  auch  dieselben  verschiedenen  Bezeichnungen  statt. 

Man  nehme  an,  z  =  <p(x,  y,  m)  sei  die  gesuchte  Function,  in  welcher,  wenn  das 
bestimmte  Integral  II  einen  vorgeschriebenen  Werth  bekommen  soll,  der  willkürliche 
Constante  m  noch  so  eingerichtet  werden  kann,  dass  dieses  Integral  eben  den  vorge- 
schriebenen Werth  bekommt. 

Man  nehme  noch  irgend  eine  andere  Function  F(x,  y,  m  +  Dm),  wo  der  will- 
kürliche Constante  (m  +  Dm)  vorkommt,  und  wo  die  Diflerenz  Dm  so  eingerichtet 
werden  kann,  dass  durch  F(x,  y,  m  -f*  ^^)  <)as  Integral  II  denselben  Werth  be- 
kommt, wie  durch  g>(x,  y,  m). 

Man  verwandle  F(x,  y,  m  +  Dm)  mit  Hilfe  des  mutirenden  Elementes  x  lanlehst 
in  folgende  Beihe 

III)    F(x,  y,  m  +  Dm)  =  <3p(x,  y,  m  4-  Dm)  -H  x  •  ^<p(x,  y,  ro  +  Dm) 

x3 

+  —  •  ^v(z»  y,  m  +  Dm)  4- 

Qod  wenn  man  die  Differenz  Dm  in  die  Beihe 
jc  •  i?m  H •  ^m  H 

1.2  1.2.3 

zerlegt,  so  geht  die  Beihe  HI  über  in 
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IV)    F(x,  y ,  m  +  Dm)  =  <»(%,  y,  m)  +  k  •  ^dg,(x,  y,  m)  +  '^^^Vi/'  "^  •  ^) 

-♦- 

Diese  Reihe  kann  man  anch  aof  folgende  Weise  schreiben: 

V)    z  -h  iJm  =  i  +  X  .  /"(Jz  +  ^^  .  i?m\ 


oder  noch  kfirzer  auf  folgende  Weise: 

VI)    l^^^  =  z  -h  X  .  ,di,z  +  —  .  fii?i  +—-.,^1)3«  + 

Da  aber,  eben  weil  bei  UnCersnchangen  über  das  Grdssle  und  Kleinste  der  Werth  der 
Function  F(x,  y,  m  +  Dm)  dem  Werthe  der  gesuchten  Function  <i^(x,  j,  m)  nächsl- 
anliegen  mass;  so  muss  x  entweder  als  positiv  oder  als  negativ  im  Momente  des  Ver- 
schwindens  befindlich  sein. 

Aus  allen  jenen  onendlichviclen  Functionen ,  welche  durch  die  Reihe  VI  reprases- 
tirt  sind,  und  zugleich  der  gesuchten  Function  <p{t,  y,  m)  nächstanliegen,  d&rfen  aber 
hier  in  dieser  Anfgabe  nur  diejenigen  beachtet  werden,  bei  welchen  das  Integral  D 
denselben  Werth  annimmt,  wie  bei  der  gesuchten  Function.  Desshalb  findet  folgende 
Gleichung 

nß  na  f^ß 

/•'"■'"'=J.Jb -«■''•'" 

statt;  imd  daraas  folgt,  eben  weH  x  im  Momente  4ps  Verschwindens  sich  befindel, 
snccessive 

Vni)       I     1    (^j,z.dy.dx=0 

na/^ß 
IX)      I     I     t^D^z-dy-dx  »0 

etc.  etc. 
Wenn  man  (ur  die  AbkQrzungsteichen  (#i)Z,  (^d^z,  etc.  die   Ausdriicke  aetzt,    so  geben 
die  zwei  letzten  Gleichungen  bezQglich  Ckber  in 

Mao  motire  ebenm  Gleichaog  I,    and  setie  dann  lur  Abkürzung  im  Nenner  A  anslall 

AB/./? 

I     I     X  •  dy  •  dx ;  80  bekommt  man 
XIO    ,*«ü  =  ^  .  [  f"  f^«  •  dy  .  dx  X  2  •  f"  f'*«  •  (»«  +  5^'  •  *•")  •  «*y  •  * 

-rr^"^'-^'^j."jb(*'-^^'''">*'^-'0 

Aber  wegen  Gleichung  X  reducirt  sich  dieser  Ansdrock  gradezn  aof' 
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XUI)   <<5i)ü  =  I  •  p  r  z  .  (ii  +  ^  .  *m)  .  dy  .  dx 
Motirt  man  jetzt  ooeh  eiomal,  so  bekogimt  man 

XIV,  ^ü  =  |..J^J^'[..(a.z^^.^-H^,.^. 

Um  Dan  das  abhängig^  i^ni  aas  XII  za  eliminiren,  moltiplicire  mao  GleiohoDg  X  mit 
eioem  (vorerst  noch  unbekannteni  jedenfalls  aber)  nach  x  and  nach  y  constanlen  Fac- 
tor L;  dann  ist  aach  noch 

L  .  I     (^i  H-  -^  •  ^ym)  .  dy  .  dx  =  0 

Dieses  Prodact  kann  man  za  Gleiehang  X  addiren,  ohne  dass  (^dU  sich  ändert,  d.  h. 
es  ist  noch  TOllkommen  genao 

XV)     (^ü^l.pf    ["(z  -h  AL).az  -h  (z  +AL).^.i9ml.dy.dz 

Damit  nnn  das  abhängige  ^m  anter  dem  Integralzeichen  wegfalle,  setze  man 

XVI)    z  +  AL  =3r  0 
Dabei  verschwindet  aoeh  der  t«  ^z  gehörige  Factor ,   ond  Gleichung  XVf  ist  zugleich 
Haaptgleiehong;.aber  eine  Gränzengleichung  gibt  es  nicht.    Aas  XV)  folgt  z  =  —  AL; 
aod  wenn  man  m  statt  —  AL  setzt ,  so  bekommt  man 

XVII)    z  =r  m 
d.  h.  man  hat  die  mit  der  Goordinatenebene  XY  parallele  Ebene.    Aas   XVI|  folgt 

d  z  ^i^  »^ 

T^  =  1  >  and  ^— g  =  0;  die  Gleichungen  XI  ond  Xitt-gehen  also  jetzt  über  in 

XVIII)    P  r    ^3«z  -h  ^m  -h  2  .  ^  .  ,ym)  .  dy  .  dx  «  0 
und 

XIX)     Ad^ü«!  ^C'C   r«!  •  (^z  -M?2m  +  2  .  ^  .  t?mW  (dz  H-  ,?m)2J  .  dy  •  di 

Moltiplicirt  man  nnn  XVlUmit  L,  and  addirt  dieses  Prodoct  la  X^Wt  ao  bekommt 
man 

1  .  p  r^  Hm  H-  AL)  .  IdH  +  i^m  H-  2  .  ^  .  ^m\  +  (dz  -h  ^m/}  .  dy  •  dx 
Aber  eben  weil  AL  =  —  m ,  so  bleibt  nar 

XX)     ,d,?ü  =  i  •  P  f   (^«  +  ^^y  ■  dy  .  dx 

Man  hätte  nna  noch  i^m  zu  eliminiren;  allein  man  erkennt  schon,  dass  In  der  That  ein 
Mioimam-stand  stattfindet.    Will  man  aber  dennoch  t^m  eliminiren,  so  beachte  man,  dass 


d„z  •  /»«/**,• 

^=rl;  and GleichnogX geht  Ober  in (i^  —  b) (a ^ a)  •  i9m+  I      I   dt  •  dy  •  dx  »  0, 

woraus  i?m  =  -^  ^ rr—? — ^ — ^  •  I     I     dz  •  dy  •  dx  folgt,  and  m£geht  über  In 

(P  —  b).(a  —  a)  Ja^b 
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XXI)  Mü =1  fji  (a.  -  (^  _,;.(„_,)  fX  ''-''■  '^y  ■''■'' 

Nqd  ist  vorgeschrieben,  dass  zwischen  den  Gränzen  a  bis  a  and  b  bis  ß  alle  in  Be- 
tracht IQ  ziehenden  Flächen  einen  gleichgrossen  Körperinhall  einschliessen  mOssen: 
und  wenn  diesem  Körperinhalte  der  bestimmte  Werth  g^  zukommen  soll,  so  hat  man 
die  Gleichung 

XXII)   I     J     2  .  dy  .  dx  =  g3 

bei  Bestimmung  des  Gonstanten  m  zu  benutzen.    Es  ist  nemlich  |     I     '  vdy  •  dx  « 

m  •  0?  —  b)  •  (a  -  a)  ■=•  g3;  und  daraus  folgt  m  =  .  _  J^  .^  _  .  < .  Die  Glei- 
chung, der  gesuchten  Fliehe  ist  also  jetzt 

XXIIO  z  =  7 ^-7^ ^^ 

^  (a  —  a)  .  (/?  —  b) 

und  Gleichung  XXfgeht  Qber  in 


Der  Kdrperinhalt  g^  mnss  positiv  sein,  well  kein  Grand  vorhanden  ist,  warum  man 
ihn  als  negativ  nehmen  sollte.  Folglich  ist  auch  der  Ausdruck  XXW^ositiv.  Es  findet 
also  ein  MlDimum-stand  statt,  d.  h.  unter  allen  auf  vorgeschriebene  Weise  begranzten 
Körpern,  welche  denselben  Inhalt  einschliessen,  hat  derjenige,  dessen  obere  Fläche 
eine  mit  der  Grundfläche  parallele  Ebene  ist,  seinen  Schwerpunkt  am  tiefsten.  Dieses 
ist  schon  längst  bekannt.  Der  hier  in  Rede  stehende  Körper  ist  ein  senkrechtes 
Parallelepipedum,  dessen  Grundfläche  ein  Rechteck. 


Aufgabe    261. 

Man  sucht  diejenige  Fläche,  welche  zwischen  zwei  Paar  (zu  x  =ss  a  and  z  ««  a, 
und  zu  y  =  b  und  y  ^  ß  gehörigen)  parallelen  und  bezüglich  auf  den  Axen  X  and  Y 
senkrechten  Ebenen  die  kleinste  ist,  d.  h.  kleiner  als  alle  andern  der  gesuchten  Flache 
in  jedem  Punkte  nächstanliegenden  Nachbarfläcben. 

Die  hiesige  Aufgabe  verlangt,  dass  die  Ausdehnung  der  gesuchten  Fläche  durch 
eine  Function  der  Abscissen  x  und  y  ausgedrückt,  und  hierauf  von  x  =  a  bis  x  =  o 
und  von  y  =  b  bis  y  =  /?  erstreckt  werde.  Da  nun  die  beiden  Difi'erenzen  (a  —  a) 
und  (ß  —  b)  positiv  sind,  so  muss  (wie  aus  der  Theorie  der  Complanation  bekannt) 
die  Ableitung  der  Fläche  bei  jedem  zwischen  a  und  a  liegenden  Werthe  des  x  and 
bei  jedem  zwischen  b  und  ß  liegenden  Werthe  des  y  positiv  sein.    Man  darf  also  für 

die  Ableitung  der  Flache  nur  den  eindeutigen  positiven  Aiisdruck  ^1  H-  (--p)    +  i'd) 

und  durchaus  nicht  den  zweideutigen  1f    ^  +  (;p)    4-  (7^^)    setzen.    Die  Aufgabe 

ist  also:    Man  sucht  z  als  solche  Function  von  x  und  y,    dass  das  von  a  bis  a  ond 
.von  b  bis  ß  erstreckte  Integral 

kleiner  wir4,   als  es  von  jeder  andern  der  gesucht^' Function  bei  j«dem  Werthe  des 
X  und  bei  jedem  Werthe  des  y  nächstanliegenden  Nachbarfunction  gemacht  werden 
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kano.    Mao  molire  und  setze  hierauf  zur  Abkflrzang  p  slaü  -j^,   and  q  sUU  -j^;  so 
bekommt  man 

Mao  aelxe  zor  weiteren  AbkQrzang  P  statt  ^    —  ,  and  Q  statt 


so  geht  Glelcbang  II  Ober  in 

NoQ  ist  schon  (in  der  251**'"  Aafgabe)  nachgewiesen,  dass 

IT)  !..«•  =  ii^_^.fc 

Ffihrt  man  diese  Ausdrücke  in  III  ein,  so  bekommt  man 
Formt  man  diesen  Ausdruck  noch  am«  so  bekommt  man 

Man  hat  nun  zwei  Formen  für  ^U  aargeslellt ;  und  desshalb  ist  man  auch  geswungeo , 
beide  za  untersuchen. 

Erstens.    Untersuchung  der  ersten  (in  II  aufgestellten)  Form  des  dU.    Hier  wird 
au  =  0,  wenn  die  Gleichungen 

-f-  ■=•  0,   und  -f-  «  0 

dx  dy 

welche  beide  zugleich  nach  x  und  nach  y  identisch  sind,  stattfinden.  Diese  beiden 
Gleichungen  werden  (man  sehe  Seite  176)  erfiillt,  wenn 

z  :^  A 
wo  A  einen  willkflrlichen  Gonstanten  bedeutet.  Durch  diese  Gleichung  ist  aber  die 
mit  der  Coordinatenebene  XY  parallele  Ebene  dargestellt,  die  GrSnzen  a,  a,  b, /?, 
welche  sie  auch  immer  sein  mögen,  haben  durchaus  keinen  Einfloss  auf  die  hier  ge- 
fandeoe  Function  z  »  A ;  und  bei  ihr  wird  nicht  allein  die  erste  sondern  auch  die 
zweite  (in  VII  au%estellte)  Form  des  dU  zu  Null ;  und  für  ^U  bekommt  man 

Dieser  Ausdruck  bleibt  unter  allen  Umständen  positiv,  und  es  ist  nicht  ndthig,  ihn 
noch  umzuformen,  ein  Geschäft,  welches  in  früheren  Aufgaben  gehörig  ausgeführt 
worden  ist.  Da  die  Gränzen  a,  a,  b,  ß  durchaus  keinen  Einfluss  auf  die  Function 
>  "-  A  haben,  so  macht  sie  nicht  allein  das  zwischen  den  Gränzen  yon  a  bis  a  und 
von  b  bis  ß  erstreckte  Integral ,  sondern  auch  das  zwischen  allen  beliebigen  Gränzen 
▼00  a'  bis  a*  und  von  b'  bis  ß^  erstreckte  Integral  U  zu  einem  Minimum-slande ,  so 
lange  die  Differenzen  (a'  — '  a')  und  (ß'  —  h')  positiv  sind. 

■I.  78 
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Zweitens.    Unleraachang  der  zweiteo  (in  VII  anfgestelUeo)  Form  des  dlJ.    Hier 
hat  man. die  Hauptgleichung 

™.)  ^'-^«=«    • 

und  die  Gräozengleichong 

IX)  J^ (P^y  •*«,,-  P..,  •  ««..,)  •  dy  +  J"  (Ox,^  •  «»x,/J -  Qx.b  ■  ««x*)  •  «1«  =0 
Indem  man  die  in  VIII  angedeuteten  Differentiationen  ausfuhrt,  ergibt  sieb 

^>  dT« •  l*  +  (d7;  J  -  * ' -dT •  d7 'dTd?  +  d^ •  V*  "^  <dr)  /  - ® 

Man  molire  Gleichung  II  noch  einmal,  forme  um,  ond  berücksichtige  GleichoDS  VIII; 
so  bekommt  man 

XI)    ^2ü  = 

Das  Radical  ist  nur  nach  seiner  positiven  Bedeutung  vorausgesetzt,  welche  darch  die 
ganze  Aufgabe  festgehalten  werden  miisa;  und  somit  ist  der  unter  dem  doppelten  In- 
tegralzeichen stehende  Theilsatz  positiv  bei  jeder  beliebigen  reellen  Function  von  i 
und  y,  die  man  für  dz  nehmen  mag.  Es  findet  also  ein  Minimom-stand  statt,  sobald 
z  eine  solche  Function  von  x  und  y  ist,  dass  dabei  der  Gleichung  X  genügt  wird, 
während  eben  diese  Function  z  noch  solchen  Gränzbedingungen  unterworfen  werden 
mnss,  dass  auch  Gleichung  IX  erf&llt  wird. 

Alle  die  unendlichvielen  Flächen,  welche  der  Gleichung  X  genügen ,  haben  folgende 
Eigenschaft  miteinander  gemein: 

„Die  zu  irgend  einem  Punkte  gehörigen  zwei  Krflmmungshalbmesaer  sind  je- 
„desmal  einander  gleicb,  aber  mit  enigegengesetsien  Vorzeichen  iMhaOel**, 
oder  mit  andern  Worten: 

„Wenn  R'  der  eine  und  R^'  der  andere  Krümmungshalbmesser  irgend  eines 
„Punktes  einer  Fläche  ist,  so  findet  bei  allen  den  unendlichvielen  Flächen, 
„t^elche  der  Gleichung  X  genügen,  folgende  Gleichung 

XII)    R'  +  R''  =  0 
„  statt. 
Dass  aber,  wenn  Gleichung  XII  stattfindet,   auch  Gleichung  X  stattfinden  mnss, 
ond  nmgekehrt;   mag  noch  näher  nachgewiesen  werden.    Man  setze  zur  Abkürzung  H 
statt   (r  .  t  —  s2) ,   M   statt   [(l   -h  p^  •  t  —  2pq  •  s  +  (i  +  q«)  •  r] ,    ond    G    slafl 
(♦  +-  p«  -h  q»);  80  ist 


und 


^.^M±jr^^J^.y,rTV+^ 


M  «  rM2  -  4H 


^"  =     ^  .  If  1  4.  p«  -h  q« 


Addirt  man  diese  beiden  Gleichungen,  so  bekommt  man  im  Allgemeinen 


R'  +  R''  =  ^  .  If  t  -+-  p2  4-  q« 

Dar aoa  erkennt  man : 

I)    Wenn  R'  +  R''  =  0  ist,    so  moss  auch  M  «»  0  sein,    d.  h.  es  inms  anch 
Gleichung  X  stattfinden;  oder 
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2)  weMi  M  =:  0  Ist,  d.  h.  wenn  Gleichung  X  sfaüflndel,  so  muss  auch  R^  +  R'' 
=  0  sein. 

Diejenige  Gattang  aller  Jener  anendlichyielen  Fliehen,  welche  der  Gleichong  X 
genügen,  wird  sich  sehr  Terschiedenarüg  specialisiren ,  Je  nachdem  man  Terechiedene 
GrSnzbedlngimgen  aufstellt-  / 

Erster  G  ranz  fall.  Die  gesuchte  Fläche  soll  von  Tier  bestimmt  Torgeschriebenen 
QDd  in  den  Gränzebenen  liegenden  Curven  begrSnzt  werden. 

Die  erste  Gurve ,  welche  in  der  im  Endpunkte  der  Abscisse  a  senkrecht  stehenden 
Ebene  liegt,  sei  gegeben  durch  die  Gleichung 

XIII)    z.,,  =  A  .  y  +  B  .  y« 
Die  zweite  Gurve,  welche  in  der  im  Endpunkte  der  Abscisse  a  senkrecht  stehenden 
Ebene  liegt,  sei  gegeben  durch  die  Gleichung 

XIV)    z„  y  Ä  C  4-  E  .  y 

Die  dritte  Gurve,    welche  in  der  im  Endpunkte  der  Abscisse  b  senkrecht  stehenden 
Ebene  liegt,  sei  gegeben  durch  die  Gleichung 

XV)    z«j,«H.x» 
Die  vierte  Gurve,    welche  in  der  im  Endpunkte  der  Abscisse  ß  senkrecht  steheüdeo 
Ebene  liegt,  sei  gegeben  durch  die  Gleichung 

XVI)    z^^=  G  4-  K-x8 

Schaut  man  auf  den  ersten   GrSnzfall  der  SoS"**"  Aufgabe  zuröck ;   so  erkennt  man 
dass  auch  jetst  sowohl  die  nach  x  identischen  Gleichungen 

^«»b  =  Oj    ^2x,p  =  0,    d«Zjj,i,  —  0,    ^Zj^^  =  0,  etc. 
als  auch  die  nach  y  Identischen  Gleichungen 

az,„  =  0,    iJz^y  =  0,    ^«z,^  =  0,    d^z^  y  =  0,  etc. 

stattfinden  müssen.    Dabei  fällt  die  Graazengleichung  IX  von  selbst  hinweg ;   und  die 
vier  Gleichungen  XIII— XVI  dienen   dazu,   die  zwei  in  z  eingegangenen  willkürlichen 
Functionen  zu  bestimmen.    (Zur  Bestimmung  einer  einzigen  willkürlichen  Function  mit^ 
zwei  absolut   unabhängigen   Verlnderlichen  braucht   mau  bekanntlich  Jedesmal    zwei 
Gleichungen.) 

ZwischeD  den  (in  den  Gleichungen  XI1I--XV1  befindlichen)  Constanten  A,  B,  G, 
£«  H,  G,  K  muss  eine  gewisse  Abhängigkeit  staltfinden,  wie  bereits  (im  ersten  Falle 
der  255'*"'  Aufgabe)  gezeigt  ist.  Findet  diese  Abhängigkeit  nicht  statt,  so  ist  hiesiger 
Gräozfall  unmöglich. 

Zweiter  Gränzfa  II.  Es  seien  durchaus  keine  Grans  bedingungen  vorgeschrieben, 
sondern  man  suche  zwischen  den  gegebenen  Gränzebenen  die  absolut  kleinste  Fläche. 
Hierbei  kann  die  Gränzengleichong  IX  nur  erfüllt  werden,  wenn  folgende  zwei  nach 
X  identische  Gleiehnngen 

/  "  )       =  0,   und  /  "  \      =  0 

und  weoa  folgeade  zwei  nach  y  identische  Gleichungen 

r        P  ]       =0,   und  /  P         =)     -0 

Vi  -HP*    +q«/a,y  Vi  +p»  +  q»/.,y 

aUUfinden.    Aus  diesen  vier  Gleichungen  ergeben  sich  folgende  vier  einfachere 

Man  muss  also  eine  solche  Function  z  von  x  und  y. aufsuchen,   welche  den  fünf  Glei- 
chungen X.  XVII,  XVIII,  XIX,  XX  zugleich  genügt.    Diese  Function  ist  aber 

XXI)    z  =  A 
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wo  A  efoeo  willkflrlichea  Goostaoteo  vorstellt,  welcher  vod  den  Grinzen  a,  a,  b,  /3 
ganz  anabhängig  ist 

Man  hat  also  dasselbe  Resultat,  welches  sieh  schon  aas  der  ersten  Form  des  aC 
ergab,  d.  h.  man  bat  wieder  die  in  jeder  beliebigen  Entfernung  mit  der  Coordinalen- 
ebene  XY  parallele  Ebene ,  wie  zu  erwarten  war ;  denn  deren  zwischen  den  gegebenes 
Gränzebenen  erstreckte  Ansdehnong  ist  kleiner,  als  die  jeder  andern  Fläche. 

GleichaDg  XI  redacirt  sich  jetzt  auf 

woran  man  erkennt,  dass  ein  Minimam-stand  stattfindet 

Die  Gränzfälle  kann  man,  wie  bekannt,  nach  Belieben  vermehren. 
Schlassbemerkong.  Bevor  Lagrange  seinen  Variation scalcal  erfunden  hatte,  sind 
keine  Aufgaben  gestellt  worden,  wo  eine  Flüche  gesacht  wird,  die  einen  Haximnm-staiid 
oder  Minlmam-stand  liefert.  In  der  zweiondzwanzigsten  Vorlesong  seines  Werkes  „Le^ons 
snr  le  Calcal  des  fonctions*'  theilt  er  Beispiele  mit;  and  in  dem  vierten  derselben  wird 
die  kleinste  Oberfläche  gesacht. 

Lagrange  hat  sich  bei  solchen  Aufgaben,  welche  auf  Doppelintegrale  fuhren,  ebenso 
wenig,  als  seine  Nachfolger,  mit  der  Untersuchung  des  für  dHJ  herzustellenden  Ausdnickes 
beschäftigt;  und  dass  ich  auch  in  dieser  Beziehung  eine  Lücke  aoszuföllen  hatte ,  habe  leb 
schon  einmal  (in  der  Scblussb.^  zur  251"*"  Anfg.)  erwähnt 


Aufgabe  262. 

Man  sacht  unter  allen  Flächen ,  welche  zwischen  zwei  Paar  (zo  x  =:  a  and  x  =  a, 
and  zu  y  —  b  and  y  =  ß  gehörigen)  parallelen  und  bezöglich  auf  den  Azen  X  ond 
Y  senkrechten  Ebenen  einen  gleichgrossen  Flflcheninhalt  haben,  diejenige,  wdche  dco 
grOssten  oder  kleinsten  Körperinhalt  einschllesst 

Die  hiesige  Aufgabe  verlangt  also:    Es  soll 

rct  rß 

ein  Maximam-stand  oder  Minimnm-stand  werden,  während  die  flkr  z  gesuchte  F^inction 
von  X  und  y  nur  aas  der  Zahl  derer  heraosgesacht  werden  darf,  bei  denen  allen  das 
bestimmte  Integral 

den  nemlichen  (gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werth  bekommt 

Man  matire  den  Ausdruck  11  (wie  in  der  260**'"  Aufgabe),  so  bekommt  man 

dz  dz 

wo  p  statt  -^9  und  q  statt  -^  gesetzt  ist    Setzt  man  zur  ferneren  AbkQrzong  P  statt 

rr-      \.  >  önd  Q  statt  ^        ^     ==  ,  und  formt  man  Gleichung  III  om,  so  be- 

1^1  4-  p2  4-  q2  n  4-  p2  H-  q2 

kommt  man 

*V)  J.   (^a,y  '  (^*o,y  "~  ^«»  '  (^«^«t)  *  ^^  +  J     Wx,/?  *  i^^^x.ß  —  ö«b  •  Aßsyh)  •  dx 


n^  /^tP  ^  d^\ 


Matirt  man  auch  Gleichung  1,  so  bekommt  man 
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V)    A,ü  =1     I     A)«  .  dy  .  dx 


Um  Dim'  das  ibhaogige  ^m  aus  V  zu  eliminiren,  maltiplicire  man  Gleichung  IV  mit 
einem  (rorerst  noch  oDbekannten,  jedeofalls  aber)  nach  x  und  nach  y  constanten  Fae« 
(or  L,  addire  dieses  Prodoct  za  V,  and  führe  statt  des  Abkftrzangszeichens  fy^  wieder 
seinen  AnsdroclL  zurück;  so  bekommt  man 

v,)*,u  =  L.j;(p„.(*  +  ^.*.)^^-..„.(*  +  i!.«.)J-a, 

1 

Man  hat  also  die  Hanptgleichang 

vio  t-i.-^  -  i"^  =  » 

ond  die  Grlnzengleichong 

wo  man  den  gemeinsehafUichen  constanten  Factor  L  weggelassen  bat  . 

Wenn  man  die  in  YII  angedenteten  Differentiationen  ausführt,  so  bekommt  man 

Motirt  man  Gleichung  V  noch  einmal,  so  bekommt  man 

X)    (^ii»ü  =  I     r   A)*«  •  dy  •  dl 

Man  mntire  auch  Gleichung  III  noch  einmal,  multiplicire «dann  die  sich  ergebende  Mu- 
tationsgleichnng  mit  dem  bereits  angewendeten  Factor  L,  addire  dieses  Produet  zu  X, 
forme  am,  und  beachte  Gleichung  VII;  so  bekommt  man 

XI)     (ai,»ü=: 

Bs  hangt  also  von  L  ab,  ob  ein  Maxirauro-aiand  oder  Minimum-stand  staltfindet,  d.  h: 
wenn  die  gesachte  FIflche  ihre  concave  Seite  gegen  die  Coordinatenebene  XT  wendet, 
so  ist  der  eingeschlossene  Körperinhalt  ein  Mazimum-sland ;  wenn  aber  die  Fläche  ihre 
convexe  Seite  gegen  die  Coordinatenebene  XY  wendet,  so  ist  der  eingeschlossene  Kör- 
perinhalt ein  Minimum-Stand. 

Dieses  ist  aber  ganz  nach  Analogie  jener  (der  Sl?*"")  Aufgabe,  wo  man  unter  allen 
Corven  von  gleicher  Länge  diejenige  sucht,  welche  den  kleinsten  oder  gröasten  Flär 
cheninhalt  einschliesst. 
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Unter  deo  yerschiedeoen  besoDdereo  integralen,    welche  der  ParUaldiffereDüalgtei- 
chang  IX  genögen,  beGndet  sich  auch  folgende  Urgleiehnng 

XII)  (x  —  c)2  -h  (y  -  e)2  H-  (z  -  0*  =  4 .  L» 
welche  der  Kugel  angehört.  Es  muas  jedoch  das  allgemeine  Integral  mit  den  beiden  ein- 
gehenden willkürlichen  Fnnctionen  an  die  Stelle  dieses  besonderen  Integrals  XII  noch 
anfgesacbt  werden.  Ohne  aber  dieses  allgemeine  Integral  herzustellen,  kano  man  schon 
ans  Gleidiung  IX  Eigenschaften  ableiten,  die  allen  den  der  Gleichung  IX  entsprechenden 
nnendlichvielen  Flächen  gemeinschaftlich  sind.  Man  gebrauche  die  Abkürzungsseicheo 
der  vorigen  Aufgabe,  so  geht  Gleichung  IX  Ober  in 

Daraus  folgt 

£  _  M_ 

L       G  .Kg 
oder 

1  4H.M 


I-        4  .  H  .  G  .  Tg 
oder 

1  4H.II 


^        M2 .  KlG"  -  (M2  -  4G  .  H)  .  nr 
oder 


•oder 


i^  _  2H  ■  [(M  -f  rM«  --  4G  -  H)  +  (M  -  I^M«  -  4G  >  H)1 
I^        (M  +  rW  -  4G.H)  .  (M  ^  Km«  -  4G  .  H)  •  ^G 

1  2H  ,  2H 


I-        (M  +  KM«  -  4G  .  H) .  r^       (M  -  KM«  -  4G  •  H)  -  rS" 


Wenn  nun  R'  und  R''  zwei  zusammengehörige  Rriimmungshalbmesser  irgend  ein« 
Punktes  der  gesuchten  Fliehe  bedeuten;  so  geht  letztere  Gleichung  über  in 

Diese  Gleichung  ist  gleichbedeutend  mit  folgender 

XIV)    R' .  R''  -=  L  .  (R'  4-  R'O 
Durch  diese  letzte  Gleichwing  ist  aber  ausgesprochen:    „alle  jene  nnendlichvielen  Flä- 
chen ,  welche  der  Gleichung  IX  genügen »  haben  in  jedem  ihrer  Punkte  die  Eigenschaft 
gemeinschaftlich,  dass  jedesmal  das  Product  der  beiden  Krümmungshalbmesser  zu  ihrer 
Summe  in  einem  constanten  ¥erhältnisse  steht/^ 

Wählt  man  unter  allen  hier  zulässigen  Flachen  dfe  Kngelfläche  heran«,  so  ist  jetzt 
R'  a  R'';  and  wenn  man  auf  Gleichung  XII  zurfickschaul,  so  erkennt  man,  dass  2L 
der  Halbmesser  der  Kugelfläche,  d.'  h.  dass  R'  =  R''  »  2L  ist ;  und  Gleichung  XIV 
geht  jetzt  über  in 

2L  .  2L  s=  L  .  (2L  -h  2L) 
wie  sein  muss. 

Diejenige  Galtung  aller  jener  unendlichvielen  Flächen,  welche  der  Gleichnng  IX 
genügen,  wird  sich  sehr  verschiedenartig  specialisireo ,  je  nachdem  man  verschiedene 
Gränzbedingungen  aufstellt.  Hat  man  aber  die  Gränzengleichuug  so,  wie  die  Gräoz- 
bedingungen  vorschreiben,  erfüllt;  dann  wird  immer  noch  wenigstens  ein  wtllkfirlieher 
Gonstanter  zurückbleiben,  und  man  kann. diesen  oder,  wenn  es  vortheilhafler  ist,  einen 
ans  diesem  gebildeten  Ausdruck  mit  m  bezeichnen.  (In  hiesiger  Aufgabe  wird  es  in 
der  Regel  genügen,  m  statt  L  zu  setzen.    (Alles  nach  Analogie  der  217^"*  Anfg.) 

Specieller  Gränzfall.  Die  gesuchte  Fläche  soll  von  vier  bestimmt  vorgeeehrie- 
benen  und  m  den  Grinzebenen  liegenden  Gurven  begränzt  werden,  wie  im  ersten 
GfänzCalle  der  vorigen  Aufgabe. 

Schaut  man  auf  den   ersten  Gränzfall  der  255'*'"  (oder  auch  der  214^")  Aufgabe 
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lorück;  so  erkennt  man,  dass  folgende  Gleichongen,  welche  Iheils  nach  x  theils  nach 
y  idenijsch  sind, 

etc.  etc. 
stattfindeo  mfiaaen.    Diese  Gleichiuigen  sind  aber  g^eichbedeMend  mit  folgenden 

etc.  etc. 
Die  Gränzengleichang  fällt  also  jetzt  von  selbst  weg,  und  folgende  vier  Gleichongen 
XV)    «.„  =  A  .  y  +  B  .  y«,       XVI)    z«,,  -  C  -h  E  •  y 
XVII)    i,,b  =  H  .  g«.       XVIII)    t^^ß  =  G  4-  K  .  X« 

müssen  bei  Bestimmung  der  in  z  eingegangenen  zwei  willkikrlichen  Functionen  mitbe- 
nfltzl  werden.  (Zur  Bestimmung  einer  einzigen  willkürlichen  Function  mit  zwei  absolut 
unabhängigen  Veränderlichen  braucht  man  bekanntlieh  jedesmal  zwei  Gleichungen.) 

Zwischen  den  (in  den  Gleichungen  XV— XVIII  befiudlichen)  Conslanten  A,  fi,  G, 
E,  H,  G,  R  mnss  eine  gewisse  Abhängigkeit  statlflnden,  wie  bereits  (im  ersten  Fall« 
der  355''"'  Aufg.)  gezeigt  ist.  Findet  diese  Abhängigkeit  nicht  statt,  so  ist  hiesiger 
Gräozfall  unmöglich. 

Nun  ist  vorgeschrieben,  dass  zwischen  den  Gränzen  von  a  bis  a  und  von  b  bis  ß 
alle  in  Betracht  zu  ziehenden  Flächen  einen  gleichgrossen  Flächeninhalt  haben  mfiasen; 
und  wenn  diesem  Flächeninhalte  die  bestimmte  Grösse  g^  zukommen  soll,  so  bat  man 
die  Gleichung 

welche  dazu  dient,  den  Constanten  m  zu  bestimmen.  Fehlt  aber  letztere  Gleichung, 
so  kann  die  gesuchte  Fläche  noch  einer  andern  Bedingung  nnlerworfen  werden.  (Man 
vergleiche  den  ersten  Gränzftill  der  217^*"  Aufg.) ' 

Die  Gränzfllle  kann  man  nach  Belieben  vermehren. 

SchlassbemerkuBg.  Die  hiesige  Aufgabe  ist  die  erste  unter  denen ,  wo  eine  Fläche 
gesucht  wird,  die  einen  Mazimum-stand  oder  Miniraum-stand  liefert,  Sie  stammt  von  La- 
grange  her.  Als  er  nemlich  seine  neue  Methode  zum  ersten  Male  unter  dem  Titel:  „Essai 
d'ane  nouvelle  methode  pour  determiner  les  Maiima  et  les  Miolma  des  formules  integrales 
indeflnies'*  öffentlich  bekannt  machte,  hat  er  diese  Aufgabe  als  Beispiel  hiozugefiigt ,  um 
zo  zeigen,  dass  sich  seine  neue  Methode  eben  so  gut  auf  doppelte  wie  auf  einfache  Inte* 
grale  anwenden  lasse.  Man  sehe  Miscellanea  Taurinensia.  Tomus  alter,  pro  annis  1760 
et  1761.  pag.  188  etc.  (Dieser  zweite  Band  besteht  aus  drei  Abtheiloogen ,  deren  jede 
mit  Seite  1  beginnt    Lagrange*s  Abhandlung  befindet  sich  In  der  zweiten  Abtheilung.) 


Aufgabe   263. 

Welche  unter  allen  zwischen  zwei  Paar  (zu  x  =  a  ood  z  :s  o,  und  zo  y  =  b 
nnd  y  =s  ß  gehörigen)  parallelen  und  bezuglich  auf  den  Axen  X  und  Y  senkrechten 
Ebenen  erstreckten  Flächen  ist  es,  bei  welcher  der  Schwerpunkt  der  Fläche  selbst  am 
höchsten  oder  tiefsten  liegt? 

Man  gebe  der  GooeOiMteoebenn  XY  eine  horiioBtale  Lage,  so  ist  bekaMHicii 
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I     j     2  •  n  -H  p2  -f-  q«)  .  dy  .  dx 

f*f    ri  -+-  p2+q*)  -dy-dx 

die  EntferaoDg  des  gesacbten  Schwcrpanktes  von  der  CoordioalenebeDe  XT;  und  dieser 
Aasdrack  soll  ein  MaximdDit'SUnd  oder  Miniroam-stand  werden.  Hier  ist,  wie  gewOlmyeli, 

p  =  •—,  ond  q  =  -^.    Man  matire,  nnd  seUe  dann  znr  AbkQrznng  im  Nenner  A  stall 

nn  +  p«  4-  q=^)*dy.dx,   sowie  auch  P  statt  r====£====r,   and   Q   slaU 
)  rl  H-  p»  +  q» 

^  ;  so  bekommt  man  zopächst 

ri  4-  p2  -h  q« 

+  Q  •  i  •  ^\  •  dy.  dx  X  f*  r  rr+  p»  +  q«)  •  dy  •  di 

Man  setze 

II)     P  j     z.(ri  -*-  p«  -h  q2)  .  dy  .  dx  =  C  •  I      r    (n  -h  p«  ■+-  q«)  •  dy  •  di 

so  geht  Gleichnng  I  Ober  in 

III)  dV  =^ 

i.0;[(rrnnqf).*  .i.-o.(p.  ^.Q.4^-)]  .^  ^ 

Nun  ist 

(.-c).P.!^'  =  l.dj(,-c).p.a.l-M('-9-^].a, 

und 

(,  _C).Q.ii'  -  jL  •d,Kz  -  o-Q.a.]  _  M^  -^^^ ■  Ql  .*, 

Gleiehang  III  formt  sich  also  am  in 

IV)  dV  = 

1  XJr  ['^^^  -  ^''''^^  - '"'^r^  ]•'•"•  * 

+  Ä  Jj,  [(*  -  *^'  •  '*)«,y  •  *«a.y  -  (a  -  C) .  P)., .  »2„,]  •  dy 

■^  Ä  *  JT  '■^^  ~  ^'  ■  ^^''^  ■  '''«'* "  ^''  ~  ^' '  ^-^* '  *'""'^  ■  **' 

Damit  40  «»  0  -werden  liann ,  moss  sein 

V)     .^n^p-TY»      d.[('--C)^Pl      d,[(,-C).Q1      ^ 

dx  dy 

als  fianptgleichang;  and  wenn  man  die  angedeateten  Differentiationen  ansmhrts  so  geht 
V  Ikber  in 

» 


Digitized  by 


Google 


625 


=  (« 


Als  Gränzeagleichang  liat  mwn 

^  [(U  -  C) .  P)^y  .  dz^y  -  ((z  -  C) .  ^);„    ^2..J  .  dy 

-h  J     (d  -  C) .  Q),^^  .  dz^ß  -  ((X  -  C) .  Q)«b  .  ^z^b]  .  dl  =  0 

Man  hat  nun  Gleichong  VI  za  intenpiren,  and  das  sich  ergebeode  Integral  nach  den 
jedesmafigen  Gränzbediogungen  so  einzarich(eii ,  dass  Gleichong  YII  auch  noch  erftkllt 
wird.  Hiermit  ist  aber  noch  nicht  genag  gethan;  man  mass  jetzt  das  nach  den  Gränz- 
bedingoogen  specialisirte  Integral  auch  noch  in  Gleichung  II  sabstitoiren,  und  sorgfältig 
nntersQchen,  ob  diese  Gleicbang  nic^t  einen  Widersprach  in  sich  selbst  enthalte.  Die 
analoge  (d.  h.  in  der  236'****  Aufgabe  befindliche)  Untersachong  hat  auf  einen  Wider- 
sprach mit  sich  selbst  geführt ;  and  ein  gleiches  Ergebniss  steht  auch  «hier  za  erwarten. 
Dessbalb  soll  mit  dieser  Aolgabe  nichts  weiter  mehr  vorgenommen  werden;  denn  die 
Aufgabe  in  der  Weise,  wie  sie  hier  gestellt  ist,  ist  keine  Aufgabe. 

Die  aftchstfolgende  Aufgabe  wird  noch  eine  Nebenbedingong  stellen,   und  dadurch 
zo  einem  Resultate  flifaren. 


Aufgabe    264. 

Welche  unter  allen  zwischen  zwei  Paar  (zu  x  =  a  und  x  =  a,  und  za  y  —  b 
und  y  =  /?  gehörigen)  paralfelen  und  bezikglich  auf  den  Axen  X  und  Y  senkrechten 
Ebenen  erstl^ckten  Fliehen  von  gleicbgrosser  Oberflache  ist  es,  bei  welcher  der 
Schwerpunkt  der  Fläche  selbst  am  höchsten  oder  tiefeten  liegt?  ; 

Man  gebe  wieder,  wie  in  voriger  Aufgabe,  der  Goordinatenebene  XY  eine  heri- 
zontale  Lage;  so  hat  man  wieder  fOr  des  Schwerpunktes  Entfernung  von  der  horizolal 
liegenden  Goordinatenebene  folgenden  Ausdruck: 

I     j     z  .  {fi  4-  p2  -h  q«)  •  dy  •  dx 

0  ü=-i^^^^ — 


p  f   Kl  -+-  p2  4-  q2)  .  dy  .  dx 


und  dieser  soll  ein  Maximum-Stand  oder  llinimum-stand  werden,  wahrend  die  ffir  z 
gesudite  Function  von  z  und  y  nur  aus  der  Zahl  derer  herausgewählt  werden  darf, 
bei  denen  allen  der  Ausdruck 

II)    *pr  (ri  +  p2-hq2).dy.dx 

den  nemlichen  (gegebenen  oder  nicbtgegebenen)  Werth  behält.  Man  mutire  den  Aus- 
druck II  nach  dem  Yorgange  der  260**^  Aufgabe,  so  bekommt  man 


III) 


JaJb  ^^  ■+■  p*  +  q*  \    ^"^^  ^*-^™ 


-*-q-^H-<i-5fe-'^-)-ciy.dx  =  o 


dy        ^    dy.dm 


Man  forme  um,  und  setze  P  statt  ^      — .  «nd  Q  statt  ^    — -;  so  be- 

n  -k-  p2  -H  q^  ri  -H  p2  +  q2 
Kommt  man 

II  79 
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IV) 


J     i^a.y  •  <**>*«, y  - ''•"  *  (*i>«.'t)  •  ^  +  ]    (.Qx,ß  '  f^^J  "  Q.'h  '  i^wh)  •  <•> 

Die  BedeatQDg  des  AbkQrzungszeicheDs  (^i)Z  ist  (aas  Aafg.  260)  bekamt 

Man  mutire  ebenso  Gleichung  1,  and  gebrauche  die  nemlicben  AbkurziiBgen,   wie 
in  voriger  Aufgabe;  so  bekommt  man 

Wegen  Gleichung  III  redacirt  sich  aber  dieser  Ansdrack  auf 

Man  forme  um ,  so  gibt  sich  f&r  die  zweite  Form  des  (d±)\]  folgender  Aosdraek 
VII)     («„ü  =  i  •  J    ((P  •  Oa,y  •  c^«^a,y  '  i^^U  '  i^^^^r)  '  ^J 

-+-  ^  •  J     ((Q  '  z)x,/?  •  <^«>*x,/?  —  (QO«b  •  ^ßx^h)  '  d» 

Um  nan  das  abhängige  i9m  aus  Gleichung  VII  zu  eliminiren»  moltiplicire  man  Glaiehiiiig 
lil  oder  vielmehr  Gleichung  IV  mit  einem  (vorerst  unbekannten»  jedenfalls  aber)  nach 
X  und  nach  y  constanten  Factor  L,  und  addire  dieses  froduct  zu  VII;  so  iftt  noch  voll- 
kommen gepaü 

VIII)    ^i)ü  =  i.J    [(P.z-hAL.P)^y.(^i)Z„y-(P.z-hAL.P).^.A,z.^].ay 
-+-   i    y  [(Q  .  z  H-  AL  .  Q)x,^  (^D^x,/?  ~  (ö  -^  *+■  AL  •  Q)».h  .  (^i)i«b]  •  dl 

Daraus  folgt  die  Hauptgleichung 

IX)  rr^TFir^^  -  ««.(p • '  +  al . p^  _  vq.>.+al.q)  ^ ^ 

^  ^         ^  dx  dy 

Wenn  man  die  angezeigten  Differentiationen  ausfuhrt,  und  dann  noch  K  anatali  AL 
setzt ;  so  bekommt  man 

X)     I  -+-  p2  -+-  q«  =  (K  +  ^)  .  [(I  -4-  p2)  .  t  -  2pq8  H-  (I  +  q»)  •  r] 
Als  Granzengleichung  aber  bekommt  man 

XI)     J^  [(P.2+R.P)^y.A>«a,y  -(^-'-^  K.P).„.<dDZ„,].dy 
^  J  "*  [(0  •  z  4-  K  .  0)^^  .  ,a„z,^  _  (0  .  2  4.  K  .  Q),,H  .  (<5i>z„h]  .  dx  =  0 
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Veffatirt  mMi  hi»T  ebeoM,  wie  id  liräfiereD  Aufgaben;  so  Iuibd  maa  aach  hier,  ohne 
dass  das  Integral  der  Gleicbaog  X  hergestellt  za  werden  braucht,  Eigenschaften  auf- 
saelMii,  die  allen  den  der  Gleichung  X  entsprechenden  unendlichvielen  Fliehen  ge- 
meinsciialtlieh  sind.  Gebraucht  man  nemlich  wieder  die  Abkürzungen  der  261'**"  Auf- 
gabe, 80  gibt  sich  aus  Gleichung  X  ^aph  und  nach 

1  M 

K 
oder 

oder 

oder 

XII) 

oder 

R'  +  R' 
oder 

XIV)    R' .  R"  «  (R'  +  R'O  •  (K  -t-  0  •  »^rT1p«"+~q2 

Nun  ist  ■  der  Sinus  des  Winkels,   welcher  von  der  Normallinie  und  von 

n  +y  +  q2 

der  Goordinalenebene  XY  gebildet  wird,  also  auch  der  Sinus  aller  der  Winkel,  welche 

von  der  Pformallinie  und  jeder  auf  der  Ördinatenaxe  Z  senkrechten   Ebene  gebildet 

werden.    Daraos  folgt :  ^ 

*    1)    Dass  der  Ausdruck  z  •  K^l  +  P^  -^  Q^  <)ic  Länge  des   vom  Berührungspunkte 

bis  zur  Goordinalenebene  XY  erstreckten  Stückes  der  Normallinie   vorstellt.     Wenn 

man  ferner 

2)  anterseheidet,  ob  R  mit  z  das  nemliche  oder  das  entgegengesetzte  Vorzeichen 
hat,  so  wird  man 

*  a)  in  dem  Fallet  wo  K  and  z  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  eine  auf 
die  Ördinatenaxe  Z  senkrechte  Ebene  errichten,  die  um  das  Stuck  R  beim  Berüh- 
rungspunkte ^oiber^Jiief^^  als  die  Goordinalenebene  XY.  Dann  stellt  der  Ausdruck 
(R  +  z)  •  )^1  +  p^  +  q^  die  Länge  des  vom  Berührungspunkte  bis  zu  jener  senk- 
rechten £bene  erstreckten  Stückes  der  Normallinie  vor.    Dagegen 

b)  in  dem  Fall#,  wo  K  uod  z  einerlei  Vorzeichen  haben ,  wird  man  eine  auf  die 
Ördinatenaxe  Z  senkrechte.  Ebene  errichten,  die  um  das  Stück  R  vom  Berührungspunkte 
entfernter  liegt,  als  die  Goordinalenebene  XY.  Dann  stellt  wiederum  der  Ausdruck 
(z  -f  R)  •  K'i  H-  p2  +  q^  ^>©  Läng»  des  vom  Berührungspankte  bis  zu  jener  seuk- 
lechten  Ebene  erstreckten  Stückes  der  Normallinie  vor. 

Nachdem  nun  die  Bedeutung  des  Ausdruckes  (R  +  z)  •  K^l  -H  p^  4-  q^  auseinan- 
dergesetzt ist,  lässt  sich  aus  Gleichung  XIV  gradezu  erkennen ,  in  welchem  Verhält- 
nisse das  Product  der  beiden  Rrümmungshalbmesser  zu  ihrer  Summe  steht 


Aufgabe    265. 


d,z       d,z       4^       d,.l,z      ^U 


Es  sei  V  ein  reeller,  mit  den  Elementen  x,  y,  z,  -f-,    -f- ,    -r—« ,    ~-f-',    -v  ö 

^  dx  '     dy        dx2      dx.dy       dy^ 

gebildeter  Ausdruck;    und  man  sucht  z  als  solche  Function  der  beiden  nichtmutablen 

und  untereinander  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  y,  dass  folgendes  Integral 

nß 
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wo  i>  QDd  ß  keine  FaneUeneo  von  i  sind,   ein  Bfazimam-stand  oder  MiBÜBm-sliad 
wird. 

In  wieferne  hier  von  einem  Maximam-stande  oder  Mjninrani*>stande  die  Bede  i4, 
ist  schon  (im  Anfange  der  aiD''***  Aafg.)  erläutert.    Man  setze  zur  Abkürzung  p,  q, 

dz       dz      ^x^      d  d  a    v  d^« 
r,  ß,  t  bezüglich  statt  -—-,    -^ ,    ^,    1^4- »    gV>  po8  mutire;  so  bekommt  man 

als  erste  Form  des  ^U  folgenden  Ausdrack 

Ja  Jb  V  d«  ^   dp      4x  ^   6q      dy   ^  dr      dx« 

Wenn  man  nun  diesen  Ausdruck  so,  wie  er  hier  ist,  umformen  wollte;  so  würde  die 
neue  Form  ziemlich  unbeholfen  ausfallen.  Man  wähle  also  AbkQrzungsieichen ,  ood 
versehe  sie  mit  Merkmalen,  die  es  mögijcli  maclien,  dass  die  Bedeutang  und  der  Ur^ 
Sprung  eines  jeden  dieser  Abkürzungszeichen  durch  die  ganie  Untersachong  hindaidi 
erkennbar  bleibt  Dieser  Zweck  wird  erreich^  wenn  man  die  zünden  beiden  Differen- 
tialquotienten  der  ersten  Ordnung 

d.^z  ,  dy^z 
-J^  nnd  -^ 
dx  dy 

gehörigen  Factoren  bezüglieh  mit 

(Ix)  und  .(ly) 

nnd  wenn  man  auf  analoge  Weise  die  zu  den  drei  Difierentialquotienteft  der  zweiten 

Ordnung 

^      d^d,az"     ^ 

dx«  '    dx.dy'     dy2 
gehörigen  Factoren  bezüglich  mit 

(nx2),  (nxy),  (üy2) 

beseichnet  Dadurch  gestaltet  sich  die  oben  aufgestellte  erste  Form  des  SV  aaf  M- 
gende  Weise: 

d  d  ^7  d^^zT 

Man  berücksichtige^  dass  die  durch  (Ix),  (ly)>  (ß^*)*  O^^y)*  (P^^  reprasestirieo 
Ausdrücke  das  x  und  y  nicht  nur  unmittelbar  sondern  auch  mittelbar  in  z,  -p,   -^t 

d^z    .  d  d  z       ^T^  d  dz    d  ^z    ^x^ 

-r-o»  .'  !  ,  -r"o  enthalten:  nnd  man  beachte,  dass  die  durch  dz,  -j—  ,  -7-,  -r,' 
dx«      dx.dy  '     dy«  '  '  '    dx   '    dy      dx* 

d  d  dz     <^v^2 
,   .'  ^,  ,    -^  vorgestellten  Ausdrücke  nur  als  unmittelbare  Functionen  von  x  ood  y  n 

betrachten  sind.    Nach  allem  diesem  ist  also 

d.dz 


und  daraus  folgt 


Ebenso  ist 


dx  dx  ^    ^       dx 

M<^V")  «  iM.a,  +  (ly)  .i^^ 

dy  dy  ^  ''^       dy 
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ood  daraus  folgt 


Ferner  ist 


■V)     (l,).!^  =  41äJLjÜ^i^.& 


dx 


ft) 


d»(üx2) 


d,»z\  "   ;  /d,(if«g) 


4z 


and  daraas  folgt 

^   (""^djr 3; ' 5; ^-S?-" 

Femer  ist 

Vn    Wllry)*»)    _  j,d,(lliy)  d,(niy)    ijt        d.qixy)    d^te 

•'  dx  -dy  -  dx  •  dy  "**       dy      *   dx    "^       dx      '  dy' 


(Uxy) 


dx.dy 


Aof  dieseHie  Weise,   wie  man  die  Gleichaogeo  HI  und  lY  hergestellt  hat,    kann  man 
sich  bilden 


nnd 


djflUy)    djto  ^  "''      dy       '^)    _  dAOBxa)    ^ 
dy      '  dx  dx  dx  •  dy 

dx  dy  •  dy  dx  •  dy  * 

FQhrt  man  diese  AasdrBclie'in  VI  ein,  so  gibt  s^  alsdann 

vin    f^,-^  dAfa^M,((iiiy)'^«)      ""    .«ly         ' 

'     ^     ^^    dx.dy  dx  •  dy     *  d]( 

dy  dx  •  dy  •  ' 

Auf  dieselbe  Weise,  wie  man  Gleicbang  V  gebildet  hat«  kann  man  aao^' bekommen 

..^■^,:^.±^^^^:^.^^... 

Man  fOhre  diese  in  III,  IV,  V,  VII,'  VIII  gefundenen  AnsdrQcke  in  Gleichung  II  ein 
und  integrire  soviel  als  möglich;  so  bekommt  man 


'«»y 
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-(cr)-ä^-ir^L«..-("«..(^)J.* 

Dieser  Ausdrack  ist  dqq  soweit  gebracht,    dass  liein  MutaÜonscoefBcieot  mebr  oacb 
einem  Elemente  differentiirt  ist,   wkch  welchem  auch  zagleich  noch  integrirt  werdeo 
V    soll.    Es  Idsst  sich  also  keine  fernere  Transformation  mehr  anbringen. 
n%,  Ueberschaut  man  letzteren  Aasdruck  noch  einmal,  so  wird  man  erkennen,  dafts  die 

von  mir  gewählten  Abkarzangszeicheo  in  der  That  zweckmässig  sind.  Diese  lassen  auch 
ohneweiters  eine  analoge  Ausdehnung  zu,  und  zwar  nicht  nnr  auf  solche  Aufgaben  mit 
Doppelintegralen,  wo  noch  höhere  DilTerentialquotienten  vorkommen,  sondern  dnch  auf 
Aufgaben  mit  dreifachen,  vierfachen,  etc.  Integralen.    (Man  vergleiche  z.  B.Aufg.  371.) 

Erstens.  Man  nehme  zuerst  die  erste  (in  Gleichung  II  aufgestellte)  Form  des 
d\]  vor.  Hier  bekommt  man  im  AUgemeioen  Systeme  von  je  sechs  Gleichungen,  d.  b. 
eine  und  dieselbe  für  z  gesuchte.  Function  muss  sechs  Gleichungen  zugleich  geoQgeo ; 
«nd  desshalb  wird  die  Aufgabe  in  der  {legel  eine  fiberbestimmte  sein.  Uebrigens  ist, 
wenn  sich  für  z  wirklich  eine  entsprechende  Function  finden  lässt,  diesv  y4Mi  ideo  Gräo- 
zen  a,  a,  b,  ß  gairz  unabhängigv  (Wie  man  ahsr  Functionen  findet,  welche  mehreren 
Partialdifferentialgleichnngen  zugleich  genögen,  darüber  mögen  die  Au^ittbeo  133  bis 
153  verglichen  werden.) 

Zweitens.  »Schaut  man  aber  auf  die  zweite  (in  Gleichung  IX  aufgestellte)  Form 
das  ^D,  so  eskennt  man,  dass  es  auch  eine  von  den  Glänzen  a,  a,  b,  /? «abhängige 
Fnnclion  gibt,  welche  nur  eine  einzige  Gleichung  identisch  machen  muss,  dagegen 
aber  auch  nur  das  zwische|i  den  Gränxen  von  a  bis  a  und  von  b  bis  ß  erstreckte  In- 
tegral U  zu  einem  Maxfmum-stande  oder  Minimum-stande  machen  kann,  während  dabei 
da»  zwischen  andern  Gränzen  erstreckte  U  weder  ein  Maximum-stand  noch  Minimum- 
stanfl  ist.  Qje  Aufgabe,  wo  eine  von  den  Gränzen  a,  oe,  b,  ß  abhängige  Function  z 
igesucM  wird,  ist  aber  diejenige,  w^he  in  der  Anwendung  am  häufigsten  vorkommt, 
Qtfd  fast  immer  möglidi  ist. 

A)    Man  zerlege  Gleichung  IX  zuntchst  in  folgende  zwei : 

d,v     s,(ix)     d,(iyV    djoW)     d,d,ni»y)'  ,  d',(Py') 

\     dz        "ar"       '^f         ■  "dii  di-dy     ^     dy*      ~ 

+  (H»y)a,/J  •  ^^a,ß  ~  ("xy)a,b  '  ^%b  "  ^"*y)a,i» '  ^»a,/?  "♦■  ("»y)«'^  •  ^»•»»' 
^  0 
Die  erste  dieser  Gleichungen  wird  Hauptgleichung,  und  die  zweite  wird  Gränzenglei- 
cbung  genannt  Die  Hauptgleichung  gilt  bei  jedem  Werthe  des  x  und  bei  jedem  Werthe 
des  y,  und  wird  in  der  Regel  eine  PartialdiflTerentialgleichung  der  vierten  Ordnung  sein. 
Ist  sie  aber  wirklich  von  der  vierten  Ordnung,  so  nimmt  ihr  allgemeines  Integral  vier 
willkürliche  Functionen  in  sich  auf,  während  unter  jenen  singulären  Integralen ,  welche 
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keine  willkürliche  FanclioD  «nthalleo,  keines  mit  mehr  als  mit  vierzehn  wiilkikriicben 
Constanten  verseben  sein  kann,  welche  nicht  schon  in  der  vorgelegten  Haapfgleichnng 
selbst  enthalten  wareo. 

Die  ßränzengleichang  bat  schon  die  Werihe  a,  a,  b,  /?  in  sich  aafgenoniineQ,  ond^ 
moss  nach  ihnen  modificirt  werden;  auch  wird  sie  sehr  oft  nicht  eriüllt  werden  kdnnen^ 
wenn  die  Haaptgleicbong  nicht  von  der  vierten  Ordnung  ist. 

Um'das  Pröfongsmittel ,  ob  nemlicb  ein  Maximum-etand  oder  Minimom-stand  statt- 
finde, herzustellen,  moss  man  mit  dem  Tür  S^]  sich  ergebenden  Ausdrucke  noch  die 
gehörige  Umformung  vornehmen.  Einen  speciellen  Fall  einer  solchen  Umformung  liefert 
die  nächstfolgende  (die  266'^*)  Aufgabe.    Im  Allgemeinen  sei  aber  folgendes  bemerkt: 

Wenn  der  Gang  des  in  der  SSI''""  und  den  folgenden  Aufgaben  angewendeten 
Verfahrens  gehörig  aufgefasst  ist ;  so  kann  es  gradezu  auch  auf  zusammengesetztere 
Fälle  ausgedehnt  werden,  and  man  wird  dabei  in  dem  Ergebnisse  gelangen,  dass  ^U 
negativ  oder  positiv  bleibt,  wenn  der  Ansdruck 


XII) 


dr«     \  dx2  /    ■*■        dr.ds  '  dx^  *  diTSy  '  dr  .dt  '  dx«  '  dy» 

d^V    .d,d^v2  dAV-  d^az    5i»  .  djv    /d|azy 

^  dß2  M  di.dy  /    "^       ds.dl '  dx .  4y  '  dy2         dl«     \  dy»  / 


beständig  negativ  oder  positiv  bleibt,  während  man  dem  y  aHe  stetig  neben  einandN* 
liegenden  Werihe  von  b  bis  /?,  und  bei  jedem  einzelnen  dieser  Werihe  des  y  auch  dem 
X  alle  stetig  nebeneinander  liegenden  Werthe  von  a  bis  a  beilegt  Bie  Bedingungen, 
unter  welchen  dieser  Ausdruck  beständig  einerlei  Zeichen  behält,  lassen  sich  aber  nach 
$,  12  jedeamal  leicht  anfeuchep.  Obige  Regel  verliert  ihre  Giltigkeit,  aokald  einer  der 
Quotienten 

djy      d^      d^     dAV      djAV      djdjV 
dz«'    dz. dp'    dz.dq'    dz.dr'    dz.ds'    dz. dt 

^      dpd, V   .  dpitV      dpd^      dpd^      ^ 
dp«'    dp.dq'    dp;dr'    dpds'    dp. dt'    dq« 

d^,V      d^.V      d^tV       ^      d,d,V        d^V      ^      dAV        ^^ 
dq.dr'    dq.ds'    dq.dt'.   dr«  *    dr.ds'    dr.dl'     ds«  '    ds.dt'     "dtf 

N 
bei  irgend  einem  Werthe  des  x  und  des  y  die  im  Galcul  unzulässige  Form  -^  an^ 

Diromt  Wenn  aber  der  Ansdruck  XU  nicht  bei  allen  von  a  bis  a  und  vgn  b  bis  ^ 
liegenden  Werthen  des  x  und  des  y  beständig  negativ  oder  beständig  positiv  bleibt; 
so  ist  dieses  (man  sehe  $.  10,  und  namentlich  die  entsprechende  Untersuchung  in  der 
Sör'*"  Aufgabe)  noch  keloe  Anzeige,  dass  weder  ein  MaxImum-stand  noch  Miuianmi- 
stand  stattfinde,  sondern  dieses  müsste  noch  besonders  nachgewiesen  werden. 

Alles  Weitere  nach  Analogie  der  251""*  Aa(|;abe. 

Nun  ist  man  auf  dem  Punkte ,  die  Granzengleichung  zu  erfQllen. 

Erster  Fall.    Die  Sj^ecialitälen  seien  von  der  Art,    dass  folgende  nach  x  iden- 
tische Gleichopgen 

XIU)    ^z;,h==0,    ^z^p.«0,    ^'z„b-.0,    (J«z^^  -  0,  etc. 

und  dass  folgende  nach  y  identische  Gleichungen 

0,  etc. 


XV) 

iz,„  = 

=     0,           dZ^^y 

=  0, 

i't,,,  =  0, 

^2a,y 

-«'in, 

=  0, 

m.. 

=  0, 

m„ 

=..( 

slaltfinden. 

/«»y 


=  0,  etc. 
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Weil  die  GleicboDgeii  XIII  bei  jedem  Werthe  des  x  gelten,  so  gelten  sie  anck  bei 
den  speciellen  Werthen  x  =  a  and  x  =  a,  d.  b.  es  ist  aacb 

iaz.,H  =  0,     di^Y^  =  0,     ^2^^^  =r  0,    Sz^ß  «0 
etc.  e(c. 

Weil  ferner  die  Gleichangen  XY  bei  jedem  Wertbe  des  y  gelten,  so  gelten  sie  »di 
bei  y  =  b  und  y  =  ß;  and  somit  bekommt  man  abermals  das  System  der  Glei- 
chungen (S). 

Die  ganze  Gränzengleichung  fällt  also  jetzt  von  selbst  binweg. 

Zweiter  Fall.  Sind  die  Specialitäten  von  der  Art,  dass  von  deo  zwölf  Aus- 
drücken 


ß 

a,y 


az„b,    dz^^ß,     ^z^b,    dz^ß 

kein  einziger  zu  Null  wird;   so  wird  der  Gränzengl'eichang  nur  gen&gt,  -weim  fblgeode 
z¥6\(  Gleichungen  staltfinden : 

3)      (a«)  -  ^  -  '-^)l  =  0.  4)    (üx.)..,  =  0 

5)     (ay)  -  i^  -  i^)^'^^  =  0.       6)   m^,  -  0 
7)    (ay)-i^-i^)^'^  =  o.    .   8)  aiyO«.  =  o 

9)      (Iby)a,^ -=•<>.    10)  (Ux,);b=d,    ll)(llxy)a^^  =  0,    12)  (IIxyU=0 

in  den  Gleichuiigen  1,  2,  3,  4  ist  x  constantj  sie  sipd  aber  nach  y  ideotkch,  und 
müssen,  weil  sie  in  der  Regel  Differentialgleichungen  sind,  als  totale  Diflfere^lialglei- 
^bnngen  nach  y  b^andelt  werden. 

In  den  Gleichungen  5,  6,  7,  B  ist  y  constani;  ^ie  sind  aber  naMi  x  identisch,  ood 
müssen,  Veil  .sie  in  der  fiegel  Diiforentialgleicbungep  sind,  als  totale  DiflTereiitiilglei- 
ehangen  nach  x  behandelt  werden. 

Diese  acht  Gleichungen  mass  man  vor  Allem  integriren;  j^  dann  erst  k|pn  man 
sie  bei  Bestimmang  der  in  z  eingegangenen  willkürlichen  Functionen  besützei^  - 

Die  Gleichungen  9,  10,  11,  12  sind  weder  aaell  x  nocft  nach  y  identisch',  sondeni 
gelten  nur  bei  den  Werthen  xaa,y  =  b,  x»a,  y  =  /?;  und  sie  ikiüssen  bei  Be- 
stimmung* der  willkürlichen  Conslanten  benützt  .werdee«  welche  durch  Integration  der 
so  eben  belracMeten  acht,  totalen  Differentialgleichungen  eiftgegangen  sind.  Dieser  will- 
kOrlichen  Con^tanten  stehen  aber  in  einem  gewissen  Zusamm^h&nge  tmteYeiDaDder, 
welcher  jedesmal  genau  ausgemittelt  werden  mu&s.  [Man  sehe  in  dieser  Hinsicht  den 
zweiten  Fall  der  SSS**'"*  Aufg.,  wo  sich  ergeben  bat,  dass  die  daselbst  eingegaqgeneD 
Constanten  A,  B,  C,  E  eiifander  gleich  sein  müssen.  Man  sehe  ebenso  die  zwaniig 
Gleichangen  (nemlich  17—20  und  37—52)  im  zweiten  Falle  der  270"*''  Aofg.;  denn  is 
diesen  Gleichungen  ist  ebenfalls  der  Zusammenhang  ausgesprochen,  in  welchem  die 
durch  Integration  der  totalen  Differentialgleichungen  eingegangenen  Gonstaoten  stehen.] 

Dritter  Fall.  Die  Specialitäten  seien  von  der  Art,  dass  nur  bei  deo  festeo 
Werthen  a,  a,  b,  /?  die  Gleichangen 
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etc.  etc. 
stattfinden;  dagegen  soll  keiner  der  von  z  herrührenden  MotationscoeflicienCen  and  ihrer 
Ditrerentialqaotfenten»  welche  noch  mit  einem  unbestimmten  x  oder  y  versehen  sind, 
zu  Iifall  werden.  Hier  wird  der  Grfinzengleichnng  nor  genOgt,  wenn  abermals  die  nach 
y  identischen  Gteichangen  1 ,  2,  3,  4,  and  die  nach  x  identischen  Gleichongen  5,  6, 
7,  8  stattfinden.  Diese  acht  Gleichongen  müssen  vor  allem  integrirt  werden,  and  dann 
erst  kann  man  sie  bei  Bestimmung  der  In  z  eingegangenen  wilikQrlichen  Functionen 
benntsen.    Damit  aber  bei  den  festen  Werthen'a,  er,  b,  ß  die  Gleichungen 

^»«b«=0,    ^»a,/?  =  0»^«a,b  =  0»     ^a,ß  =  ^ 
etc.  etc. 
stattfinden  können,   mOsaen   noch  vier  nichtJdentische  Gleichungen,   in    welchen   die 
Elemente 

«a,b,    Za,/?»    V.b'    *o,/? 
vorkommen,  ^egeb«i  sein«  welche  bei  Bestimmung  der  durch  Integration  der  acht  Glei- 
chongen 1,2,  3,  4,  5,  6y  7,  8  eingegangenen  Constanlen  noch  mitbenutzt   werden. 
(Man  sehe  den  vierten  Fall  der  SG?**""  Aufg.) 

Andere  specielle  Fälle  hinsichtlich  der  Zerlegung  der  Gränzengleichung,  besonders 
solche,  bei  welchen  unter  den  Mutalionscoeificienten  Abhängigkeilen  stattfinden,  kann 
maii  akh  nach  Belieben  bilden. 

B)  Hat  man  diese  mit  der  zweiten  Form  des  dU  unternommene  Untersuchnng  aas- 
gef&hri,  so  schaue  man  abermals  auf  Gleichang  IX  sor&ck,  ob  man  nicht  dem  zu  dz 
gehMgea  Factor 

'1 

die  Form  ^  beilegen  kann,  etc.  etc.    (Dergleichen  Fälle  mögen  dann   nach  Analogie 


d.V       d,ax)        d/ty)     ^   4(";;0     ^    d.d,(Hxy)   ^    d^giyO 


dz  dx  dy  di»       ■*"     dx  .  dy     "^       dy^ 

M 
0 
der  Aufgaben  163,  164,  165  behandelt  werden.) 

Schlussbemerkung.  Eine  der  vorzüglichsten  Abhandlungen  Euler's  Ist  die,  welche 
den  Titel  „Melhodos  nova  et  facilis  calculum  variationom  traotandi^'  fahrt,  und  sich  in 
dem  im  Jahre  1772  erschienenen  XV!*""  Bande  der  Nov.  Comment.  acad.  Petrop.  pag.  35 
bis  70  befindet.  Hier  legt  er  sich  (g.  17  —  31)  das  Problem,  wo  eine  Fonction  mit  zwei 
absolut  unabhängigen  Yeränderlichen  gesucht  wird,  ganz  allgemein  vor,  und  versucht  auch 
(in  S.  SO)  die  zweite  Form  des  für  dU  sich  ergebenden  An84ruckes  darzustellen.  Die  zn 
diesem  Ausdrucke  gehörige  Partie,    welche  unter  dem  doppelten  Integralzeichen  steht,   ist  >. 

richtig;  allein  bei  der  andern  Partie  fehlen  sehr  viele  Glieder.    Diese  Mangelhaftigkeit  rfthrt  ^  ^  « ■ 
daher,   daas  damals' XTr  die  besCimmlen  Tntegrale  noch  keine  elgenthömliche  Bezeichnung  ^^\^'' 
eingeführt  war.    Aber  eben ,  weil  in  Enler*s  Formel  soviele  Glieder  fehlen ,  desshalb  konnte  ^'^  ' 
er  auch  die  wahre  Bedeutung  der  von  ihm  wirklich   hergestellten  Glieder  nicht  erkennen ;  ''^   / 1 
und  somit  ist  es  erklärlich,'  wie  es  kommen  konnte,    dass  er  (in  g.  31)  sich  auf  folgende        ^ 
Welse  ausgesprochen  hat: 

„Was  aber  diese  einzelnen  Glieder  eigentlich  bedeuten,  und  zn  welchem  Zwecke  sie 
„benutzt  werden  kOnnen,  lässt  sich  durchaus  nicht  erkennen;  und  daher  scheint  dieser 
,, Gegenstand ,  zu  welchem  kaum  die  ersten  Grundzüge  entworfen  sind,  die  ganze  Aufmerk- 
„ssmkeit  der  Mathematiker ■  in  Ansprach  zu  nehmen,  und  eine  sehr  genaue  Untersuchong  * 
,,zu  erfordern.  Allein  an  diese  Arbeit  darf  man  sich  kaum  früher  wagen,  als  bis  einige 
„specielle  Fälle  sorgfältig  und  gründlich  untersucht  sind/* 

Eine  sorgfältige  Untersuchong  specieller  Fälle  wäre  auch  wirklich  das  Beste  gewesen, 
was  Euler's  Nachfolger  hätten  thun  können. 

Lacroix  bat  in  dem  im  Jahre  1814,  also  42  Jahre  nach  der  eben  genannten  Abhand- 
lung, gedruckten  zweiten  Bande  seines  grösseren  Werkes  „Trait^  du  calcul  diflKrentiel  et 
du  calcul  integral.  Seconde  Edition*'  sich  (in  Nr.  862]  dieses  Problem  in  derselben  Allge- 
meinheit, wie  Euler  vorgelegt,  und  (Seite  785)  gleichfalls  die  zweite  Form  des  fnr  dU 
sich  ergebenden  Ausdruckes  herzustellen  gesucht.  Allein  auch  hier  findet  sich  für  die  be- 
stimmten Integrale  noch  keine  eigenthümliche  Bezeichnung,  und  auch  hier  fehlen,  wie  bei 
Buler,  sehr  viele  Glieder.  Desshalb  erkennt  auch  Lacroix  nicht  die  wahre  Bedeutung  der 
drei  verschiedenen  Arten  der  Glieder  seines  Ausdruckes. 

II.  80 
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E$  ist  noch  tn  bemerken,  dats  fialer  und  Lacroiz  bei  ihre#  ünterrachungoi  die  lote- 
grationsgränzen  des  Doppelintegrals  4ls  constaat  behandelt  haben ;  and  über  den  Fall,  wo 
aacb  die  Gränzelemente  yeränderlich  sind,  haben  erst  Poisson  und  Oatrogradsky  aasfohrliche 
*Abhandlangen  geschrieben.  Ueber  beide  kann  später  (in  der  Schlassb.  zor  letzten  Aafg.) 
besser  geartheilt  werden,  als  hier.  In  l^eiden  fehlt  bei  den  bestimmten  DoppeUntegralen 
die  eigenthümliche  Bezeichnung;  und  dieser  Mangel  ist  natürlich  Ton  bedeutendem  Nacb- 
theile.  Aocb  kommt  in  beiden  kein  einziges,  wenn  auch  noch  so  einfaches,  speoMles  Bei- 
spiel Yor,  das  Yollständig  durchgeführt. wäre. 

Ich  habe  (In  Gleichung  IX)  alle  Glieder  der  zweitim  Form  des  ^D  yollständig  herge- 
stellt ;  und  dabei  kann  man  ohneweiters  die  wahre  Bedeutung  der  drei  verschiedenen  Ar- 
ten yon  Gliedern  erkennen. 

Aach  habe  ich  (im  Aosdrucke  XII)  die  Bedingongen  mitgetlwilt,  unter  denen  das 
hiesige  Doppelintegral  zu  einem  Maximom-stafMe  oder  Minimum-atande  wird. 

Dadurch,  dass  ich  auch  specielle  Aufgaben,  welche  auf  Doppelintegrale  führen,  ange- 
stellt, und  YOtlständig  durchgeführt  habe,  habe  ich  befolgt,  was  Eoler  in  seiner  (oben  er- 
wähnten) Abhandlung,  also  schon  vor  76  Jahren,  Yerlangt,  und  was  bis  jetzt  keiner  seiner 
Nachfolger  zu  thun  unternommen  hat. 


A  o  f  g  a  b  e  266. 
Man  sacht  oDter  allen  FISchen  diejenige,  Qkr  welche  der  Aosdrack 

WO  b   oud  ß  keine  Fanclionen  von  x  sind,    ein  Jdaiimam-staod  oder  ViDimam-^teod 

wird. 

d|z 
Man  motire.   und  setze  dann  zar  Abkörznng  r  anstatt  -r-j;  so  bekommt  man 

and 

Man  forme  den  in  I  anfgestelUen  Ausdruck  am,  so  bekommt  man 

nß  d^z 


'«.y 


Erstens.    Untersuchung  der  ersten  (in  I  aa^gesCelUen)  Form  des  W.    Da  der  in 

M 

dz  gehörige  Factor  =  2x  ist,  also  nicht  za  NdU  werden,  und  nicht  die  Form  -^  anneh- 
men kann;  so  erkennt  man,  dass  die  erste  Form  des  ^U  nicht  beachtet  za  werden 
braacht.  Es' gibt  also  keine  von  den  Gränzen  a,  a,  b,  /?  anabh&ngige  Fonclioa,  bei 
welcher  U  ein  Maximom-stand  oder  Minimam-stand  werden  könnte. 

Zweitens.  Untersuchang  der  zweiten  (in  III  anfgestelUen)  Form  des  d\J.  Ao 
dieser  Form  erkennt  man,  dass  es  eine  von  den  Gränzen  a,  a,  b,  ^9  abhangige  Fodc- 
tion  gibt,  welche  aber  nur  das  zwischen  den  Gränzen  von  a  bis  a  ond  von  b  bis  ^ 
erslreckte  Integral  za  einem  Minimnm-stande  macht.    Man  bat  hier  die  HauptgleicinDf 
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lotagrirt  man,  so  bekomml  mao 

WO  jeder  der  Ausdrücke  ^(y),  x(y),  Fry)  und  fcy)  eine  fOr  sich  beliebige  Function  von  y 
vorstellt 

Formt  man  nun  auch  den  (in  Gleichung  II),  f&r  d^U  hergestellten  Ausdruck  um , 
und  berOcksichtigt  man  die  Hauptgleichung;  so  bekommt  man  zunächst 

Um  aber  diesen  Ausdruck  noch  wieiter  umformen  zu  können,  setze  man 

Man  differentiire  nun  diese  Gleithung  nach  &  und  nach  y»  und  bringe  alle  Theilsätze 
jäuf  eine  Seite  des  Gleichbeila^eich'ens ;  so  bekomml  man 

(2^- !♦+ Wa.'  +  (4gh.)r< +  *,  +  ».ä^\.to  .^' 

Da  nmi  diese  Gleichung  bei  jeder  b^ebigen  Function  dz  von  z  und  y  gelten  soll»  so 
zerfällt  flpe  in  folgende  einzeli^e  Gleichungen,  die  sowohl  nach  z  als  auch  nach  y  iden- 
lisck  sind : 

VIII)  2g2  .  y4  +  ^  =  0 

IX)  4g  .  h  .  y*  4-  2i7  -H  2  .  ^  =  0 
X)      4g  .  y*  -h  2:1  =  0 

XI)  2h«  .  y*  -4-  2X  +  ^  =  0 

XII)  4h  .  y*  +  2^  =  0 

Aus  diesen  fOnf  Gleichungen  eliminire  man  g  und  h,  so  bekommt  man  drei  neue 
Gleichungen  zwischen  7,  i,  /u,  ~2^  ^^  ^,  durch  deren  Integration  noch  drei  will- 
kürliche Functionen  ^'(y),  «''(y),  x'"(y)  eingehen.  Die  (In  Gleichung  VI)  aufgestellte 
Form  des  ^U  geht  nun  Ober  in 
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Man  ist  OQBmehr  auf  dem  Paukte,  ^e  GräDzeogtofchaqg  2a  erfUten.    Zo  diesem  Ende 
soll  aber  zaror  noch  folgende  Betrachtung  gemacht  werden. 
Die  gesnoliCe  Fläche  ist  dargestellt  durch 

z  =  X?  t'g(y)  4-  x2 .  x(y)  4-  X  •  Fcy)  +  f(y) 
und  daraos  folgt 

XIYJ    ^  =  Si^^ :  ^(y)  4-  2x  •  xcy^  4-  Fcy) 

Darch  diesen  partiellen  DKÜBrentialqaotienten  der  ersten  Ordnung  ist  aber  die  gonio- 
metrisohe  Tangente  des  Winkels  dargestellt,  welcher  gebildet  ist  von  der  Absdssenaxe 
X  und  von  der  in  der  Coordinatenebene  XZ  Mögenden  Spur  der  zu  irgend  eineni  Punkte 
der  gesuchten  Fläche  gehörigen  Berikhrungsebene. 

Zu  allen  der  gesuchten  Fläche  in  jedem  Pnoftte  nichstanliegenden  Nachbaffl^iphen 
gehören  BerQhrungsebenen ,  deren  in  der  Coordinatenebene  XZ  liegenden  Sporen  mit 
der  Absdssenaxe  X  solche  Winkel  bilden,  dass  die,  zu  diesen  Winkeln  gehörige,'  goniiH 
metrische  Tangente  dargestellt  wird  Qureh 

XV)  ^  4-  ^  =  3x«  .§(y)  +fa  .y^)  4-  F(y) 

.  d,az  ^    X«     d,(52z    . 

^         dx   ^  1.«     dx«    ^ 

Aus  allem  diesem  folgt: 

A)    Wenn  man  in  dem  Endpunkte  der  Abscisse  a  eine  anf  die  Axe  X  senkrechte, 

also  mit  YZ  parallele  Ebene  errichtet;  so  wird  sie  von  der  gesuchten  Fläche  in  einer 

ebenen  Corvo  geschnitten,  deren  beide  Gleichungen  folgende  sind: 

■    x«  a.  .      • 

mid 

z,„  =  a3  .  ^(y)  ,H-  a«  •  ySV  4-  a  •  P(y)  4-  f(y) 

Alle  in  dieser  Curve  gelegenen  Punkte  ddF  gesuchten  Fläche  hab^n  Berahmi^^sAeneo, 
deren  in  der  Coordinatenebene  XZ  Ifegenden  Spuren  mit  der  Axe  X  solche  Witikei 
bilden,  dass  die,  zo  dieten  Winkeln  gehörige,  gontomelrische  Tangente  dargestellt  wird 
durch 

XVI)      (4j j^     =  3a2  .  ^cy)  4-  2a  •  z(y)  4-  F(y) 

Die  im  Endpunkte  der  Abscisse  a  senkrecht  stehende  Ebene  wird  aber  von  den  der 
gesuchten  Fläche  in  jedem  Punkte  nächstanliegenden  Nachbarflächen  nach  ebenen 
Curven  geschnitten,  deren  beide  Gleichungen  folgende  sind: 

X  =  a 
und 

ia»T  H-  ^2»iT  =  a^  •  i^V  H-  a^  •  xfy)  +  a  •  F(y)  4-  fty) 


^Z,„    4-   —  •  <J2la,y 
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Alle  iD  dieaeQ  Carvea  gelegenen  Fnnkte  der  (der  «asacbten  Fläche  ttbenll  ni^tan- 
liegenden)  Nachbarilflchen  haben  Ber&hrangsebenen,  deren  in  der  Coordinatenebene 
XZ  liegenden  Sparen  mit  der  Aie  X  solche  Winkel  bilden,  dass  die,  zu  daeaen  Winkeln 
gehörige,  goniometnsche  Tangente  dargestellt  wird  durch 

XVU)    (^\     4-  ß^\     -  3a» .  {(y)  +  2a  •  x(y)  +  F(y) 

+-#iVä-(^)- 

B)  Wenn  man  ebenso  im  Endpunkte  der  Abscisse  a  eine  auf  die  Axe  X  senk- 
rechte also  mit  TZ  parallele  Ebene  errichtet;  so  wird  sie  Ton  der  gesachten  Fläche  in 
einer  ebenen  Gonre  geschnitten,  deren  beide  Gleichungen  folgende' sind: 


Alle  in  dieser  Gurve  gelegenen  Punkte  der  gesaohten  Fläche  haben  BerOlirungsebenen » 
deren  in  der  Coordinatenebene  XZ  liegenden  Spo«an  inii  der  Axe  X  solche  Winkel 
bilden,  dasB  die,  zu  diesen  Winkeln  gehörige,  goniometrische  Tangente  dargestellt  wird 
durch 

XVUI)   (^\       =  3a^.Ky)  +  2a  •  xCy)  H-  F(y) 


\^V«,y 


Die  im  Endpunkte  der  Abscisse  a  senkrecht  stehende  Ebene  wird  aber  von  den  der 
gesuchten  Fläche  in  Jedem  Punkte  nächstanliegenden  Nachbarflächen  nach  ebenen  Cor- 
ven  geschnitten,  deren  beide  Gleichungen  folgende  sind: 

X'«B  a 
ond 

Zfl^y  +  ^»a,y  =  «^  •  fi(y)  +  a'  •  z^y)  +  «  •  Fcy)  H-  F(y) 


'«»y  ^  1.2    '"'«»y 


Alle  in  diesen  Garven  gelegenen  Punkte  der  (d^r^  gesachten  Fläche  überall  nächstan- 
liegenden) Nachbarflächen  haben  fierührnngsebenen »  deren  in  der  Goordinatenebene 
XZ  liegenden  Spurea  mit  der  Axe  X  solche  Winkel  bilden,  dass  die,  zu  diesen  Winkeln 
gehörige ,  goniometrische  Tangente  dargestellt  wird  durch 

\  ^*  kl     ^^  \  d»  My 

Rrster  l^alk  Es  ist  in  dem  Endpunkte  der  Abscisse  a  eine  auf  df^  Axe  X  senk- 
reehte  Bbene  errichtete  und  von  dieser  Ebene  sollen  alle  hier  in  Betracht  zu  siehenden 
Flädien  in  einer  und  derselben  Cunre  geschnitten  weiden.  Desshalb  mQssen  (man 
sehe  Anfg.  2S8,  erster  Fall)  bei  jedem  Wertfae  dee  y  die  Gleicbungen  ^z.„  »i  0, 
ä^Zuij  ""  0,  etc.  stattfinden.  Ausserdem  soll  die  gesnchte  Fläche  nur  aus  der  Zahl 
derjenigen  io  jedem  Punkte  einender  nächstaoliegenden  berapsgewäblt  werden,  deren 
zu  der  festen  Absciüe^a  und  z«  fügend  einer  grade*  geOijnmienen  abscisse  y  gehörigen 
Ber&hrungsebenen  eine  !A>lche  Lage  haben,  dass  ihre  in  der  Goordinatenebene  XZ  lie- 
genden Sparen  miteinander  parallel  laufen  und  theHweis^  in  einander  hineinfallen.  Bei 
dieser  Bemigung  fallen  also  die  beiden  Gleichungen  XVI  ond  XVII  in  folgende  einzige 
zusammen: 

3ä«  •  ^(y)  +  2a  •  xV)  -*-  F(y)  =  3a«  •  |(y)  -h  2a  •  x(y)  +  F(y)  4-  x .  ( -gj^ ) 
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Da  aber' dieae  Gleiehmig  bei  dem  im  HoUeole  des  Verscbwindeiie  beindHchea  %  geltA 
soll;  flo  ist  sie  nar  magltch,   wenn  bei  Jedem  Werdie  des  y  folgende  GteiebaDgen 

Es  se(  auch  in  dem  Endpunkte  der  Abscisse  a  eine  auf  die  Axe  X  senkrechte 
Ebene  errichtet;  und  von  dieser  Ebene  sollen  alle  hier  in  Betracht  zn  ziehenden  Flä- 
chen in  einer  und  derselben  Carve  geschnitten  i^erden.  Desshalb  müssen  (man  sehe 
wieder  Aufgabe  253,  eister  Fall)i)el  jedem  Werthe  des  y  die  Gleichungen  dz^y«>0, 

^^a^y  *"  O9  etc.  stattfinden.    Ausserdem  soll  die  gesuchte  Fläche  nur  ans  der  Zahl 

derjenigen  in  Jedem  Punkte  einander  nächstanliegenden  herausgewä|iU  werden,  deren 
zu  der  festen  Abscisse  a  und  zu  irgehd  einer  grade  genommenen  Abscisse  y  gehörigca 
Ber&hmngsebenen  eine  solche  Lage  haben «  dass  ihre  in  der  Coordinatenebeoe  XZ 
liegenden  Spuren  miteinander  par^lel  laufen  und  theilweise  ineinander  hineinfallen. 
Bei  dieser  Bedingung  fallen  also  die  beiden  jGleichiingen  XYUl  1^  XIX  In  folgende 
einzige  znsammen: 

3a2  .  {fy)  -h  2a  •  xiV  4-  P(y)  ^  Sa«  .  ^(y)  +  2a  •  xcy)  +  F(y)  +  x  .  ( -^j 


1.2     ^  dx  )a 


Da  aber  diese  Gleichung  bei  dem  im  Momente  des  Yerschwindens  befindliebeB  x  gelten 
soll;   so  ist  sie  nur  möglich,  wenn  bei  jedem  Werthe  des  y  folgende    Gleichnngeo 


(¥)„-»•  ('i?\,=»."^"""^ 


Bei  dei)r  hier  gestellten  Bedingungen  filU  also  die   Gräozengleichung  von  selbst 
hinweg. 

Die  bis  Jetzt  etwas  allgemein  gehaltene  Untersuchung  soll  nun  speciallsirt  werden. 
In  der  Im  Endpunkte  der  Abscisse  a  senkrecht  errichteten  Ebene  liege  eine  Cune 
mit  den  beiden  Gleichungen 

1)    X  =r  a,     ^nnd       2)    z  =  A..y  +  B-y« 
In  der  im  Endpunkte  der  Abscisse  a  senkrecht  errichteten  Ebene  Kege  eine  Gurre 
mit  den  beiden  .Gleichungen 

3)    X  =  «;       ond       4)    z  —  C  +  E  .  y 
Durch  diese  bilden  Gurven  sollen  alle  hier  in  Betracht  zu  «lebenden  Flächen  begränit 
werden;  man  hat  also  folgende  Gleichungen: 

5)  ,  a3  .  |(y)  4-  a«  .  x(yi  4-  a  •  F(y)  4-  fty)  =  A  •  y  +  B  •  y« 
und 

,6)    a3  .  |(y)  4-  a2  •  jc^y)  +  a  •  F(y)  4-  f(y)  =  C  4-  E  •  y    ■ 

Bei  allen  hier  in  Betracht  ^zu  ziehendeirf  Flächen  sollen  die  ur  fe^en  Abetfias(|  a  ood 
SU  irgend  einer  grade  genommenen  Abscisse  y  gehörigen  MerQhrongsebenen  eine  sokhe 
Lage  haben,   dass  ihre  in  der  Qoordinatenebene  SZ  liegenden  Spuren  mit  .der  Aze  S 

einen  Winkel  einschliessen,  dessen  goniomelrische  Tangenle  ==  ^.  Man  hat  also  die 
weitere  Gleifhuof^  .   •  /  4  .  *, 

•     *  7)    3a^ .  '^(Y)  4-  «a  -'x^y)  H-  Ffy)  =  ^ 

Ferner  sollen  auch  noch  bei  allen  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Frächen  die  zur  festen 
Abscisse  a  und  zu  irgend  einer  grade  genommenen  Abscisse  y  gehörigen  Beruhmngs- 
ebenen  eine  solche  Lage  haben,  dass  ihre  in  der  Coordinatenebene  XZ  liegenden  Spo- 

y« 

ron  mit  der  Axe  X  einen  Winkel  einschliessen,  dessen  goniometrische  Tangente  ==  ^,  • 
Van  hat  daher  noch  folgende  Gleichung 
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8)    3a«  .  i(y)  -H  2a  •  »^r  4-  flf)  =  -^ 


Ans  den  vier  Gleiehongen  5,  6,  7,  8  lassen  sieh  nim  die  vier  willkttrliehen  PanelioneD 
l^>»  xfy)»  V(y)j  f(y)  bestimmen. 

Zweiter  Fall.  Es  seien  dorchaos  keine  Gränzbediogongen  vorgeschriiben ,  son- 
dern man  soll  die  gesuchte  Flfiche  aas  allen  möglichen  in  jedem*  Punkte  einander 
nachstanliegenden  heranswfihlen.  Hierbei  zerföUi  die  Gränzengleichang  in  folgende  vier 

--«^•(^L=«--T-»'-(lL-« 

die  Aosdrtkeke  eiosetxl ,  in 


wolclie  Tier  Gl«idiwigea  aber,  venu  nan^flr  ^  uod  -^ 

folgende  fibeTKehen:      * 

9)    o«  -  12  •  y* .  Ifjo  -  0 

10)    a»-12.y*.^=0 

11)    - 

-f +  2-y*-(««-^y)  +  2-xc 

12)    - 

-y+2.y*-(l5«.^)+2.x<; 

Von  diesen  Gleiehongen  widerspricht  die  9**  der  fO^'°»  and  die  II**  der  ISP**^,  also  kann 
dieser  zweite  Fall  nicht  weiter  beröcksichtigt  werden. 

Dritter  Fall.    Es  sei  im  Endpunkte  der  Abscisse  a  eine  senkrechte  Ebene  er- 
richfel,  «nd  io  dieser  Ebene  liege  eine  GurVe  mit  ddh  beiden  Glelehnngen 

13)  X  =:  a,  und  14)  z  :»  A  •  y  +  B  •  y« 
Ausserdem  soll  die  gesuchte  Fläche  nur  aus  difer  Zahl  derjenigen  in  jedem  Punkte 
einander  nüchstanliegenden  heransgewiblt  werden ,  deren  an  der  festen  Abscisse  a  nnd 
zu  irgend  einer  grade  genommenen  Abscisse  y  gehörigen  BerQhrungsebenen  eine  solche 
Lage  halben,  dass  ihre  in  der  Goordmatenebene  JiJt  liegenden  Spuren  miteinander 
parallel  laoCBn,  und 'dass  die  von  diesen  einander  parallelen  Spuren  und  von  der  Axe 

X  gebildeten  Winkel  doith  eine  goniomeHische  Tangente  =  -^  bealimmt  sind.    Es  ist 

m 

also  jetzt  dt.^  =5  0,  Ä.„  =±  0,  etc.,  wid-/^\       -  0,  (^\      -0,  ete.;  und 

die  Gränzengleichang  redocirt  sich  auf 

15)  J^[(a«- 12 .  y* .  |(y))  •  Ä^y  -  (^^V8y*.(«a.|(y)H-2.x(y)))  (^^ 

Diese  Gleiehnng  zerlegt  sich  gradezu  in  folgppde  zwei : 

16)    o?  -  I2«y4.^(y)«.0 
und 

«7)    —  y  -f-  2  'y*  .  (6» .  ^(y)  -4-  2  .  x(yO  =  0 

Ausser  diesen  beiden  Gleichungen  hat  man  noch  folgende  zwei 

18)    a^ .  |(y)  +  a*  •  x(y)  .H-  a  •  F(y)  H-  f(y)  =  A  •  y  +  B  •  y« 
and 

19)    3  •  fl^  •  |7)  4-  2a  .  xqr)  +  Fiy)  —  ^ 

Ans  den  vier  Gleichungen  16,  17,  18,  19  lassen  sich  aber  die  vier  Fnoetienen  ^, 
X(y),  F(y),  lly)  bestimmen. 

Vie{rter  Fall.  Die  gesochte  Flftcbe  soll  nur  aas  der  Zahl  derjenigen  ttberall 
einander  nachstanliegenden  heraosgewähll  werden,  bei  welchen  fOr  jeden  Werth  des  y 
and  f&r  z  =s  a  folgende  Gleichang 
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und« bei  velcheD  aoeh  noch  für  jeden  Werth  des  y  und  bei  x  «-  a  folgende  Gleichoog 


">  '.r'Hn 


stattfindet. 

Molirt  man,  so  folgt  ans  diesen  Gleicbangen 


ond 


Wenn  man  nnn  d%^y  nnd  dz^  y  als  die  dem  Werthe  nadi  abbangigen  Elemenle  be> 
bandelt,  and  eliminirt;  so  geht  die  Gränzengleichong  In  folgende  tUier 

Ci'lji^^^  -  «m)  +  19.y*-(am  -  y2).#[y)  +  4m  •  y*  •  x(y))  •  (^^^ 
-  (y  •  (3y»-am)  +  l2  .  y*  .  (am  — yO  •  *(y)-i-*m  •  y*  •  x(y))  .  /^\   1 .  dy  =  0 

Da  aber  die  beiden  Aosdrackel-x^l     and  |-4-^  1       ^^^  Werthe  nach  ganz  anab- 
hftngig  voneinander  sind;  so  aerfiDlt  diese  Gleichang  in  folgende  swei: 

84)    y .  (»y«  —  am)  +  12  •  y*  •  (eon  —  y«)  •  |fy)  +  ♦!»  •  y*  •  X(y)  —  • 
and 

25)    -j  •  (3y2  —  am)  4-  12  .  y*  •  (am  —  7«)  •  ^)  4-  4m  .  y*  *  x(y)  =  0 

Die  Gleichungen  20  nnd  21  gehen  nan,  wenn  man  Kr  z«,,,  ^y^l'T^)    »  4  dx') 

die  Ausdrücke  ersettt/in  folgende  zwei  Ober 

2(5)    a«  •  (ma  —  Sy^  •  jly)  •+-  a  •  (ma  —  2y2)  •  x(y) 
+  (ms,  —  y«)  •  FfV)  -H  m  •  f(y)  —  0 
und 

27)    «2  •  (ma  —  3  .  y«)  .  ^(y)  +  a  .  (ma  —  2y«)  •  xty) 
-h  (ma  —  y«)  •  Fry)  -+•  m  •  fty)  =a  0 

Aus  den  vier  Gleichungen  24,  25,  26,  27  Tassen  sich  aber  die  vier  Functionen  i^j), 
x(y)»  F(y),  fty)  bestimmen. 

Fünfter  Fall.    Die  gesuchte  Fläche  soll  nur  aus  der  Zahl  derjenigen  Gberall 
einander  näcbstanliegenden  heransgcwählt  werden ,  bei  welchen  noch  die  GleichoDgen 


stattfinden.  Diese  Gleichungen  gelten  wieder  bei  jedem  Werthe  des  y,  aber  nicht  bei 
jedem  Werthe  des  x,  sondern  nur  bei  x  =  a  nnd  bei  x  —  a.  Der  fQnfle  Fall  soll 
aber  nicht  weiter  durchgeführt  werden. 

Andere  GrSnzfiUle  kann  man  sich  nach  Belieben  bilden. 


Digitized  by 


Google 


641 

A  0  r  g  a  b  e    267. 
Mao  socht  ooter  allen*  Flächen  diejeDige,  für  welche  der  Aasdmck 

wo  b  and  ß  keine  FancÜonen  von  x  sind,  ein  Maximom-stand  oder  Minimam-ständ 
wird. 

Ifan  mntire,  and  setze  zar  AbkQrznng  s  anstatt  .'  \  ;  so  bekommt  man 

dz.dy 

ond 

Man  forme  den  in  I  angestellten  Ausdruck  am»  so  bekommt  man 

nß  d^d^z 

Eratens.  Untersnchung  der  ersten  (in  I  anfgeatellten)  Form  des  ^U.  Hieran  er- 
kennt miui;  dass  nar  die  einzige  Gleichnog 

IV)    i^  »  0. 

stattfinden  kann.    Integrirt  man,  so  bekommt  man 

f)    z  —  Sex)  H-  x(y) 
wo  ^(x)  eine  ganz  willkflrliche  Function  von  k,  und  x(y)  eine  ganz  willkQrliche  Fhiction 
yon  y  vorstellt«    Die  Grfinzen^  a,  a,  b«  ß  haben  aber,   welche  sie  auch  immer  sein 
mögen,    auf  die  hier  für  z  gefundene  Fi^ction  durchaus  keinen  Einfluss.    Dabei  redu- 
cirt  sich  Gleichung  II  auf 

woran  man  erkennt,  dass  i^ü  immer  negativ  bleibt,  and 

vn)     ü  -  ^  .  («  -  a)  .  (/?  -  b) 

ein  Maximum-Stand  ist.  Aber  eben  weil  die  gesuchte  Function  z  =s  |(x)  +  x^y)  von 
den  Grenzen  a,  a,  b,  ß  ganz  unabhängig  ist,  so  liefert  sie  auch  noch  zwischen  jeden 
andern  beliebigen  Gränzen,  x  =  a'  und  y  =  b'  bis  x  =  a'  und  y  =  Z?',  wenn  nur 
a'  >  a'  und  ß'  >  b'  ist,  einen  M aximum-stand ;  denn  auch  dabei  ist-^U  immer 
negativ. 

Zweitens.  Untersuchung  der  zweiten  (in  II  aufgestellten)  Form  des  SV.  An 
dieser  Form  erkennt  man,  dass  es  auch  eine  von  den  Gränzen  a,  a,  b,  ß  abhängige 
Fonclion  gibt,  welche  aber  nar  das  zwischen  den  Grftnzen  von  a  bis  a  ond  von  b  bis 

n,  8t 
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ß  erelreokte  Integral  za  einem  Maximnm-slande  macht.  Man  hat  hier  die  Haapt- 
gleichang 

Integrirt  man  sie»  so  bekommt  man 

IX)    z  =  y  •  ^(x)  +  X  .  x(y)  +  ftx)  -t-  Fcy) 
Hier  stellt  jeder  der  beideo  Aasdrficke  £(t)  und  itx)  eine  für  sich  beliebige  Fonctioo 
von  X  dar,    and  ebenso  stellt  jeder  der  beiden  Ausdrücke  x(y)  und  F(y)  eine  lor  sich 
beliebige  Function  von  y  dar.    Als  Grftnzengleichang  hat  man  jetzt 

Erster  Fall.  Es  sind  in  den  Endpunkten  der  Abscissen  a,  a,  b,  /?  seokreehte 
Ebenen  errichtet  In  der  ersten  dieser  Ebenen  liege  eine  Gorve  mit  den  beiden  Glei- 
chungen : 

1)    X  =  a,       and       2)    z  «■  A -y -h  B -y»  * 

In  der  zweiten  dieser  Ebenen  liege  eine  Gurve  mit  den  beiden  Gieichangen 

3)    X  =  a,     -  und       4)    z  =  C  -h  E  •  y 
In  der  dritten  dieser  Ebenen  liege  eine  Gurve  mit  den  beiden  Gieichangen 

5)    y  «  b,       und        6)    z  =  H  •  x» 
In  der  vierten  dieser  Ebenen  liege  eine  Gurve  mit  den  beiden  Gieichangen 

7)    y  =  /?,        und       8)    z  =  G  -  x 
Alle  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Flfichen  sollen  durch  diese  Gnrven  begränzt  werden- 
Desahalb  muss  (man  sehe  den  eilsten  Fall  der  253'^*'  Aufg.)  bei  jedem  Werthe  des  y 
stattGnden 

®    ^z.„  =  0,    ^«a,y  =»  ^»    ^*«r  —  0,    d««^y  =  0,  etc. 
Ganz  auf  die  nemliche  Weise  wird  dargethan,   dass  auch  bei  jedem  Werthe  des  i 
gelten  mass 

C    ^2x.b  =  0,    azj^^  —  0,    a«z„b  =  0,    ^z,^^  =  0,  etc. 

Weil  die  Gleichungen  O  bei  jedem  belfebigen  Werthe  des  y  gelten,  so  gdlen  sie 
auch  bei  den  speciellen  Werthen  y  =  b  und  y  »  /?,  d.  h.  es  ist  auch 

^z«.b  =  0,     ^z^b  =  0,     dz^ß  =  0,    di^ß  —  0 

etc.  etc. 

Weil  ferner  die  Gleichungen  C  hei  jedem  beliebigen  Werthe  des  x  gelten,  so  geltes 
sie  auch  bei  den  speciellen  Werthen  x  =:  a  und  x  =  a;  und  somit  bekommt  man  aber- 
mals das  System  der  Gleichungen  $ 

Die  ganze'  Grfinzengleichung  f3lllt  also  jetzt  von  selbst  hinweg,  ond  die  wiUkfirii- 
chen  Functionen  bestimmen  sich  durch  folgende  Gleichungen: 

9)    y'.  ^ca)  4-  a  .  x(y)  -t-  Ita)  4-  F(y)  =  A  .  y  -h  B  •  y» 

10)  y  •  |(a)  -h  a  .  x(y)  -»-  Ufa)  +  F(y)  —  C  -f-  E  •  y 

11)  b  •  ^(x)  -+-  X  .  x(b)  -h  fix)  -h  F(b)  =  H  •  X« 

12)  ß  .  ^{x)  -h  X  •  x(^  -H  f(x)  +  F(/?)  —  G  •  X 
Ans  diesen  vier  Gleichungen  folgt 
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13)    x(y)  =  — :^  •  [(C  -  da)  H-  f(a))  -h  (E  —  A  -  S(a)  -^  fi(a))  •  y  —  B  •  y«] 

14)    F(y)  =  ^  ^     .  [(a  •  f(a)  —  a  •  f(a)  —  a  •  C)  -h  (Aa  -  B  •  a. 
-  a'.  5(a)  -H  a  •  {(o)  •  y  +  B  •  a  •  y^ 
15)    f(x)  -  ^5-1-^  .  [(-  Pf/?)  4-  P(b))  -f-  (G  -  x(/?)  4-  X(b))  •  x  -  H  •  i«] 

16)     f(x)  —  —L^.[(h  .  F(ß)-ß    Fih))'i-i-Gb'hh  '  x(ß)-ß  '  Xih))  'X-^U  '  ß  '  \^] 

Setzt  man  b  statt  y  ip  GleidiQDg  9  nod  10  ein»  so  bekommt  mao  bezüglich 

17)    b  •  {(a)  H-  a  •  x(b)  +  f(a)  4-  F(b)  =  A  •  b  4-  B  •  b« 
and 

18)    b  .  f  (a)  4-  a  •  x^b)  +  f«a)  4-  F(b)  =  C  +  E  •  b 

Setzt  mao  ß  statt  y  id  Gleichoog  9  ond  10  ein,  so  bekommt  man  bezQglich 

19)    iff  •  ä^a)  4-  a  •  x(/^  4-  f(a)  4-  F(/?)  =  A  •  j?  4-  B  •  (3« 

QDd. 

20)    /?  .  |(cO  4-  a  •  x(/?)  -H  fta)  T*-  FO?)  =  C  4-  E  •  /? 
Setzt  man  a  statt  z  in  Gleichang  11  and  12  ein,  so  bekommt  man  bezöglich 

21)  b  .  {(a)  4-  a  •  x(b)  4-  fia)  4-  F(b)  «=»  H  •  a« 
ond 

22)  /? .  ^a)  +  a  .  x(Ä  4-  tta)  4-  Ffjff)  =  G  •  a 

Setzt  man  a  statt  zin  Gleichang  11  ond  12  ein,  so  bekommt  man  bezüglich 

23)  b  .  |(a)  +  a  .  xfh)  4-  da)  +  F(b)  —  H  •  o« 
ond 

24)  /?  .  f  (a)  4-  a  .  x(ß)  4-  fta)  4-  F(/?)  =  G  •  a 

Die  acht  letzteren  Gleichungen  kOnnen  aber  nur  dann  bestehen,  wenn 

25)    A  •  b  4-  B  .  b«  =  H  .  a» 
wie  aos  17  ond  61  folgt;  ond  wenn 

26)    C  4-  E  •  b  =  H  .  a2 
wie  aos  18  ond  23  folgt;  ond  wenn 

27)    A./?4-B./?«  =  G.a 
wift  ans  19  ond  22  folgt;  ond  wenn 

28)C4-E./3«G.a 

wie  aos  20  ond  24  folgt  SoHten  daher  mamentlich  die  Coefficienten  A,  B,  G«  E,  G, 
H  noch  willkürlich  sein;  so  ist  es  jederzeit  möglich,  sie  in  so'lche  Abhängigkeit  onter- 
einander  zo  bringen,  dass  die  Gleichongen  25,  26,  27,  28  erfüllt  werden. 

Dass  aber  diese  vier  Gleichungen  erfüllt  werden,  ist  ein  Ergebniss,  welches  ganz 
der  Nator  des  hier  yorgelegten  besonderen  Falles  entspricht ;  dean  die  rier  in  den  End- 
ponkten  der  Abscissen  a,  a,  b,  /9  senkrechten  Ebenen  schneiden  sich  in  vier  graden 
Linien,  ond  in  jeder  dieser  vier  Graden  liegt  ein  Punkt,  welcher  zweien  der  vorge- 
schriebenen Gränzcorven  gemeinschaftlich  sein  raass,  weil  man  sonst  dorch  sie  keine 
Fläche  begränzen  könnte.  Man  hat  also  hier  abermals  ein  Beispiel,  wie  die  Erschei- 
nongen  des  Galcols  jedesmal  mit  den  Eigenthümlichkeilen  des  ihm  onterworfenen  Ge- 
genstandes übereinstimmen.    (Man  vergleiche  den  ersten  Fall  in  Aofg.  255.) 

Die  acht  Gleichungen  (17  bis  24)  reduciren  sich  also  auf  vier,  und  können  dazu 
benützt  werden,  um  von  den  acht  Stücken  |(a),  ^(a),  x(b),  x(ß)i  f(a),  f(a),  F(b),  ¥{ß) 
vier  so  zu  bestimmen ,  dass  sie  zu  Fonctionen  der  übrigen  vier  werden ;  und  die  vier 
noch  nicht  bestimmten  Stücke  machen  es  möglich,  dass  man  die  gesuchte  Plä<!he  noch 
vier  weiteren  (ond  zwar  von  den  Gränzen  a,  a,  b,  /?  ganz  unabhängigen)  Bedingungen 
onterwerfen  kann.  Eine  Zusammenstellung  von  vier  derartigen  Bedingungen  ist  z.  B 
folgende : 
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Die  gesuchte  FIAche  soll  dorch  vier  feste  Paukte  (n^  m^  k')^  (n''*  m'',  k'O* 
(d"S  m"',  k''0>  (n"".  m''"»  k"'0  geheo- 

Mao  erkennt  aber  gradezu,  dass  ein  Maximom-stand  stattfindet;  and  es  ist  nichl 
ndthig,  den  fQr  ^U  sich  ergebenden  Aasdrock  herzostellen. 

Zweiter  Fall.  Soll  die  gesachte  Fliehe  aas  allen  möglichen  einander  in  jedem 
Pankte  nächstanliegenden  heraasgewählt  werden,  d.  h.  sollen  keine  Gränzbediogongeo, 
vorgeschrieben  sein;  so  kann  die  Gräozengleichang  nar  erlilllt  werden»  wenn  i^geode 
zwei  identische  Gleichangen  * 

;    29)    ^-gi  =  0.     und      30)    ^  =  0 
and  wenn  aoaserdem  noch  folgende  vier  nichtidentische  Gleichangen 


stattfinden.    Wenn  man  C^eichang  29  integxfrt,  so  bekommt  man 

86)    f(x)  =r  a  .  X  -H  » 
Wenn  man  Gleichung  30  integrirt,  so  bekommt  man 

36)    x(y)  =  e  •  y  -4-  ® 
Die  vier  Gleichangen  31,  32,  33,  34  gehen  also  jetzt  iU)er  in 

a  -h  ®  =  0 
woraas  Sl  =  •—  @  folgt ;  and  Gleichang  IX  geht  über  in 

37)    2  «  y  .  (—  Ofx  +  Ö)  -t  X  •  (ö  •  y  +  ®)  +  ft«  +  F(y) 
d.  h.  es  ist 

38)  z  =  ®  -  z  -h  ö  .  y  H-  f(x)  H-  F(y) 
Zar  Bestimmang  der  wiUkarlichen  Fanctionen  f(x)  and  Vcy)  können  al#o  noch  zwei 
(and  zn^ar  von  den  Gränzen  a,  a,  b,  ß  ganz  anabhäogige)  Nebenbedingangen  gemacht 
werden.  Dasselbe  gilt  fiir  die  Bestimmang  der  beiden  willkürlichen  Gonstanten  ®  und  9. 
Dritter  Fall.  Es  seien  in  den  Endpnnklen  der  Abscissen  a  and  a  senkredte 
Ebenen  enichtet.  In  der  enten  dieser  Ebenen  liege  eine  Cnrve  mit  den  beiden  Glei- 
changen 

39)    X  =  a,       and       40)    z  =  A  •  y  -h  B  •  y« 

In  der  zweiten  dieser«£benen  liege  eine  Garve  mit  den  beiden  Gleichangen 

41)    X  =  a,        and       42)    z  =  G  -f-  Ey 
Die  gesachte  Fläche  soll  durch  diese  beiden  Garven  gelegt  werden,  and  weiter  soll  es 
keine  GrSnzbedingang  geben. 
Hier  ist 

dx„^  =  0,    dz^y  =  0,    d^z«,  =  0,    ^«z^  y  «»  0,  etc. 

Weil  aber  diese  Gleichangen  bei  jedem  Werthe  des  y  stattfinden,   so  mitosen  sie  auch 
bei  den  zwei  speciellen  Werthen  y  «  b  and  y  =  ß  gelten,   d.  h.  es  mass  aoch  sein 

dz.,b  =  0,    d%^ß  =  0,     ^««,b  =  ^'     ^«a,/?  =  ^ 
(52z„b  =  0,     i^z^ß  =  0,     (J^z^b  =  ^'    ^a,ß  =  ^ 
etc.  ete. 
Die  Gränzengleichang  X  redacirt  sich  also  aaf 
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di«^(*»x,i9-**«'b)-<l«-0 


Diese  Gleichnng  wird  erifillt,  veno  identisch  statlfiodet 

■  «)  ^-. 

Inlegrirl  mao »  so  gibt  sich 

44)    $(x)  =?  Sf . «  -f  33 
Gleichung  IX  geht  also  jetst  ober  in  ,, 

45)    z  =  a  .  X  .  y  -f-  «  .  y  +  X  .  x(y)  +  fw  +  F(y). 
ÜDd  weil  idSe  fläche  darch  die  beiden  Gränzcarven  gehen  soll ,  so  ist  aocdi  noch 

46)    « •  a  •  y  +  By  4-  a  •  xty)  H-  f(a)  -f-  Fry)  -•  A  •  y  +  B  •  y2 
und 

47)    IT-  a  .  y  +  »y  4-  a  .  x(y)  -H  fta)  +  F(y)  =  C  +  E  •  y 
Daraus  folgt 


^)    «^y^  •"  riTi  '  K^  -  '^«^  +  ^^«^)  -f-  (E  -  A  -  «X  -h  «a)  .  y  -  B  .  y«] 


and 


49)    Ffy)  =  ~— -  •  [(a  .  Uta)  —  a  .  f(a)  —  aC)  -h  (Aa  -  B  •  a 


-  a  .  ö  -h  a  •  *)  •  y  +  B  •  a  •  y2J 

Setzt  man  b  statt  y  in  46  and  47  ein ,  so  bekommt  ^un  bezQglich 

50)    a  .  ab  H-  SB  .  b  -H  a  •  xcb)  +  fta)  -h  Pd»  —  A  .  b  -H  B  •  b« 
and 

51)    9  •  ab  +  0  •  b  +  a  •  x(b)  +  fia)  +  F(b)  =  G  +  E  •  b 

Setzt  man  ß  statt  y  in  46  nnd  47  ein,  so  bekommt  man 

52)    «a/S  +  «  .  /?  4-  a  •  xfft  H-  fta)  H-  FqS)  =  A  .  /?  -t-  B  .  /32 
und 

53)    «o/?  4-  »  .  /?  4-  o  .  x(/?)  +  ft«)  H-  F(/S)  =  C  +  E  •  /? 

Die  vier  letzten  Gleichangen  dienen  dazu,  Am  von  dea  acht  StQchan  9,  9,  x(b),  x<A, 
fifa),  (ia)y  F(b),  Fq^  vier  so  zpi  bestimmen,  dass  sA  za.  Fanctionen  der  öbrtgen  \ier 
werden;  und  die  vier  noch  nicht  bestimmten  Stücke  machen  es  mdgUch,  dass  man  die 
gesachte  Flfiche  noch  vier  weiteren  (and  zwaf  von  den  Grenzen  a,  a,  b,  /?  ganz  nn- 
abhängigen)  Bedingnngen  unterwerfen  kann.  Vier  dergleichen  Bedingungen  siiid  z.  B. 
am  Schlosse  des  ersten  Falles  aafgeslellt. 

Vierter  Fall.  Man  soll  die  gesachte  Fläche  nar  ans  jc«an  nnendlichvielen 
einander  flberall  nftchstanliegenden  heraaswäblen»  welchen  allen  die  vier  Punkte 
(a,  b,  z.,b)»  (a,  ß,  \ß)^  («s  ^y  ^a,b)>  (**»  ^'  ^a,ß^  gemeinschafllich  sind;  and 
ausser  diesen  vier  Punkten  sollen  die  hier  zn  betrachtenden  Flächen  nichts  weiter 
miteinander  gemeinschaAlich  haben. 

Wenn  z^f,  die  zu  beliebigen  Abscissen  x  nnd  y  gehörige  Ordinate  der  gesncb- 
ten  Fläche  vorstellt,  so  mOssen  zwischen  der  gesachten  und  allen  in  Betracht  zu  zie- 
henden Fläcbeo  folgende  vier  Gleichungen  stattGnden : 

a5..b  =T=  «a,b  4-  3C  .  ^Z„b  +  —  •  ^Z..b  4- 

.2 


Sß  =  \ß  "^  "" '  ^*a,/?  +  772  •  ^^^yß 


X? 


.2 


'a,b=  ^«»b  +  '^-^Vb  +7:^-  ^a,b  •+- 
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Weil  «ber  dtese  Gleichangeo  bei  dem  im  Monwote  des  Vereehwiodeiis  beflodlicbeB  x 
gelten,  so  mOssea  folgende  einceloe  taicMdentische  Gleichaogeo 

ax.,b  ==  0,    dx^^ß  =  0,    ^2^1,  =  0,    di^ß  =  0 

'    .  d««.,b  =  0,    d^z^^ß  =  0,    d^z^^  =  0,  3^i^ß  =  0 

elc  elc 
staUfinden;  and  die  Giünzengteiehang-X^redncirt  sieb  aof 

WeB  aber  die  Ausdrücke  ^^a,j  '"^^  ^^»np   wo  das  y  noch  ganz  willlLirlieh  iai,    und 

weil  ebenso  die  Ausdrücke  di^  ß  und  dZxfb»  va  das  z  noch  ganz  willkürlieh  ist,  nicht 

zu  Natl  werden;  so  wird  letztere  Gleichung  nur  erfttUt,  wenn  folgende  zwei  Identische 
Gleichungen 

stattfinden.    Integrirt  man  sie,  so  bekommt  man  wieder 

^(x)  =  «.»  +  ©,       und    '  x(y)  =  Ö  •  y  +  © 
Gleichung  IX  geht  also  jetzt  Ober  in 

54)    z  =  (a  -h  ö)  .  xy  -*-  »  •  y  H-  ®  •  X  +  f(x>  -+•  F(y) 
Wenn  nun  91 ,  91 ,  $ ,  O  beiQglich  die  vorgeschriebenen  WerfHt  von  Za,b »  >a,  b '  *a,  /? '  ^a,ß 
sind;  so  hat  man  noch  die  vier  Gleichungen 

55)  an  *-  ($(  +  Cl)  •  ab  +  8  •  b  +  ®  •  a  +  fta)  +  F(b) 

56)  91  =  («  +  «)  •  ob  +  ©  •  b  -^  ö  -a  H-Ila)  +  F(b) 

57)  $  =  (a  -f-  ©)  .  a/J  +  S5  •  /?  -h  ®  •  a  H-  Ra)  -f-  F(/J) 

58)  O  =  (a  +  ö)  .  «^  +  a  .  /?  -h  ®  •  a  -+.  rta)  -t-  F(/?) 
Und  so  fort 

Fünfter  Fall.    Man  soll  die  gesuchte  Fliehe  aus  allen  jenen  einander  in  jedem 
taikfe  nftchstanliegeiiden  heraoswahlen,  bei  welchen  folgende  Gleichungen  stattfinden: 

W)    z^y*-z.„  =  A.y  +  B.y» 
und 

Man  ordne  die  Gränzengleichulg  X  auf  folgende  Weise : 


Mutirt  man  nun  Gleichung  59,  so  gibt  sich 

i 
und 


^^a,y  -  ^««T  =  0 


03)    ^z^^y  -  d^z.,,  =  0 

etc.  etc 
Mutirt  man  Gleichung  60,  so  gibt  sich 

etc.  etc. 


und 
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Dfo  Gteichimgei»  tS  and  63  gelten  bei  jedem  Wertbe  des  y «  aindtflo  nach  y  fdeMfiek't 
ebenso  gelten  die  Gteiebongen  64  imd  65  bei  jedem  Wertbe  dee  x,  sind  also  oaeh  x 
identiscb.  Bei  den  speciellen  WerUien  y  =  b  and  y  =  ß  gebt  die  Gleicbang  62 
über  in 

und  bei  den  specielleD  Wertben  x  =  a  und  x.  =  a  geht  ^Gleicbang  64  über  in 
68)    dz^ß  -  ^x.,b  =  0.       69)    di^ß  -  «i^b  =  ^ 

Die  s^chs  Gleichongen  62,  64,  66,  (7,  68,  69  machen,  dass  die  GrSozengleicbong  Ton 
selbst  wegfällt.    Die  Gleichangen  59  odd  60  gehen  bezüglich  ttber  in 

70)    y  .  (Ka)  —  {(a))  4-.  (a  —  a)  •  xfy)  -»-  «ta)  —  fta»  =  A  •  y  +  B  •  y« 
71)    0?  -  b)  .  $(x)  -h  X  .  (xiß)  —  Z(b))  +  F(iff)  —  F(b)  =  C  -H  E  •  x 
Daraus  lassen  sich  x(y)  nnd  Kx)  bestigimen,  während  r(x)  nad  F(y)  ganx  irillkOiilche 
Functionen  bleiben.    Und  so  fort 

Andere  specieUe  Fälle  lassen  sich  nach  Belieben  bilien. 


Aufgabe    968. 
Man  sneht  anter  aüen  Flächen  diejenige,  ffir  welche  der  Ansdrack 

wo  b  and  ß  keine  Fonctionen  von  x  sind,   ein  Ifaximom^tand  oder  Mipimnm-stand 
wird. 

Man  rnntüfe,  und  setxe  xur  Abkörzong  s  anstatt  .'  \^ ;  so  bekommt  man 

I)    aü=J^J^[»i-K--x.y  +  2.m»..).J^].dy.dx 

und 

II)    a^ü  - 

j;^J^  [an  *(-«  +  ......).  ^ -K  ..-.  (gt*)"] .-, .... 

Man  forme  den  in  I  aufgestellten  Ausdruck  um,  so  bekommt  man 

-H  (-  xy  +2.0.*. ^y)^^.  .z«,,  -  (-  xy  +2- m*. -^)^^.  ».^, 

Erstens.    Untersuchung  der  ersten  (in  I  aufeestellten)  Form  des  ^U.    Da  der  zu 

M 

dz  gehörige  Factor  =  I  ist,  also  nicht  xu  Null  werden,  nnd  nicht  die  Form  -^  anneh- 
men kann;  so  erkennt  man,   dass  die  erste  Form  des  dU  nicht  beachtet  xu  werden 
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braacbt.  Es  gibt  4ü  keine  fon  itm  Grftozen  a»  a,  b,  j9  aoaMiAogige  FasctiaD,  M 
welcher  U  ein  Maifmom-stand  oder  Mioimom-staad  werden  kdonto 

Zweitens.  Untersnchang  der  iweiten  (in  lU  aafgesteRtaii)  Form  des  W.  An 
dieser  Form  erkennt  mau,  dass  es  eine  von  den  Ganzen  a,  a,  b,  i?  abhängige  Fmo- 
tion  gibt,  welche  aber  nvr  das  zwischen  den  Gränzen  von  a  bis  a  ond  yon  b  bii  /3  er- 
•tNdcte  Integral  zn  einem  IfiDimnm-slande  macht.    Man  hat  hier  die  Havptgleichang: 

Integrirt  man,  so  bekovmt  man,  wi^  ta  der  vorifen  Aufgabe, 

V)    i  =  y.«(x)^x.x(y)-hf(x)-hF(y) 
Sjer  stellt  jeder  dm  beiden  Aasdrtkcke  i(z)  ond  £(x)  eine  für  sich  beliebige  Fanctioo 
von  X ,  ond  ebenso  stellt  jeder  der   beiden   AosdrOclIe  x(y)   and   F(y)  ein  für  sich 
beliebige  Function  von  y  vor. 

Die  GränzeBgieichaDg  fsM  jetzt  Ober  in* 

VO  j-^[(.-.....^).»„-(.-s....l^.«„].a, 

SpeciellerFall.  Wenn  keine  Grauzbedingnngen  vorgeschrieben  sind,  so  zer^ 
fSIlt  Gleichung  VI  in  zweierlei  Gleichungen. 

Erstens.    In  folgende  zwei  nach  y  identische: 

Vll)    a  -  3m*  .  ^^  =  0,       ond       VIII)    a  -  2m*  -  ^^  =  t 

und  in  folgende  zwei  nach  x  identische : 

IX)    /»-2m*.^>  =  0,       .Dd       X)    b-»m».^>  =  0 

Zweitens.    In  folgende  vier  nichtidentische  Gleichungen: 

XII)     _«.b  +  a.m*.Ä\    +2.in«.(^^\    =0 
Xm)    -a.^  +  2.m*.(^W9.m«.(^\    =0 

XIV)    _a.b  +  2.n.»./^i   +2.m»./^)^  =  0 

Aus  VII  ond  Vin  würde  folgen  a  =  a;  ond  man  erkennt,  dass  diese  Gleichongeo 
einander  widersprechen. 

Aus  IX  und  X  wQrde  folgen  b  =  ß;  und  man  erkennt,  dass  auch  diese  beideo 
Gleichungen  einander  widersprechen. 

Somit  kann  dieser  specielle  Fall ,  wo  keine  Gränzbedingongen  gestellt  sind ,  nicht 
stattfinden. 
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A  o  f  g  a  b  e  909. 
Man  sacht  onter  allen  Fliehen  diejenige,  (Ür  welche  der  Aoadrack 


IT  =  I     I     I  2  .  i«  -h  2  .  (i  4-  y)  •  *  +  2  .  (yq  -+-  xp)  .  2 

•^  (X«  +  y«)-(p  ^  q)  ~  S.mxy  .J^  ^  ™' '  (s^)']  '^^  "^^ 

wo  b  and  ß  keine  Fanctionen  von   x  sind,   ein  Maximam-sland  oder  Minimam-sland 
wird. 

Man  matire,    and  setze  zur  Abkärzong  p,  q,  s  bezüglich  statt  --p,  -^,  ^  ^; 

60  bekommt  man 

I)  ^ü  =  I     P  r(4z  -f-  2x  +  2y  +  2yq  H-  2zp)  .  dz 


and 


11) 


4-  (-  S-mxy  +  2m*. s)-^'^!  •  dy  •  dx 

^m  =  I     r    r(4«  +  2x  4-  ay  +  2yq  +  9«p)  •  a«z 
+  (2«  +  X«  +  y^  .^  +  (2y.  +  X»  +  yO    -^ 
+  (-8.mxy  +  2.m*.8).J^^  +  *.ai» 

Man  forme  den  in  I  aafl^estellten  Aosdrock  om,  so  bekomm!  man 

-  (2x1  +  I«  +  y«  +  Smx  -  2in4 .  ^^^^ '  '*•"]  •  «>? 
^SllV{^  +  X.  +  ,.  4-  8my  -  2m*  •  i^^)^^^  •  a..,p 

-  ^2yx  4-  X«  +  y«  +  8my  —  am* .  jp-^)^^  •  ^«»'i.J  •  «•» 

-.  (-  8mxy -H  2.m*.5^)^^.  ax^^  -  (- 8mxy  4-2.m*.^)^^..x^, 

_  (-  Smxy  +  2m* .  J^)^^  •  a«.,^  +  (-  8mxy  -H  2  •  m*  •  J-^j)^^  •  a... 

Erstens.    Untersachang  der  ersten  (in  I  dargestellten)  Form  des  dU.    Man  er-* 
kennt,  dass  weder  der  za  dz ,  noch  der  za  -^^  noch  der  za  --p-  .  noch  der  za  ^*  ^^ 
II.  82 
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M 

gehörige  Factor  die  Form  -g-  aDnehmen  kaon.    Wenn  es  also  fQr  s  eine  von  den  Grio- 

zen  a,  a,  b,  ß  onabhäDgige  Function  von  x  und  y  gibt,  bei  wekher  U  ein  -  Maximum- 
Stand  oder  Minimum-Stand  werden  kann ;  so  ist  es  nur  eine  solche  Function ,  durch 
welche  folgende  vier  Gleichungen 

IV)    42  -H  2x  4-  2y  H-  2yq  -h  2xp  =  0 

V)    2xz  +  x2  -H  y2  «-  0 

VI)      2yZ   +   x2   4.  y2  =  0 

VII)    -8mxy  +  2.m^.^g-0 

zugleich  identisch  werden.  Allein  man  sieht  gradezff,  dass  die  GfleidMingen  V  ond  VI 
sich  widersprechen.  Es  gibt  also  keine  von  den  Gränzen  a,  a,  b,  /?  unabhängige 
Function,  bei  welcher  U  ein  Maximam-stand  oder  Minimofld^tand  wird. 

Zweitens.  Unlersuchung  der  zweiten  (in  III  aufgestellten)  Form  des  dU.  An 
dieser  Form  erkennt  man,  dass  es  eine  von  den  Gränzen  a,  tff  b,  /?  abbäaglge  Func- 
tion z  von  X  und  y  gibt,  welche  aber  nur  das  zwischen  den  Gränzen  von  a  bis  a  und 
von  b  bis  i5  erstreckte  Integral  zu  einem  Maxininm-standa  oder  Minimum-stande  macht. 
Man  hat  hier  die  Hauptgleichung 

djd«z 
VIII)     -8m4-2.m*.-^,  =  0 

welche  mit  folgender 

^     dx2.dy2  "*  m3 
ganz  gleichbedeutend  ist.    Integrirt  man,  so  bekommt  man 

X)     z  =  ^^^3"^    4-  y  .  {(X)  4-  X  .  x(y)  -h  F(x)  -f-  f(y) 

wo  jeder  der  beiden  Ausdrücke  $(x)  und  F(x)  eine  fQr  sich  beliebige  Fnnction  von  x, 
und  wo  ebenso  jeder  der  beiden  Ausdrücke  x(y)  nnd  fcy)  eine  für  sich  beliebige  Func- 
tion von  y  vorslellt 

Formt  man  den  (in  II)  für  3^  hergestellten  Ausdruck  um,   so  bekommt 
wenn  man  die  Hauptgleichung  beachtet,  i 


^'^-rX'-'-imf""- 


woran  man  schon  erkennt,  dass  ein  Minimum-stand  stattfindet;  nnd  man  braucht  nicht 
die  weitläufigen  Umformungen,  welche  hier  ndthig  sind,  wirklich  aoszuführeo.  Fftr 
die  Gränzengleichung  bekommt  man  zunächst 

r  n^  •  -^  •  y*  "^  <*'■+■  y^  ■+■  ^y  •  s^«^  -*-  2«« .  x(y)  -h  s«  •  f«« 

+  2a.!ty)  -  2m*.^^)  .az^^y  -  (2.^.y«  +  a« -f-y« 
+  2ay  .  {(a)  4-  2a«  •  x(y)  +  2a  •  F(a)  4-  2a  •  fty)  -  2  .  m*  •  ^^)  •  ^«•trl  •  dy 
+  P  [(2  .  ^  .  x2  +  X«  -H  /S2  4-  ^  •  g(x)  4-  üßx  .xiß)  +  2ß>  F(x, 
+  2/?.fc/?,  -  2m*.^)  ..Jz,,^  -  (2.^  .x^ -H  x«  4.  b» 
-f  2  .  b«  .  |(x)  +  2  .  bx  .  x(b)  4-  2b  .  Fcx)  4-  2b  •  f(b)  -  2m*  •  ^'^j  •  Öz^A  •  dx  4 
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Specieller  Fall.  Soll  die  gesachte  Fläche  aus  allen  möglichen  einander  In  jedem 
Punkte  nftchatanliegenden  heraosgtsucht  werden,  d.  h.  sollen  keine  Gränzbedingnngen 
vorgesehrieben  sein ;  so  zerfMK  die  Gränzengleichong  in  zweierlei  Gleichungen : 

Ersteas.    In  folgende  zwei  nach  y  identische: 

1)      2 .  ^  .  y«  +  a2  -h  y«  ^-  2ay  .  |(a)  +  Sa«  •  xif)  -f  2a  •  F(o) 

+  2«  .  f(y)  -  2m*  •  ^  =  0 
^^      *  •  "^  •  y^  it-  a'  -*-  y^  -»-  2ay  •  5(a)  4-  2a2  •  x(y)  +  2a  •  F(a) 
-h  2a  .  lly)  -  2  .  m* .  ^^  =  0 
und  in  folgende  zwei  nach  x  identische: 

•  3)      2  .  ^  .  x«  -I-  X«  -+-  /S2  H-  2  .  /J2  .  |(x)  +  2ßx  .  x(ß)  -+-  2/?  .  F(x) 

-f.  ^  .  f(/?) -2  .  m*  .  ^!^  =  0 


♦)      2  .  -^  •  X«  -*.  x2  +  b«  -h  2ba  .  5(x}  +  2bx  .  x(b)  +  2b  •  F(x) 

+  2b  .  f(b)  -  2  .  m*  .  ^^  =  0 
dx« 


Zweitens.    In  folgende  vier  nichtidentische; 

Man  vervielfache  Gleichnng  I  mit  a,  nnd  Gleichang  2  mit  a,    and  snbtrahire;   so  be- 
kommt man 

9)  2  .  (a  -  a)  .  m*  .  ^^  +  2a  •  a  •  (a  -  a)  •  x(y) 

-  (a  -  a)  .  (i  -  g««  '  (^  +  «)j  .  y9  V  2aa  •  (j(a)  -  ^(a))  •  y 

+  a  •  a  .  (a  —  a)  +  2a  •  a  •  (F(a)  —  F(a))  =  0 

Man  vervielfache  ebenso  Gleichong  3  mit  b,    and  Gleichang  4  mit  i9,    nnd  sabtrahire; 
80  bekommt  man 

10)  2.(i5-b).m*.^  +  2b.i9.W-b).f(x) 

-  (/?  -  b).  (l  -  ^b.ff(bH-/?y^,  +  2b./?.(x(/?)  -  x^b)).x 
-t-  b  .  i5  .  (/?  —  b)  +  2b  .  /?  •  (f(ft  -  flb))  =  0 
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Man  integrire  die  totale  DiffereoUalgleichnag  9,  so  gehen  dadnreh  %mek  wttlkQrliche 
Constanten  A  and  *B  ein.  .  Ana  der  sich  ergei>endeo  Integralgleichung  liaat  sieh  dann 
X(y)  entwickeln,  so  dass  man 

il)    Xfy)  =  8'(y»  A,  B,  {(fit),  ^(a),  F(a),  F(a)) 
bekommt.    Man  integrire  auch  die  totale  Differentialgleicbang  10,   so  gehen  dadorch 
zwei  willkQrliche  Gonstanfen  G  and  E  ein.    Aas  der  sich  ergebenden  Integralgleichaog 
lässt  sich  dann  ^x)  entwickeln,  so  dass  man 

12)    5(1)  =  g'-(x,  G,  E,  x(ß),  «Kb);  fir/9),  f(b)) 
bekommt. 

Die  für  xcy)  erhallene  Function  fthre  man  in  die  beiden  Gleichungen  i  and  2  ein, 
und  aus  diesen  beiden  Gleichung^ -muss  sich  dann  für  r(y>  genau  eine  und  dieselbe 
Function  ergeben. 

Die  lür  £(x)  erhaltene  Function  führe  man  in  die  beiden  Gleichungen  3  und  4  ein; 
und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  muss  sich  dann  flkr  F(z)  genau  eine  and  dieselbe 
Function  ergeben. 

Hierauf  muss  noch  den  vier  Gleichungen  5,  6,  7,  8  ged&gt  wevtfen. 

Und  so  fort,  wie  bei  den  frfiheren  Aufgaben. 


Aufgabe   270. 
Man  sucht  unter  allen  FUchen  diejenige,  bei  welcher  der  Aosdrack 

wo  b  und  ß  keine  Functionen  von  x  sind,   ein  Maximum-staad  oder  Minimam-stand 

wird. 

4*     ddE    d?« 
Man  mutire,   und  setze  zur  Abkürzung  r,  s,  t  bezüglich  statt  ^-^,     '  J  ■  ,  ^  ; 

so  bekommt  man  zunächst 

Man  forme  um,  so  bekommt  man 
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Erstens.  UnlersochoDg  der  ersten  (in  1  aafgestellten)  Form  des  dV.  Hier  kann 
nur  dann  dU  =  0  werden,  wenn  folgende  drei  Partialdifferentialgleichangen  zogleieb 
stattfinden : 

<lx2  d  d  z  ^l^ 

Integrirt  man  Gleichong  III ,  so  bekommt  man 

VI)    f  —  X  .  |(y)  -f-  x(y) 

Daraus  folgt    '  ^    =  -^ ;  ond  wegen  Gleichong  IV  mass  -|^  =  0  sein,  so  dass  sich 
|(yj  s=  A  ergibt  i  wo  A  ein  willkOrlicher  Gonstanter  ist     Gleichung  VI  geht  nun  über  in 

VIO    «  =  A  .  1  +  x(y) 

d-z       d^x(y)  d^z(y) 

Aaa  dieser  Gleicbnng  folgt  ^  =  ~f- ;   and  wegen  Gleichung  V  moss      .  /     =  0 

sein,  so  dass  sich  xiy)  =  B  -  y  +  C  ergibt,  wo  B  und  G  zwei  willkQrliche  Gonstanten 
sind.    Gleichung  VII  (oder  Tielmehr  Gleichung  VI)  geht  nun  Ober  in 

VIII)    z  =  A.x-HB.y  +  C 
Diese  Function  ist  di^r  Von  den  Gränzen  a,  a,  b,  /?  ganz  unabbSngig. 

Zweitens,  üntersuchang  der  zweiten  (in  II  aufgestellten)  Form  des  dV.  An 
dieser  Form  erkennt  man,  dass  es  auch  eine  von  den  Gränzen  a,  a,  b,  /?  abbängige 
Function  gibt,  welche  aber  nur  das  zwischen  den  Gränzen  von  a  bis  a  und  von  b  bis 
ß  erstreckte  Integral  zu  einem  Maximum-Stande  oder  Minimum-stande  macht.  Man  hat 
hier  die  Han|>tgleichnng 

d*z  dldh  dlz 

«^^•^^-^^•d-i^^^-^*^'^ 

Cm  das  aligemeine  Integral  dieser  Gleichung  zu  finden,  ftilde  man  sieh  aus  ihr  (nach 
bekannter  Methode)  folgende  neue  Gleicl^ung 

X)    a .  w»  -  10  .  w«  -h  8  =  0 
Daraus  fo|gt  im  Allgemeinen 


XD 


w  =  |f^-^tJ?Hi! 


ond  sonach  ist  w'  =  2,  w''  =  —  2,  w'''  =  1 ,  w"''  =  —  I ,   wesshalb  das  zu  Glei- 
chung IX  gehörige  allgemeine  Integral  folgendes  ist:         * 

XII)    z  =  «y  -h  2x)  -h  x(y  -  2x)  +  r(y  +  X)  -H  F(y  -  x) 
Man  bezeichne  mit  ^'(y  -h  2x),  ^"(y  -h  2x),  |'''(y  -h  2x),  etc.  diejenigen  Besultate, 
welche  sich  ergeben,  wenn  man  £(y  H-  2z)  bezüglich  einmal,  zweimal,  dreimal,  etc. 
nach  dem  ganzen  Ausdrucke  (y  +2x)  difiierentiirt 

Man  bezeichne  ebenso  mit  xXy  —  2x),  x"(y  —  2x),  x"'(y  —  2x),  etc.  di^enigen 
Resultate,  welche  sich  ergeben,  wenn  man  x(y  —  2x)  bezüglich  einmal,  zweimal, 
dreimal,  etc.  nach  dem  ganzen  Ausdrucke  (y  —  2x)  differenüirl. 

Und  so  fort. 

Dadurch  bekommt  man  als  Gränzengleichung 

XIIO     f    r(4-f"'(y+2a),-4.xny-2a)4-8.r'(y+a)-8.F'''(y-a)).dz«^y 
•+-  (B  •  i"(y  -h  2a)  +  8  .  x"(y  -  2a)  H-  2  .  r'(y  +  a)  +  2  .  F''(y  -  a))  •  (^) 
-  (♦  •  *"'(y  +  2«)  -  ♦  .  x"'(y  -  2a)  -H  8  .  f"'(y  ■+•  a)  -  8  •  F'"{y  -  a))  •  «»,„ 
-  (8  •  r'iy  +  2a)  +  8  •  x"(y  -  2a)  +  8  .  f"(y  +  a) + 2  .  F"(y  -  a))  •  (^)^  J  •  ««y 
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+  p  ["(32  .  i*"(ß  -+-  2x)  -♦-  32  .  x'''(ß  -  2x)  -H  2  .  V'Xß  -+•  x)  -h  2  •  F'''(ß  -  x))  •  \ß 
+  (8  .  i'<(^4-2x)-f-8  .  x''(^~2x)  +  8  •  r(/?  +  x)+  8  •  F'-(/?  -  »))  •  (-^y)   ^ 
-  (32  .  ^'"(b  H-  2x)  -f-  32  .  x"'(b  -^  2x)  -+•  2  .  P''(b  -H  x)  4-  2  •  F'%b  -  x))  •  Ji^i. 

-  (8  .  ^''(b-t-  ax)-f-8  .  x"(b-  2x)  +  8  .  r'(b-4-  x)H-8  .  F/'(b  -  x))  .  (^)     1  -di 

-  10.  (2.  ^"0?  -H  2a)  -2.x"(/?-  2a)  -h  rO»  H- a)  -  F''(/?  -  «))  •  ^2^,3 
+  10  .  (2  .^''(b  +  2a)  -  2  .  x"(b  -  2a)  +  f"(b  -Ha)-  F"(b  -  a))  -  dSa,b 
+  10 .  (2 .  !''(/?  +  2a)  -  2  .  x"(/»  -  2a)  4-  r'O?  -Ha)-  F"(/?  -  a))  •  ^x«^ 

-  10  .  (2  .  |''(b  +  2a)  -  2  .  x"(h  -  2a)  -+-  f"(b  4-  a)  -  F''(b  -  a))  -  ax.,h 

Erster  Fall.  1)  Es  ist  in  dem  EodpuDkte  der  Ahscisse  a  eioe  aof  die  Aie  X 
senkrechte  Ebene  errichtet;  und  in  dieser  Ebene  liege  eine  Gurve  mit  den  beiden 
Gleichungen 

1)    X  =  a,       und       2)    z  =.A  •  y -f-  B  •  y» 

Von  dieser  Gurve  soll  die  gesuchte  Fläche  begränzt  werden;  desshalb  finden  (man  sebe 
Aufgabe  253,  erster  Fall)  bei  jedem  Werthe  des  y  folgende. Gleichungen  statt: 

fc,^,  =  0,    dH„,  =  0,  ele. 
und  man  hat  jetzt 

XIV)    {(y  +  2a)  +  x(y  -  2a)  +  ((y  H-  a)  4-  F(y  -  a)  =  A  •  y  +  B  -  y^ 

Ausserdem  soU  die  gesuchte  Fläche  nur  aus  der  Zahl  derjenigen  einander  in  jedem 
Punkte  nächslanliegenden  herausgewählt  werden,  deren  zu  der  festen  Ahscisse  x  =  a 
und  zu  irgend  einer  grade  .genommenen  Ahscisse  y  gehörigen  Berilbrungsebeneu  eine 
solche  Lage  haben,  dass  ihre  in  der  Goordinatenebene  XZ  liegenden  Sparen  miteinander 
parallel  laufen  und  Iheilweise  ineinander  hineinfallen.    Die  von  allen  diesen  Sparen 

and  der  Axe  X  eingeschlossenen  Winkel  sollen  eine  geniometrische  Tangente  =  — 

haben.  Desshalb  müssen  (man  sehe  Aufgabe  §66 ,  erater  Fall)  bei  jedem  Werthe  des 
y  folgende  Gleichungen  stattfinden :  - 

r^)„ =«.(¥■*)„=»•- 

and  man  hat  jetzt 

XV)    2  .^'(y  +  2a)  -  2  •  x'(y  -  2a)  +  f'(y  -ha)-  F'(y  -  a)  =  ^ 

Diese  Gleichung  ist  aber  gleichbedeutend  mit  folgender 

2  .  ^^(y  +  2a)  _  2  .  dx(y  -  2a)    .    <^Ky  -^  a) 
dy  dy  dy 

_  dF(y  -  a)  ^  j__ 
dy  m 

und  wenn  man  integrirt,  so  bekommt  man 

XVI)    2.f(y  4-  2a)  -  2 .  x(y  -  2a)  +  f(y  -f-  a)  ^  F(y  -  a) 


—  2.m 

11)    Es  ist  auch  im  Endpunkte  der  Abscisse  a  eine  auf  die  Axe  X  senkrechte 
Ebene  errichtet;  und  in  dieser  Ebene  liege  eine  Gurve  mit  den  beiden  Gleichungen 

3)    X  =  a,        und       4)    z  =  G  -f-  E  •  y 
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Von  dieser  Garve  soll  die  gesochle  Fläche  begränzt  werden;  desslialb  finden  auch  jetzt 
bei  jedem  Werthe  des  y  folgende  Gleichungen  statt: 

^z^y  =  0,    a2z^,y  =  0,elc. 
ond  man  hat 

XVII)  |(y  -h  aa)  -+-  x(y  -  2«)  +  *(y  H-  «)  +  F(y  -  a)  =  C  -*-  E  .  y 
Aosserdem  soll  die  gesachte  Fläehe  nor  aas  der  Zahl  derjenigen  in  jedem  Ponkte 
«inander  nächstanliegenden  heraasgewählt  werden,  deren  za  der  festen  Abscisse  x  =  a 
und  ZD  irgend  einer  grade  genommenen  Abscisse  y  gehörigen  BerQhrongsebenen  eine 
solche  Lage  haben ,  dass  ihre  in  der  Goordinatenebene  XZ  liegenden  Sparen  miteinander 
parallel  laufen  ortd  theilweise  ineinander  hineinfallen.    Die  von  «llen  diesen   Sirareo 

y 

und  d^r  Axe  X  eingeschlossenea  Winkel  sollen  eine  goniometrische  Tangente  =  -^ 
habetf;.    Desshalb  mOssen  bei  jedem  Werthe  des  y  folgende  Gleichoagen  stattfinden : 

and  man  hat  jetzt 

XVni)     2.^'(y  -f-  äa)  -  %    xXy  -  2a)  +  ('(y  -¥  a)  ^  F'(y  -  «)  =  J 
Daraas  folgt  durch  Integration 

XrX)-  2.{(y  +  2a)  -  2.x(y  -  2a)  +  ((y  4-  a)  -  ¥(y  -  «) 

III)    £s  ist  aach  im  Endpankte  der  Abscisse  b  eine  «4  die  Äxe  Y  senkrechip 
Ebene  errichtet;  and  io  di^er  Ebene  liege  eine  Corve  mit  den  beiden  Gleichoagen: 

5)    y  =  b ,        and       6)    z  —  H  •  x2 
Von  dieser  Garve  soll  die  gesachte  Flache  begrfiuzt  werden ;  desshfllb  finden  jetzt  bei 
jedem  Wectbe  des  x  folgende  Gleichungen  statt: 

fe^b  «•  0,    a«z„H  =  0,  etc. 
and  man  bat 

XX)    {(b  H-  2x)  -+-  x(b  -  2x)  H-  f<b  H-  x)  +  F(b  -  x)  =  H  •  x« 

Ausserdem  soll   die  gesuchte  Fläche  nur  aus  der  Zahl  derjenigen  in  jedem  Punkte 

einander  nächstanliegenden  herausgewähR  werden ,  deren  za  der  festen  Abscisse  y  =  b 

and  zu  irgend  einer  grade  genommenen  Abscisse  x  gehörigen  Beröhrangsebenen  eine 

solche  Lage  haben,  dass  ihre  in  der  Goordinatenebene  YZ  liegenden  Sparen  miteinander 

parallel  laufen  und  theilneise  ineinander  hineinfallen.    Die  von  allen  diesen   Spüren 

^                                                                                          e  +  X 
und  der  Axe  T  «ingeschlossenen  Winkel  sollen  eine  goniometrische  Tangente  =  

haben.    Desshalb  müssen  bei  jedem  Werthe  des  x  folgende  Gleichungen  stattfinden : 

(d^)      «0,    (Ä      =0,etc. 
\  dy  /,.b  \  dy  ,/x,b         ' 

aad  man  hat  jetzt 

XXO     l'(b  +  2x)  +  x'(b  -  2x)  +  fCb  +  x)  +  F'(b  -  x)  =  ^-^ 

Diese  Gleichung  ist  aber  gleichbedeutend  mit  folgender: 

1  dg(b  +  2x)        1    dx(b  -  2x)       df(b  4-  x) 

2  •  dx  2  '  dx  "*■         dx 

_  dF(b  -  x)  ^  e  +  ' 
dx         ***       g 

und  wenn  man  Integrirt,  so  bekommt  man 
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XXU)    1 .  {(b  +  2i)  -  ^  .  x(b  -  &)  +  ((b  +  i)  -    F(b  -  x) 

IV)  Es  ist  aach  fm  Endpunkte  der  Abscisse  ß  eine  auf  die  Axe  Y  senkrechte 
Ebene  errichtet ;  and  in  dieser  Ebene  liege  eine  Gncve  mit  den  beiden  Gleichangen 

7)    y  =  /S,        and       8)    z  =  G  H-  K  •  x«  * 

Von  dieser  Gvrve  soll  die  gesuchte  Fläche  begräntt  werden ;   desshalb  finden  jetzt  bei 
jedem  Werthe  des  x  folgende  Gleichangen  statt: 

9iß  X  =  ^»    ^^Ax  ~  ^»  ^^^' 
nnd  man  hat  ' 

XXUl)  i(ß  -t-  2x)  H-  zG5  --  2x)  -H  ((/?  -h  i)  -f.  r(i3  -  x)  =  G  +  K  •  ^ 
Ausserdem  soll  die  gesachte  Fläche  nar  aas  der  Zahl  derjenigen  in  jedem  Punkte 
einander  näcbslanliegenden  heraosgewählt  werden,  deren  zo* dei»  festen  Abscisse  y  =/? 
und  za  irgend  einer  grade  genommenen  Abscisse  x  gehörigen  BerQtangsebenen  eine 
solche  Lage  haben,  dass  ihre  in  der  Goordinatenebene  YZ  liegenden  Spoien  miteinander 
parallel  laufen  und  theilweise  ineinander  hineinfallen.   Die  Yon  allen  diesen  Spuren  nnd 

der  Axe  Y  eingeschlossenen  Winkel  sollen  eine  goniometrische  Tangente  «• ^ 

c 

haben.    Desshalb  q^fissen  l>ei  jedem  Werthe  des  x  folgepde  Gleichungep  atottfinden : 

\  dy  f^ß  \   dy  /x,/J 

Dlid  man  hat  jetzt 

XXIV)     l'OJ  +  2i)  +  x'«»  -  &)  +  1-0»  +  1)  +  FHP  -  I)  =  ^'^^^ 

D«raaB  folgt  durcb.lntegratio)) 

XXV)   l.|0»  +  2i) -l.xO»-ax)  +  fOJ-h.^)-FO»-.) 

c 
Non  gelten^bei  jedem  Werthe  des  y  folgende  Gleichungen 

az,,,  =r  0,    dz^y  =  a,    Ä^„  —  0,    9h^y  =:  0,  etc. 
sie  gelten  also  auch  bei  y  =  b  und  bei  y  =  /7,  d.  h.  es  Ist  anch    ^ 

t  az„H  =  0,     dz^^ß  =  0,    dz^b  =  0,     d^ß  -  0 

[  elc.  etc. 
Zugleich  gelten  aber  auch  bei  jedem  Werthe  des  x  folgende  Gleichungen 

,   az,,H  =  0,    dz^^ß  «  0,    ^z„H  =  0,    ^j,^ß  =  0,  etc. 
sie  gelten  aber  auch  bei  x  =  a  und  bei  x  a  a,   d.  h.  es  finden  abermals  die  Glei- 
chungen (s>  statt. 

Die  Gränzengleichung  (31U  also  jetzt  von  selbst  weg;  und  die  acht  Gleichungen 
.XIV,  XVI,  XVII.  XIX,  XX,  XXII,  XXUI,  XXV  müssen  bei  Bestimmung  der  vier 
in  z  eingegangenen  willkürlichen  Functionen  mitbenutzt  werden.  (Man  erinnere  sich, 
dass  man  zur  Bestimmung  einer  willkürlichen  Function  mit  zwei  absolut  unabhängigeD 
Veränderlichen  jedesmal  zwei  Gleichungen  nöthig  hat.) 

Zweiter  Fall.  Es  sollen  durchaus  keine  Gränzbedingungen  vorgeschrieben  sein. 
Hier  fällt  die  Gränzengleichung  nur  hinweg,  wenn  folgende  vier  nach  y  identische 
Gleichungen 
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9)    ♦  •  5'"(y  +  2a)  -  ♦  .  x'"(y  -  2a)  -h  8  .  V"(y  H-  a)  -  8  •  F'''(y  -  a)  =  0 

10)  8  .  r'(y  4-  2o)  +  8  .  x"(y  -  2a)  +  2  •  r(y  +  a)  +  2  .  F''(y  -  a)  -  0 

11)  4  .  r\y  4-  2a)  -  4  .  x"Xy  -  2a)  +  8  •  r^y  +  a)  -  8  •  F'''(y  -  a)  =  0 

12)  8 .  i"(y  +  2a)  -h  8  .  x'Xy  -  2a)  +  2  .  r(y  H-  a)  4-  2  .  F''(y  -  a)  =  0 
aodweoo  folgende  vier  nach  z  idcDlische  Gleicbungeo 

13)  32  .  $"Xß  4-  2i)  4-  32  .  x'"(ß  —  2x)  H-  2  •  V''(ß  4-  x)  4-  2  .  V'''iß  —  x)  «  0 
!♦)    8 .  r'iß  4-  2x)  4-  8  .  x'Xß  -  2x)  4-  8  .  (''(ß  4-  x)  4-  8  •  F'Xß  -  x)  =  0 

15)  32  .  ^'"(b  4-  2x)  4-  32  •  x'"(P  —  2x)  4-  2  •  P"(h  H-  i)  H-  2  •  F'"(b  --  x)  «  0 

16)  8  .  |"(b  4-  2x)  H-  8  .  x''(b  -  2x)  4-  8  •  V'(b  4-  x)  4-  8  •  F''(b  -  x)  «  0 
and  wcQD  folgende  vier  nicbtidenüsche  Gleichnngen 

17)  2  .  i'^iß  +  2a)  -  2  .  x"(ß  -  2a)  +  r(ß  4-  a)  -  F"(/?  -  a)  =  0 

18)  2  .  ^''(b  4-  2a)  -  2  .  x''(b  —  2a)  4-  f"(b  4-  a)  -  F"(b  —  a)  =  0 

19)  2  .  S'Xß  4-  2a)  -  2  .  x'Xß  —  2a)  4-  f''(ß  4-  a)  -  ¥''(ß  -  a)  =  0 

20)  2  .  §'Xh  4-  2a)  —  2 .  x"(b  —  2a)  4-  f"(b  -ha)  —  F"(b  —  a)  =  0 
staUfinden.  Die  Gleichungen  9,  10,  11 ,  12  sind  bezuglich  gleichbedeutend  mit  folgenden 

22)  s.^^^^s.'J^^^^ 

23)  ♦.m^)_».*Jx^_^)^.s.fr^^ 

Wenn  man  bei  Jeder  dieser  Gleichaogen  den  gemeinschaftlicheD  Factor  oaterdrOcId,  nad 
dann  alle  Integrationen  aosfübrt;  so  bekommt  man  bezüglich 

25)  |(y  +  2«)  -  x(y  -  2a)  H-  2 .  f(y  +  a)  -  2  .  F(y  -  a)  =  A  +  B  .  y  +  C  .  y» 

26)  4  •  Ky  +  2a)  +  ♦ .  x(y  -  2a)  H-  f(y  +  a)  +  F(y  -  a)  -  F  +  E  •  y 

27)  f(y  +  Sa)  —  x(y  —  2a)  +  2  •  f(y  +  a)  —  2  •  F(y  —  a)  =  G  +  H  •  y  +  K  •  y» 

28)  ♦  .  |(y  4-  2a)  4-  4 .  x(y  -  2a)  +  f(y  H-  a)  +  F(y  -  a)  —  M  +  N  •  y 

wo  A,  B,  C,  E,  F,  G,  H,  K,  M,  N  die  durch  die  Integration  eingegangenen  willkBr- 
lichen  Conslanten  sind. 

Die  Gleichaogen  13,  14,  15,  16  sind  bezQglich  gleichbedeutend  mit  folgenden 


») 
30) 
31) 


d^K/?  +  9i)             ä^xiß  ~  2i)    .    „    d3f09  4-  X)             d?V(ß-  I)  _ 
W * di5 +  ^ 513  -* di5  -  " 

d'l(/?  +  2»)             d»x(ff-2i)             d»f(/?  +  i)  d»F(ff  -  I)  _  0 
dl« +2 diS +^ dP -*■*•         dx«  -" 

d3g(b  +  2»)        ,    d?xQi  -2x)    ,    a    d3f(b  +  i)        „    d3F(b  -  X)  _  > 
dx3  dxJ  dx3  ••  •         dx3         ~ 


2.d»|(b  +  2x)^g,dMb-2x)^3,dJj(b4^x)^3.dJFaj=^)^P 
dx^  dx^  dx^  dx^ 

Lässt  man 'bei  diesen  vier  Gleichungen  den  gemeinschafllichen  Factor  2  weg,  und  int»- 
grirt  dann;  so  bekommt  man  bez&glich 

33)  2  .  |(/?  4-  2x)  -  2  .  x(/?  -  2x)  4-  f(/?  +  x)  -  F(/?  -  x)  =  SU-  »  •  X  +  (5  .  x« 

34)  f  0?  4-  2x)  +  x(/?  -  2x)  +  4  .  f(/S  +  X)  4-  4  .  F(/?  -  x)  =  8  4-  ®  •  X 

35)  2  .  5(b  4-  2x)  —  2  .  x(b  —  2x)  +  l(b  4-  x)  —  F(b  ~  x)  =  ®  -h  *  •  X  +  Jt .  x2 

36)  f(b  +  2x)  4-  x(b  -  2x)  +  4 .  f(b  +  x)  +  4  .  F(b  -  x)  =  a»  +  91  .  X 

wo  9,  SB,  (5,  <S,  S»  ®,  <&i  *ft»  9^,  91  die  durch  die  Inlegratiob  eingegangenen  willkör- 
liehen  Constanten  sind.  Man  hat  im  Ganzen  zwanzig  willkürliche  Gonstanten  durch  die 
Integrationen  bekommen.  Die  acht  Gleicbungeo  (25-28  und  33-36)  müssen  bei  Bestim- 
mung der  vier  willk&rlichen  Functionen  §(y  4-  2x) ,  x(y  —  2x),  f(y  4-  x),  F(y  —  x)  be- 
nutzt werden.  Hierauf  setze  man  b  und  ß  statt  y  in  25  ein,  so  l>ekommt  man  bezüglich 
II.  83 
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37)  |(b  +  2a)  -  x(b  -  2a)  ■+-  2  .  f(b  +  a)  -  2  .  F(b  -  a)  =  A  +  B  .  b  +  C  .  b2 
und  ^ 

38)  {(/?  4-  2a)  -  xO?  -  2a)  -f-  2  .  H/?  +  a)  —  2  .  F(/S  -  a)  =  A  -t-  B  .  /?  -h  C  .  .^ 
Man  setze  b  and  ß  statt  y  in  26  ein,  so  bekommt  man  bezüglich 

39)  4  .  ^(b  -h  2a)  -h  4  .  x(b  -  2a)  H-  f(b  H-  a)  +  F(b  -  a)  «  F  +  E  .  b 
and 

40)  4  .  50?  +  2a)  -h  4  .  x{ß  —  2a)  4-  f(/?  -f-  a)  4-  F(/?  —  a)  =  F  H-  E  •  /? 
Man  setze  b  and  ß  statt  y  in  27  ein,  so  bekommt  man  bezüglich 

4t)    5(b  +  2a)  —  x(b  -  2a)  4-  2  .  f(b  H-  a)  -  2  .  F(b  -  a)  =  ®  -h  H  •  b  4-  K  .  b» 
and 

42)  5(/?  4-  2a)  -  x(/?  -2a)  H-  2.f(/J  +  a)-2.F(/J-a)  =  ®-hH-/9  +  K.^ 

Man  setze  b  and  ß  statt  y  in  28  ein ,  so  bekommt  man  bezüglich 

43)  4 .  |(b  +  2a)  +  4  .  x(b  ~  2a)  +  f(b  4-  a)  +  F(b  -  a)  =  M  4-  N  •  b 
und 

44)  4  .  £(/?  4-  2a)  4-  4 .  xtf  -  2a)  4-  fC»  4-  a)  4-  F((J  —  a)  =  Mh-  N  .  /? 

Nan  setze  man  a  and  a  statt  x  in  33  ein,  so  bekommt  man  bezüglich 

45)  2  .  SO?  H-  2a)  -  2  .  xO?  -  2a)  4-  f(^  4-  a)  —  Ftf  —  a)  =  a  4-  ©  •  a  4-  6  •  a2 
and 

46)  2  .  10?  +  2a)  —  2  .  x(/?  -  2a)  H-  f(/?  -h  a)  -  F(/9  —  a)  =  a  -4-  »  •  a  -h  d  .  o2 

Man  setze  a  and  a  statt  x  in  34  ein ,  so  bekommt  man  bezüglich 

47)  S0?  +  2a)  -hx(/?-2a)  4-4.f(/?  +  a)-h4.F(i3  -  a)  =  g  +  (E.a 
und 

48)  S(/J  +  2a)  4-  x(/?  -  2a)  4-  4 .  fQJ  H-  a)  +  4  .  FC^  -  a)  =  g  4-  d  •  a 
Man  setze  a^and  a  statt  x  in  35  ein,  so  bekommt  man  bezüglich 

49)  2  •  f (b  4-  2a)  -  2  .  X(b  -  2a)  +  f(b  +  a)  -  F(b  -  a)  =  ®  4-  «  .  a  4-  Ä  •  a2 
and 

50)  2  .  |(b  H-  2a)  -  2  .  x(b  -  2a)  4-  f(b  4-  a)  -  F(b  -  a)  =5  @  4-  'g  •  a  4-  Ä  .  o» 

Man  setze  a  und  a  statt  z  in  36  ein,  so  bekommt  man  bezüglich  ^ 

51)  5(b  -H  2a)  4-  x(b  -  2a)  4-  4  •  f(b  H-  a)  4-  4  .  F(b  -  a)  =  a»  4-  » .  a 
and 

52)  |(b  4-  2a)  H-  x(b  -  2a)  4-  4  •  ((b  4-  a)  -4-  4  .  F(b  -  a)  —  SR  -H  91  •  a 

Man  setze  in  den  sechszehn  letzteren  Gleichungen  (37  bis  52)  die  für  £(y  H-  2k),  x(y  -  ^)f 
f(y  +  x),  F(y  -  x)  bereits  ermittelten  speciellen  Functionen  ein;  und  wenn  man  mit 
diesen  speciellen  Functionen  die  gehörigen  Differentiationen  ausgeführt  hat,  so  setze 
man  die  sich  ergebenden  Dififerentialquotienten  in  die  vier  (Eichungen  17»  18,  19,  90 
ein.  Man  hat  dann  zwanzig  Gleichungen,  welche  bei  Bestimmung  der  zwanzig  willkür- 
lichen Gonstauten  mitbenutzt  werden  müssen.  *  Diese  Gonstanten  stehen  aber  in 
gewissen  Zusammenhange  untereinander,  welcher  genau  ausgemittelt  werden 
(Man  vergleiche  in  dieser  Hinsicht  den  zweiten  Fall  der  255*'*''  Aufgabe,  wo  sich  erge- 
ben hat,  dass  die  daselbst  eingegangenen  Gonstanten  A,  fi,  G,  E  einander  gleich  sein 
müssen). 

Andere  speciellen  Fälle  hinsichtlich  der  Zerlegung  der  Gränzengleichang,  besonders 
wobei  anter  ihren  Mutationscoefficienten  irgend  welche  Abhängigkeiten  stattfinden, 
man  sich  nach  Belieben  bilden. 


Aufgabe    271. 

Es  sei  V  ein  reeller,  mit  den  Elementen  ,,  y,  z,  ^,  -^,  -i-,  .^i^,  ^,  JL. 

d^d,z       d^d^z     djz 

,  g  .   ,  j — ^,  T^.  gebildeter  Ausdruck;   und  man  sucht  für  z  eine  solche  Fonctioo 
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der  beiden  oichCmatableD  ood  uotereinauder  uDabhAngigeD  VeränderlicheD  x  and  y,  dass 
folgendes  IlMegral 

wo  b  and  ß  keine  Funclionen  von  x  sind,    ein  Maximam-stand  oder  Minimum-slapd 
wird. 

In  wieferne  hier  von  einem  Maximam-slande  oder  Minimum-Stande  dip  Rede  ist,  ist 
schon  (im  Anfange  der  249**'°  Aufgabe)  erläaterL  Man  matire,  nnd  versehe  die  zu  wählen- 
den Abliürzungszefchen  mit  Merkmalen ,  die  es  mögh*ch  machen ,  dass  die  Bedeutung  nnd 
der  Ursprung  eines  jeden  dieser  Abkürzungszeichen  \iurch  die  ganze  Untersuchung  hin- 
durch erkennbar  bleibt  Dieser  Zweck  wird  erreicht,  wenn  man  (nach  dem  Vorgange 
der  265***'*  Aufg.)  die  zu  den  beiden  Differcntialquolienten  der  ersten  Ordnung 

dx^z        ,  d,^z 

-^  und  -~ 

dx  dy 

gehörigen  Facloren  bezuglich  mit 

(Ix)  und  (ly) 

wenn  man  die  zu  den  drei  Differentialquolienten  der  zweiten  Ordnung 

4^«    d^d.^z         ^Y^ 
15"'  dx.dy  """*    dy2 
gehörigen  Factoren  bezQglich  mit 

(IIx»),  (llxy)  und  (Ily«) 
und  wenn  man  die  zu  den  vier  Differentialquotienten  der  dritten  Ordnung 

d^^z    d^d,az     d,d*az'  dj^z 

'S?*'  dPly  '  dilp  ""^  "dp" 
gehdrigen  Factoren  bezQglich  mit 

OIlxO»  (m»*y)i  G"xyO  and  (llly3) 
bezeichet    Dadurch  bekommt  man  für  die  erste  Form  des  ^U  folgenden  Ausdruck : 

Führt  man  hier  die  gewöhnliche  Umformung  aus,  so  bekommt  man 

111)     au-J^J^J^— ar-  dy     +  ^i^  ^     dx .  dy     ^     dy2 

il(inx^       d^d,(m«»y)       d.d2(llliyO       d;(Illy3)-| 

--d^ dPTdy aiTdP '■^r= J  •  <»«  •  «^  "J« 
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sucht  Ar  z  nttd  w  solebe  reelle  Fanctföneo  4er  l>efileirii|pMttEDlBU0n 
and  y,  dass  dabei  folgendes  Integral 

yfo  b  und  ß  keine  Ponetioiien  von  x  ifnd,  .'ein  Haumam-stand  oder  UinimonKetand 
wird. 

In  wiefeme  hier  ¥00  einem  Maximnm-slande  oder  Hinimom-sUnde  die  Rede  ist, 
iat  schon  (im  Anfange  der  249*'"*'  Anfg.)  erläatert.    Man  setze  zur  AbkQrzong  p,  q, 

1^,  <|  bezüglich  statt  ^»  -g^»   -^>  -r^i  and  mutire;  so  bekommt  i%an 

JaJb  ^^^  ^  dp      dx 

dq       dy  4^        dx    ^    dq       dy  /    "^    ^* 

■^n  berQcksiehlige^  daift»  die  dareh  ^,  M,  ^,  ^    repräsentirteA  Ansdi^cke 

te  z  ond  y  sowohl  nnmlUelbar  idff  anch  mHtelbar  in  e,  w,  ^,  ^,  ^,  ^  ent- 

'  dx      dy  '    dl  '    dy 

kalten;  ond  man  beathte/dasa  die  dnrch  «k,  dw,  ^,  ^,  ^,  ^,  etc.  vor- 

'       '    dx  '    dy  '     dx  '     dy  ' 

gestellten  AnsdrQcke  nar  als  anmHtelbare  Functionen  Ton  x  und  y  in  baImndelQ  sind. 

Nach  allem  diesem  bekommt  man,  wenn  man  wie  in  der  251'^'''  Aufgabe  Yerfahrt,  als 

zweite  Form  * 

"■>  «=rjr[.(^-^o-iO)" 

Dieser  Ausdruck  ist  nun  soweit  gebracht,  dass  kein  MutationscoefDcient  mehr  nach 
einem  Elemente  differentiirt  ist,  nach  welchem  auch  zugleich  noch  integrirt  werden 
soll.    Es  lässt  sich  also  keine  fernere  Transformation  mehr  anbringen. 

Erstens.  Untersuchung  der  ersten  (in  II  aufgestellten)  Form  des  ^U.  Hier  be- 
kommt man  im  Allgemeinen  Systeme  von  je  sechs  Gleichungen,  d.  h.  die  f&r  z  und  w 
gesuchten  Functionen  müssen  zusammen  sechs  Gleichungen  zugleich  erfüllen  *,  and  dess- 
halb  wird  die  Aufgabe  in  der  Regel  eine  überbestimmte  sein.  Uebrigens  sind,  wenn 
sich  für  z  und  w  wirklich  entsprechende  Functionen  finden  lassen,  diese  von  den  Gran- 
zen  a,  a,  b,  ß  ganz  unabhängig.  (Wie  man  Functionen  findet,  welche  mehreren 
Partialdiflerenlialgleichungen  zugleich  genügen,  darüber  mögen  die  Aufgaben  133  bis 
153  verglichen  werden.) 

Zweitens.  Schaut  man  aber  auf  die  zweite  (in  III  aufgestellte)  Form  des  JU 
zurück,  so  erkennt  man,  dass  es  für  z  und  w  auch  solche  Functionen  gibt,  weiche  von 
den  Granzen  a,  a,  b,  /?  abhängig  sind,  und  welche  nur  zweien  identischen  Gleichon- 
gen  genügen  müssen,  dagegen  auch  nur  das  zwischen  den  Gränzen  von  a  bis  a  mid 
von  b  bis  ß  erstreckte  Integral  U  zu  einem  Maximum-stande  oder  Minimnm-stande  ma- 
chen  können ,  während  das  zwischen  andern  Gränzen  erstreckte  U  weder  ein  Maximom- 
stand  noch  Bfinimnm-stand  ist.  Die  Aufgabe,  wo  für  z  und  w  solche  Fanctionen  ge- 
sacht werden,  welche  von  den  Gränzen  a,  a,  b,  /?  abhängig  sind,  ist  aber  diejenige, 
welche  in  der  Anwendung  am  häofigsten  vorkommt,  and  jedesmal  möglich  ist 
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A)    Man  zerlege  Gleiehang  III  zanfchst  io  folgende  drei: 


"^      dx         -^ 


d, 


.t    Mt)    '-i^) 


dw  dx  dy 


rM). 


m\ 


Die  Glekbangen  IV  and  V  sind  die  Hduptgleichungeo,  ood  gellec  bei  jedem  Werthe 
des  X  und  des  y.  Die  GleichaDg  VI  ist  die  Gräozeogleichaog;  sie  hat  schon  die  Werihe 
a,  a,  b,  ß  in  sich  aafgeDommeo,  uod  mass  nach  ihnea  modificirt  werden.  Die  beiden 
HaopIgleicboQgen  werden  in  der  Regel  von  der  zweiten  Ordüang  sein;  sind  flie  aber 
nicht  b^de  von  der  xweiten  Ordnung,  so  wird  die  Gränzengleichong  sehr  oft  nicht-  er- 
folU  werden  können. 

Um  zu  nntersochen,  ob  d^ü  positiv  oder  negativ  sei,  sache  man  die  Bedingungen 
auf,  unter  denen  der  Ausdruck 

dp«     \  dx  j    "^       dp.dq'    dx    *  dy  'dp. dp'   dx    '    dx 

dpdqV    d,az    d,^w       ^    /d,dz\g  dqd»V    d,^    d^dw 

"*■       dp.dcr*   dx    '   dy  dq^'\dj)    "^       dq.dp  "dy    *    dx 

dgd<jV    dj^z     d^        d^    /i?5V-*-2    djpdqV'Mw    i^    ,    ^    /Mw\g 
'  dq.dq  '  dy    '    dy     "^  dp«  '  \  dx  /  "*"       dp.dq  '    dx    '    dy    "*"  dq«  *  \  dy  / 

beständig  positiv  oder  negativ  bleibt,  während  man  dem  y  alle  stetig  nebeneinander 
liegenden  Werthe  von  b  bis  /?,  und  bei  jedem  einzelnen  dieser  Werthe  des  y  auch 
dem  X  alle  stetig  nebeneinander  liegenden  Werthe  von  a  bis  a  beilegt  Diese  Be- 
dingungen lassen  sich  aber  nach  Anleitung  des  S*  ^^  leicht  aufsuchen.  Alles  Weitere 
nach  Analogie  der  951''**'  Aufgabe. 

Was  die  Zerlegung  der  Gränzengleichung  betriffl ,  so  verfahre  man  nach  Analogie 
der  Aufgaben  251 ,  265,  etc. 

B)  Hat  man  nun  diese  (mit  der  zweiten  Form  des  dl]  hier  unternommene)  Untersu- 
chung ausgeführt,  so  schaue  man  abermals  auf  Gleichung  III  zur&ck,  ob  man  nicht 
den  zn  dz  und  dw  gehörigen  Factoren 

dz         dx      *\dp/        dy       '\  dq  ^ 
mid 


d^V        1  /d»V\  _  ± 

"ShT  ""  dl  '    • 


{^~r,A^ 


entweder  einem  oder  allen  beiden  zugleich  die  Form  -rr  beilegen  kann. 
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£[( 


d.(if»y)    d,(Hy^)    d»,(ni»^y)    d,d,(iiixy3)    4(niy^\ 

W^ dT^ d^  ^       3P      ^     dx  •  dy     ^      dy»     Ji,ß    '^ß 


«,b 


-C..u«.,(^)^^ -(.«.«.. -ff),. 

Dieser  Aasdrack  ist  nao  soweit  gebracht,  dass  kein  MatatioDscoefficient  mehr  nach 
einem  Elemente  differentiirt  ist,  nach  welchem  auch  zugleich  noch  integrirt  werden  solL 
Es  lässt  sich  also  keine  weitere  Transformation  mehr  aubringen 

Erstens.  Man  nehme  zuerst  die  erste  (in  Gleichung  II  aufgestellte)  Form  des  ^D 
vor.  Bier  bekommt  man  im  Allgemeinen  Systeme  von  je  zehn  Gleichungen,  d.  h. 
eine  qnd  dieselbe  für  z  gesuchte  Function  muss  zehn  Gleichungen  zugleich  genögeo. 
Desshalb  wird  die  Aufgabe  in  der  Regel  eine  Qberbestimmte  sein.  Uebrigens  ist,  wenn 
sich  (Qr  z  wirklich  eine  entsprechende  Function  finden  lässt,  diese  von  den  Grinzen 
a,  a,  b,  ß  ganz  unabhängig.  (Wie  man  Funcliooen  findet,  welche  mehreren  Partlal- 
differenlialgleichungeo  zugleich  genügen ,  darüber  mögen  die  Aufgaben  133  — 153  ver- 
glichen werden). 

Zweitens.  Schaut  man  auf  die  zweite  (in  Il(  aufgestellte)  Form  des  ^U,  so  er- 
kennt mau,  dass  es  eine  von  den  Gränzen  a,  a,  b,  ^9  abhängige  Function  gibt,  welche 
nur  eine  einzige  Gleichung  identisch  machen  muss,  dagegen  aber  auch  nur  das  zwischen 
den  Gränzen  von  a  bis  a  und  von  b  bis  ß  erstreckte  Integral  U  zu  einem  Mazimom-stande 
oder  Minimum-Stande  machen  kann,  während  dabei  das  zwischen  andern  Gränzen  erstrekle 
U  weder  ein  Maximum-stand  noch  Minimum-stand  ist.  Die  Aufgabe,  wo  eine  von  6en 
Gränzen  a,  a,  b,  ß  abhängige  Function  z  gesucht  wird,  ist  aber  diejenige,  welche  in 
der  Anwendung  am  häufigsten  vorkommt >  und  fast  immer  möglich  sein  wird. 

A)  Will  man  Gleichung  III  zu  Null  werden  lassen ,  so  bekommt  man  zunächst  die 
Hauptgleichung 

d.V        d.fIO        d,ay)     ,    d|(»xO     ^    d.d,aixy)    ,     d^OgyP 
^     dz  dx  dy 

_  40"'^)        d^d,(lllxgy) 
""       dz3       "      dx2 .  dy 
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Mese  iBfelchiiDg  gilt  bef  Jedem  Werthe  des  i  and  bei  jedem  Werthe  des  j,  und  sie  wird 
in  der  Regel  eine  ParUaldiflferentialgleichaog  der.  sechsten  OrdnaDg  sein*  Ui  sie  aber 
wirlclicb  von  der  sechsten  Ordfong»  so  nimmt  ihr  allgemeines  Intcgrai  scehs  willkürliche 
FoDctionen  in  sich  aaf,  während  anter  j^ea  singulären  iutci^nilen,  weiche  keine 
wiUkörlicbe  Fonction  eatbalteoy  J^eines  ^t  m^lur  als  mit  sieiiCfiuDd^wau^ig  neuen  wilL-f' 
kürlichen  Gonstanten  versehen  sein  l&ann,  welche  nicht  schon  in  der  vorgelegten  Uaupl^ 
gleichnng  selbst  enthalten  waren. 

Die  Gränzeagleichang  hat  schon  die  Werthe  a,  a,  b^  ß  in  sich  aafgenommen,  and^^ 
mass  nach  ihnen  modiflcirt  werden;  anch  wird  sie  sehr  ofl  ixichl  erlBUt  werden  kQnueo, 
wenn  die  Haapigleichang  nicht  von  der  sechsten  Ordoong  IbL 

Um  zn  antersachen »  ob  d^U  positiv  oder  negativ  sei,  s^Ug  man  vorerst  zur  Äb- 
kQrzang 

P,  q,  r,  8»  t,  p,  q,  r,  i 
bezöglich  statt 

d^     d^     d|z    dAz  '  ^    ^    ^^'   ff^i    ^ 
dx  '    dy  '  dx2  '  dx.d;r  *  dy«  '  dx^  '  dx^.dy  '  dx.dy«'  dy3 

and  snche  dann  die  Bedingungen  auf,  anter  denen  der  AasdiUcli 


di)?/\dxV  dp.dii*  dx3  '  dx2.dy  "^       #,dr*  dx?   'di.dy^ 


dpdiV    c4f^    d|az        d^V    /dfd,^z\8  d,drV    d^     cM^Jz 

•l^.ds'  dx^  '  dy3   "^  dq2     \dx^.dy/  d.i , di '  dx^.dy  'dx.dyS 


t»IV 


2 


+  2 


dcdtV  d^   d^fe      d^v   /d.d^^aiY  W^ 

dq.d«*dx*4j  *  dy^   ■*"  dr»  'Uidy^/  "^ 

dx:dy2  '  1^  ''"  da«  *  Vdy^) 


drdiV 
dr.dd 


beständig  negativ  oder  positiv  bleibt,  während  man  dem  y  alle  stetig  nebeneinander 
liegenden  Werthe  von  b  bis  /?,  and  bei  jedem  einzelnen  dieser  Werthe  des  y  auch  dem 
X  alle  stetig  nebeneinander  liegenden  Werthe  von  a  bis  a  beilegt  ftiese  Bedingungen 
lassen  sich  aber  (nach  §.  13)  leicht  aufsuchen. 

Alles  Weitere  nach  Analogie  der  251*"''  Aufgabe. 

Nun  ist  man  auf  dem  Punkte,  die  Gränzengleichung  zu  erfQllen.  Zu  diesem  Behnfe 
brauchen  aber  in  Folge  alles  Voihergehenden  keine  weiteren  Einzelheiten  mehr  anfge- 
stellt  zu  werden. 

B)  Hat  man  diese  (mit  der  zweiten  Form  des  SU  hier  unternommene)  Unter- 
suchung ausgeföhrt,  so  schaue  man  abermals  auf  Gleichung  III  zurück,  ob  man  nicht 
dem  zu  dz  gehörigen  Factor 

d^  ^  d,(iö  _  ^rOy)  .  ^x("»^)  _^  d.d,oixy)     d?("y") 

dz  dx  "3y        *■      dx^       "^     dx .  dy      "*"      dy« 

d^(IIIx3)        d^d,(nix2y)        d^d^qilxy»)        d^qily^) 

dx3  dx2 .  dy      ~~      dx  •  dy*      "~       dy^ 

die  Form  -^r-  beilegen  kann,  etc.  etc.  (Dergleichen  Fälle  mögen  dann  nach  Analogie 
der  Aufgaben  163,  161,  165  behandelt  werden). 


Aufgabe  2^2. 

i 

Es  sei  V  ein  reeller  mit  den  Elementen  x,y,a»w,  -j-,-p,  ~— ,  ~-  gebilde- 
ter Aasdrack ,  wo  die  Elemente  z  and  w  ganz  anabhängig  onlereinander  sind ,  and  man 
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BDcht  Itlr  t.  uttf)  w  solehe  reelle  FoncdoneD  4er  bel^n* 
uad  y,  dass  dabei  folgendes  Integral 

1)    V  ^  ("^  {   V  .  dy  .  dk 

«  *  JaJb 

"Vo  b  und  ^ 'kehle  Ponctionen  von  t  sfod,  »*etQ  Haximum-stand  oder  Minianun-etaad 

wird. 

lu  wiefei fio  hier  von  einem  Maximam-slande  oder  Hinimum-sCande  die  Rede  ist, 

ht  äcUon  (im  Anfange  der  249"'*'  Aufg.)  erlänterl.    Man  setze  zur  AbkQrzoDg  p,  q, 

dzdzdWdw  ^ 

t^  jt  beiOgiieh  statt  -j^»  -gr»   -^»  -^i  ond  mutire;  so  bekommt  i%an 

■lUi  berücksiehttge,  da»»  dfe  durch  ^,  ^,  -^,  -^    repräsentirteA  AosdrQcke 

te  z  nnd  y  sowohl  onmKtelbar  als-  auch  mitl^ar  in  i,  w,  •:r-9   -r-f  ^— t  -f-  ^oi- 

dx      dy  '    dl  '    dy 

lialten;  and  man  beatbte,  daas  die  d«rch  te,  dw,  -4-^,  -4—1  -^—  >  -^—  »  ete.  vor- 
'  '       '    dx  '    dy  '     dx   '     dy   ' 

gestalten  Aosdrücke  nar  als  anraHtelbare  Functionen  Ton  x  und  y  zu  baimndeln  sind. 

Nach  allem  diesem  bekommt  raaa»  wenn  man  wie  in  der  SSl*^'"*  Aufgabe  yerCahrt,  als 

zweite  Form  * 


r.m. 


.j...+^^>  .»...-(ö  M„-m  .*.„, 


i.d, 


Dieser  Ausdruck  ist  nun  soweit  gebracht,  dass  kein  MutationscoefDcient  mehr  nach 
einem  Elemente  differentiirt  ist,  nach  welchem  auch  zugleich  noch  integrirt  werden 
soll.    Es  lässt  sich  also  keine  fernere  Transformation  mehr  anbringen. 

Erstens.  Untersuchung  der  ersten  (in  II  aufgestellten)  Form  des  dU.  Hier  be- 
kommt man  im  Allgemeinen  Systeme  von  je  sechs  Gleichungen,  d.  h.  die  f&r  z  und  w 
gesuchten  Functionen  müssen  zusammen  sechs  Gleichungen  zugleich  erfüllen  *,  und  dess- 
halb  wird  die  Aufgabe  in  der  Regel  eine  überbestimmte  sein.  Uebrigens  sind»  wenn 
sich  für  z  und  w  wirklich  entsprechende  Functionen  finden  lassen,  diese  von  den  Grän- 
zen  a,  a,  b,  ß  ganz  unabhängig.  (Wie  man  Functionen  findet,  welche  mehreren 
Partialdifierentialgleichungen  zugleich  genügen,  darüber  mögen  die  Aufgaben  133  bis 
153  verglichen  werden.) 

Zweitens.  Schaut  man  aber  auf  die  zweite  (in  III  aufgestellte)  Form  des  dU 
zurück,  so  erkennt  man,  dass  es  für  z  und  w  auch  solche  Functionen  gibt,  welche  von 
den  Grenzen  a,  a,  b,  ß  abhängig  sind,  und  welche  nur  zweien  identischen  Gleichun- 
gen genügen  müssen,  dagegen  auch  nur  das  zwischen  den  Gränzen  von  a  bis  a  und 
von  b  bis  ß  erstreckte  Integral  U  zu  einem  Maximum-stande  oder  Minimum-stande  ma- 
chen können,  wfthrend  das  zwischen  andern  Gränzen  erstreckte  U  weder  ein  Maximum- 
Stand  noch  Minimum-Stand  ist.  Die  Aufgabe,  wo  für  z  und  w  solche  Functionen  ge- 
sucht werden,  welche  von  den  Gränzen  a,  a,  b,  /?  abhängig  sind,  ist  aber  diejenige, 
welche  in  der  Anwendung  am  häufigsten  vorkommt,  und  jedesmal  möglich  ist 
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A)    Man  zerlege  Gleiehang  III  znnächat  fo  folgende  drei: 


»^>      dx 


^      dw  dl  dy 

*  ra^f ).;•'■>■' -(^u- *- 

Die  Gleicboogen  IV  aod  V  siod  die  Häupfgleichuogeo,  und  gelleii  bei  jedem  Werthe 
des  X  und  des  y.  Die  Gielcbang  VI  ist  die  GräDzengleichang;  sie  bat  scbon  die  Werthe 
a,  a,  b,  /?  in  sich  aofgenommeo,  and  mass  nach  ihnen  modificirt  werden.  Die  beiden 
Hanplgleicboiigen  werden  in  der  Regel  von  der  zweiten  Ordnung  sein; 'sind  ife  aber 
nkbt  beide  von  der  zweiten  Ordnung,  so  wird  die  Gränzengleicbung  sehr  oft  nicht'  er- 
füllt werden  können. 

Um  ZQ  nntersochen,  ob  d^U  positiv  oder  negativ  sei,  suche  man  die  Bedingungen 
auf,  unter  denen  der  Ausdruck 


^  .  /i^V  -H  a  .  ^AV  .  ^  .  Mi  +  2  .  ^^r>y  .  Mi  .  d^Jw 


dp^     \  ^^  f  dp.dq      dx       dy  dp. dp      dx        dx 

d^V 


-h2 


dpdqV    d,^z     d^        V     /d^\2  dqd»V    d,^    dj^ 

"^       dp.dcr'  dx    '   dy  dq^'^dy^    "*"       dq.dp"dy   *    dx 

dqdqV     d^Z      d^aw     .     ^     /i?![V^O     MqV     dx^W     Mw     ,    ;?qX     {^t^V 

dq.dq  '  dy    *    dy     "^  dp«    \  dx  j  "*"       dp.dq  '   dx    '    dy    "*"  dq«  '  \  dy  / 

beständig  positiv  oder  negativ  bleibt,  während  man  dem  y  alle  stetig  nebeneinander 
liegenden  Werthe  von  b  bis  /?,  und  bei  jedem  einzelnen  dieser  Werthe  des  y  auch 
dem  X  alle  stetig  nebeneinander  liegenden  Werthe  von  a  bis  a  beilegt  Diese  Be- 
dingungen lassen  sich  aber  nach  Anleitung  des  $.  13  leicht  aufsuchen.  Alles  Weitere 
nach  Analogie  der  351'^'*'  Aufgabe. 

Was  die  Zerlegung  der  Gränzeugleichung  betrifn ,  so  verfahre  man  nach  Analogie 
der  Aufgaben  251,  265»  etc. 

B)  Hat  man  nun  diese  (mit  der  zweiten  Form  des  du  hier  unternommene)  Untersu- 
chung ausgeführt,  so  schaue  man  abermals  auf  Gleichung  III  zurück,  ob  man  nicht 
den  ZQ  dz  und  dw  gehörigen  Factoren 


und 

dw 


entweder  einem  oder  allen  beiden  zugleich  die  Form  -^  beilegen  kann. 
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A  a  r  g  a  b  e   273. 

Es  sei  V  ein  reeller  mit«deo  Eybmenten  ^>y'^)'>^<  ;«— 9  -r--  gebildeter  Aos- 

<lrack,  und  man  sacht  z  als  solche  Fanction  der  drei  oichÜBtifablen  VerSttderiichen 
X,  y,  V,  dass  folgendes  Integral 


I)    ü===  Pj     Pv.dv.djr.dx 


wo  c  nnd  y  keine  Fonctionen  von  x  und  y>  and  wo  b  md  /?Jkeine  Functionen  von  x 
sind,  ein  Maximam-stand  oder  Minimum-staad  wird. 

In  wieferne  hier  von  einem  Maximam^tande  oder  Minimum-Stande  die  Rede  ist, 
ist  schon  (im  Anfange  der  249*^**  Aufgabe)  aofeinandergesetzl.    Man  setze  zur  Abkar- 

jcung  p,  q,  r  bezüglich  statt  -^ ,  •—-,  -^ ,  und  rautire;  so  bekoaimt  man  vorerst 
wwx  >TT       f^r^ry/d.V    .     ^  dpV    d,<5z    .    d„V    d,^z  ^  d^V    d^az\     ^      ^      ^ 

"^'''■^JaJbJc(^'''^"t---^  +  ir-ir^ir-ir)-^-^y-^ 

Man  hfirQcksichtige,  dass  die  durch  -^^    -^^    -^  repräsentirten  Aasdröcke  das  x, 

•das  y  und  das  v  sowohl  unmittelbar  als  auch  mittelbar  in  z,  -f^,    -3^,    -r^eiiliialten; 

'   dx        dy       dv  ' 

«nd«n  beachte,  dass  die  durch  dz,  ^,    ¥^.    ^,   ^z,   ^,    i^.^, 

*    dx   '      dy  dv   '         '      dx   *      dy   »    dv 

etc.   vorgestellten  Ausdrucke  nur  als  unmittelbare  Functiouefi  von  x,  y,  v  za  betracfafen 

sind.    Dieses  berücksichtigend,  forme  man  um,  und  man  bekommt 

III)   au  = 

Dieser  Ausdruck  ist  nun  soweit  gebracht,  dass  kein  Mutationscoefficient  mehr  nach  einem 
Elemente  diiTerentlirt  ist,  nach  welchem  auch  zugleich  integrirt  werden  soll.  Es  lasst 
sich  also  keine  fernere  Transformation  mehr  anbringen. 

Erstens.  Man  nehme  zuerst  die  erste  (in  Gleichung  II  aufgestellte)  Form  des  dU 
vor.  Hier  bekommt  man  im  Allgemeinen  Systeme  von  je  vier  Gleichungen,  d.  h. 
eine  und  dieselbe  fOr  z  gesuchte  Function  muss  vier  Gleichungen  zugleich  genfigen; 
desshalb  wird  die  Aufgabe  in  der  Regel  eine  überbestimmte  sein.  Uebrigens  bt,  wenn 
sich  für  z  wirklich  eine  entsprechende  Function  finden  lässt,  diese  von  den  Grausen 
a,  a,  b,  /?,  c,  y  ganz  unabhängig. 

Zweitens.  Schaut  man  aber  auf  die  zweite  (in  Gleichung  II  aufgestellte)  Form 
des  dU;  so  erkennt  man,  dass  es  für  z  auch  eine  von  den  Gränzen  a,  a,  b,  /?,  c»  y 
abhängige  Function  gibt,  welche  nur  eine  einzige  Gleichung  identisch  machen  muss,  da- 
gegen aber  auch  nur  das  zwischen  den  Gränzen  von  a  bis  a,  von  b  bis  /?,  von  c  bis  / 
erstreckte  U  zu  einem  Maximum-stande  oder  Minimum-stande  machen  kann,  während 
das  zwischen  andern  Gränzen  erstreckte  U  weder  ein  Maximnm-stand  noch  Minimom- 
stand  ist  Die  Aufgabe,  wo  eine  von  den  Gränzen  a,  a,  b,  ßy  c,  y  abhänginge  Föne- 
tion  z  gesucht  wird,  ist  aber  diejenige,  welche  in  der  Anwendung  am  häufigsten  vor- 
kommt und  auch  jedesmal  möglich  ist. 
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A)    Man  serlege  die  Gleiebaog  III  zonichst  io  folgende  zwei: 

^     dz  dx  dy  dv 

und 

^i:r[(^k,.."-..-(^a„/'— ]-'-' 

Die  erste  dieser  GleichqngeD  wird  Haaptgleichnng  und  die  zweite  wird  Gräozeogleichong 
genannt.  Die  Hanptgleichung  gilt  bei  jedem  Werthe  des  x,  bei  jedem  Werthe  des  y, 
and  bei  jedem  Werthe  des  ▼ ;  and  sie  wird  in  der  Regel  eine  PartialdiiTerentialgleichaog 
der  iweitea  Ordnnng  mit  drei  absolat  unabhängigen  Veränderlichen  sein. 

Die  GrSnzengleichnng  hat  schon  die  Werthe  a,  a,  b,  /9,  c,  y  in  sich  aufgenommen, 
and  moss  Dach  ihnen  modificirt  werden;  auch  wird  sie  sehr  oft  nicht  erfüllt  werdeo 
können,  wenn  die  Hauptgleichung  nicht  von  der  zweiten  Ordnung  ist. 

In  Beziehung  auf  das  Prüfungsmittel,  ob  nemlich  ein  Maximum-stand  oder  Minimum- 
sland oder  keiner  von  beiden  stattfinde,  sei  nur  Folgendes  bemerkt: 

Wenn  der  Gang  des  in  der  251""''  and  den  folgenden  Aufgaben  angewendeten  Ver- 
fahrens gehörig  aufgefasst  ist;  so  kann  es  gradezu  auf  den  hiesigen  Fall  ausgedehnt 
werden,  und  man  gelangt  dabei  zu  dem  Ergebnisse,  dass  ^^U  positiv  oder  negativ 
bleibt,  wenn  der  Ausdruck 

vn    !^    l^^"^  -u  9    VqV    ^   i^  4. 9    <^i>d»V      i^  ■  Mi 
•^      dp^     \  dz  /    "^       dp .  dq  ■  dx    '  dy     "^       dp  •  dr  *    dz    *    dv 

dq«       \  dy  /    ^        dq .  dr       dy         dv    ^  dr»       \  dv  / 

beständig  negativ  oder  positiv  bleibt,  während  man  dem  v  alle  stetig  nebeneinander 
liegenden  Werthe  von  c  bis  }^ ,  und  bei  jedem  einzelnen  dieser  Werthe  des  v  auch  dem 
y  alle  stetig  nebeneinander  liegenden  Werthe  von  b  bis  |9,  und  bei  jedem  einzelnen 
dieser  Werthe  des  v  und  des  y  auch  dem  x  alle  stetig  nebeneinander  liegenden  Werthe 
von  a  bis  a  beilegt.  Die  Bedingungen,  unter  welchen  dieser  Ausdruck  beständig  einerlei 
Zeichen  behält,  lassen  sich  nach  §.  12  jedesmal  leicht  aufsuchen. 

Wenn  aber  der  Ausdruck  VI  nicht  bei  allen  von  a  bis  a,  von  b  bis  i?,  von  c  bis 
y  liegenden  Werthen  des  x,  des  y,  des  v  beständig  negativ  oder  beständig  positiv  bleibt; 
80  ist  dieses  (man  sehe  %.  10  und  namentlich  die  entsprechende  Untersuchnog  in  der 
251'**''  Aufgabe)  noch  keine  Anzeige,  dass  weder  ein  JÜaximum-stand  noch  Minimum- 
$tand  bestehe,  sondern  dieses  müsste  noch  besonders  nachgewiesen  werden.  Alles  Wei- 
tere nach  Analogie  der  251'**"  und  265'*'"  Aufigabe. 

Nun  ist  man  auf  dem  Punkte ,  die  Gränzengleichung  zu  erfüllen. 

Erster  Fall«    Die  Specialitäten  seien  von  der  Art,  dass  die  Gleichungen 

^2«,„v  =  0,   <JZa,y,v  =  ^'   *^«- T»r  =  0,  ^««j^y  ==  ®'  ®*^- 
^*x'b»T  —  0,  ^«xAv  =  ^»   ^2x»b,r  =  0,  ^Zjj^^  y  =  0,  etc. 

^Z«„c    =  0,     jfZ,  y  y  =  0,    ^«Z,,„e  =  0,     ^Zx,y,y  =  0,  Otc. 

stattfinden.    Hierbei  fällt  die  Gränzengleichung  V  von  selbst  hinweg. 

Zweiter  Fall.  Es  seien  gar  keine  Gränzbedingungen  vorgeschrieben.  Hier  wird 
der  Gränzengleichung  nur  genOgt,  wenn  folgende  sechs  Gleiehnngen  stattfinden  a 

11.  8i 
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^     \  dp  /a,y,v  "^      '      -^     V  dp  /a,y.v  ~" 

^    V  dq  /x,/?,v  ^    \  dq  /x,b,v 

5)    (iX)  -0.     6)    (¥^)         -0 

^    \  dr  /x,y,y  -^    \  dr  /x.y,c 

In  deo  GleichoDgeo  1  und  2  ist  x  eonstant;  dieselben  werden  aber  in  der  Regel  Diffe- 
reotialgleicbungen,  and  zwar  Partialdifferentialgleichangen  nach  y  and  y  sein.  Diesen 
Umstand  muss  man  berücksichtigen,  wenn  man  dieselben  integrirt. 

In  den  Gleichungen  3  and  4  ist  y  constant;  dieselben  werden  aber  in  der  Regel 
Partialdifferenlialgleichangen  nach  x  and  v  sein. 

In  den  Gleichnngen  5  and  6  ist  v  conslaiH;  dieselben  werden  aber  in  der  Regd 
Partialdifferentialgleichangen  nach  x  und  y  sein. 

Erst  wenn  man  das  fdr  z  hergestellte  allgemeine  Integral  in  den  Gleichoogen  1 ,  2, 
3,  4,  5,  6  substituirt,  and  hierauf  diese  Gleichungen  integrirt  hat,  können  dieselben  bei 
Bestimmung  der  in  z  eingegangenen  willkürlichen  Functionen  mitbenutzt  werden. 

Andere  specielle  Fälle  hinsichtlich  der  Zerlegung  der  Gränzengleichong,  besonders 
wobei  unter  ihren  MutationscoetBcienten  irgend  eine  Abhängigkeit  stattfindet,  kann  man 
sich  nach  Belieben  bilden. 

B)  Hat  man  nun  diese  (mit  der  zweiten  Form  des  dl]  hier  nntemonunene)  Unter- 
suchung ausgeführt,  so  schaue  man  abermals  auf  Gleichang  III  zarüek,  oib  man  nicht 
dem  zu  di  gehörigen  Factor 

die  Form  -^  beilegen  kann  etc.  etc.  (Dergleichen  Fälle  mögen  dann  nach  Analogie 
der  AaliD[aben  163,  164,  165  behandelt  werden.) 


Aufgabe    274. 
Es  sei  V  ein  reeller,  mit  den  Elementen  x,  y,  z,  w,  -j^,    -j^,    -^,    i^  ge- 
bildeter Ausdruck,  und  man  sucht  für  z  and  w  solche  Fanctionen  der  beiden  niditmn- 
tablen  Veränderliehen  x  and  y,  dass  folgendes  Integral 

I)    U  —  r*  f  V  -  dy  .  dx 

wo  b  und  ß  keine  Functionen  von  x  sind,  ein  Maximom-stand  oder  Minimum-Stand  wird, 
während  eben  diese  für  z  und  w  gesuchten  Functionen  solche  zusammengehörige  seio 
müssen,  dass  noch  einer  Urgleichong 

II)    F(x,y,  z,  w)=0 
identisch  genügt  wird. 

In   wieferne   hier  von  einem  Maximum-stande  oder  Hinimum-stande  die  Rede  ist, 
ist  bereits  (im  Anfange  der  249****'  Aufgabe)  erläutert. 

Verfahrt  man  hier  nach   Analogie  der  59^"  Untersuchung  (S  213  —  251),  so  ge- 
langt man  zu  drei  verschiedenen  Auflösungen. 

Krste  AmflSsvBf  • 

Man  sondere  das  mittelbar  mutable  Element  ab.    Dieses  sei  w ,  und  ans  II  folge 

III)    w-f(x,  y,  z) 

Nun  ellminire  man  w,  -j~  und  -^  aus  1,  so  ist  die  hiesige  Aulgabe  aof  die  25f" 
gebracht. 
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BweUe  AmMniBg. 
Man  rnatire  xuerst,  aod  eliminire  bieraof  die  roiUelbareo  MaCatioDSCoefficieDlen  auf 
directem  Wege.    Aos  II  folgt 

,v)  -^.aw  +  ^^.a.-o 

^      dw  dz  dw*  dw.dz  ^   dz« 

etc.    etc. 

Man  soodere  dw  ond  ^w  aus  IV  and  V  ab,  so  bekommt  man  Aasdrucke  von  folgender 
Form: 

VI)  <Jw  =  Q  .  ^z 

VII)  d^w  «  Q  .  d«z  -4-  R  .  az« 
etc.    etc. 

Hieraus  folgt  dorch  DiflfereDtiatioo 

VIIO^  =  l.d,(Q.^z) 

«)   ^-dT^^^«-''> 

^>     ^  -  i-dx(Q-^«)  +  j;-d,(R  .dz«) 

^^     ^-^•<»T(0-^2)  +  l.d,(R.dzn 

Hier  mOssen  Q  ond  R  als  Fanctionen  von  x,  y  and  z  gedacht  werden,  während  dz  und 
d«z  nur  Fanctionen  von  x  und  y  sind.  FQbrt  man  jetzt  die  in  den  letzten  vier  Gleichun- 
gen angedeoteten  Differentiationen  aas,  so  gibt  sich  bezflglich 

xiT)  ^  =  4ä.a%  + Q.ü^  +  iS .  w +  J.R.«.  .üä* 

^     dx  dx  dx  dx  dx 

XV)  äf![  =  i0.a,,  +  Q.l!^«^iR.a..-H2.R.a..i^ 

-^       dy  dy  ^      dy  dy  dy 

Man  setze  zar  AbkArzung  p,  q\  p,  q  bezflglich  statt  -pt  -j-)  -j-*  -p-,  and  matire 
1;  so  bekommt  man  zunächst 

xvi)  aü=rf{¥^.a.-Hi^.»w  +  il.^4.iI.-f« 

Ja  Jb  ^  ^*  ^^  ^P        ^»  ^fl         ^y 

.    dpV      d.dw    ,    dflV      d.dw\     .       . 

+  IT  •-dr  +  -ar-ir)  "'''•''' 

A)  Dieses  ist  die  erste  Form  des  61];  und  wenn  man  sie  nntersochea  will,  so  hat 

man  dw,   •— —  ond  4—  za  eliminiren.    Dann  bekommt  man  Systeme  von  drei  Glei- 

changen.  Solche  drei  zosammengehörige  Gleichungen  müssen  aber  jedesmal  mit  Glei- 
chung II  verbunden  werden,  so  dass  die  beiden  fOr  z  und  w  gesuchten  Functionen  im 
Allgemeinen  vier  Gleichungen  zu  genflgen  haben,  wenn  die  erste  Form  des  dU  zu  einem 
Resultate  führen  soll. 

B)  Will  man  die  zweite  Form  des  dU  untersuchen,   so  kann  man  auf  zweierlei 
Weise  verfahren: 
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f)    Mao  eümioire  znersi  die  uomiUelbareD  Stücke  dw,   -^-^  uod     ^    .   aod 

forme  hierauf  am. 

ST)    Mao  forme  zuerst  am,  and  elimlnire  dann  das  mittelbare  Stock  dw. 

d  P      äJP 

Jedesmal  wird,  weil  Q  = ^  :  ~~  ist,  man  bekommeo 

d£       dw 


dw 


^  f^C/Zd^      d^F        d,V      d.F\       d,F\       • 

Jb  ( V  dp    "di'  ~  "dir  •  "dr;  •  "ä^ja.y    «»y 

r«U/dgV      d^F       dqV      d,F\      d^F\ 
"*"  Ja  ivl"^  •  757  ~  IT  •  -dT)  •  -d^j^^  '^'-^ß 

//dqV      d^F       dqV      d,F\      d,,F\         .       l       ' 

Das  weitere  Verfahren  ist  dem  in  den  gS-  ^7  und  248  (Band  L  Seite  314  -  316)  ganx 
analog. 

Nocli  beachte  man  Folgendes:  Wenn  man  zuerst  umformt,  und  hierauf  die  mittel- 
baren Stöcke  dw  und  ^w  eliminirt;  so  werden  bei  Herstellung  des  für  ^U  sich  erge- 
benden Ausdruckes  alle  jene  Nachtheile  wieder  erscheinen,  welche  bereits  (Band  I. 
Seile  316)  angezeigt  und  erledigt  sind. 

Dritte  AvflSran» 

Diese  besteht  darin,  dass  man  zwar  wieder  vorerst  mutirt,  aber  hierauf  Haiti- 
plicatoren  anwendet,  um  die  mittelbaren  Stücke  zu  elimintren. 
Man  mutire  Gleichung  II,  so  gibt  sich 

XVIII)  ^.az  +  ^.aw=o 

Diese  Mutatiousgleichung  ist  sowohl  nach  x  als  auch  nach  y  identisch. 
DiiTerentiirt  man  sie  zuerst  nach  allem  x,  so  bekommt  man 

^        dx  dz         dx  dx  dw        dx 

üifferentiirt  man  Gleichung  XVlIi  auch  nach  allem  y,  so  bekommt  man 


dz         dy  dy  dw         dy 

A)  Will  man  die  erste  Form  des  d(J  untersuchen,  so  roultiplicire  man  die  Glei- 
chungen X.VIII,  XIX  und  XX  bezuglich  mit  den  drei  (vorerst  unbekannten,  jedeafiUls 
aber)  nichtmutabeln  Functionen  ®,  ^  und  it,  und  addire  diese  drei  Produkte  zu  Glei- 
chung XVI  unter  das  Integralzeichen. 

Verfahrt  man  dann  nach  Analogie  des  %  249 ,  so  wird  sich  nicht  nur  ergeben ,  ob  die 
erste  Form  des  SMS  zu  einem  Resultate  führt,  sondern  auch,  was  C9,  ^  und  it  liir  Func- 
tionen von  X  und  y  sind. 
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B)  WRI  man  die  tweite  Form  des  SV  miterflachen,  so  kann  man  wieder  auf 
zweierlei  Weise  verfahren. 

Ersfens.  Mao  muftiplicire  Gleidtong  Will  mit  einer  (Torerst  onbekannten,  je- 
denfalls aber}  nichtmatabeln  Fanction  L  von  x  ond  y,  addire  dieses  Prodokt  zo  XVI 
DDler  das  Integralzeichen,  ond  forme  hierauf  um.  Das  Weitere  nach  Analogie  des  §. 
SSO.  Hier  werden  aber  bei  Herstellung  des  für  d*U  sich  ergebenden  Aasdrockes  alte 
jene  Nachtheile  wieder  erscheinen,  welche  bereits  (Bd.  I.  Seite  318  in  den  vier  unter- 
sten Zeilen)  angezeigt,  und  auch  (Bd.  I.  Seite  316)  erledigt  sind. 

Zweitens.  Der  Galcnl  gewinnt  die  meiste  Ebenmässigkeit ,  und  der  fiir  d^U  her- 
instellende  Ausdruck  bekommt  ohneweiters  die  richtige  Form,  wenn  man  die  Gleichun- 
gen XIX  und  XX  addirt ,  diese  Summe  mit  einer  (vorerst  unbekannten ,  jedenfalls  aber) 
nichtmutat)eln  Function  K  von  x  und  y  multipUcirt,  und  hierauf  dieses  Prodoct  unler 
das  Integralzeichen  zu  Gleichung  XVI  addirt    Formt  man  dann  um,  so  gibt  sich 

Soll  nun  das  ^w  unter  dem  doppelten  Integralzeichen  wegfallen,  so  denke  man  sich  un- 
ter R  eine  solche  Function  von  x  ond  y,  dass  folgende  nach  x  und  y  identische  Gleichung 


XXII)     ^ 


'\  dp  /  _     ^\  dg  ;  _  /djl  +  ^ V  ^  =  0 
dx  dy  \  dx  dy  /       dw 


sUltflndeL   Soll  aber  aoch  das  ^w  anter  den  beiden  einfachen  Integralzeichen  wegfallen , 
80  mOssen  folgende  zwei  nach  y  identische  Gleichungen 

■     xxm,  (-1^  .  « .  ^)^^  =  0,    xx,v)  (^  +  K .  tf)^  =  . 

und  folgende  zwei  nach  x  identische  Gleichungen 


«^(^  +  -^L  =  0,    XXVI)   (^...^) 


.^)      =0 


sUtIfioden.    Gleiehong  XXI  redocirt  sich  also  aof 

XXVII)    dU  — 

/d,Vv         .  ,d„V 
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Gleichang  XXII  ist  eine  Partialdlfferentialgleichang  der  zwetteo  Ordning.  Inlegrirt  i 
sie,  so  gibt  sich  eine  Urgleichang  mit  zwei  wilÜLDrlicheo  FaDcliooeo,  za  dereo  Beslim- 
mong  die  vier  Gleichimgen  XXllI'-XXVI  beoatzt  werdeo  mQsseiL    Dann  sondere  man 

K  ab,  setze  die  für  K,  -^  nnd  ^—  sich  ergebenden  AasdrQcke  in  XXVII  ein.  and 

behandle  dieselbe  weiter,  wie  bekannt. 

Diesen  Weitläufigkeiten  braucht  man  sich  aber  nicht  zn  onterziehen.  ^  Man  aondere 
die  fünf  Stacke 


\dx    ^    dyj' 


a,  y  '        •»» '     ^,  ß  >    I*x»h 


ohne  sich  zn  bekOmmem,  was  sie  sein  mögen,  ohneweiters  ans  den  Gieichangen  XXH 
bis  XXVI  ab,  und  snbstituire  die  sich  ergebenden  Ansdrftcke  in  XXVII;  so  bekommt 
man  wieder  Gleichung  XVII.    Und  so  fort 

Will  man  dann  den  für  ^U  sich  ergebenden  Ausdruck  herstellen,  so  differenliire 
man  Gleichung  V  zuerst  nach  allem  z  und  dann  nach  allem  y.  Dadurch  bekommt  man 
zwei  Differentialgleichungen,  welche  beide  nach  x  und  nach  y  identisch  sind.  Man  ad- 
dire  beide,  multiplicire  diese  Summe  mit  der  bereits  angewendeten  Function  K,  und 
berftcksichtige,  nach  gehöriger  Umformung,  die  fünf  Gleichungen  XXII  — XX VL  Da- 
durch ergibt  sich  gradezu  die  richtige  Form  des  für  ^U  herzustellenden  Ausdrackes. 

Die  zweite  Methode,  nach  welcher  die  Bedingungsgleichung  vor  Allem  noeh  diffe- 
rentiirt  werden  muss,  hat  sehr  bedeutende  Vortheile.  Man  vergleiche  deasbalb  Bd.  I, 
Seite  321,  Anmerkung,  und  besonders  Seite  327. 


A  a  f  g  a  b  e    275. 

Es  sei  V  ein  reeller^,  mit  den  Elementen  x,  y,  z,  w,  -j^ ,    -^,    ^ ,     -^, 

d^z      d|w      d  d  z      d  d  w 

j-jt    -j-j  ,    j^-^t    'd~d~^ gebildeter  Ausdruck;  und  man  sacht  för  z 

und  w  solche  Functionen  der  beiden  nichtmutablen  Veränderlichen  x  und  y,  dass  fol- 
gendes Integral 


■>  -n 


V  .  dy  .  dz 
b 

wo  b  und  ß  keine  Functionen  von  x  sind,  ein  Maximum-stand  oder  Minimam-stand 
wird,  während  eben  diese  für  z  und  w  gesuchten  Functionen  solche  zusammengehörige 
sein  mQssen,  dass  noch  einer  Differentialgleichung 


H) 


f/xvzw!!=^      ^     ^      ^      ^ Wo 

t*^»,  y,  z»  w,  ^^  .     dx  '     dy  '     dy  '    dz«'  -j-ü 


identisch  genügt  wird. 

In  wiefeme  hier  von  einem  Maximum-Stande  oder  Minimum-Stande  die  Rede  ist. 
ist  bereits  (im  AnfaDge  der  249'^'"  Untersuchung)  erläutert 

Die  Aufgabe  wird  nach  Analogie  der  (in*  $.  256  stehenden)  61'*'*'  Untersachnng 
durchgeführt. 

Vieles,  was  auf  hiesige  Aufgabe  analoge  Anwendung  zulässt,  befindet  sich  aber  andi 
schon  in  der  (in  $$.  251  —  255  stehenden)  60^*'''  Untersuchung. 

Folgende  zwei  Auflösungen  mögen  hier  kurz  angedeutet  werden. 

Knie  JL«lftffiuig. 

Man  integrire  Gleichung  II,  so  bekommt  man  eine  Urgleichung  mit  der  gehörigen 
Anzahl  willkürlicher  Functionen.  Das  weitere  Verfahren  ist  dann,  wie  in  der  ersten 
Auflösung  der  vorigen  Aufgabe;  nur  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  bei  Gldehoag  fl 
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eiogegangeneD  wiUkilrlicheD  FunclioDeD  nicbt  darcb  die  Gränzenglekhang  bestimmt  wer- 
den ktonen,  sondera  Dar  darcb  BediDgaogeo,  welche,  wenn  sie  sich  aach  auf  die  Gr&o- 
zen  beziehen»  doch  mit  der  GräDzengleichuog  selbst  nichts  zu  than  haben. 


awdte. 

Man  eliminire  die  mittelbaren  Mutationen  auf  indirectem  Wege  mittelst  MoltipUea- 
toren,  indem  man  sich  soviele  Gleichungen  bildet,  dass  man  für  z  und  w  dieselben 
Functionen  bekommt ,  wie  bei  der  vorigen  directen  Elimination. 

Wenn  man  namentlich  nur  die  zweite  Form  des  ^U  untersuchen  will ;  so  ist  es 
gar  nicht  nölhig,  die  Bedingnngsgleichung  II  zu  integriren.  Ja  man  wird  sie  öfters  so- 
gar noch  differentiiren,  und  dann  mehrere  der  snccessiven  Differentialgleichungen  addiren 
mfissen ,  ehe  es  vortheilbaft  Ist,  einen  Multipllcator  anzuwenden.  (Man  Yergleicfae  in 
dieser  Hinsicht  die  dritte  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe). 
Im  Allgemeinen  gilt  folgende  Regel: 

„Die  mit  einem  Multipllcator  versehene  zweite  Form  des  ^U  ist  dann  am  vor- 

,,theilhaflesten  eingerichtet,  wenn  man  dem  Multipllcator  soviele  allgemeine  und 

„besondere  Eigenschaften  beilegen  kann,   dass  dadurch  alle  Mutationen  des 

»•mittelbar  mutablen  Elementes,  sowohl  die,  welche  sich  unter  dem  doppelten 

„und  unter  den  beiden  einfachen  Integralzeichen,  als  auch  die,  welche  sich 

„ausserhalb  aller  Integralzeichen  befinden,  wegfallen.'^ 

Es  ist  aber  jedesmal  möglich,   die  zweite  Form  des  dU  auf  besagte  Weise  einzo- 

richten;   denn  wenn  dazu  noch  irgend  eine  Vorkehrung  nöthig  sein  sollte,  so  kann  sie 

ja  nur  darin  bestehen,  dass  man  die  Bedingungsgleichuog  vorerst  gehörig  differentiirt, 

eine  Operation,  welcher  bekanntlich  kein  Hinderniss  im  Wege  steht 

Die  vorhin  mitgelheilte  Regel  ist  noch  von  Niemand  ausgesprochen 
worden.  Sie  ist  aber  sehr  wichtig;  und  vernachlässigt  man  sie,  so  wird 
man  gewöhnlich  in  ein  Gedränge  gerathen,  aus  dem  man  sich  nicht  hel- 
fen kann. 


Bis  jetzt  war  der  Ausdruck,  welcher  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  wer- 
den sollte,  gradezu  in  gesonderter  Form  gegeben.  Nun  soll  auch  eine  Aufgabe  folgen , 
wo  dieser  Ausdruck  in  ongesonderter  Form  mittelst  einer  Gleichung  gegeben  ist* 


Aufgabe    276. 
Es  sei  die  Gleichung 

gegeben;  und  man  sucht  fOr  z  eine  solche  reelle  Function  von  x  und  y,  dass,  während 
lJa»b9  Ug  ß  ond  U^i^  bezflgiich  die  bestimmt  vorgeschriebenen  Werthe  A,  B  und  C  ha- 
ben, V^ß  ein  Mazimum-stand  oder  Minimum^tand  wird. 

Die  Gleichung  I  ist  eine  identische,  d.  b.  gilt  bei  jedem  Werthe  des  z  und  des  y. 
Multiplicirt  man  dieselbe  mit  einer  (vorerst  noch  unbekannten,  jedenfalls  aber)  nicht- 
mutablen  Function  fft  von  z  und  y,  so  ist  auch  das  Product 

■•)«[(^)'--S-^-»-(t)*-«a^=« 

noch  eine  nach  z  und  y  identische  Gleichung.    Desshalb  ist  auch  noch 


«'^rX'm-"'-^'^^'^i%h'm 


dy  •  dz  =:  0 


Man  molire,  so  bekommt  man  innächst 
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IV)    pf^Fca«-!»-  lOfR.q).^-^  +  (-  lOJRp  +  68«  •  q)  •  ^ 

■     '  +««-^]'*-=« 

wid  w«aD  mtt  amformt,  so  bekoinnit  man 

V)    g'fn^ß-  dV^ß  -  g  •  «B^b  •  «ü«c,b  -  « •  «a,^  •  *0a,^  +  g  •  «.*  •  W„b 

+  J^  [(2«P   -  iO»q)^y  .  dz^y  -  (2«p  -  t09lq).„  •  dz,„ 
+  p  [(-  iOMp  +  68«ftq),^^  .  ii^ß  -  (-  1091p  +  68«q).*  •  it„t. 

Um  noD  das  mittelbare  dU  anter  dem  doppelten  lotegralzeichen  wegzabringen ,  denke 
man  sich  unter  91  eine  solche  Function  von  x  und  y,  dass  die  Partialdifferentialgieidiong 

-^        dx  •  dy 
stattfindet«    Weil  g  constant  ist,  so  kann  man  auch  setzen 

Integrirt  man,  so  bekommt  man 

VII)    «  =  fix)  4-  F(y) 
Damit  das  mittelbare  ^ü  auch  unter  den  beiden  einfachen  Integralzeichen  wegfalle,  müssen 
noch  folgende  vier  totale  DilTerentialgleichungen  stattfinden: 


Die  zwei  ersten  dieser  Gleichungen  gehen  Ober  in 

VIJ 
Die  zwei  andern  aber  gehen  über  in 


viio    ^'-0 


IX)     ^-0 

Daraus  folgt,  dass  sowohl  F(y)  als  auch  ftx)  constant  sind;    und  somit  ist  auch  91  con- 
stant, d.  h.  Gleichung  VIl  geht  fiber  in 

X)    91  =  k 
Weil  Ua,h  =  A,    U^^^  =::  B  und  U^b  ^  ^  bestimmt  gegebene  Werthe  haben  soUen, 
so  ist  dU.,i>  =  0,  ^Ug^^  =  0,  und  ^^i^b  "*  ^'   ^^  menn  man  in  Gleiclmng  V  die 
angezeigten  Differentiationen  ausfahrt,  das  gemeinschaftliche  constante  k  QberaU  weg- 
dividirt»  und  dann  ^U^^  absondert,  so  bekommt  man 
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^0     ^^a,ß  =  -   g  •  Jj^  Kp  -  5q)a,y  •  <Jz^y  -  (p  -  5q),.,  •  dz.,,]  •  dy 
-  ^-J^K-  5P  •+-  34qX^^  .  ai^^^  -  (^  5p  -h  34q),.H  •  ^z,,b]  .  di 

—  -  •  I     I     (-  r  -4-  10  .  B  —  34  •  I)  .  ^«  .  dy  .  dx 

Mao  hat  daher  cKe  HaoptgleichoDg 

XII)     r  -  10  .  B  4-  34  .  l  =  0 
Daraus  folgt  (man  sehe  Aufgabe  255)  gradezo 

"XIIO    «  =  f(y  -h  1 .  (5  -h  3  .  r^Tl))  +  x(y  +  X  •  (5  ^  3  .  r^^X)) 

Diese  zwei  willk&rlichen  Fanctioiien  muss  man  dorch  solche  Bedingangen  bestimmen, 
dass  der  Gränzengleichong 


X 


XIV)   J^KP-  5q)^y  •  ^«a,y  -  (P  -  5q)^r  -^^-J  •  ^ 
[(-  5p  -h  ^\ß  '  ät^^ß  -  (-  5p  +  34q),,h  .  ai,,fc]  .  dl  =  0 


^a 
geofigt  wird. 

Hat  man  aber  f&r  z  eine  bestimmte  Fonclion  hergestellt,  so  flUire  man  sie  kk 
Gleichung  I  ein.    InCegrirt  man  dann,  so  ergibt  sich  für  U  ein  Ansdmck,   weicher 

(eben  weil  in  Gleichong  I  nar  ■ '  ^     vorkommt)  noch  eine  willkürliche  Function  von  x 

und  eine  willkürliche  Function  von  y  in  sich  aufhimmt,  so  dass  man  z.  B. 

XV)    ü  -  F(x,  y,  3r'(x),  Ä^Vy)) 
bekommt,  wo  x'ct)  eine  ganz  willkürliche  Function  von  z,  und  x^'iy)  eine  ganz  willkür- 
liche Function  von  y,  dagegen  F(x,  y,  ;r^x),  x"{y))  eine  ganz  bestimmte  Function  der 
vier  Stücke  x,  y,  jar'(x),  n'*(y)  vorstellt.    Da  man  aber  nur  noch  die  drei  Gleichungen 
^nh  =  A ,  U3^^  =  B  und  V„i^  -»  G  hat,  welche  bezüglich  in 

XVI)    F(a,   b,  ;r-(a),   »-'(b))  =  A 

XVII)  F(a,  /?,  ar'(a),  «-'(/?))  -  B 

XVIII)  F(a,   b,  «'(«),  «"Cb))  =  C 

fibergehen;  so  erkennt  man,  dass  sowohl  die  Function  n\D  als  auch  die  Function  x^'iy) 
ganz  onbestimml,  d.  h.  ganz  beliebig  bleiben,  nur  müssen  in  beiden  zusammen  wenig- 
stens drei  willkürliche  Gonstanlen  enthalten  sein,  die  sich  noch  so  bestimmen  lassen, 
dass  den  drei  Gleichungen  XVI  —  XVIll  genügt  wird. 

Um  zu  untersuchen,  ob  ein  Maximnm-stand  oder  Minimnm-stand  stattfinde,  mutire 
man  Gleichung  IV  noch  einmal ,  forme  dann  um ,  und  verfahre  überhaupt  nach  Analogie 
'der  aOI'*-*  Aufgabe. 

Bis  jetzt  wurden  nur  solche  Aufgaben  gestellt,  wo  die  vier  Gränzelemenle  a,  a, 
b,  ß  alle  constant  waren;  nun  mdgen  noch  einige  Aufgaben  folgen,  wo  dieses  nicht 
der  FaH  Ist. 


Aufgabe  277. 

Es  sei  V  ein  reeller  mit  den  Elementen  *»  y»  *»  ^»  -j^  gebildeler  Ausdruck;  und 
man  sucht  z  als  solche  Function  der  beiden  nichlmutablen  Veränderlichen  x  und  y, 
dass  M^endei  Integral 

n.  B5 
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ü  =  I     I         V  .  dy  .  dl 

wo  §rx)  QDd  9r(x)  bestimmt  gegebene  Functionen  von  x  sind,  ein  Maximam-stand  oder 
Minimum-Stand  wird. 

Hier  soll  U  als  Function  v.on  a  and  a  dargestellt  werden;  und  weil  die  Werthe  Ton 
a  und  a  nicht  gesucht  zu  werden  brauchen,  sondern  entweder  bestimmt  gegeben  oder 
beliebig  sind,  also  auch  nicht  mit  ihren  nächstanliegenden  Nachbarwerthen  yergliciien 
werden  müssen;  ebendesshalb  kann  hier  im  Allgemeinen  nur  von  einem  Mäximaoi-staDde 
oder  Minimum-Stande  und  nicht  von  einem  Maximum-werthe  oder  Minimum-werthe  die 
Rede  sein.  Die  Werthe  von  a  und  a  sind  also  als  constant  zu  betrachten,  jedoeh  mit 
steter  Rücksicht,  das  a  >  a,  d.  h.  dass  die  Differenz  (a  —  a)  positiv  ist. 

Man  mutire,  so  bekommt  man  vorerst 

Hier  steht  N,  p,  Q  bezuglicb  statt  ^,    %-,    ^  .     Auch  beacbte  man  durch  die 

dz         dp         dq 

ganze  Aufgabe,  dass  es,  eben  weil  §(x)  und  xix)  Functionen  von  x  sind,  nicht  gleichgil- 
tig  ist,  ob  man  zuerst  nach  y  und  dann  nach  x,  oder  ob  man  zuerst  nach  x  und  dann 
nach  y  integrirt;  sondern  man  muss  zuerst  nach  y  inlegriren,  dann  das  sich  ergebende 
Integral  von  y  »  ;r(z)  bis  y  =  ^x)  erstrecken ,  und  erst  hierauf  darf  man  nach  x  iote- 
griren.    Man  forme  um,  so  bekommt  man  zunächst 

Hier  bekommt  man  ohneweiters 

Das  unten  angehängte  x  bedeutet,  dass  x  unverändert  geblieben;  dagegen  das  unten 
angehängte  $(x)  und  x{t)  bedeutet,  dass  man  bezüglich  ^z)  und  srcx)  an  die  Stelle  des  y 
gesetzt  habe.  Aber  eben  weil  nicht  zuerst  nach,x  integrirt  werden  darf,  so  muss  der 
Ausdruck 


JaJ;r(x)\       d^        / 


auf  andere  Weise  behandelt  werden.  Man  beachte  zu  diesem  Ende  folgende  fünf  Pankle: 

1)  z  ist  eine  Function  von  x  und  y,   also  sind  auch  p  und  q  Functionen  von  x 
und  y. 

2)  Der  Ausdruck  P  enthält  die  Elemente  x  und  y  sowohl  anmittelbar  als  auch 
mittelbar  in  z,  in  p  und  in  q. 

3)  dz  ist  eine  (und  zwar  ganz  beliebige)  Function  von  x  und  y. 

d,(P  •  ^z) 

4)  Durch  folgendes  Zeichen,  .  ,  wo  im  Zähler  ein  x  unten  an  d  angehängt 

ist,  wird  ein  partieller  Differentialqootient  dargestellt;  und  wegen  des  doppelten 
Bruchstriches  soll  man  (nach  $.  4)  diesen  partiellen  Differentialquolienten  nach  allem 
(sowohl  unmittelbar  als  auch  mittelbar  in  dem  Ausdrucke  P  •  dz  entjialtenen)  x  nehmen, 
dabei  aber  y  nicht  als  Function  von  x  betrachten. 

d[/P  .  dl  •  dy] 

5)  Dagegen  durch  folgendes  Zeichen  .  ,  wo  im  Zähler  kein  x  unten 

an  d  angehängt  ist,  wird  ein  totaler  Differentialquotient  dargeslelll;  and  wegen  des 
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doppelten  Bruchstriches  soll  mao  (oach  $.  3)  diesen  totalen  Differentialquotienten  nach 
allem  (sowohl  unmittelbar  als  auch  mitlejbar  in  dem  Aasdrucke  yp  •  ^z  •  dy  enthalte- 
Den)  X  nehmen,  und  dabei  auch  y  als  Function  von  x  betrachten. 
Sonach  ist  im  Allgemeinen 

d[/P  .  öl .  dyl         f  d,(p  .  dz)  „     ,      dy 

Wenn  man  jetzt  zuerst  $(x)  und  hierauf  x(\)  an  die  Stelle  von  y  setzt,   und  dann  das 
zweite  Besultat  vom  ersten  subtrabirt;  so  bekommt  man 


'UZ^  '-''^ 


-'                      dx  ~J*(X)         dx             ' 

,      /n      i  \                 djtxj  -^           .                  d*(X) 

+  <P  •  «')x,S(x)  •  -dT  -  «*  •  '''>x.*(x)  •  -dT 
Daraus  folgt  durch  Uebertragen 


dx 


-  ^x,  öx) '  IT  •  ^'x,Stx)  -^  Px,;r(X)  '  "dT  '  ^^x,;r(x) 
Es  ist  also 

Der  erste  Theilsatz  rechts  des  Gleichheitszeichens  lässt  sich  gradezu  integriren;  und 
wenn  man  dieses  thut,  so  nhnmt  letztere  Gleichung  folgende  Form  an: 

™>rc(^=^)-'-=(jr-'-i-(j:::— ). 

Px,  W  •  IT  •  ^'».Stx)  -  Px,;r(x) '  ^ST  '  ^*x,*(i)J  *  ^* 

Da  wo  nur  nach  y  integrirt  werden  soll,  ist  es  einerlei,  ob  a  an  die  Stelle  des  ausser- 
halb y  Yorkommenden  x  erst  nach  der  Integration  oder  schon  vor  derselben  gesetzt 
wird    Es  ist  also 

(JT>-'-4=(£,'''-'-""-''i 

Betrachtet  man  aber  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung,  so  erkennt  man  Folgendes: 

Man  soll  den  von  x  befreiten  Ausdruck  p^  y  •  ^'a,y  ^^^^  ^  integriren,  dieses  In- 
tegral von  y  =  ^(x)  bis  y  =:  ^x)  erstrecken ,  und  dann  a  an  die  Stelle  des  hierdurch 
eingehenden  x  setzen. 

Ganz  das  Nemliche  wird  erreicht,  wenn  man  diesen  von  x  befreiten  Ausdruck  nach 
y  integrirt,  und  dann  das  Integral  von  y  =  xia)  bis  y  «  ^a)  erstreckt.  Sonach  hat 
man 

Auf  ganz  gleiche  Weise  bekommt  man 
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P  .  <5z  .  dy  1    =1        p.„  .  d%^,  .  dy 


Setzt  mao  von  jetzt  ao  zar  Abkürzung  tc  and  ^  bezüglich  statt  «(z)  ood  ^z),  so  geht 
Gleichang  II  über  in 

•ä(z) 


VHI)    W  =  r*  f  *Vn  -  i?  --  i§\  .  ^z  .  dy  .  dz 
Motirt  man  Gleichang  I  noch  einmal,  und  formt  dann  um;  so  bekommt  man 


^       dz.dq  dy^dp»     \  dx  /  ^      dp.dq     di       dy        dq«    VdyjJ"y** 

Diese  beiden  Ausdrücke  ziehen  sich  auf  die  Gleichungen  VII  und  VIII  der  251*^"  Ao^ 
gäbe  zurück,  wenn  $rx)  =  ß  und  7i{\)  <»  b,  d.  h.  wenn  ^x)  und  z{x)  constant  sind;  deoo 

dabei  ist    -p  =  0  und   -?  =  0,  und  ebenso  ist  ^a)  =  jta)  =s  ß  und  ar(€^  =  «uw  «=■  b. 

Die  251'**  Aufgabe  ist  also  ein  specieller  Fall  der  hiesigen. 

Erstens.  Untersuchung  der  ersten  (in  I  aorgestellten)  Form  des  ^U.  Hieran  er- 
kennt man,  dass  man  für  z  dieselbe  Function  von  x  und  y  bekommt,  wie  wenn  die 
nach  y  auszufahrende  Integration  zwischen  den  constanten  Gränzen  von  y  =  b  bis  y  =  ^ 
genommen  wird.  (Man  vergleiche  die  in  der  251'**''  Aufgabe  befindliche  Uotersiichiuig 
der  ersten  Form  des  dU). 

Zweitens.  Untersuchung  der  zweiten  (in  Vlil  aufgestellten)  Form  des  ^U.  Hier 
bekommt  man  als  Hauptgleichung  zuerst  folgende: 

X)    N-lj£-ii  =  0 
^  dx  dy 

Hierauf  schaue  man  wieder  auf  den  in  VIII  mit  dem  doppelten  Integralzeichen  versebe- 
nen  Theilsatz  zurück,   und  sehe  zu,  ob  man  dem  zu  dz  gehörigen  Factor  nicht  auch 

3 
die  Form  -tt-  beilegen  kann. 

Jedenfalls  erkennt  man,  dass  man  auch  jetzt  dieselbe  Function  z  von  z  und 
y  bekommt,  wie  wenn  die  nach  y  auszuführende  Integration  zwischen  den  constan- 
ten Gränzen  von  y  =  b  bis  y  =  /?  genommen  wird.  (Mao  vergleiche  die  in  der  251*^" 
Aufgabe  befindliche  Untersuchung  der  zweiten  Form  des  (!U). 

Die  Gränzengleichung  hat  hier  eine  eigenthümliche  Form,  welche  jedoch  keiae  be- 
sonderen Schwierigkeiten  darbietet,  wie  in  der  nächsten  Angabe  gezeigt  werden  wird. 

Auch  die  Behandlung  des  Prüfungsmittels  (Gleichung  IX)  bietet  keine  weitersQ 
Schwierigkeiten  dar. 
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Aufgabe   978. 

Es  ist  eiQ  auf  der  GoordiDaleiiebeiio  XY   seokrecbt  stebeniter  dnolärer  Cylinder 
gegeben  mit  der  Gleicbong 

I)    (m  -  y)»  -+-  (n  -  xy  -  r« 

Man  soebl  eine  Fläcbe,  welcbe  von  diesem  Cylinder  durchdrangen  wird,  nnd  deren  von 
demselben  begränzte  Aasdebnnng  kleiner  ist,  als  die  von  dem  nemlicben  CyUnder 
begränzte  Ansdebnong  jeder  andern  der  gesncbten  Fläcbe  stetsfort  näcbstanliegenden 
Nacbbarfläche. 

Die  Aufgabe  verlangt  also:  Es  soll 


ein  MUmoni-stand  werden. 

in  wieferne  bier  von  einem  Minimum-Stande  die  Rede  sein  kann,  ist  bereits  (im 
Anlange  der  vorigen  Aufgabe)  erläutert.    Aus  Gleichung  I  folgt 

y  «-  m  dl  rr«  -  (n  -  x)2 
Sonach  ist 

ni)    ;r(»)  =  m  •  rr»  -  (n  -.  »p 
and 

IV)    {(X)  =  nn-  fr»  —  (n  -  x)» 

wo  die  Radicale  nur  ihre  eindeutige  positive  Bedeutung  haben.  Die  Gränzwertbe  d^ 
X  sind  da ,  wo  y  =  m ;  und  man  bekommt  flir  dieselben  folgenden  zweiförmigen  Aus- 
druck: 

V)  X  =  n  dL  r 

Der  kleinste  Werth  des  x  ist  also 

VI)  a  =  n  —  r 
and  der  grdsste  Werth  des  x  ist 

VII)  a  «»  n  -h  r 

Man  mutire  Gleichung  II,  forme  um,  und  setze,  so  oft  es  bequem  ist,  «  und  i  bezflg- 
Üch  statt  ;r(x)  und  S(x);  so  bekommt  man 

Hier  ist  zur  Abkürzung  P  und  Q  bezöglich  statt  ^     -: —  ud  -n====p== 

gesetzt  worden.    Man  hat.  nun  die  Haoptgleichung 

IX)    (1  -h  q«)  .  r  —  2  •  p  .  q  .  s  -H  (1  4-  pO  •  t  =  Ö 
welche  dieselbe  ist,  wie  Gleichung  X  der  261"'°  Aufgabe,  wo  die  nach  y  auszuführende 
Integration  zwischen  den  constanten  Gränzen  y  =  b  bis  y  =  /?  erstreckt  wurde. 

Jede  FUche,  welche  hier  in  Betracht  kommen  darf,  mnss  vorerst  der  Gleichung  IX 
geuQgen. 

Erster  Pal  1.  Es  seien  keine  Gränzbedingangen  vorgeschrieben,  sondern  die  ge- 
suchte Fläche  soll  aus  allen  mdglichen  herausgewählt  werden.  Hier  wird  die  GränzM» 
gleicbong  mir  erfüllt ,  wenn  folgende  zwei  nach  y  identische  Gleiebongen 
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0     Pa,y=».       ™<»       »)    P«T=0 


mid  venn  folgende  twei  naeh  s  identische  Gleichnngen 

3)  Qx.t-Px.rrx  =  o.    "««•   *)  Qx,, -P..*ai  =  o 

•tattflnden.  Diese  vier  GleichaogeD  redaciren  sich  aber  im  hiesigen  Gränzfalle  aaf  fol- 
gende vier  einfachere: 

Die  DifferenUalqaotienten  -p  ond  j-  werden  aas  den  Gleichungen  III  ond  IV  ent- 
nommen. 

Man  mnss  also  eine  solche  FancHon  z  von  x  nnd  y  aufenchen,  welche  den  ffinf 
Gleichungen  (IX,  5,  6,  7,  8)  zugleich  genikgt.    Eine  solche  Function  ist  z.  B. 

X)    z  =  A 

und  dadurch  ist  die  mit  der  Goordinatenebene  XY  parallele  Ebene  dargestellt,  welche 
in  der  Tbat  die  Eigenschaft  hat ,  dass  ihr  von  dem  gegebenen  Cylinder  eingeschlofiseoes 
Stück  kleiner  ist,  als  das  von  demselben  Cylinder  eingeschlossene  StQck  jeder  andern 
Fläche.  Wie  weit  aber  die  durch  Gleichung  X  dargestellte  Ebene  von  der  Goordinaten- 
ebene XY  entfernt  sei,  das  ist  ganz  gleichgiltig;  ihr  von  dem  gegebenen  Cylinder  be- 
gränztes  StQck  bleibt  immer  gleich  gross.  Der  Constante  A  kann  dadurch  bestimmt 
werden,  dass  man  die  gefundene  Ebene  zwingt,  durch  einen  bestimmten  Ponkt  zu 
gehen. 

Für  das  Präfungsmittel  steht  in  Gleichung  IX  der  vorigen  Aufgabe  die  allgemeine 
Formel. 

Zweiter  Fall.  Die  Curve,  naish  welcher  der  gegebene  Cylinder  von  der  gesneh- 
fen  Flache  und  allen  ihr  in  jedem  Punkte  nächstanliegenden  Nachbarflächen  durchdran- 
gen werden  soll,  sei  bestimmt  vorgeschrieben,  und  sei  erzeugt  durch  den  ursprOngtich 
gegebenen  circulSren  Cylinder  mit  der  Gleichung 

XI)    (m  -  y)«  -h  (n  —  X)«  =  r» 

ond  durch  einen  auf  der  Goordinatenebene  YZ  senkrecht  stehenden  parabolischen  Cyiin- 
der  mit  der  Gleichung 

xn)    h  .  (z  -  k)  =  y2 

Da  alle  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Flächen  durch  die  zu  den  Gleichnngen  XI  and 
XII  gehörige  Curve  hindurchgehen  müssen;  so  finden  im  Umfange  dieser  Curve  zwischen 
der  gesuchten  und  den  l&brigen  in  Betracht  zu  ziehenden  Flächen  folgende  zwei  Glei- 
chungen statt: 

XIII)     z,^f  =  z,^j  -h  X  .  dz,^j  +  ^  .  iJ«z,^j  + 

und 


•X,«  "X,«     •     '^      ^"X,«   ^    1^2  3t,» 


Diese  beiden  Gleichungen  sollen  bei  dem  im  Momente  des  Verschwindens  befindlichen 
X  gelten,  sie  sind  also  nur  möglich,  wenn  bei  jedem  Werthe  des  x  folgende  identische 
Gleichungen  stattfinden: 

^*x,^  =  0,    ^Xj^j  =  0,    ^%j^^  —  0,    etc. 
und 

^S*  =  0»    ^1,7,  =  0,    a3z,,,  =  0,    etc. 
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Oamil  aber  die  Grinxengleiehiuig  voilkommeo  erllUlt  werde,  inÜaseD  nodi  die  beiden 
oach  y  identischen  Gleichungen  p^  ^  =  0  ond  p,.,  =  0  stattfinden ,  welche  sich  jetzt 
anf  folgende  einfachere  redaciren  : 

Diese  beiden  Gleichungen,  verbunden  mit  XI  und  XII,  rnttssen  bei  Bestimmung  der 
zwei  willkürlichen  Functionen ,  welche  durch  Integration  der  Gleichung  IX  eingegangen 
sind,  mitbenutzt  werden. 

Für  das  Prüfnngsmittel  steht  in  Gleichung  IX  der  vorigen  Aufgabe  die  allgemeine 
Formel. 

Dritter  Fall.  Es  seien  in  den  Endpunkten  der  Abscissen  a  und  a  senkrechte 
Ebenen  errichtet.  In  der  ersten  dieser  Ebenen  liege  eine  Gurve  mit  den  beiden  Gleichungen 

II)    X  =  a ,       und       12)    z  —  A  •  y  4-  B  •  y» 

In  der  zweiten  dieser  Ebenen  liege  eine  Gurve  mit  den  beiden  Gleichungen 

13)    X  =  a,       und       14)    z  —  C  •  y^  4-  E  •  y^ 

Es  soll  die  gesuchte  Fl&che  durch  diese  zwei  Gurven  gehen.  Dabei  ist  dz„j  =  0, 
az^y  =  0,    d2z„,  «  0,    ^z^y  =  0,  etc. 

Es  soll  die  gesuchte  Fläche  auch  durch  die  zu  den  beiden  Gleichungen  XI  und  XII 
gehörige  Curve  gehen.    Dabei  ist  ^z^^  =  0,  ^z,  ^^  =  0,  ^z,  v=  0,  3*«^  ;r  =  0,  etc. 

Die  Gränzengleichong  lallt  also  jetzt  von  selbst  hinweg,  und  die  vier  Gleichungen 
(12,  14,  XI,  XII)  müssen  bei  Bestimmung  der  zwei  willkürlichen  Functionen,  welche 
durch  Integration  der  Gleichung  IX  eingegangen  sind,  mitbenutzt  werden. 

Für  das  Prüftingsmiltel  steht  in  Gleichung  IX  der  vorigen  Aufgabe  die  allgemeine 
Formel. 

Andere  speciellen  Fälle,  besonders  solche,  wo  zwischen  den  Mutationscoefficienten 
eine  Abhängigkeit  stattfindet,  lassen  sich  in  beliebiger  Menge  bilden. 


Aufgabe    279. 

Es  ist  ein  auf  der  Goordinatenebene  XY  senkrecht  stehender  Gylinder  gegeben  mit 
der  Gleichung 

I)    y*  -+-  2  .  m«  •  X»  —  2  .  m«  •  y2  —  2  .  x2  .  y«  -h  m*  =  0 

Man  sucht  eine  Fläche,  welche  von  diesem  Gylinder  durchdrungen  wird,  und  deren 
von  demselben  begränzte  Ausdehnung  kleiner  ist,  als  die  von, dem  nemlichen  Gylinder 
begränzte  Ausdehnung  jeder  andern  der  gesuchten  Fläche  Stetsfort  nächstanliegenden 
Nachbarfläche. 

Die  Aufgabe  verlangt  also  wieder:  Es  soll 


II)    ü  —  r*  \        [YTT  p2  H-  q«) .  dy  •  dx 

Ja  Jytii) 


ein  lfinimum>stand  werden. 

In  wieferne  hier  von  einem  Minimom-slande  die  Rede  ist,  ist  schon  {im  Anfange 
der  277^*''  Aufgabe)  erläutert.  Aus  Gleichung  I  ergeben  sich  folgende  nach  abstei- 
genden Werthen  geordnete  Ausdrücke: 

y'  =  -h  Km«  -+-  2 .  x2 
y*'  =  -h  m,  d.  h.  constant 
y'"  =  —  m,  d.  h.  constant. 
y"*'  =  —  Km«  H-  2  .  x« 
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W0IIB  iMtti  iüiiier  $Qi)  >  ^(%)  teiD  soll,  to  kaott  man  mit  dieaeo  vfor  Aasdff6ek«i  W* 
seclw  Vcrbindimgan  Tornehmen: 


1)  jti)  =  -h  fm^  -H  2  .  x2    DDd    »(X)  =  -h  m 

2)  S(x)  =  4-  Km«  H-  2.x2    ood    jrcx)  —  -  m 

3)  J(x)  =  +  Km«  ■+-  2  .  x«    und    ;r(x)  «  -  Km«  +  2  •  x« 

4)  Sx)  =  -»-  m  and    ac(x)  =  —  m 

5)  {(X)  —  +  m  QBd    ;r(i)  ==  —  Km«  +  2  •  x« 

6)  $(x)  =  —  m  and    ;r(x)  =  —  Km«  -h  2  •  x« 

Will  man  nor  die  erste  dieser  secha  Veitindangen  beoQtzen,  so  geht  Gleichang  II 
Ober  in 

njTl) 
(^i  H-  p«  +  q«)  •  dy  .  dx 
n 

wo,  wie  gesagt,  ^x)  =  +  Km«  +  2  •  x«  ist.    Man  matire,  und  forme  am;  so  bekommt 
man,  weil  x(x) «-  +  m  constant,  also  —r—  =  0  ist,  jetzt  folgenden  Aasdrock: 

Pa,y  •  ^«a.y  '  ^^  "^  1        P«"  '  '*•''  '  ^^ 

Wie  «M  diesem  Aosdroeke  weiter  zo  Terfahren  iit,  ist  aas  allem  Yorhergebeoden  hin- 
l^glidi  klar. 


Aufgabe  280. 

Es  sei  V  ein  reeller  mit  den  Elementen  x,  y,  z,  --p,  --p  gebildeter  Aoadnick,  ond 

man  sacht  z  als  solche  Function  der  beiden  Elemente  x  and  y,  and  zugleich  zwei 
solche  Paneüonen  $tx}  und  xtx)  des  eitizigen  Terftnderliehen  x ,  dass  dabei  folgendes 
Integral 

I)    ü  =  I     I        V  .  dy  .  dx 

Ja  J«(x) 

ein  Haxifflom-stand  oder  Minimum-Stand  wird. 

In  wieferne  hier  von  einem  Maximom-stande  oder  Minimum-sfande  die  Rede  seia 
kann,  ist  schon  (im  Anfange  der  277***''  Aufgabe)  erläutert.  Man  nehme  an.  die  fftr  i 
gesuchte  Function  von  x  und  y  sei  gefunden;  und  es  sei 

M)    z  =  i3p(x,  y) 
Die  der  gesuchten  Function  z  bei  jedem  Werthe  des  x  und  des  y  stetsforl  nichstao- 
liegenden  Nachbarfunctionen  sind  also  dargestellt  durch 

m)    i+-/a«i^(x,y)-Hx.dv(x,y)  +  ±i  .  ^g>(x,  y)  + 

oder  kfirzer  durch 

X« 

IV)     z  +  ^z  =  y(x,  y)  -H  X  .  dz  -H  —  •  d«z  4- 

Man  nehme  ferner  an,  es  seien  auch  die  Functionen  x(x)  und  ((x)  gefanden.  Dann 
sind  die  bei  jedem  Werthe  des  x  ihnen  stetsfort  nächstanliegenden  Nachbarfanctionen 
bezQglieh  dargestellt  durch 
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1.8  1.8.3 


and 

VI)    ffi)  +  X  .  ^ÖD  4-  ^  .  ^öx)  -H   J^  .  d3ax)  -h 

Mao  beachte  nan  folgende  zwei  Paokte: 

1)  In  Gleichung  I  erleidet  im  Allgemeinen  das  z  eine  onmittelbare  reine  Mntation, 
indem  es  in  andere  Functionen  von  x  und  y  übergeht,  d.  h.  indem  man  an  die  Stelle 
des  z  die  Reihe  III  (oder  IV)  setzt. 

2)  Es  erleiden  aber  auch  ;r(x)  und  ^i)  unmittelbare  reine  Mutationen,  indem 
auch  sie  in  andere  Functionen  von  x  äbergehen,  d.  h.  indem  man  auch  an  die  Stelle 
von  9r(x)  und  i(i)  bezüglich  die  Reihen  V  und  VI  setzt. 

Hieraus  folgt«  dass  das  U  eine  zusammengesetzte  reine  Mutation  erleidet. 
Man  routire,  und  setze,  so  oft  es  bequem  ist,  i  und  x  bezüglich  statt  Stx)  und  nix); 
80  bekommt  man  zunächst 


und 


vn)  [diV  =  1    I      dv .  dy .  dx  + 1    (v^^f  •  di  -  v,^^  .  öx)  .  dx 

Vlfl)    (a]aü=  r*f  *d«V.dy.dx   +  P  [  V^^j  •  ^?  -  V,^ ,,  .  ^;r 


Hier  ist  bekanntlich 


Ferner  ist 


^  dz  dp        dx  dq        dy 

X)  a»v  =  ¥^.^,-.¥^.'!^  +  iY-^' 

^  dz  dp         dx  dq         dy 

^di^-^^^-^ -^-d^-li^) 

^    dy   ""  dy   ^   dz  '  dy    "^   dp     dx.dy  "^   dq  '  dy« 


und  wenn  man   die   gewöhnlichen   Abkürzungszeichen  q,   s,  t   bezüglich  statt  ^, 

d,d  z    "  ' 

dd"»  "d^  setzt;  so  geht  letztere  Gleichung  über  in 

vll^  ^tV       d,V    .    d^V  .   dpV         .    d„V    . 

^   oy         dy  dz     ^        dp  dq 

Wenn  man  zur  Abkürzung  P  und  Q  bezüglich  statt  -^  und  statt  -^—  in  VI  einsetzt, 
and  umformt;  so  gibt  sich 

£a)  pöa)  _ 

II.  86 
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Diese  Formel  enthält  alle  jene  besonderen  Fälle  in  sieh,  wo  von  den  beiden  FandiMa 
ff(x)  und  $(x)  entweder  eine  oder  gar  beide  bestimmt  vorgeschrieben,  oder  wo  eotveder 
eine  oder  gar  beide  als  constant  vorausgesetzt  sind. 

1)    Ist  mn)  bestimmt  vorgeschrieben,   so  Ist  ^^(z)  =  0,  ^xd)  =  0,  etc.;    and  isi 

gar  noch  ;r(x)  =  b,  d.  h.  constant,  so  ist  aach  noch  -^ —  =  0,  -^-^  =r  0,  etc.;  oail 

xdon  a  ;r(a)  sa  b. 

9)    Ist  aber  S(x)  bestimmt  vorgeschrieben,  so  ist  d^xy  %  0,  ^&j}  s=  0,  elc,  «d 

ist  gar  noch  Jti)  =  /?,  d.  h.  constant,  so  ist  auch  -—^  =  0,  ■ .  ^      =  0,   elc,  oatf 

5(0)  ■•  S(a)  =  /?. 

Wie  in  dergleichen  besonderen  Fällen  die  Formel  XllI  sich  redocirt,  braucht  okb 
näher  auseinandergesetzt  zu  werden. 

Erstens.    Untersuchung  der  ersten  (In  VlI  aufgestellten)  Form   des   {dfi.     Die 

Gleichungen,  welche  sich  aus  den  drei  Ausdrücken  -j-  ,  -^  und  -^  ergeben,  liefen 
die  für  z  gesuchte  Function  von  i  und  y.    Die  Gleichungen,  welche  sich  aus 

ergeben,  werden  bestimmen,  was  x(t)  und  $rz)  Hlr  Functionen  von  z,  oder  ob  eise 
derselben  oder  alle  beide  constant  sind. 

Zweitens.  Untersuchung  der  zweiten  (in  XIII  aufgestellten)  Form  des  i^jU.  Hief 
bekommt  man  zuerst  eine  Hauptgleichung.  Hierauf  bekommt  man  noch  andere  Glei- 
chungen, welche  bei  Bestimmung  der  durch  Integration  der  Haoplgleichung  eingegangenes 
willkürlichen  Functionen  benützt  werden  müssen.  Zuletzt  werden  sich  noch  zwei  Glei- 
chungen ergeben,  aus  welchen  ausgemittelt  wird,  was  xii)  und  $(x)  für  Fanctiooen  voo 
X,  oder  ob  eine  derselben  oder  alle  beiden  constant  sind. 

Die  Umformungen,  welche  man  mit  der  Formel  VIII  vorzunehmen  hal,  brauchen, 
wenn  man  auf  Gleichung  IX  der  277'**'*  Aufgabe  zorfickschaut,  hier  nicht  mehr  ange- 
führt zu  werden.  Uebrigens  werden  darüber  sowie  über  die  Behandlung  der  Gränzeo- 
gleichnng  die  folgenden  Aufgaben  noch  näheren  Aufschluss  geben. 


D 


Aufgabe    281. 

Man  sucht  die  kleinste  Oberfläche  zwischen  zwei  festen  parallelen  Ebenen  and 
zwischen  zwei  gegebenen  Flächen. 

ElnleltiiMg» 

Es  schadet  der  Allgemeinkeil  der  Aufgabe  nicht ,  aber  ihre  Durchführung  wird  ver- 
einfacht, wenn  man  die  Abscissenaxe  X  so  nimmt,  dass  sie  auf  d^n  beiden  paralleleo 
Gränzebenen  senkrecht  steht.  Man  nehme  dann  irgend  einen  Punkt  dieser  Axe  zum 
Coordinatenanfang,  wobei  der  ersten  Gränzebene  die  feste  Abscisse  x  »  a,  und  der 
zweiten  die  feste  Abscisse  x  ===  a  entsprechen  mag.  Die  auf  dasselbe  rechtwinkelige 
Coordinalensystem  bezogenen  Gleichungen  der  beiden  Gränzfläcben  mögen  dann  sein 

I)    c  «  f'(x,  y),        und        II)    y  =  f"(x,  y) 
Auch  bedarf  es  nicht  der  Erinnerung,  dass  die  Gleichung  der  noch  zu  suchenden  Fläche 
ebenfalls  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinalensystem  bezogen  weVden  muss. 

Von  der  gesuchten  Fläche  werden  die  beiden  Gränzebenen  nach  ebenen  Curven, 
dagegen  die  beiden  Gränzfläcben  nach  räumlichen  Gurven  geschnitten. 

Die  hier  vorgelegte  Aufgabe  sucht  eine  in  einer  noch  zu  ermittelnden  Curve,  welche 
in  der  ersten  Gränzfläche  liegt,  anfangende  und  in  einer  noch  zu  ermittelnden  Curve, 
welche  in  der  zweiten  ^Gränzfläche  liegt,  aufhörende  Fläche,  deren  Ausdehnung  kleiner 
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^''  ist,   als  bei  jeder  andern  der  gesnehten  Fläche  stefsfort  niehstanliegenden  (ond  en(- 

'^'      weder  dorch  die  noch  za  ermittelnden  oder  durch  die  ihnen  nächstgelegenen,  übrigens 

onr  in  den  Gränzflächen  befindlichen  Nachbarcnrven  begränzten)  Nachbarfläche  der  Fall 

^^  -     sein  kann.    Man  verlangt  also  fiir  z  eine  solche  Function  der  beiden  Veränderlichen  x 

!Cü.     üBd  y,  und  zugleich  zwei  solche  Functionen  ^(z)  und  Stx)  des  einzigen  Veränderlichen  z, 

^-  ^     dnss  der  Ausdruck  ^ 

^  ■■■> -iTjr-^' -rr:(F<i^^^w)— ■ 

*  ein  Uiniflium*stand  wird. 

In  wieferne  hier  von  einem  Minimum-stande  die  Rede  ist,   ist  bereits  (im  Anfange 
^*-       der  277'**"  Aufgabe)  erläutert. 

Man  setze,  so  oft  es  bequem  ist«  i  und  x  bezQglich  statt  S(x)  und  ar(x);  und  beachte, 
dass  die  Aenderungen ,  welchen  man  die  gesuchten  Functionen  xiT)  und  $x)  unterwerfen 
inuss,  unmittelbare  Mutationen  und  keine  Werthäoderungen  sind.  Dadurch  bekommt 
man  (nach  voriger  Aufgabe)  durch  zusammengesetztes  Mutiren  zunächst 

IV)    id]ü  =  J"  (V,^ j  .  ^Stx)  -  V,^^  .  dxix))  •  dx  +Pf^^  ^V  .  dy  .  dx 

Wenn  man  die  Qn  Aufgabe  277  begründete)  Umformung  ausfährt,  und  die  (schon  in 
Aufgabe  261  gebrauchten)  Abkürzungszeichen  P  und  Q  anwendet;  so  bekommt  man 
für  die  zweite  Form 

Man  mutire  Gleichuug  IV  abermals ,  und  forme  um ;  so  gibt  sich 

(i  +  P'  +  <iO'  '      ^     '      ^      '  ■') 


/d,V\         .  .      /«  D         d* 

Hier  in  dieMr  Aafgabe  ist 


•'  n^JT^qp^    V     dx    ^  ^     dy  /  dx  dy 

I 
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Erstens.  Cntorsacbiiog  der  ersten  (in  IV  aufgestellten)  Form  des  (^jU.  la  dieser 
Form  kommen  die  Mnlationen  der  zar  gesachten  Fläche  gehörigen  Gränzordioaten  nicht 
vor.  Da  aber  die  Aufgabe  vorsehreibt»  dass  die  gesachte  Fläche  in  der  einen  der  ge- 
gebenen Gränzflächen  anfangen  and  in  der  andern  enden  soll,  also  die  Gränzordinaten 
der  gesuchten  Fläche  aach  zugleich  Ordinalen  der  Gränzflächen  sein  müssen;  so  müs- 
sen durchaus  die  Mutationen  der  zur  gesuchten  Fläche  jfehörigen  Gränzordinaten  ver- 
glichen werden  mit  den  Aenderungen  der  zu  den  gegebenen  Gränzfläch^  gehörigen 
Ordinaten.  Dazu  bietet  aber  die  erste  Form  des  [^jU  nicht  die  Mittel,  sie  kann  also 
nicht  weiter  beachtet  werden. 

Zweitens.  Untersuchung  der  zweiten  (in  V  aulgestellten)  Form  des  (djU.  Diese 
zerlegt  sich  zunächst  in  die  Hauptgleichnng 

«>  '^  +  ^^  =  « 

welche  bekanntlich  gleichbedeutend  ist  mit  folgender 

X)     (i  -4-  qO  •  r  —  2pq  .  s  4-  (1  -h  p2)  •  t  =  0 
Ausserdem  h^t  man  noch  die  Gränzengieichung 

XI)  J      P^y  .  az^y  •  <iy  -  J      P.1T  •  <J2.»T  •  <iy 

-  V,,,  •  .»*(x)  -  (Q,,,  -  P.,,  .  g)  •  «E,,,]  •  dl  =  0 

Die  Hauptgleichung  IX  ist  dieselbe,  wie  Gleichung  VUI  oder  X  in  der  261'^*'^  Aofgabe, 
wo  b  und  ß  constant  sind. 

Nun  ist  man  soweit  gekommen ,  dass  verschiedene  Gränzfälle  aufgestellt  werden 
können. 

Erster  V«U. 

Man  sucht  die  absolut  kleinste  Oberfläche,  welche  zwischen  den  zwei  parallelen 
Gränzebenen  und  den  zwei  andern  gegebenen  Flächen  möglich  ist. 

Hier  mQssen  zunächst  folgende  zwei  nach  y  identische  Gleichungen  stattfinden: 

P«T  =0,         und       Pa,y  «  0 
Aus  diesen  zwei  Gleichungen  ergeben  sich  folgende  zwei  einfachere: 

Die  Gränzengieichung  XI  zieht  sich  also  jetzt  zurück  auf 

-  V^.  .  <»;r(x)  -  (q,,,    -  P,,,  .  ^)  .  ».,,,]  .  dx  =  0 

Weil  die  gesuchte  Fläche  die  beiden   Gränzflächen  schneidet,  so  müssen  bei  diesen 
Durchschnittscurven  folgende  zwei  Gleichungen 

3)    Zj^^  «  P(i,  ;r(i)),       und       4)    z,  j=  r(x,  §(x)) 

stattfinden.  Beide  sind  identische  Gleichungen,  d.  h.  gelten  bei  jedem  Wertbe  des  z. 
Wenn  man  sie  einer  Mutation  unterwirft,  so  hat  man  zu  beachten,  dass  c  &=  r(x,  y) 
und  /  =  r'(x,  y)  bestimmt  gegebene  Ausdrücke  sind,  welche  nur  eine  einfache  (und 
zwar  mittelbay-e)  Mutation  erleiden  können,  dadurch,  dass  die  für  ;r(x)  und  i(z)  za  su- 
chenden Functionen  unmittelbar  mutirt  werden.  Dagegen  die  beiden  Aasdrücke  z^^^ 
und  z^  ^  erleiden  zusammengesetzte  reine  Mutationen,  indem  sowohl  z  als  auch  x(x) 
und  £(x)  unmittelbar  rein  mutirt  werden. 
Sonach  bekommt  man  aus  Gleichung  3 
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Die  anlen  angehängten  n  xeigen  an,  daas,  sobald  man  die  innerhalb  der  Klammern 
angedeateCen  Operationen  aosgeftthrt  habe,  die  gesoehte  Function  ;r(z)  an  die  Stelle  des 
y  gesetzt  werden  müsse 

Ganz  ebenmAssige  Motationsgleichnngen  bekommt  man»  wenn  man  Gleichung  4 
matirt  Da  aber  moss  man,  sobald  die  innerhalb  der  Klammem  angedeuteten  Opera- 
tionen ausgefQhrl  sind,  gtz)  an  die  Stelle  des  y  setzen. 

Man  kann  in  den  Gleichungen  5  and  6  entweder  «'z.^,  ^z^^,  etc.  als  abhAngig 

ond  dx^  Shc,  etc.  als  nnabhflngig  behandeln,  oder  umgekehrt.  Ebenso  kann  man  ent- 
weder dz^,  ^z^u,  etc.  als  abhängig  und  di^  ^(r,  etc.  als  unabhängig  behandeln ,  oder 

umgekehrt.  Der  hiesige  Grflnzfall  kann  also  auf  viererlei  Weise  durchgeführt  werden. 
(Solche  vier  yerschiedene  DurchtÜhrungen  eines  ond  desselben  GrAnzfiilles  findet  man 
z.  B.  auf  Seite  247,  etc.) 

Man  führe  diesen  Granzfall  so  durch,  dass  dx,  d;^,  i^x,  (Pi^  etc.  als  unabhängig 
behandelt  werden. 

Man  setze  zur  Abkürzung 

V    .  ,.  V  ^'^  ^''  *'»  *''  *' 

bezüglich  statt 

d^^(z,  y)     d,r(z,  y)      d^^(^>  >)     d,d^(»,  y)      <>y^(»»  y) 
dx       •         dy       '         dx2       '       dx-dy     *         dy« 
und  ebeoflo 

Ptt      f.44     ^U      Ji44     ^H 

bezüghch  statt 

d,r^(z,  y)      d,r(x,  y)      ^l^'X^^l)      d,d^^(x,y)      ^]^'i^  7) 
dx        '  dy        '         dx2       '        dx  •  dy     *         dy« 

ond  sondere  ^z.^,  ^z^h»  ^^x^^  ^x^  *^»  ^  bekommt  man 

9)  ^.^  =  (v - 1)«,, •<"*  +  0' -Ox., •»*» - ^'(^wXy'* 

10)    Ä^j=  (,«  -  ,),^.a»j  +  (r  -  Ox^-^  -  *-(^)^'  * 

Eliminirt  man  az.^  und   dz,^^  aus  XII,  so  bekommt  man 

Weil  aber  d|;  und  dx  zwei  ganz  willkürliche  und  untereinander  unabhängige  Functionen 
YOtt  X  Tonlellen;  so  zerlegt  sich  letztere  Gleichung  in  folgende  zwei 


11^    V»  -t-  p-  -r  q  •  ^"ßxji  —  VPt«l     —  Wx,t ' 
ond 


11)    (l+p»+q.(»'0:i,f-(p«l"-q))«,f3i=* 
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12)    (1  +  p«  -h  q.qOx,;r  ^  (P^^'   "  ^^>^,^  ^  £  ^  ^ 


uDd  daraas  folgt 


Diesen  zwei  GleichnDgen  sieht  man  ihre  geometrische  BedentoDg  nicht  so  leicht  an; 
and  desshalb  suche  man    sie  zo  vereinfachen,  was  dadarch  radglich  ist,  dass  man  die 

totalen  Differentialqaotienten^j-  ond  ~  entfernt.  Weil  nemlich,  wie  schon  einoial  be- 
merkt, die  Gleichungen  3  und  4  identische  sind;  so  differenliire  man  sie  nach  allem  z, 
and  man  he)commt  bezüglich 

Eliminirt  man  jetzt  -^  und  t^  aus  11  ond  12,  und  führt  man  dann  statt  )^\  p*\  q',  4" 
<die  Aasdrücke  wieder  zurück ;  so  bekommt  man 

Die  vier  Gleichungen  1,  2,  3,  4  dienen  dazu,  um  die  zwei  willkürlichen  Fonctionen 
zu  bestimmen,  welche  durch  Integration  der  Hauptgleichung  eingegangen  sind  Hat 
man  aber  für  z  eine  ganz  bestimmte  Function  von  x  und  y  hergestellt,  so  f&hre  man 
diese  in  die  Gleichungen  17  und  18  ein»  und  ermittle  die  für  ^{\)  und  Jtx}  gesadilen 
Functionen  von  x. 

Nun  mögen  die  vier  Gleichungen  1,  2,  17,  18  noch  näher  untersucht  werden. 

A)  Durch  den  Quotienten  --p   ist  bekanntlich  die  goniometrische  Tangenlo   des 

Winkels  dargestellt,  welcher  von  der  in  der  Goordinatenebene  XZ  liegenden  Spor  der 
Berührungsebene  und  von  der  Axe  X  gebildet  wird.    Aus  der  Gleichung  1,   d.  h.  ans 

\-^]      =  0,  folgt  also,  dass,  wenn  man  in  alle  Punkte  der  von  der  gesuchten  Fläche 

\  dx  /a,y 

und  der  ersten  Gränzebene  erzeugten  Durchschnitlscurve  Berührungsebenen  an  die  ge- 
suchte Fläche  legt,  die  in  der  Goordinatenebene  XZ  liegenden  Spuren  aller  dieser  Be- 
rührungsebenen parallel  sind  mit  der  Axe  X.  Somit  stehen  alle  diese  BerfihraDgs- 
ebenen  senkrecht  auf  der  ersten  Gränzebene,  d.  h.  die  gesuchte  Fläche  selbst  steht 
auf  der  ersten  Gränzebene  senkrecht. 

.Aus  Gleichung  2,   d.  h.  aus  (-7^)       =  0,  folgt  auf  gleiche  Weise ,  dass  die  ge- 

V   dx  /fl^y 

suchte  Fläche  auch  auf  der  zweiten  Gränzebene  senkrecht  steht 

B)  Die  gesuchte  Fläche  und  die  durch  c  =  ^(x,  y)  dargestellte  Gräniflache 
schneiden  sich  nach  einer  räumlichen  Curve.  Wenn  man  nun  in  alle  Punkte  dieser 
Curve  Berührungsebenen  an  die  gesuchte  Fläche  legt,  so  sind  alle  diese  Berfihrangs- 
ebenen  durch  folgende  Gleichung 

gegeben,  wo  ;r(x)  an  die  Stelle  des  y  gesetzt  werden  mnss. 
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Wenn  man  feroer  in  alle  Fookte  der  eben  besagleii  Corve  aaeh  Berttrangaebenett 
an  die  Gränzfläche  c  =  ^(z,  y)  legt,  so  sind  alle  diese  Beröhrangsebenen  durch  fol- 
f^ende  Gleicbong 

gegeben,  wo  wieder  ^(i)  an  die  Stelle  des  y  gesetzt  werden  muss. 

Jeder  Punkt  der  besagten  räumlichen  Gurve  hat  also  zwei  BerOhrungsebenen , 
deren  eine  zur  gesuchten  Fläche  und  deren  andere  zur  Gränzfläche  gehört;  and  jedes 
Paar  solcher  cusammengehörlgen  BerOhrungsebenen  bildet  einen  Winkel ,  dessen  Cosinus 


<  +Px,;r  •»i,;r-*-<!x,^-<»' 


x,Jr 


(n  4-  p«  4-  q2)x,.,  .  {Wi  4-  1>^2  ^  ci%^ 

Nun  ist  (nach  Gleichung  18)  dieses  Bruches  Zähler  =  Null ;  folglich  steht  jedes  Paar 
solcher  zusammengehörigen  Berübrungsebenen  senkrecht  aufeinander,  d.  h.  die  gesuchte 
Fläche  steht  auf  der  Gränzfläche  c  =  f'(x,  y)  senkrecht. 

Aus  Gleichung  17  folgt  auf  gleiche  Weise,  dass  die  |[esuchte  Fläche  auch  auf  der 
Gränzfläche  y  =  f''(z ,  y)  senkrecht  steht. 

Dass  aber  die  absolut  kleinste  Oberfläche  sowohl  auf  den  beiden  Gränzebenen  als 
auch  auf  den  beiden  Gräozflächen  senkrecht  steht,  ist  ein  Ergebniss,  welches  zu  er- 
warten war,  und  den  Ergebnissen  früherer  Aufgaben  analog  ist.  (Man  sehe  den  ersten 
Gränzfall  in  den  acht  Aufgaben  160,  161,  176—180,  187.) 

Man  eliminire  jetzt  ^x^„  und  ^z^  u  aus  VI,  was  mittelst  der  Gleichungen  9  und 

10  geschieht.     Dann  beachte  man  die  sieben  Gleichungen  VII,  VIII,  IX,  1,  2,  11,  12, 

reducire  soviel  als  möglich ,  und  setze  C^berall  P  und  Q  bezUglich  statt  _  ^ 

Kl  -h  p«  -h  q« 

und  ■  ^  -  ;  so  gibt  sich  zunächst 

Kl  -+-  p2  -h  q2 

XIV)    [dfU  - 

-  [((PS  +  QtO,,.T  +  (Pt  -  P*0,,«  -P^'"^ 

Wenn  mau  die  nach  x  identischen  Gleichungen  7  und  8  nach  allem  z  differentiirt ,  so 
bekommt  man  bezQglieh 

^^  \  d«  ;.,f  +  \  dy  j,.f  dx  -  ("  "O.^W 
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Man  sübstitiihre  tifete  beiden  Aosdrftcke  in  XIY»  so  bekommt  man 

XV)    i^)«U  = 

+  ((Qt"  +  2P . «"  -  P8),,f  +  (pt"  -  PO,,f  •  ^  •  »«•] 

+  ((Qf  +  2P  .  «'  -  ps),^  +  (Pf  -  PO^  •£)•'*']!    •  **' 


Nao  ist 


-[(m.('-*-..-('^)«i:-««-'>- 


and 


+  '..t  ■ «"  -  •).<  +  »i<  •  (I"  -  0«  •  ff]  •  «• 

Man  snbstitnire  diese  beiden  Ansdröcke  in  XV,  redacire  soviel  als  möglich,  and 
auf  die  vollständigen  Differentiale  die  Integration  an ;  so  gibt  sich 

XVI)     ldfü=:  • 

i:£';:777-|[('^'-'^)'H^)'-^m']-'- 

.£ {[(P...  + «...  -  i^  <,«  -  „)^ -  {^ c,.. _ ^)^.«]  .^ 

-  i'.^««  •  (''  -  <««  • "»»'  +  p.,«»  ■  w  -  ')•*«  •  "^  ,, 

Die  Gleichung  1  gilt  bei  jedem  Wertbe  des  y,  sie  gilt  also  auch  bei  y  =  «(a)  und  bd 
y  •»  5(a),  d.  h.  es  ist  auch  Pj, -^^^  ==  0  und  P.  v^^j  =  0. 

Aach  die  Gleichung  2  gilt  bei  jedem  Werthe  des  y ,  sie  gilt  also  auch  bei  y  =:  mw 
und  bei  y  =  »CO,  d.  h.  es  ist  auch  P^^^^^)  =  0  ond  P^j^^j  =  0. 

Die  ausserhalb  der  Integralieichen  stehenden  Theilsätze  fallen  somit  alle  hinweg. 
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Elimioirt  man  nocb  die  beideo  (enter  den  einfadieii  lutegraizeielieo  steheMdeo) 

totalen  DifferentialqootienteD  -^  ond  -^  ,    was  mittelst  der  Gleichangen  15  aod  16 

geschieht;  so  bekommt  man 

XVII)    idfV  == 

r£;-;T77;^|[('^-'^T*(^)'-(^)] -- 


P«"  +  Qt"  -  H  (q"  -  q)  +  i?  (P"  -  P))      .  df 

dx  dy  x,? 


/  d,P  d,p  \  1 

-  ^P  .«'   -h  Q  .f  ~  —  0'  -  q)  +^  (p-  -  p)j^^^  .  a;r2j  .  dx 

Der  Theilsatz  mit  dem  doppelten  Infegralzeichen  ist  unter  allen  Umständen  positiv. 
Ob  aber  der  Theilsatz  mit  dem  einfachen  Integralzeichen  auch  posttiy  ist,  kann  erst 
entschieden  werden,  wenn  speclelle  GrUnzfiächen  gegeben  sind. 

Znsatz.    FolgeDde  Unterscheidnogen  sind  beacbtenswerth : 

9)  Wenn  die  beiden  Gränzfläcben  sich  ionerbalb  der  beiden  Gränzebenen  nor  be- 
rühren,  so   kann  zwiscben  ihnen  immer  noch  eine  absolut  kleinste  Oberfläche  stattfinden. 

f&)  Wenn  aber  die  beiden  Gränzfläcben  sich  innertkslb  der  beiden  Gränzebenen  schneid 
den,  so  kann 

a)  zwiscben  ihnen  keine  absolut  kleinste  Oberfläche  stattfinden.  Würde  aber  eine  solche 
(eine  absolut  kleinste  nemlich)  dennoch  gefordert  werden,  so  müsste  sich  die  Unstattbaf- 
tigkeit  der  Forderung  jedesmal  durch  eine  Erscheioung  des  Caiculs  offenbaren. 

b)  Ganz  anders  verbäU  es  sich  bei  einer  relativ  kleinsten  Oberfläche,  d.  h.  bei  einer 
Oberfläche,  welche  noter  allen  denen,  die  einer  oder  mehreren  gemeinschafllichen  Be- 
dingungen genügen,  die  kleinste  ist.  Die  Forderung  einer  solchen  kleinsten  Oberfläche 
wird  in  der  Regel  statthaft  sein,  auch  wenn  die  beiden  Gränzfläcben  sich  zwiscben  den 
zwei  parallelen  Gränzebenen  schneiden;  und  sollte  sie  einmal  unstatlbalL  sein,  so  wird  es 
der  Calcnl  ohneweiters  anzeigen..  (Man  Tcrgleicbe  Seite  241,  Zusatz  6;  und  Seite  254, 
Zusatz  8.) 

Swttltor  »Uli. 

Mao  anebt  siebt  die  alj^solnt  kleinste  OberflSche  zwischen  den  zwei  parallelen 
Grlnzebenen  nnd  den  zwei  gegebenen  Gränzflftchen;  sondern  man  sncfat  nnr  unter  jenen 
PläebeDy  welche  Ton  zwei  festen  in  den  parallelen  Ebenen  liegenden  €anren  *begränzf 
werden ,  diejenige  heraus ,  die  zwischen  den  zwei  gegebenen  Gränzfläcben  die  kleinste  ist. 

We  erste  Cnrre,  welche  in  der  im  Endpunkte  der  Abscisse  a  senkrechten  Ebene 
liegt,  sei  gegeben  dorcb  die  Gleichungen 

25)    X  =  a,       nnd       26)    z,,^  ««  A  •  y -h  B  •  y« 
Die  zweite  Gorye,   welche  in  der  im  Endpunkte  der  Abscisse  a  senkrechten  Ebene 
liegt,  sei  gegeben  durch  die  Gleichungen 

27)    X  «  a,        und        28)    z^y  —  C  +  E  •  y» 

Desshalb  mikssen  (man  sehe  den  ersten  Fall  in  Aufg.  253)  folgende  nach  y  identische 
Gleichangen  stattfinden 

At,„  sr  0,    da^y  =  0,    d2z,,,  =  0,    dH^y  =s:  0,  etc. 

und  somit  reducirt  die  Gränzengleichnng  XI  sich  wieder  auf  XII,  so  dass  sich  abermals 
die  beiden  Gleichungen  11  und  12  (oder  17  ond  18)  ergeben. 

Die  gesuchte  Fläche  steht  2|lso  auch  diesmal  auf  den  beiden  Gränzfläcben  c  ==:  r(z ,  y) 
and  Y  =  P'(x,  y)  senkrecht.  Welchen  Winkel  aber  die  gesuchte  Flüche  an  jeder 
Stelle  mit  den  beiden  parallelen  Gränzebenen  bildet,  dar&ber  kann  jetzt  (in  diesem 
zwdien  Falle  nemlioh)  keine  allgemeine  Regel  auligestelll  werden. 

Die  Yier  Gleichungen  3,  4,  26,  28  dienen  daiu,  um  die  zwei  willkörliehen  Pono* 
tionen  xu  beatimmen,  wekhe  durch  Integration  der  Hnuptgieichong  eingegangen  sMt 
Hat  man  aber  für  z  eine  gam  beatimmte  Fumllon  von  x  und  y  hergesCelH,  ae  fihbiw 
man  diese  in  die  Gleichungen  17  nnd  18  ein,  und  ermitlle  die  für  mxf  nnd  ^i)  gesoelH 
len  Functionen. 

II.  87 
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XVIII)   idfV  = 


Andere  GräozfiUle  kaao  man  sich  nach  Belieben  bilden. 
(Man  vergleiche  die  Schlassbemerkang  za  Aofg.  288) 


Aufgabe  282. 

Man  sacht  eine  Fläche  ond  eine  in  dieser  Fläche  liegende  räumliche  Carve,  ßr 
deren  Umfang  eine  bestimmte  Grösse  k  vorgeschrieben  ist  Das  von  der  gesuchCea 
Gurve  begränzte  StQck  der  gesuchten  Fläche  soll  den  kleinsten  Flächeninhalt  haben , 
der  zwischen  allen  andern  räumlichen  Gurven  von  gleichgrossem  Umfange  möglich  ist 
Welches  ist  die  geeoelHe  Fläche  and  welches  die  gesuchte  Gurve  t 

filMlcltaBg. 

A)  Man  nehme  an,  die  gesncbto  Fläche  sei  gefunden,  und  habe  die  Gleiehn^ 

I)    i  =  <3p(x,y) 
Die  der  gesoehten  FIAche  stelsforl  Bächstanliegenden  Naehbarläehen  sind  ehe  darge- 
•teUt  durch 

II)     z  +  Jz  =  ip(i.  y)  -t-  X  .  dq>(x .  y)  -+.  ^  .  diq>(x,  y)  + 

oder  kürzer  durch 

III)    z  -h  i^z  —  <p(x^  y)  -+-  X  .  ^z   H d«z  H- 

wo  die  unmittelbaren  reinen  Mutationscoefßcienten  ^z,  ißi,  etc«  als  Fonetieoen  van  s 
und  y  zu  betrachten  sind. 

B)  Die  in  der  Coordinatenebene  XY  liegende  Projection  der  gesachten  Gurve 
(fig.  37)  sei  ADBE,  und  die  in  der  Goordinatenebene  XZ  liegende  Projection  sd 
9(iD9CI.    Die  kleinste  Abseisse  sei  a,  ond  die  grösste  sei  o. 

90  Man  nehme  ferner  an,  das  StQck  AEB  der  in  XY  liegenden  Projection  der 
gesuchten  Gurve  habe  die  Gleichung 

IV)    r  =  ;r(i,m) 
wo  m  ein  vorerst  noch  willkOrlicber  Gonslaoter  ist,    welcher  dann  verwendel  werden 
wird,  wenn  es  sich  darum  handelt,  der  gesuchten  Gurve  den  voigeadiriebeoen  Cnfang 
k  zu  ertheilen. 

Wenn  man  «(x,  m)  an  die  Stelle  des  y  in  I  substitnirt,  so  bekommt  man 

V)    z'  =  <3p(x,  ä(x.  m)) 
und  dieses  ist  die  Gleichung  des  Stockes  9(5)33  der  in  XZ  liegenden  ProJecHoo  der  ge- 
suchten Gurve. 

Da  aHe  zu  betrachtenden  Nachbarcurven  den  nemlichen  Umfang  k  haben  niQssen, 
«0  mOssen  ihre  Gleichungen  mit  einem  andern  willkOrlichen  Gonstanten  (m  -4-  Dn) 
versehen  sein.  Desshaib  sind  die  der  Projection  AEB  ent§[A^henden  ^jectionea 
aller  DüchstanHegenden  Nachbarcurven  nur  durch  gemischte  Mutationen,  d.  k.  dardi 
folgende  Beihe 

VI)      y'  -H  iJiY  =  ;r(x,  m)  H-  x  .  ,^,);r(x,  m)  -h  ^  m^dM».  "0  + 
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danteDbar,  wo,  wie  man  hvnHa  (ans  Aafg.  314)  weiss, 

VU)    ,dipr(x.  m)  -  a<x,  m)  +  ^=^^5^^  •  *n 
VIII)    Ai'jrCx,  m)  - 

J«*(i,  m)  +  a  .   "   ^\„        •  AH  + 5J5—  •  ^m  +       dm»       '  *" 

V 

etc.  etc. 
ist.    Wenn  man  die  Reihe  VI  an  die  Stelle  des  y  in  II  sobstitairt,  and  dann  eine  nach 
Potenzen  des  x  aufsteigende  Reibe  entwickelt;  so  bekommt  man  folgende  znsammen- 
gesetzte  gemia^kte  Matation: 

IX)       Z'  4-  U^üß'  =  <3P(».  ^(«»  DD)  +  X  .  fl^))Z'  +  —  .  (djjfz'  -h 

und  dadurch  sind  die  der  Projection  WS^  entsprechenden  Projectionen  aller  der  gesociK 
ten  Ganre  stetsfort  nächstanliegenden  Nachbarcorven  dargestellt. 

In  die  Zahl  dieser  Nachbarcorven  gehören  aber 

1)  nicht  nor  diejenigen,  welche  sich  in  der  gesachten  FUche  befinden ,  und  der 
gesuchten  Cnrre  stetsfort  nSchstanliegen ,  sondern 

i)  auch  diejenigen,  welche  sich  in  den  der  gesachfen  Fläche  stetsfort  n&chstan* 
liegenden  Nachbarflachen  befinden,  und  zugleich  der  gesuchten  Curve  stetsfort  naclist- 
anliegen. 

Dieses  ist  der  Grond,  warum  wenigstens  bei  einer  Projection  die  Mutationen  zu- 
sammengesetzte sein  müssen,  und  zwar  zusammengesetzte  gemischte,  wegen  der 
Werthänderungen  des  m. 

Man  setze,  so  oft  es  bequem 'ist,  zur  Abkürzung 

;r,    öjt^    ^»,  etc. 
bezüglich  statt 

3r(x,  m)j   ^x(Xy  «),    ^jr(x,  m),  eto. 

80  ergeben  sich  för  die  einzelnen  Goefficienten  der  Reihe  IX  folgende  Ausdrücke 

XI)    ^.^z'  -  «^..,  +  2  .  {^\^  .  .»..*  +  {^l^  ■  fi.?n  +  {^\^  .  A.*. 

etc.  etc. 
Die  Bedeotuiig  der  Ausdrücke  (hilf  und  (difx  ist  durch  die  GleidiDogen  VII  und  VIII 
gegeben. 

B)  Man  nehme  auch  noch  an,  das  Stück  ADB  der  in  XT  liegenden  Projection 
der  gesuchten  Corvo  habe  die  Gleichung 

XII)    r^  =  S(x,  m) 

wo  m  wieder  der  schon  vorhin  gebrauchte  (und  vorerst  noch  ganz  willkürliche)  Gon- 
Staate  ist. 

Wenn  man  ^x,  m)  an  die  Stelle  des  y  in  I  sobstitoirt,  so  bekommt  man 
XIII)    z"  =  qp(x,  &x,  m)) 
und  dieses  ist  die  Gleichung  des  Stückes  ^Ü^Sd  der  in  XZ  liegenden  Projection  der  ge- 
sachten Curve. 

Die  der  Projection  ADB  entsprechenden  Projectionen  aller  der  gesuchten  Curve 
Stetsfort  nächstanliegenden  Nachbarcurveik  sind  also  wegen  der  Werthänderungen  des  m 
ebenfalls  nur  durch  gemischte  Mutationen,  d.  h.  durch  die  Reihe 


XIV)    y''  +  <^„y"  «  ä(x,  m)  +  X  .  A,s(x,  m)  +  ^  •  A)25(x,  m)  -H 
darstellbar,  wo,  wie*  man  bereits  (aus  Aufg.  214)  weiss, 
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XVI)    A)»?(x,  m)- 

etc.  etc. 
ist.    Weno  man  die  Reihe  XIV  an  die  Stelle  des  y  in  fl  sabstitoirt ,   ond  dann  eine 
nach  Polenxen  des  x  aafsteigende  Reihe  entwickelt;   so  bekommt  man  folgende  xn- 
•  ammengesetzte  gemischte  Matalion: 

XVII)      Z"  -h  R^DIZ''  =.  qp(x,  ÖX,  m))  -\-  X  .  R^DH"  +  ^  .  K*))2z''  -+- 


nnd  dadurch  sind  die  der  Projection  9CD9  entsprechenden  Projectionen  aller  der  ge- 
wichten Corvo  Stelsfort  nächstanliegenden  Nachbarcarven  dargestellt 
In  die  Zahl  dieser  Nachbarcorven  gehören  aber 

1)  nicht  nor  diejenigen ,  welche  sich  in  der  gesuchten  Fläche  befinden,  and  der 
l^esochten  Corve  stetsfort  nachstanliegen,  sondern 

2)  auch  diejenigen,  welche  sich  in  den  der  gesuchten  Fläche  stetsfort  nächstao- 
Uegenden  Nachbarflächen  befinden,  und  zugleich  der  gesuchten  Gurve  stetsfort  nächst- 
anliegen. 

Dieses  ist,  wie  kurz  vorher  schon  einmal  gesagt,  der  Grund,  warum  wenigstens 
bei  einer  Projection  die  Mutationen  zusammengesetzte  sind,  und  zwar  znsammenge- 
aetzte  gemischte,  wegen  der  Werthänderungen  des  m. 

Man  setze,  so  oft  es  bequem  ist,  zur  Abkürzung 

t,    «,    n,  etc. 
bezQglich  statt 

i(x,  m),    af(x,  m),    a2f(x,  m),  etc. 

so  ergeben  sich  IQr  die  einzelnen  Coefficienten  der  Reihe  XVII  folgende  AosdrOcke : 
XVni)    ^r^"  =  az,,j  +  (^)^  ^ .  (öt  +  '^ .  *m) 

XIX)    ^^^"  =  .^,,f  +  2  .  (^)^^ .  fi^  +  (^)^^  .  M  +  {^\^  .  fis^ 

Die  Bedeutung  der  Ausdrücke  (d±£  und  {difi  ist  durch  die  Gleichungen  XV  ond  XVf 
gegeben. 

Zusatz  1.  Zwischen  der  hiesigen  nnd  der  folgenden  Aafgtbe  besteht  ein  wesent- 
licher Uoterschied. 

a)  Bei  der  hiesigen  Aufn^abe  ist  z  ursprünglich  nur  eine  Function  von  x  und  y ,  wäh- 
rend erst  in  den  für  y  gesuchten  FunetioDen  7r(x,  m)  und  $(z,  m)  das  m  vorkommt,  so 
dass  In  den  beiden  Ausdrücken  z^  ^  nnd  z^  ^  das  m  erst  mittelbar  enthalten  ist  Da- 
gegen '  '^ 

ß)  bei  der  folgenden  Aufgabe  wird  z  schon  ursprünglich  eine  Function  von  x,  y,  m 
sein,  d.  h.  In  der  dortigen  Function  z  wird  das  m  schon  unmittelbar  vorkommen, 
während  in  den  dort  für  y  zu  suchenden  Functionen  x{x)  ond  ^(x)  kein  m  enthalten  ist. 
(Man  vergleiche  den  Znsatz  im  Granzfalle  der  nächsten  Aufgabe.) 

Das  durch  die  Projectionen  AEB  und  SKSSB  gegebene  Stück  der  gesuchten  Corve 
hat  folgende  Länge: 


''^>j:(Fw^^")- 


und  das  durch  die  Projectionen  ADB  und  $t^SB  gegebene  Stück  der  gesuehten  Cnrvt 
hat  folgende  Länge: 


™)r(i^'*®'^(^'0- 
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Die  liier  vorgelegte  Aol^^abe  verlangt  also  f&r  z,  för  ^x,  m)  lud  fikr  {(x,  m)  solehe 
FoDetioneo,  daas  dabei  folgeBdes  Integral 


^'-"'-j:c(r-(^)'*(W)-'- 

ein  Minimnni-atand  wird,  während  noch  folgende  Gleichung 

stattfindet 

Gleiebnng  XXIU  kann  erfüllt  werden  durch  alle  jene  nnendlichvieien  Functionen 
«(Xy  m)  und  £(x,  m),  bei  welchen  es  möglich  ist,  den  Werth  des  (vorerst  willkürli- 
chen) Gonatanten  m  noch  so  einzurichten ,  wie  die  Erfüllung  dieser  Gleichung  erfordert 

Weil  in  Gleichung  XXII  die  beiden  Gränzfunctionen  x(x,  m)  und  {;(x,  m)  eine 
anmittelbare  gemischte  Mutation  erleiden,  so  erleidet  das  U  selbst  eine  zu- 
sammengesetzte gemischte  Mutation,  d.  h.  man  bekommt 

+  £*  (Vx,t(x,m)  •  *>£(»•«)  -  Vj^x,m)  "  A)*U»«n)j  •  ^ 

Man  forme  um,   und  gebrauche,   so  oft  es  bequem  ist,  die  bereits  gewShlten  Abkttr- 
xungsseiehen ;  so  bekommt  man 

(Kl  /^x,m)  /d  P       d,Q\ 


^3r(x, 
^av  •  ^«a.v  •  dy  -   I  ^«T-^i. 


a,y     -«,y 


nia,m)  •/xi^L^m) 


J:r(a,i 


Man  mutire  Gleichung  XIV  noch  einmal ,  und  forme  um ;  so  bekommt  nuin 
ar(a,m)       ^  *'  J;r(a,m) 
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nie  Badentimg  von  A>«.  <«i)Si  'fi\f^y  AÄ,  eCc.  iai  in  VU,  VIM,  XV,  XVI  «Mail» 
dergesetzt. 

Die  AbkftrcQDgszeichea  aV  ond^  sind  bereit«  (ans  Nr.  VII  and  Vlll,  Seile  683) 
belLannt 

Ferner  ist,  wie  gewöhnlich,  p,  q,  V,  P,  Q  bezüglich  statt  -^ '  ^ »  ^*  +  P*  +  q'» 

^  ,    ^         ^   gesetzt  worden. 

KThTp«  -h  q»      1^1  +  p«  -h  q« 

Gleichung  XXIII  wird  dadurch  motirt,  dass  an  die  Stelle  des  ;k,  z',  (,  z"  bezQg- 
lieh  die  Reihen  VI,  IX,  XIV,  XVII  eingehen;  ond  wenn  dabei  znr  Abkttrzinig  noch 

ds'    and    ds'' 
bezQgUch  statt 

Kdx«  +  d««  -+•  dz*«    ond    Kdx«  -f-  dj?  +  dz"« 
gesetzt  wird,  so  bekommt  man 

^^^">  Ja  (dF^dT  +d?^"ir-)-^^"^Ja  \d?^-dr"^s^-"d?-)-^~® 

Formt  man  um ,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 

Itan  motire  Gleichong  XXVII  noch  einmal,  und  forme  um;  so  gibt  sich 

+  \dF')  Ll"^  "dT  "  di •  -dl-)  ^  \-Är)  +  ("d^)  Jj  •  **"  =  ® 

Erstens.  Untersuchung  der  ersten  (in  XXIV  aufgestellten)  Form  des  (c^i,]U.  In 
dieser  Form  kommen  die  Mutationen  der  zur  gesuchten  Fläche  gehörigen  Gränzordi- 
naten  nicht  vor.  Da  nun  die  Aufgabe  verlangt,  dass  die  gesuchte  Fläche  von  der  ge- 
suchten Gränccurve  begränzt  w^den  soll,  also  die  Gränzordinaten  der  gesuchten  Fläche 
auch  zugleich  Ordinalen  der  gesuchten  Gränzcurve  sein  müssen;  so  müssen  durchaus  die 
Mutationen  der  zur  gesuchten  Fläche  gehörigen  Gränzordinaten  verglichen  werden  mit  den 
Mutationen  der  zur  gesuchten  Gränzcurve  gehörigen  Ordinalen.  Dazu  bietet  aber  die 
erste  Form  des  k^djU  nicht  die  Mittel,  kann  also  nicht  weiter  beachtet  werden. 

Zweitens.  Untersuchung  der  zweiten  (in  XXV  aufgestellten)  Form  des  f(düü. 
Um  hier  das  abbängige  i9m  wegzubringen,  mu*lliplicire  [man  Gleichung  XX VIII  mit 
einem  (vorerst  unbekannten,  jedenfalls  aber)  nach  x  constanten  Factor  91;  dann  ist 
auch  dieses  Product  nooh  Null,  und  kann  zu  XXV  addirt  werden,  ohne  dass  lA^ 
sich  im  Geringsten  ändert.^  Man  addire  besagtes  Product  wirklieb,  und  föhre  unter  dem 
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einfachen  Integralzeichen  flir  fii^,  \{^\)]z\  ißii*  rc^Diz''  die  (in  den  Gleichangen  VII,  X, 
XV,  XVIII  slehenden)  AasdrQcke  ein;  so  ist  noch  vollkommen  genaa 

XXX)    K^DiU  =  ~  r  f  *'"^  (iF  ^-  i2)  .  az  .  dy  .  dl 
JaJ«(x,m)\dx  dy/ 

/•5ra,m)  n^di,m 

■*■  I  Pa.y  •  ^*a,y  •  dy  -  I  P«^,  •  <Jza.T  ■  dy 

Ja   A   *'^  *'^    dx  '       dx    /       »»^ 

+  l(v  .-M^kül-m^yül  /i5^  )  ««-e 
.(v,-.lf»-./Jp.(ä.)J.« 

-  «  [(If),  •  *'.  -  (si  •  -^-i  +  (^).  ■  ^  -  (a?:)«  ■  ■*<] 

-  «  p).  •  ^-  *  (ar).  •  "-i  +  (£).  ■  *^  +  (£■).  ■ "-:] 

Hieraaa  ergibt  sich  zunächst  die  Haaptgleichong 

^^^^       ^«P        d,0 
XXXI)      ^  +  J^=0 

welche  bekanntlich  gleichbedeutend  ist  mit  folgender 

XXXn)    (1  H-  q2)  .  r  -  2pq  .  6  +  (^  +  p2)  .  l  «  0 

Diese  GleichoDg  ist  nach  x  und  y  identisch,    und  ist  dieselbe,    wie  Nr.  VIII  oder  IX 
der  ^1***"  Aufgabe,  wo  b  und  ß  constant  sind. 

Damit  das  abhängige  ^m  unter  dem  einfachen  Integralzeichen  wegfalle,  nuss  auch 
folgende  nach  x  identische  Gleichung 

«x,.„(v,.-/i|>.-,^Jp.(^)J.^ 


Ataltfinden. 

Man  hat  also  jetzt  die  Gränzengleichvng 

II.  88 
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r|(««-PaM-«^)-a 

.(v.,-,!<t.L„ff).(^)J.« 

=  0 
NuD  ist  man  soweit  gekommen,  dass  speclelle  Fälle  aufgestellt  werden  könneo. 
'  Erster  VaU. 

Man  sacht  die  absolut  kleinste  Fläche,    welche  von  der  gesuchten  Gurve  mit  Tor- 
geschriebener  Umfangsgrösse  eingeschlossen  werden  kann. 

Hierbei  wird  die  Gränzengleichung  XXXIV  nur  erfüllt,  wenn  folgende  zwei  nach 
y  identische 

1)  P^y=0,  2)  P^y-O 

wenn  folgende  vier  nach  x  identische 

3)   Qu-P.ri^-«#  =  o 


d,       'i 


./df\      ./d«"\ 

^      *'fc  dx  dx       \dy/x,J 


"IdF 


dx        \  dy  /x,x 
und  wenn  folgende  nichtidentische  Gleichung 

-  (^).  ■  ^-  -  (£).  ■  "»-i  -  {■§'1  ■  "^  -  (£;).  •  *^i' = "> 

stattfindet. 

Wenn  man  die  Haoptgleichung  XXXII  integrirt,  so  gehen  zwei  willkQrlicbe  Fqdc- 
lionen  ein,  welche  durch  die  vier  Gleichungen  Nr.  1—4  bestimmt  werden.  Dann  dieneo 
die  Gleichungen  5  und  6  zur  Bestimmung  der  zwei  gesuchten  Functionen  ;k(x,  m) 
and  S(x ,  ro). 

Die  Gleichung  7  wird  sich  sehr  verschiedenartig  zeriegen,  je  nach  den  verschiede- 
nen Gränzbedingungen ,  welche  noch  gestellt  werden  können. 
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Die  Gleichung  XXIIl  dient  endlich  zor  Bestimniang  des  letzten  Constanlen  m. 

Man  erkennt  aber,  das  alle  diejenigen  Fonctionen  z,  ^(x,  m)  und  £(x,  m),  durch 
welche  die  Gleichungen  5  und  6  identisch  werden,  auch  die  Gleichung  XXXIII  iden- 
tisch machen.  Somit  hat  Gleichung  XXXIII  durchaus  keinen  Einfluss  auf  die  Modifi- 
cation  der  gesuchten  Functionen. 

Um  das  Prfifungsmiltel  herzustellen,  multiplicire  man  Gleichung  XXIX  mit  dem 
bereits  angewendeten  Factor  9t,  und  addire  dieses  Prodnct  zu  XXVI,  etc.  Dabei  hat 
man  aber  unter  dem  einfachen  Integralzeichen, für  idi?x,  [(^di^z',  ^^a^i  und  ndaft*'  die 
(in  den  Gleichungen  YIII,  XI,  XVI  und  XIX  stehenden)  Ausdrücke  zu  setzen. 

Zusatz  2.  Die  einfachste  Function,  wodurch  der  Hauptgleichung  XXXII  genügt 
wird,  ist 

8)    z  =  A 
Dadurch  ist  die  mit  der  Coordinatenebene  XY  parallele  Ebene  dargestellt. 

Wegen  Gleichung  8  Ist  also  auch 

9)  z'  =  qp(x,  7(x,m))  ■»  A 
and 

10)  z"  =  g<x,  §(x,m))  =  A 

und  durch  diese  beiden  Gleichungen  ist  angezeigt,  dass  die  in  der  Coordinatenebene 
XZ  liegende  Projection  der  gesuchten  Gonre  eine  mit  der  Axe  X  parallele  Grade  ist. 

a)  Aus  Gleichung  8  folgt  -j-  =  0  und  -j-  »  0  bei  jeder  Bedeutung   des  x  und  des 

7,  also  auch  bei  y  =  ^(x,  m)  und  bei  y  =  ^x,  m). 

dz' 

b)  Aus  Gleichung  9  folgt  --z—  »>  0  bei  jedem  Wertbe  des  z,   abo  auch  bei  x  =  a 

ood  bei  X  =  o. 

dz" 

c)  Aus  Gleichung  10  folgt  --r—  =  0  bei  jedem  Wertbe  des  x,    also  auch  bei  x  =  a 

und  bei  x  ■»  o. 

d)  Weil,  wie  schon  einmal  gesagt,  -y-  =  0  und  ~—  =  0  ist,  so  ist 

dx  dy 

V  =  ri  H-  p»  -l-q2  —  i. 

In  Folge  alles  dessen,  was  hier  (in  diesem  Zusätze)  vorkommt,  falleo  die  Tier  Glei- 
cbnngen  Nr.  1—4  hinweg,  und  die  drei  Gleichungen  Nr.  5— 7  reduciren  sich  bezüglich  auf 

12)    -  1  -  «  .  -~^  =  0 
'  dl 

d,z 
Weil  die  Gleichungen  11  und  12  stattfinden,   und  -^  =  0  ist;    so   wird   auch  Gleichung 

XXXIII  erfollu  Somit  hat  Gleichung  XXXIII  durchaus  keinen  Einfluss  auf  die  Modifica- 
tion  der  gesuchten  Curven. 

In  der  Gränzengleichang  13  kommen  die  Ton  z'  und  z"  herrührenden  Mutationen  nicht  vor, 

dz'  dz" 

nnd  zwar  desswegen  nicht,  weil  die  identischen  Gleichangeo  -r—  =  0  und  -r-  =■  0  statt- 
finden. Besagte  Mutationen  sind  aber  auch  für  die  Gränzengleichung  gar  nicht  nötbig.  Es 
ist  nemlich  ganz  gleichgtltig,  wie  weit  die  dofcb  z  =  A  dargestellte  Ebeue  tou  der  Coor- 
dinatenebene XY  entfernt  sei;  denn  diese  Entfernung  hat  auf  die  Grösse  des  too  den  ice- 
sochten  Coryen  eingeschlossenen  Flächenstückes  keinen  Einfluss. 

Integrirt  man  die  Gleichungen  11  nnd  12,  so  bekommt  man  bezüglich 

U)      i-H-«.j|>,       und       15)    X -«  =  -«. -g- 

Man  setze  für  ds'  und  ds''  die  Ausdrücke,  und  beachte,  dass  dz'  «==  0  und  dz''  «  o  ist; 
so  geben  die  Gleichungen  14  nnd  15  über  in 
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16)      I  -  H  =  91  .  --—^ ,        aud        17)    x  -  «  =  - 

rdx2  4-  dl;« 

Aas  deo  zwei  letzten  Gleichungen  folgt  bezüglich 

*8)    :ii  ^  :^p=====^=-=,       and      19)    ;j-=     


dx        |f5ii2  -  (x  —  H)2  <lx        rfW«  -(i-*)« 

Integrirt  man  die  beiden  letzten  Gleichnngen  noch  einmal,  so  bekommt  man  benglid 


£  «  K  -  If9l2  —  (x  -  H)2,  and        ;r  =  Ä  —  iföl«  -  (i  -*)2 

Der  diesen  beiden  Functionen  gemeinscbafUiche  Gonstante  9%  mass  nun  deijeugem, 
welcher  mit  m  bezeichnet  wird;  und  so  kann  man  statt  dieser  beiden  GletchnicD to- 
züglich 

20)  t(x,  m)  =  K  -  r m2^^  (x  ~  H)^ 
und 

21)  «(x,  m)  =  Ä  -  Wm^  -  (x  -  «)« 
schreiben.     Diese  beiden  Functionen  kann  man  auch  bezüglich  umformen  ia 

22)  ft(x,  m)  -  K)«  +  (x  -  H)2  =  m^ 
und 

23)  (»(x,m)  --  Sty  4-  (x  -  «)a  =r  m» 

Wenn  also  für  die  gesuchte  Fläche  die  mit  der  Goordinatenebeae  XY  parallele  Ebene  ^ 
nommen  wird ,  so  bekommt  man  Kreisbögen  für  die  zu  den  gesuchten  Carren  gefaörisa 
und  in  XY  liegenden  Projectionen,  und  zwar  Kreisbögen,  die  einen  gleichgrossen  HaiW 
messer  m  haben.  | 

Aber  eben  weil  für  die  gesuchte  Fläche  eine  mit  XY  parallele  Ebene  genommen  ivde,    i 
so   sind  die   gesuchten   Curven   ihren  in  XY  liegendeo  Projectionen  gleich ,   d.  h.  auch  & 
gesuchten  Curven  sind  Kreisbögen,  wie  zu  erwarten  war. 

Gleichung  XXIII  geht  jetzt  über  in 

Nun  muss  noch  die  nichtidentische  Gleichung  13,  welche,  wie  man  sieht,  noranfdMf»' 
suchten  Curven  und  nicht  auch  auf  die  gesuchte  Fläche  Bezog  hat,  erfüllt  werdet.  DieM 
kann  bekanntlich  durch  mancherlei  Gränzbedingnngen  geschehen.  Folgende  einzige  Mf 
genügen. 

Gränzbedingung.  Man  errichte  in  den  Punkten  c  und  d  der  Abscissenau Ol 
senkrechte  Ebenen^  so  sind  ce'  und  dh'  die  in  der  Coordinatenebene  XY  liegeoden  Spvai 
dieser  Ebenen.  Von  diesen  Ebenen  wird  die  gesuchte  Curve  getroffen  in  vier  Pauktet. 
deren  Projectionen  e',  g',  h^  k'  sind.  Auf  der  gesuchten  Ebene  wird  also  eio  Sliick  b» 
gränzt  von  zwei  Kreisbögen  mit  den  Projectionen  e'Db'  und  g'Ek',  und  von  zwei  gerate 
Linien  mit  den  Projectionen  g'e'  und  k'h'.  Man  hat  also  jetzt  auf  der  gesachten  Ebeae 
ein  Stück  mit  der  Projection  g'e'Dh'k'E. 

Man  setze  Oc  =  a ,  so  ist  cg'  =  yj^  =  ;r(a ,  m)  und   ce'  =  y'^  =  J(a,  m). 

Man  setze  Od  =  a,  so  ist  dk'  =  yj^  =  3r(a,  m)  und  dh'  ta.  yJJ  =r  J(a.  m). 

Sollen  nun  diese  vier  Gränzordinaten  bezüglich  die  festen  Werthe 

b'.  ß\  h'\  ß" 

haben ;  und  sollen  alle  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Curven  durch  die  Punkte  geh«, 
deren  Projectionen  e'.  g',  h',  k'  sind ;  so  müssen  zwischen  der  gesuchten  und  allen  bier 
in  Betracht  zu  ziehenden  Curven  folgende  Gleichungen  stattfinden 


25)  T(a  .  m)  =  ;r(a ,  m)  -k  x  •  idajt^  H •  (du^w,  -f- 

26)  8(a;  m)  ^  f(a,  m)  -f  x  .  ^dt£,  ^  ~  •  (d,«.  4-  .  . 

27)  w(a,  m)  =  ;r(a,  m)  -h  x  •  (di,;rß  H-   — ^  •  (^l)^^«  "^  * 

28)  tCa.  m)  =  e(a,  m)  -h  x  •  (di)t^  -h  ^  -  idi^a  -^  • 
Es  finden  also  folgende  Gleichungen 


Digitized  by 


Google 


701 

etc.  etc. 
^  sUtL    Somit  fallt  die   Gleichung  13   Ton   selbst  hinweg,   und  die  fünf  Goostanten  m,  H« 
^' ~  K ,  '^,  St  bestimmen  sich  durch  Gleichung  24  in  Yerbindong  mit 

'«^!  29)    (b'  -  Sty  -h  (a  —  «)«  «  m« 

,  r^  30)    (/?'  —  K)2  +  (a  -  H)2  =  m2 

31)    (b"  -  Ä)2  -H  (a  -  «)«  =  m« 
3*^  i  32)    O»'*  -  K)«  -+-  (a  -  H)2  =  m« 

'^    l¥eil  s  =9  A»  so  folgt  (aas  Gleichung  YII  nnd  VUI,  Seite  683),  dasa  bei  Jeder  Bedeotwig 

j  V 

des  X  und  des  y  sowohl  d\  :=s  0  als  auch  "f-".=  0  sein  moas.    Es  ist  also  ancb 

Ferner,   wie    bereiU   bemerkt   wurde,   ist  V  «   1;    und   somit  redncirt   sich   Gleichung 
XXYI  auf 

^      Gleichung  XXYIII  reducirt  sich  in  Folge  alles  Yorbergebenden  zunächst  auf 

t  bezüglich 

jSj  =  1  =  1 


34) 
Aus  den  Gleichungen  11  und  12  folgt  bezüglich 


^>  -^-1« 


und 

dl 


Somit  geht  34  über  in 


36^    -i^-_l-_l 

37)      1  .  f  °  ((3i,£  -  (di,*)  .  dx  =  0 

Wenn  man  den  gemeintchafUicheii  Factor  —  weglütst,   and  für  (dt£  und  (Ssfit  die   Am- 
in 

drücke,  welche  in  Nr.  TU  aud  XV  tiehen,  xurttckTöhrt ;  »o  geht  37  über  in 

38)     £*(«£- »»).dx-H(J^(3=f-^)-dx).^a»-0 
Darana  folgt 

P  (dt  -  d;r)  .  dx 


39)     i9m  =  — 


£{li-i£)'^- 


Gleichung  XXIX  reducirt  sich  in  Folge  alles  Vorhergehenden  zunächst  auf 
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WenD  man  YII  and  XY  nach  allem  x  differentiirt,  so  gibt  sich 

^      dx  dx        dx.dm 

nnd 

-^      dx  dx        dx.dm 

dJB 

Weil  -^  :=  Oy  ao  folgt  ans  den  Gleiobangen  X  nnd  XYIIl,  das«  aieh  ((di)|K'  und  ffitfiL*'  be- 
illglicb  auf  dz'  und  dz''  rednciren.    Es  ist  also  bier  (in  diesem  zweiten  Zosatie) 

/  dx             dx 
nnd 

^.  dr(dD]z''  ^  ddz'' 

•^  dx              dx 

Somit  gebt  Gleicbnng  40  über  in 

+(^f[('+(^)')(^T-(f-5^-)']i--' 

=  0 

Man  mnltiplicire  diese  Gleicbnng  mit  dem  bereits  angewendeten  Factor  91  (oder  Tielmehr 
mit  m),  addire  dieses  Prodoct  zu  Gleicbnng  33,  und  redncire;  so  bleibt  zoletzt 

Ans  diesem  Ausdrucke  bat  man  noch  ^m  zu  eliminiren,  was  miltelst  der  Gieicbnni 
39  gescbieht.  Docb  diese  Eliminatien  ist  nicbt  nOlhig,  man  sieht  gradezu,  dass  fidü?ü 
unter  allen  Umständen  posltir  bleibt,  sobald  m  selbst  posiliy  ist. 

Kweltor  F»1L 

Die  Flftche ,  auf  welcher  von  einer  gesnchten  Curve  mit  vorgeschriebener  Umfangs- 
grOsae  das  kleinste  Flächenslück  eingeschlossen  werden  soll,  sei  eine  gegebene  Fläche. 

Hier  wird  also  die  Function  z  ■»  9'(x,  y)  nicht  mehr  gesucht,  sondern  diese  ist 
bestimmt  vorgeschrieben.  Es  darf  daher  keine  andere  als  die  durch  z  =  g>(%y  y)  dar- 
gestellte Fläche  hier  in  Betracht  gezogen  werden.  Desshalb  erleidet  auch  das  z  keine 
unmittelbare  Mutation,  d.  h.  bei  jeder  beliebigen  Bedeutung  des  x  und  des  y  ist 

&  ^««T  =  0,    d^z,,,  —  0,    d^z,,,  =  0,  etc. 

Da  diese  Gleichungen  nach  x  und  nach  y  zugleich  identisch  sind,  so  sind  nach  fol- 
gende Gleichungen 
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d^di 


la^_0     i^-0     ^-0     ii^-o    ete 


"dT-"'      dy    -"'    "di^"-"'    dTTTy-"' 
etc.  etc. 


etc. 


aach  X  and  Dach  y  zugleich  ideotiscb. 

Ans  den  allgemeinen  Gleiehongen  ®  folgen  auch  noch  folgende  besondere: 

*^x,«  =  0,     ^«x,£=  0.    '*a,y  =  »•    «*a,y  =  *» 

^«x,«-Ö.     ^«x.t=«.     ''«a,y=0.     ^««,y=0. 
etc.  etc. 
Aus  den  allgemeinen  Gleiehongen  C  folgen  ebenfalls  folgende  besondere 

elc.  etc. 
Die  vier  Gleiehongen  X,  XI,  XVm,  XIX  redociren  sich  also  jetit  beiikglich  aof 

*«)     '<*«>»' =(t)x,,'('*-"fe-^) 

Die  Bedeotong  der  AosdrOcke  finx,  fii?n^  fitiy  ißt?i  ist  dorch  die  Gleiehongen  VII , 
VIU,  XV,  XVI  gegeben. 

Gleichong  XXX  redoeirt  sich  also  jetzt  auf 


XXXVI)    ßdiiiü 


^   \       *»*  dx  dx       Vdy/x,»/    dmj 

+(_  v.^  _,:$)_  ,jg) .  (^) J . ,.  j .  * 

Dieser  fBr  [ifitsfi  hergestellte  Aosdrock  liefert  nicht  mehr  ond  nicht  weniger,  als  was 
man  socht,  d.h.  die  auf  der  gegebenen  Fläche  gesachte  Corvo  mit  vorgeschriebenem 
Umfanget  von  weicher  das  lüeinste  FlAchenstfick  eingeschlossen  wird. 
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Damit  das  abh&ogige  ^m  zanächst  uDler  dem  iDlegralzeicheD  wegfalle,    hat  mao 
folgeode  nach  i  ideolische  GleichoDg: 

«x™,    (v.,-/i|)-,<|l.{^)J.^ 

\        *>^  dx  dx        \dy  /x,«/     dm 

Damit  aocli  die  mit  di  ond  dx  yerseheäen  Theilsätze  aoler  dem  Inlegralzeichen  weg- 
fallen, hat  maa  noch  folgende  zwei  nach  x  identische  Gleichangen 


M^'M'i^h- 


Aasserdem  hat  man  noch  folgende  nichlidentische  Gleichung 

Dnrch  Integration   der  beiden   Gleichaugen   XXXVIII    and   XXXIX  geben    sich    die 
Fanctionen 

y"  =  £(x,  m)        and       y'  =  x(x,  m) 

ond  dadurch  sind  die  in  XY  liegenden  Projeclionen  der  beiden  gesachten  Gnrvenstöcke 
dargestellt« 

Man  kann  aber,  ohne  dass  man  diese  beiden  Gleichangen  integrirt,  schon  Eigen- 
schaften aasmitteln,  welche  allen  Punkten  zakommen ,  die  irgend  einer  beliebigen  Fl&cbe 
ond  der  auf  ihr  möglichen  Gurve  mit  vorgeschriebenem  Umfange  und  mit  dem  kleinsten 
eingeschlossenen  Flächeninhalte  gemeinschafllich  sind.  Man  nehme  zo  diesem  Ende 
Gleichung  XXXVIII  vor,  und  beachte,  dass  91  constant  ist.    Sie  geht  gradezo  über  in 


50) 


Die  Gleichung  der  zur  gesuchten  räumlichen  Curve  gehörigen  KrQmmungsebene.   d.  h. 
der  Ebene,  in  welcher  der  Krfimmungskreis  liegt,  ist  im  Allgemeinen  folgende: 

51)    3  •  Ö  -  z)  H-  3  .  (ij  -  y)  4-  «  .  (r  ^  x)  «  0 
Hier  sind  t,  4^,  )  die  zur  Krümmungsebene  gehörigen  Coordinaten,    dagegen  x,  y,  z 
sind  die  Goordinaten  des  der  gegebenen  Fläche  und  der  gesuchten  Curve  gemeinschaft- 
lichen Punktes,  wo  man  grade  die  Berührung  wählt.    Ferner  ist  bekanntlich 

52)  X  =  dy  .  d^z  —  dz  .  d«y 

53)  3)  «  dz  .  d^x  —  dx  .  d^z 
54).   3  =  dx  .  d2y  -  dy  .  d^x 

wo  man  der  Allgemeinheit  wegen  aach  das  Differential  von  x  als  veränderlich  genonn 
men  hat 

Die  Gleichung  der  zur  gegebenen  Fläche  gehörigen  Berfikhrongsebene  ist  im  AUge^ 
meinen  folgende : 

55)    0'  -  z)  -  q    (V-  -  y)  -  p  .(!'  -  X)  =r  0 
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Hier  sind  t%  9',  ^'  die  zur  BerQhruDgsebene  gehörigen  Coordinaten:  dagegen  x,  y,  z 
sind  die  Coordinateo  des  der  gegebenen  Fläche  and  der  gesuchten  Gurve  gemeinschaft- 
lichen Punktes,  wo  man  grade  die  Berührung  wählt. 

Die  Kriimmungsebene  und  BerCkbmngsebene  bilden  also  miteinander  einen  Winkel 
<k>,  welcher  gegeben  ist  durch 

56)    cos  Cd  =  \  ,  ^ 

'  (KX2  -+-  g)2   +   32)  (n  -+-  p2  +  q2) 

Aber  eben,  weil  hier  nur  solche  Punkte  der  Fläche  berücksichtigt  werden  dflrfen, 
welche  auch  noch  der  gesuchten  Gurve  zukommen;  so  muss  hier  y  als  Pnnetion  von  x 
behandelt  werden,  und  man  hat  für  die  Punkte  der  Fläche,  welche  auch  noch  dem 
einen  Zweige  der  gesuchten  Gurve  gemeinschaftlich  sind 

57}      cos  W  ■=»    ,'  ■'  : ,  ^  ■  > 

{KX2  +  392  4.   32)j,j  •  (Kl  -h  p2  +  q2)^f 
während  die  drei  Gleichungen  52,  53,  54  Übergehen  in 

58)  a^x  j  —  d£  .  d2z''  —  dz''  •  d^t 

59)  9,  f  =  dz"  .  d^x  —  dx  •  d^z" 

60)  3^,' j  =  dx  .  d2J  -  d£  .  ^x 
Man  hat  desshalb  auch 

6»)     3x,e  -   «x,t  •  Px,J  -  »x,g  •    qx.£  =  *«  •  O'J  -  « .  <Px 
—  (df  •  d»«"  —  dl"  •  d«J)  •  p,  ^  -  (dz"  •  d«x  —  dx  •  d«z")  •  q,  ^ 

X,h  x,s 

Aus  der  zur  Fläche  gehörigen  Gleichung  z  =  <y>(x,  y)  folgt  der  nach  x  genommene 
totale  Differentialqnolient 

62>    i£  =  i^  -h  ii  •  ^ 
•^    dx        dx         dy  '  dx 

d  z 
und  wenn  man  {(x,  m)  an  die  Stelle  des  y  setzt,  und  -^  absondert;  so  bekommt  man 

aoa  letzterer  Gleichung 

•»)  pa  -  ^  -  •"«  11 

Wenn  man  jetzt  p^^auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  61  eliminirt,  so  bekommt  man 

«♦)•     3x,£-   3fx,J-Px,t-»x,t  •<!x,£- 

^  •  [(dx«  -H  dz"2)  .  d^t  -  dx  .  d£  .  d2x  -  df  •  dz''  •  a^z"] 

-h  -g^  •  [(dx«  -h  dj»)  .  ^z"  -  dz"  -  d£  .  d«?  -  dx  •  dz"  .  d«x] 
Diese  Gleichung  ist  aber  ganz  gleichbedeotend  mit 

65)        3.,^  -  S^t  .  p,,f  -  3),^   .  q,,f  =  (%i  +  lili  .  q,,  J  .  ds"^ 
Gleichung  57  geht  also  jetzt  übet  in 

66)     cos  <k>  =  7;> — . X    —7:7-  , 

(r3P  4-  9«  -h    32)x,f  (M  Hrp2H-q^)x,t 

In  Folge  der  Gleichung  50  geht  aber  66  über  in 

II.  89 
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1  ds"^ 

67)    cos  w  =  —  X 


ds"3 
Ntto  ist  bekannllich  •  ■         die  Differentialformel  für  den  KrftmmangiAalb- 

messer  der  räumlichen  Carven;  aod  wenn  man  diesen  miC  R  bezeichnet,  so  geht  GM- 
chung  67  über  in 

68)    cos  o)  =  ~ 

Durch  diese  Gleichung  ist  aber  folgende  Eigenschaft  ausgesprochen ,  velche  allen  Punk- 
ten ,  die  irgend  einer  Fläche  und  der  auf  ihr  möglichen  Gurve  mit  vorgeschriebenem 
Umfange  und  mit  dem  kleinsten  eingeschlossenen  FiächenslDcke  gemeinscbafUich  aindy 
zukommt : 

„  Der  Gosinus  des  in  irgend  einem  Punkte  von  der  Beriihrungsebene  der  Fliehe 
„und  der  Krümmungsebene  der  Gurve  gebildeten  Winkels  verhält  sich  jedes- 
„mal  zum  Gosinus  des  in  irgend  einem  andern  Punkte  auf  dieselbe  Weise  ge- 
„bildeten  Winkels,   vie  die  zu  diesen  beiden  Punkten  gehörigen  Krümmiings- 
„halbmesser  der  Gurve." 
Für  den  Fall,  dass  man  eine,  in  einer  gegebenen  Fläche  liegende,   Gurre  in  eine 
Ebene  abwickeln  will,  erinnere  man  sich  an  folgende  Walirheiten  der  analytischen  Geo- 
metrie : 

1)  Wenn  man  in  den  auf  irgend  einer  Fläche  liegenden  Punkt  9  die  Berühmngs- 
ebene  legt,  und  auch  die  Normaliinie  errichtet;  so  stehen  Normallinie  und  Berohrnngs- 
ebene  aufeinander  senkrecht. 

2)  Wenn  man  durch  denselben  Punkt  91  der  Fläche  eine  mit  allen  ihren  Panklen 
in  die  Fläche  fallende  Gurve  legt;  so  hat  die  zu  diesem  Punkte  gehörige  Krömmungs- 
ebeue  der  Gurve  nicht  nothweudig  eine  solche  Lage,  dass  die  Normallinie  der  Fliehe 
in  der  Krümmungsebeoe  der  Gurve  liegt.  (Dieses  mag  durch  folgendes  eiufadie  Bet- 
spiel erläutert  werden:  Man  lege  gradezu  in  den  Punkt  $(  der  Fläche  eine  nicht  in 
die  Normaliinie  fallende  Ebene,  so  wird  dadurch  die  Fläche  nach  einer  ebenen  Garve 
geschnitten ,  welche  in  allen  ihren  Punkten  diese  schneidende  Ebene  zur  Krikaimangs- 
ebene  hat.    Und  andere  derartige  Beispiele  mehr.) 

3)  Weil  in  der  (zur  Gurve  gehörigen)  Krümmungsebene  der  Krümmungskreis  der 
Gurve  und  dessen  Halbmesser  liegen ;  so  müssen  auch  dieser  Krümmungshalbmesser  und 
die  (zur  Fläche  gehörige)  Normaliinie,  welche  zu  einem  und  demselben  Punkte  91  ge- 
hören, nicht  nothwendig  in  .eine  und  dieselbe  grade  Linie  fallen. 

4)  Durch  die  (zur  Fläche  gehörige)  Normallinie  und  durch  den  (zur  Gurve  gehö- 
rigen) Krümmungshalbmesser,  welche  einem  und  demselben  Punkte  $1  entsprechen ,  und 
sich  in  diesem  Punkte  schneiden,  kann  man  eine  Ebene  Ol  legen;  und  diese  Ebene 
steht  senkrecht  auf  der  zur  Gurve  gehörigen  Krümmungsebene.  (Davon  überzeugt  man 
sich  ganz  allgemein  dadurch,  dass  man  die  Gleichung  der  durch  die  Normailiaie  and 
durcli  den  Krümmungshalbmesser  gelegten  Ebene  6  herstellt.  Diese  Ebene  d  und  die 
Krümmungsebene  bilden  miteinander  einen  Winkel,  für  dessen  Gosinus  man  den  Aus- 
druck herstellen  muss.  In  diesem  Ausdrucke  kommen  die  partiellen  Differentialqoo- 
tienten  p  und  q  vor.  Im  Zähler  dieses  Ausdruckes  eliminire  man  p,  was  mittelst  einer 
Gleichung,  wie  z.  B.  Gleichung  63  eine  ist,  geschieht.  Dann  kann  man  im  Zähler  ei- 
nen gemeinschaftlichen  Factor  ausscheiden,  welcher  identisch  Null  ist.  Der  Zähler  des 
Gosinus  ist  also  Null,  und  somit  steht  die  Ebene  @  auf  der  Krümmungsebene  senkrecht 
Die  Ausftihrung  selbst  ist  leicht,  und  bleibt  dem  Leser  überlassen.)  Die  Ebene  d  steht 
aber,  eben  weil  in  ihr  die  Normallinie  liegt,  auch  senkrecht  auf  der  Berührungsebene. 
Daraus  folgt: 

5)  Die  Linie,  nach  welcher  die  Ebene  @  und  die  Berührungsebene  einander 
schneiden,  und  der  Krümmungshalbmesser,  als  die  Linie,  nach  welcher  die  Ebene 
Cl  und  die  Krümmungsebene  einander  schneiden,  bestimmen  den  Winkel,  welcher  von 
Berührungsebene  und  Krümmungsebene  gebildet  wird* 
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6)  Der  KrOmmaogsfialbmesser  macht  also  mit  der  Berührangsebene  ganz  densel- 
ben Winkel  &>,  welcher  von  Berührongsebene  ond  Krummongsebene  gebildet  wird. 

7)  Aas  Nr.  4  folgt,  dass,  wenn  man  aos  dem  Mittelpnnkte  des  KrOmmangsfcreises 
auf  dessen  Ebene  ein  Lolh  errichtet,  dieses  Loth  die  Normallinie  in  einem  gewissen 
Punkte  IB  treffen  moss;  und  daraus  folgt  weiter: 

8)  Wenn  man  vom  Punkte  9  als  Mittelpunkte  mit  dem  auf  der  Normallinie  lie- 
genden Stöcke  19991  eine  Kugel  beschreibt;  so  ist  der  zum  Punkte  9t  gehörige  KrOm- 
mungskrels»  dessen  Halbmesser  bereits  mit  R  bezeichnet  ist,  ein  Parallelkreis  dieser 
Kugel. 

9)  Diese  Kugel  hat  mit  der  gegebenen  Fläche  im  Punkte  %  die  Bertthrungsebene 
gemeinscbafllich. 

10)  Diejenige  abwickelbare  Fläche,  von  welcher  diese  Kugel  nach  der  ganzen 
Aoadehnung  des  besagten  Krümmungskreises  berührt  wird,  ist  also  ein  senkrechter 
Kegel,  dessen  Grundfläche  der  besagte  Kr&mmungskreis»  und  dessen  Seite,  wenn  man 
sie  mit  fft  bezeichnet,  durch  folgende  Gleichung 

69)    fft  =  -^ 
^  cos  «u 

gegeben  ist.  Wickelt  man  nun  diesen  Krümrouagskreis  von  der  Kugel  mittelst  des  an- 
gelegten Berührungskegels  in  eine  Ebene  ab;  so  geht  der  Krümmungskreis  in  einen 
Kreisbogen  über,  dessen  Halbmesser  die  Seite  dt  des  Kegels  ist  Es  findet  also  zwi- 
schen dem  Krümmungskreise  ond  seiner  Abwickelung  der  Zusammenhang  statt,  welcher 
durch  Gleichung  69  ausgesprochen  ist. 

Hiermit  ist  nun  soviel  Vorbereitung  gegeben,  dass  man  untersuchen  kann,  in  wel- 
cher Beziehung  der  Krümmungshalbmesser  irgend  eines  Punktes  der  auf  einer  gegebenen 
Fläche  liegenden  Corvo  zu  dem  Krümmungshalbmesser  des  entsprechenden  Punktes 
der  abgewickelten  Curve  steht.  Man  denke  sich  ncmlich  eine  abwickelbare  Fläche ,  von 
welcher  die  gegebene  Fläche  nach  der  ganzen  Ausdehnung  der  in  ihr  liegenden  Gurve 
berührt  wird,  und  mache  dabei  folgende  Betrachtang: 

Das  Bogeneleroent  der  Curve  in  9(  kann  angesehen  werden  als  dem  KrOm- 
mungskreise  der  Curve  selbst  angehdrig;  und  das  diesem  Bogenelemente  entspre- 
ebende  Element  der  abwickelbaren  Berührungsfläche  kann  angesehen  werden  als  ein 
Element  des  Kegels,  welcher  die  Kugel  vom  Halbmesser  ^9  nach  dem  ganzen  Krüm- 
mungskreise  vom  Halbmesser  R  berührt.    Folglich  gilt  für  dieses  Element  wiederum 

die  Gleichung  9t  =  ,    wo  %  zunächst  die  Seite  des  Kegels  bedeutet,  die  aber 

nach  vollbrachter  Abwicklung  in  den  Krümmungshalbmesser  des  betreffenden  Punktes 
der  abgewickelten  Curve  übergeht. 

Schreitet  man  von  dem  bis  jetzt  betrachteten  Punkte  zu  dem  nächstgelegenen  Punkte» 
der  wiederum  dieser  Curve  und  der  gegebenen  Fläche  gemeinscbafllich  ist,  vor- 
wärts, so  mögen  die  zu  diesem  Punkte  gehörige  Berührungsebene  und  Krümmungsebene 
einen  Winkel  &>'  miteinander  bilden,  und  der  betreffende  Krümmungshalbmesser  mag 
R'  sein.  Der  betreffende  Krümmungshalbmesser  dt'  der  abgewickelten  Curve  ist  dann 
gegeben  durch  die  Gleichung 

70)    fft*  «  -51.J 
'^  cos  ö>' 

Und  so  wiederholt  sich  die  Analogie  des  Ergebnisses  fl)r  alle  Punkte  dieser 
Cunre. 

Die  bis  jetzt  vorgenommene  Untersuchung  gilt  für  jede  beliebige  auf  irgend  einer 
Flache  mögliche  Curve,  wenn  sie  in  eine  Ebene  abgewickelt  wird.  Beschränkt  man 
aber  diese  Untersuchung,  und  betrachtet  man  nur  die  auf  einer  Fläche  mögliche  Curve, 
welche  bei  vorgeschriebenem  Umfange  das  kleinste  Flächenstück  begränzt ;  so  wird  auch 
das  Ergebuiss  ein  specielleres. 

Verbindet  man  zu  diesem  Ende  Gleichung  68  und  69;  so  (älll  R  und  cos  «>  von 
selbst  hinweg,  und  es  bleibt  nur 

71)    «  =  W 
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FQr  den  Däcbstgelegeneo  Funkt  wurde  Gleichung  68  übergehen  in  cos  «>'  ==  -^-    und 
wenn  man  diese  Gleichung  mit  70  verbindet,  so  gibt  sich 

72)    «'  =  91 
and  so  f&r   alle   Punkte.     Dadurch  ist  aber  eine  zweite  Eigenschaft  aosgesprodien, 
welche  allen  Punkten ,    die  jeder  beliebigen  Fläche  and  der  auf  ihr  mögliehen  Gorve 
mft  Torgeschriebenem  Umfange  und  mit  dem  kleinsten  eingeschlossenen  FISchenstGdLe 
gVMneinschaftlich  sind,  zukommt: 

„Wird  eine  solche  Curve  mittelst  einer  angelegten  abwickelbaren  Beruhrangs- 

„ fläche  in  eine  Ebene  abgewickelt,  so  ist  der  Krümmungshalbmesser  der  abge- 

„wickelten  Gurve  unveränderlich,    die  abgewickelte  Gurve  selbst  ist  also  ein 

„Kreisbogen/* 

Zu  ganz  gleichen  Ergebnissen  würde  man  gelangen,   wenn  man  jetzt  auch  ooeh 

Gleichung  XXXIX  vornehmen  würde.    Dieser  Arbeit  braucht  man  sich  aber  nicht  zo 

unterziehen. 

Es  ist  nun  leicht ,  bestimmte  Flächen  vorzunehmen ,    und  auf  dieselben  die  hiesige 
(für  jede  Fläche  giltige)  Untersuchung  anzuwenden. 

Aneh  ist  die  Gränzengleichung  XL  noch  zu  erfüllen ,  zu  welchem  Ende  man  Grinz- 
bedingungen  aufetellen  muss. 

Der  Herstellung  des  Prüfungsmittels  steht  keine  Schwierigkeit  mehr  entgegen. 


Diese  Aufgabe  ist  besonders  geeignet,  die  Wichtigkeit  metner  Idee  der  zusammen- 
gesetzten Mutationen  darzuthun ;  denn  ohne  dieselben  würden  in  sehr  vielen  Ausdrücken 
und  Gleichungen  ganze  Theilsätze  fehlen.  So  z.  B.  würde  (Seite  698)  in  jeder  der 
beiden  Gleichungen  5  und  6  der  letzte  Theilsatz  fehlen. 


Aufgabe  283. 

Man  sucht  unter  allen  Flächen,  welche,  zwischen  zwei  festen  parallelen  Ebenen 
und  zwischen  zwei  gegebenen  Flächen  erstreckt,  einen  gleichgrossen  Flächeninhall 
haben,  diejenige  heraus,  die  den  grössten  oder  kleinsten  Körper  begränzt 

KiMleltVBg. 

Es  schadet  der  Allgemeinheit  der  Aufgabe  nicht,  aber  ihre  Durchführung  wird 
vereinfacht,  wenn  man  die  Abscissenaxe  X  so  nimmt,  dass  sie  auf  den  beiden  parallelen 
Gränzebenen  senkrecht  steht  Man  nehme  dann  irgend  einen  Punkt  dieser  Aze  zum 
Goordioatenanfange,  wobei  der  ersten  Gränzebene  die  feste  Abscisse  x  =  a,  ond  der 
zweiten  die  feste  Abscisse  x  =  a  entsprechen  mag.  Die  auf  dasselbe  rechtwinkelige 
Goordinatensystem  bezogenen  Gleichungen  der  beiden  Gränzflächen  m5gen  dann  sein 

1)    c  =  r(i,y),        und        II)    y-r(x,  y) 
Auch  bedarf  es  nicht  der  Erinnerung,  dass  die  Gleichung  der  noch  zu  suchenden  Fläche 
ebenfalls  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Goordinatensystem  bezogen  werden  muss. 

Von  der  gesuchten  Fläche  werden  die  beiden  Gränzebenen  nach  ebenen  Gurren, 
dagegen  die  beiden  Gränzflächen  nach  räumlichen  Gorven  geschnitten;  und  diese  letz- 
teren müssen  gleichfalls  noch  aufgesucht  werden. 

Die  hier  torgelegte  Aufgabe  verlangt  also  für  z,  für  x(x)  und  für  ^i)  solche  Func- 
tionen, dass  dabei  das  Integral 

C^  /^x> 
III)     U  =  I     I        z  .  dy  •  dx 

Ja  J.T(x) 

ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird,  während  die  für  z  gesuchte  FUDctioo 
nur, aus  der  Zahl  derer  herausgewählt  werden  darf,  welche  alle  bei  den  für  :ru)  und 
$tx)  gesuchten  Functionen  dem  Integral 
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den  nemlichen  (gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werth  beilegen. 

A)  Man  nehme  an,  die  gesuchte  Fläche  sei  gefunden,  und  habe  die  Gleichung 

V)    jt  =»  <p{%,  y,  m) 

In  welcher,  wenn  das  bestimmte  Integral  IV  einen  vorgeschriebenen  Werth  bekommen 
soll,  der  willkürliche  Constante  m  noch  so  eingerichtet  werden  kann,  dass  dieses  Inte- 
gral eben  den  Werth  bekommt. 

Die  der  gesuchten  Fläche  stetsfort  nächstanliegenden  Nachbarflächen  sind  also  we- 
gen der  Werthändernngen  des  m  nur  durch  unmittelbare  gemischte  Mutationen,  d.  h. 
durch  folgende  Reihe 

VI)     z  +  (i^i)Z  =  (p(x,  y ,  m)  -+-  X  .  (ai«p(x,  y ,  m)  4-  —  •  (<5i)M»»  y ,  m)  +  •     •  • 

oder  kflrxer  durch 

VII)    z  -f-  (Jsß  =  <3p(x,  y,  Btt)  •+-  X  •  (^1)2  +  —  •  fii?^  •+- 

darstellbar.    Euer  ist  (man  sehe  Seite  611) 

Vni)    (^Dz  =  ^z  -h  ^  .  t?m 

IX)      <Jd2z  =  a^z  -H  2  .  ^  .  ,9m  -f-  ^*  .  ^2n,  +  ^^  .  ^m« 

etc.  etc. 
Auch  ist  zu  beachten,  dass  man  sich  jetzt  unter  dz,  S^z,  etc.  ganz  beliebige  Functionen 
von  X.  y,  m  zu  denken  hat.    Aus  VIII  folgt 

'        dx  dx  dx.dm 

XI)   d^  =  ii«  4-  ^  .  ^m 
^      dy  dy         dy.dm 

B)  Man  nehme  an,  es  seien  auch  die  Functionen  ^x)  und  n{x)  gefunden;  dann  sind 
die  ihnen  stetsfort  nächstanliegenden  Nachbarfunctionen  durch  unmittelbare  reine  Mu- 
tationen, d.  h.  durch  folgende  Reihen 

xio   ä(x)  -h  X .  <j§(x)  -+-  ^ .  ^j(x)  -I-  ^  .  a^jtx)  + 


2  3 

Xin)    ;r(x)  +  X  .  d7t{\)  -h  —  •  ^Jr(x)  4-  -^ S^n{\)  -h 

1.2  1.2.3 

dargestellt. 

Wenn  man  die  beiden  Gleichungen  III  und  IV  mutirt,  so  hat  man  an  die  Stelle 
des  z  die  Reihe  VII,  dagegen  an  die  Stelle  von  ;r(x)  und  J:(x)  hat  man  bezüglich  die 
Reihen  XII  und  XIII  zu  setzen;  oder  mit  andern  Worten:  Das  z  erleidet  eine  unmit- 
telbare gemischte  Mutation,  während  srtx)  und  ^x)  nur  unmittelbare  reine  Mutationen 
erleiden. 

Die  beiden  Gleichungen  III  und  IV  erleiden  also  zusammengesetzte  gemischte  Mu- 
tationen. Man  mutire  wirklich,  und  setze,  so  oft  es  bequem  ist,  ^  nnd  n  bezöglich 
statt  ^x)  und  %{\)%  so  bekommt  man  aus  III 

XIV)    Ka,)iü  =  J      P*  A)Z  •  dy  .  dx  -h  P  (z,^^  .  a^  -  z^,,  '  dx)  .  dx 

und  aus  Gleichung  IV  bekommt  man 
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^  rO'  -'-^ "  Q-^'|s)..,-*+j;;  (v,,.«-v,,.^)...=. 

Die  Bedeatang  voo  P,  Q  aod  V  ist  bereits  (aus  Aufg.  281)  bekaont 

Man  moUiplicire  letztere  Gleichang  mit  einem  (vorerst  unbekannten,  jedenfalls  aber) 
Constanten  Factor  L,  nnd  addire  dieses  Prodact  zn  XIV;  so  wird  dadurch  rt^DjU  nicht 
im  Geringsten  geändert.  Man  forme  auch  noch  nm ,  und  setze  für  (duz  seinen  Aosdroek 
ein;  so  bekommt  man 

XVI)    rc^ijiü- 

-  (.  +  IT)„  .*.  -  L  .(q.^    -  P„  •^)-(».  +  ^-  *■)„]  •  * 

Damit  das  abhängige  t?m  zunächst  unter  dem  doppelten  Integralzeichen  wegfalle,  lasse 
man  die  nach  x  und  y  identische  Gleichung 

^xP  d  O 

XVII)      1-L«i-Ly=0 

stattfinden.  Diese  Gleichung  ist  also  auch  zugleich  Hauptgleichang ,  und  als  Gränzen- 
gleichnng  hat  man 

-  (.  +  LV),^  .^«  -  i(q,^  -  Px,,  •d-^)(^'  +  ^  HJ  ""  ""^ 

Die  Hauptgleichung  XVII  ist  dieselbe ,  wie  Gleichung  VII  oder  IX  in  der  26S^''  Auf- 
gäbe,  wo  b  und  ß  conslanl  sind.  Jene  Aufgabe  ist  aber  ein  specieller  Fall  der  hiesi- 
gen; denn  wo  hier  x(x)  und  $rx)  steht,  steht  dort  b  und  ß.  Die  hiesige  Gleichoog 
XVI  reducirt  sich  auf  die  dortige  VI,    wenn  man  ^(x)  =  ;r(a)  =  x(a)  =  b  und  gts}  » 

jta)  =:  »a)=z  ß  setzt ;  denn  dabei  ist  ^^  =  0,  ^  =  0,   dmx)  —  0,    djrx)  =  0, 

dz  dx 

etc.  etc. 

Man  Ist  nun  auf  de;n  Punkte,  verschiedene  GränibediagnngeD  aafiostelleo,  wie 
dieses  in  der  281"*"  Angabe  geschehen  ist. 

•peeleller  OrftasflUl. 

Man  sucht  unter  allen  Flächen,  welche  den  nemlichen  Flächeninhalt  haben,  aber 
von  jeder  andern  Nebenbedingung  unabhängig  sind,  diejenige,  die  zwischen  den  vorge- 
schriebenen Gränzen  den  grössten  oder  kleinsten  Körper  einschliesst« 

Hier  müssen  zunächst  folgende  zwei  nach  y  identische  Gleichungen 

Pa,y  =0       ««•        P«,y  -  ® 

stattfinden.    Aus  diesen  zwei  Gleichungen  ergeben  sich  folgende  zwei  einfachere 

0  (%,-"■  -  ^m^r" 
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and  man  hat  wieder  (wie  im  ersten  Falle  der  281'**"  Aofg.)  das  Ergebniss,  dass  die 
gesachte  Flfiche  aof  den  beiden  parallelen   Gränzebenen  senkrecht  steht. 

Wegen  der  beiden  letzten  Gleichongen  redncirt  sich  nun  die  Grftnzengleiehang  aof 

XIX)     ^^  [(X  +  LV),,f .  »f  +  L  (q,,j  -  P,,j  .  1|)  .  (az  +  1"^  ^ 

-  («  -t-  LV),,,  .U  -  l(q,,,  -  p,,,  .^)  .  (»z  -H  ^'  *n.)^J  .dz  =  0 

Weil  die  gesuchte  Fläche  die  beiden  Gräuzflächen  schneidet,  so  mOssen'bei  diesen 
Durchschnittscorven  folgende  zwei  Gleichungen 

3)    z,^^  -  f'(x,  nitS),       und       4)    z,,^^  -  f"(x,  S(x)) 

stattfinden.  Beide  sind  identische  Gleichungen ,  d.  h.  gelten  bei  jedem  Werthe  des  z. 
Wenn  man  sie  einer  Mutation  unterwirft,  so  hat  man  zu  beachten,  dass  c  =  r(x,  y) 
und  y  =  r'(z,  y)  bestimmt  gegebene  AusdrQeke  sind,  welche  nur  eine  einfache  (und 
zwar  mittelbar  reine)  Mutation  erleiden  können,  dadurch  dass  die  fiir  k(i)  und  $tz)  zu 
suchenden  Functionen  unmittelbar  rein  mutirt  werden.  Dagegen  die  beiden  AusdrQeke 
*x,jr  ^^^  'z,f  erleiden  zusammengesetzte  gemischte  Mutationen,  indem  z  unmittelbar 
gemischt  und  zugleich  x(x)  und  $(x)  unmittelbar  rein  mutirt  werden. 

Zusatz.  Zwischen  der  hiesigen  und  der  yerigen  Aufgabe  besteht  ein  wesentlicher 
Unterschied. 

a)  Bei  der  hiesigen  Aufgabe  Ist  z  schon  ursprünglich  eine  Function  Yon  z,  y,  m, 
d.  h.  in  der  hiesigen  Functfon  z  ist  das  m  schon  onmiltelbar  enthalten»  während  In  den 
hier  für  jr(x)  und  {(x)  gesuchten  Functionen  kein  m  Torkommt    Dagegen 

/3)  hei  der  vorigen  Aufgabe  war  z  ursprünglich  nur  eine  Function  von  x  und  y, 
während  erst  in  den  daselbst  für  y  gesuchten  Functionen  «(z,  m)  und  ((x,  m)  das  m  vor- 
kam, so  dass  daselbst  in  den  Ausdrücken  z^  ^  und  z^  y  das  m  erst  mittelbar  enthalten  war. 

(Man  vergleiche  den  Zusatz  1  in  disr  vorigen  Aufgabe.)  • 

Sonach  bekommt  man  aus  Gleichung  3 

und  aus  4  bekommt  man 

Gebraucht  man  die  schon  frQlier  (in  Aufg.  281)  angewendeten  Abkürzungszeichen ;  so 
folgt  ans  diesen  Gleichungen 


und 


Sabstitoirt  man  diese  beiden  Ausdrücke  in  XIX,  so  bekommt  man 

x,^ 

Weil  aber  ^^  und  dx  zwei  ganz  willkürliche  und  untereinander  unabhängige  Functionen 
yon  X  vorstellen ;  so  zerlegt  sich  letztere  Gleichung  in  folgende  zwei  einzelne : 


und 
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Diese  Gleicknngen  veraofacheQ  sich,    wenn  man  die  totalen  Diflterentialqooti^ten 

-r^  aod  T^  entfernt  Weil  nemlich,  wie  schon  einmal  bemerkt,  die  GleichangeD  3  und 
dx  dx  , 

4  identische  sind;  so  kann  man  daraos  (man  vergleiche  die  Gleichungen  15  und  16  der 

281**'*"  Aufg.)  bezQgiich  ableiten 

ond 

12)  (P  -  P")x,j=  «."  -«)x.r5i 

Eliminirt  man  jetzt  j~  and  -p  aas  den  Gleichungen  9  und  10 ;  so  gehen  diese  über  in 

*3)    t^t  -^  ir  ^    =\ —  •  (i  -+-  P  •  i>"  -I-  q  •  q'Ox.t  =  Ö 

^      ^f       (n  4- p2  4.  q2)^^j  -^        ^^^ 

und 

Die  vier  Gleichungen  1,  2,  3,  4  dienen  dazu,  um  die  zwei  willkürlichen  FuncfioaeD 
zu  bestimmen,  welche  durch  Integration  der  Hauptgleichang  eingegangen  sind.  Hai 
man  ntin  für  z  eine  ganz  bestimmte  Function  von  x  und  y  hergestellt;  so  führe  raui 
diese  in  die  Gleichungen  13  und  14  ein,  und  ermittle  die  für  n\Xi  und  £ti)  gesockten 
Functionen  von  x. 

Hat  man  aber  alle  diese  Stücke  bestimmt,  so  wird  immer  noch  wenigstens  ein 
willkürlicher  Gonstanter  zurückbleiben;  und  man  kann  diesen,  oder,  wenn  es  vortheil- 
haft  ist,  einen  aus  diesem  gebildeten  Ausdruck  mit  m  bezeichnen.  In  hiesiger  Aafji^abe 
wird  es  in  der  Regel  genügen,  m  statt  L  zu  setzen. 

Nun  ist  vorgeschrieben,  dass  zwischen  den  Gränzen  von  a  bis  a  und  von  «(z)  bis  $(x> 
alle  in  Betracht  zu  ziehenden  Flächen  einen  gleichgrossen  Flächeninhalt  haben  müssen; 
und  wenn  diesem  Flächeninhalte  die  bestimmte  Grösse  g'  zukommen  soll,  so  hat  man 
die  Gleichung 

welche  dazu  dient,  den  Gonstanlen  m  zu  bestimmen.  Fehlt  aber  letztere  Gleichung, 
so  kann  die  gesuchte  Fläche  noch  einer  andern  Bedingung  unterworfen  werden.  (Man 
vergleiche  den  ersten  Gränzfall  der  217*'"'  Aufg.) 

Für  das  Prüfungsmittel  bekommt  man  in  diesem  Gränzfalle 

-  (l     (p«'  +  Qt'  -  ^  ((,'  -  q)    +  ^;(^'_p))^^+(a^-q),^,)  .  te«]  .dx 

Unter  dem  doppelten  Integralzeichen  hätte  man  für  -^^  ond  -^^  noch  die  entspre- 
chenden Ausdrücke  einzusetzen»  und  dann  ^m  zu  eliminiren.  Dieser  WeiHäufigkeit 
braucht  man  sieh  jedoch  nicht  zu  unterziehen ,  sondern  man  erkennt  ohneweiters ,  dass 
es  von  L  abhangt,   ob  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  stattfinde,  d.  h.  wenn 
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ire  concave  Seite  gegen  die  CoordiDalenebene  XY  wendet,  so  ist  der 
er  ein  Maximum-Stand ;  wenn  aber  die  Flache  ihre  convexe  Seile 
mebene  XY  wendet,   so  ist  der  eingeschlossene  Körper  ein  Mini- 

(in  Aofgabe  218)  onter  allen  ebenen  Carven,  welche  einerlei 
on  jeder  andern  Nebenbediognng  nnabhfingig  sind ,  diejenige  suchte, 
egebeuen  Gränzcorven  den  grössten  oder  kleinsten  Flächeninhalt 
oan  (Seile  501)  ein  PrQfongsmitlel ,  das  dem  hiesigen  ganz  analog 
h  die  Gleichungen  13  und  14,  in  welche  hier  die  Gräni^engleichnng 
rtigen  (Nr.  7  und  8  Seite  500)  analog.  ^ 

e  kann  man  sich  nach  Belieben  bilden, 
die  Schlussbemerkung  zu  Aufgabe  288.) 


Aofgabe 


ler  mit  den  Elementen  x,  y,  z,  -f-  ,  •—-, 


d,z     d,z     ^l^    d,d,z      ^r^ 


ge- 


dx  '  dy  '  dx2  '  dx.dy  '  dy« 
ind  man  sucht  z  als  solche  Function  der  beiden  Veränderlichen  x 
noch  zwei  solche  Functionen  ;r(x)  und  gtx)  des  einzigen  Veränder- 
les  kitegral 


I)    ü  =  I     I       V  .  dy  .  dx 

Ja  Jmx) 


der  Minimum-Stand  wird. 

von  einem  Maximom-stande  oder  Minimum-slande  die  Rede  sein 
Anfange  der  277**'''  Aufg.)  erläutert. 
Gleichung  I  einer  zusammengesetzten  Mutation,   und  setze,   so  oft 

X  bezüglich  statt  ^x)  und  xix);    dann  bekommt  man  (nach  dem 
Aufg.)  im  Allgemeinen 

n§rx)  pa 

aV.dy.dx+  (V,,f*?-  V        .a;r).dx 

r(x)  Ja  *  ' 

Den  Ausdruck  ein,  und  gebraucht  man  dabei  die  schon  früher  (in 
len  Abkürzungszeichen;  so  geht  Gleichung  II  über  in 

"d? 


(""y>-s^y  +  («y')-^']''y*'» 


r 


dx.dy 


X,» 


dx)  •  dx 


ekommt  man  zanächst 

IV)  ,ajü  = 


Oi}  _  iJlL> -.  fil^fp  ^  iiü^  ^  %21   ..  .  dy  .  d. 

ix  dy  dx^  dx  •  dy  dy^     J  ^ 

dy  dy  dy 

dx  dx  dx 


) '  dz 
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If  an  gibt  steh  gndezo 


Ferner  ist  nach  der  schon  früher  (Seite  674—676)  gegebenen  Anleitong 

">  J.JLlt-' s s — J"  - 

Aof  gleiche  Weise  bekommt  man 

,.j:jr,(ii^)..... 

Da,   wo  nach   x   integrirt  werden   soll,   darf  der  partielle   DifferentialqnoCient  -^ 

nicht  anter  dem  Integralzeichen  bleiben.    Man  hat  also  letzteren  Ansdrack  nodli  weiter 
amzQformen;  und  zo  diesem  Ende  setze  man 

Daraus  folgt  durch  Ueberlragen 


Auf  dieselbe  Weise  bekommt  man 
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d« 


d»    /A^\       _ 


<f"'%«rx-''^«.-) 


dx 


'%*4:) 


dx 


öz^^  -  (Ui^)^ 


-x,3r 


X»* 


(r:)'-(m. 


elzlen  Aosdrücke  in  Gleichung  VII  ein ,   und  wende  auf  die  to- 
nten die  Integration  an;  so  bekommt  man 


'("-v-M) 


dT 
6x\ 


-..*cu..)„-(M)'(^L 


-^x»^    'dl) 


dx 


..^-(".«....(^/.(^y... 


*«)  •  "d^  *  ^^«»5(«)  "*"  (***  >a,&a)  •  liJ-  •  ^«a,J(a) 

d;r(a)  ^^  d^(a)    j. 

,»(a)  •    da    '     «i^C«)  ~"  ^"*  ^a,:»r(a)  *  "ji"  *     a»3r(a) 

nor  der  nach  allem  aasserhalb  y  befindlichen  x  genommene  par- 
at, während  auch  y  eine  Function  von  x  ist.  Man  kann  also 
EU  nach  x  inlegriren,  sondern  muss  ihn  vorher  noch  umformen, 
man  sich  folgende  Gleichung 

^CM^y^.,»  ">'«.?)  _/d.((llxy).<«)\ 

dx  \^     dx     ;,,j 


•hu-'^^-^o-^iUm, 


»ertragen 


/d,((llxy..a,)X  <'(""y>x.?  •  ^'x,?) 

V         dx         A.5  d« 

:"«y)\        <»?    .  ,,.    ^         df    /d,«2\ 

'djr^)^di-'^s-('»^y>i.?  d-xl-drlx.« 


kommt 


^    /d.01l,y) .  dz)\  d(HI«y),,  .fa,^) 


C^^^Kro^x^J 
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Man  nihre  die  zwei  letzten  Ausdracke  in  Gleichung  XI  ein,  and  wende  auf  die  totalen 
Diflrerentialqaotienten  die  Integration  an;  so  bekommt  man 

("»y)a^a)-  «»««.Sa)-  OIxy)a,§(a)««a,aa)  "  OI«y)a,jr(a)- *»a,*a)  +  ("«y)a^)a)- '«a,«a, 

Man  sabstituire  jetzt  diese  (in  V,  VI,  X,  XIV  befindlichen)  Aosdrdcke  in  III,    so  be> 
kommt  man 


+  " 


j::[(<..)-^-^U'v,.<-).,(¥u-' 

\^    ^  dx     /x,;r     dx  dx  J        *»* 

+  (  ("»y  W«,  -  ("«'W«)  •  S)  ^^a^a,  -  (Ohy)a.S(.,  -  ai«0.,j,a,  •  ^)  ^«.^., 

-(ui«yW,«)-(llx%,;,(«,  •  ^')««a,,ra,  +  (('hy)a^a,-("«Oa^(«-^')*^*.« 

Dieser  Aasdrack  ist  nan  soweit  gebracht,  dass  kein  Motationscoefficient  mehr  nach 
einem  Elemente  differentiirt  ist,  nach  welchem  anch  integrirt  werden  soU.  Es  Itet 
sich  also  keine  fernere  Transformation  mehr  anbringen. 

"((•»»').,? -d-l) 

Der  totale  Differentialquotient  .  ,  in  seine  Bestandtheile  zerlegt,  gibt 
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^Li-^(^L-{My-c.u.., 


dt» 


reD(ialqaotienl 


«'(("«o,,-'a^) 


dx 


in  seioe  Beslandtheile  cerlegt,  gibt 


rocke  moss  man  statt  der  betreffenden  Abkürzangszeichen  in  Glei- 
ren. 

lersQchang  der  ersten  (in  III  aufgestellten)  Form  des  [djU.    Diese 
che  Unlersachang  braucht  hier  nicht  mehr  auseinandergesetzt  zu 
für  z  eine  Function  von  x  and  y  bekommen ,  welche  von  den  Grän- 
ig  ist. 

Untersuchung  der  zweiten  (in  XV  aufgestellten)  Form  des  [d]V. 
Iiung,  welche  sich  aus  dieser  Form  ergibt,  wird  eine  Partialdifferen- 
erlen  Ordnung  sein;  und  durch  d^en  Integration  werden  vier  wlll- 
1  eingehen. 

igungen ,  wenn  es  nur  nicht  zuviele  sind ,  werden  jedesBMrl  auf  vier 
auf  sechs  nach  x  identische,  und  auf  vier  nichtidentiscbe  Gleichuigeay 
uf  vierzehn   Gleichungen  f&hren.    Diese  werden  aber  auf  folgende 

ier  nach  y  identischen  und  vier  von  den  sechs  nach  x  identischen 

ungen  werden  zur  Bestimmung  der  vier  durch  die  Integration  einge- 

len  willkürlichen  Functionen  benützt. 

wei  noch  übrigen  nach  x  identischen  Gleichungen  dienen  dann  zur 

mung  der  Functionen  x{i)  und  ^x). 

3r  nichtidentischen  Gleichungen  werden  dazu  dienen,  om  willkfirlidle 

Uten  zu  bestimmen. 

ränzbedingungen  gegeben,    so  sind  auch  mehr  Gleichungen  vorhan- 

amung  der  noch  unbestimmten  Stücke  nöthig  sind.  Unter  diesen  Um- 

.ufgabe  gewöhnlich  eine  überbestimmte  sein.    (Man  vergleiche  Seite 

,  etc    Daselbst  findet  man   Fälle,    wo   zuviele   Gränzbedingungen 

den  allgemeinen  Ausdruck  für  das  Prufungsmittel  herzustellen.  Dieses 
unterbleiben;  denn  die  allgemeinen  Transformationen,  welche  dabei 
keine  andern,  als  die,  welche  in  hiesiger  Aufgabe  bereits  durchge- 
ber  die  in  speciellen  PSUen  sich  darbietenden  Eigenthümlichkeiten 
izu  ist  in  den  drei  vorigen  Aufgaben  Anleitung  genug  gegeben, 
e  die  Schlussbemerkung  zu  Aulgabe  288.) 


Aufgabe    285. 


itden  Elementen  x,  y,  z,  ^,  -J- 


djtZ 
dx  ' 


d,z 

dy 


d?z 


d.d,z 


d^z 
y 

dy2' 

und  y, 


dx» '  dx.dy 
L.    Man  sucht  für  z  eine  solche  Function  von  x  und  y,  und  zugleich 
;he  Werthe,  dass  dabei  folgendes  Integral 

Functionen  des  noch  allgemeinen  x  sind,   der  Maximumwerth  eines 
»der  der  Minimumwerth  eines  Minimum-Standes  wird, 
iten  Function  z  »  <|>(x,  y)  bei  jedem  Werthe  des  x  und  des  y  stets- 
len  Nachbarfunctiooen  sind  im  Allgemeinen  durdi  folgende  Reihe 
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II)    y(x,  y)-hx.^H-J^.^««  +  j^.d3z 


dargestellt,  wo  man  sich  unter  dz,  d^z,  dhj  etc.  Fanctionen  von  x  and  y  denken 
mnss. 

Die  den  gesachten  Werthen  a,  a,  b,  /?  nAchstanliegenden  Nachbarwerthe  sind  be- 
ittglich  darch  folgende  Reihen 

III)  a  +  X  •  ^a  +  —  •  ^9i^-  —  .  i^^a  4- 

1.2  1.S.3 

IV)  a  -h  X  .  i^a  +  —  .  i9»a-|-  -^  •  i^a  -h 

-^  '     l.i  l.i.S 

V)  b-»-x.i?b-»-— -t^bH-  —  .  ^b  H- 

1.2  1.2.3 

VO   ß  +  x.^ß  +  ^.  ^ß+^  ■^ß  + 

1  •  •  1.2»3 

dargestellL  Warum  man  «ach  die  Werthtoderaogen  im  AllgemcineD  dareli  onaufliSr- 
liehe  Reihen  darstellt,  ist  bereits  (Bd.  I.  Seite  116  and  117)  aateinandergesetct;  imd 
die  Nothwendigkeit  dieses  Verfahrens  hat  sich  schon  sehr  oft  (man  uhe  z.  B.  Zosats  7 
in  Aofg.  160,  Zosats  3  in  An^.  176.  Zusatz  4  in  Aafg.  178,  ete.)  besUtigt. 

Wegen  der  Werlhinderangen  der  GrXnzelemente  a,  a,  b,  ß  erleidet  C  etee  ge- 
mischte Matalion;  and  wenn  man  virldich  mntirt,  so  bekommt  man 

yU)    '(»»ü  -  r*  r   «V  .  dy  .  dl  H- jf   (V^^y  .  *a  -  V.„  •  tfa)  •  dy 

ud 

VIU)    (tfl}=\     I    4>V  •  dy  •  ds 

-  v„fc.^b-/^\    .*b»-a.av„k.*bj  -d. 


-  v.„ 


+  2V^/j  •'?«•'?/?  -  2V^b  '^<^'^^  —  ^^B,ß  •  '^Ä  •  ^/?  +  2V„b  .  ^a  .  ^b 

Weil  die  nach  y  auszofUhrende  Integration  ganz  nnabhingig  ist  von  i^a,  ^a,  t^^a,  t^, 
etc.,    and  weil  ebenso  die  nach  x  aaszarührende  Integration  ganz  nnabhingig  ist  Yon 
^b,  ^ß,  ^by  ^^ß,  etc.}  so  kann  man  diese  Differenzcoeffieienten,  so  oE  es  zweckmiBsig 
ist,  aach  aasserhalb  des  Integralzeichens  setzen. 
Ferner  ist 

IX)  *v  =  %y.a.  +  %X.ii'  +  iY.ii«  + 

dz  dp      dx  dq      dy 

and 

X)  ^v  =  iY.a^-Hi:5:.^-^'  +  iY.^'  + 

dz                dp       dx     ^    dq       dy 
+  j^.to*  +  9.__a..to.^  + 
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Gleicfaang  IX  stehendeo)  Aasdrock  fQr  dV  in  VII  eiozasetzen ,  und 
doppelten  Integralzeichen  versehenen  Theilsatz  umzuformen.     Da- 

zweite  Form  des  (^>U. 

den  (in  Gleichung  X  stehenden)  Ausdruck  f&r  d^Y  in  Gleichung 
id  dann  den  mit  dem  doppelten  Integralzeichen  versehenen  Theil- 
adurch  ergibt  sich  die  zweite  Form  des  fif^. 
hren  einzuleiten,  nehme  man  an,  es  sei  V  ein  aus  den  Elementen 

lusammengesetzter  Ausdruck.    Man  bekommt  dann  als  erste  Form 

n^/d^V    ,         dpV    d,^z    .    d,V    d,az\     ^      ^ 

Elemente  i9a,  t?a,  t9b,  ^ß  ausserhalb  der  Integralzeichen  gesetzt, 
Gleichung  VIII  befindlichen  Bemerkung  geschehen  kann, 
so  bekommt  man  als  zweite  Form 

Elemente  t^a,  t?a,  ^9h,  ^ß  unter  das  Integralzeichen  gesetzt,  was 
jene  Gränzfölle,  wo  zwischen  den  Elementen  ^z^^y,  dz„j,  «^a,  t^a, 
ementen  ^z^^»  ^z^ib»  ^b,  ^ß  eine  Abhängigkeil  stattfindet 

rsuchung  der  ersten  (in  XI  aufgestellten)  Form  des  (d)U.  Das  Sy- 
gen,  welche  man  aus  den  drei  Ausdrücken 

d^      d^      dgV 
dz  '     dp  '     dq 

nrnen,  was  z  für  eine  Function  von  x  und  y  ist  Jede  dieser  drei 
Ichstens  von  der  ersten  Ordnung  sein.  Wie  aber  eine  Function 
m  Veränderlichen  aufgefunden  wird,  welche  dreien  Gleichungen, 
Idifierentialgleichungen  sein  können,  zugleich  genügt;  dafür  stehen 
—153  die  verschiedenen  Methoden.  Man  bekommt  also  eine  ganz 
Ir  z,  und  zwar  dieselbe,  wie  wenn  die  Gränzelemente  a,  a,  b,  ß 
man  erkennt,    dass  letztere  gar  keinen  Einfluss  auf  die  gesuchte 

welche  man  aus  den  mit  den  einfachen  Integralzeichen  versehenen 
y  dienen  zur  Bestimmung  der  Werthe  von  a,  a,  b,  ß, 
srauchung  der  zweiten  (in  XII  aufgestellten)  Form  des  (^U. 
erst  zu,  ob  die  Haupt^eichung 


r^ 
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möglich  ist.  Sie  ist  genaa  dieselbe,  wie  wenn  a,  a,  b,  ß  onveräaderlich  waren.  Sie 
wird  gewOhnllcli  von  der  zweiten  Ordnung,  also  ihr  allgemeines  Integral  mit  iwei 
willkfirlichen  Fonctionen  versehen  sein. 

Jetzt  haben,  wie  man  sieht,  die  Gränzen  Einflass  aol  die  gesaehte  Fonctien  t  yod 

TL  and  y. 

«r ftMBf »IL 

Von  den  verschiedenen  Gränzfällen,  welche  mö^ieh  sind ,  mag  nor  der  hier  näher 
betrachtet  werden,  wo  gar  keine  Gränzbedingang  vorgeschrieben  ist. 

Dabei  sind  die  acht  Elemente  ^^ay^  ^^•»»»  ^^x,/S'  ^'^xjbi  <^a»  '^«i  ^b,  i9ß  ganz  an- 
abhängig  untereinander;  und  so  finden  folgende  zwei  nach  y  identische 

and  folgende  zwei  nach  x  identische 

ond  folgende  vier  nichtidentische  Gleichungen 

XVIM)    r   V^y  .  dy  =  0,      XIX)  f  V.., .  dy  «  0 

XX)  f^'y^.ß  •  <J%  =%  0,     XXI)  J"* V„H  .  dx  =  0 

statt.  Die  vier  ersten  Gleichungen  (Nc.  XIV— XVII)  dienen  zur  Bestimmung  der  bei- 
den (durch  die  Integration  eingegangenen)  willkürlichen  Functionen.  Dana  hat  maa 
für  z  eine  ganz  bestimmte  Function  von  x  und  y. 

Hierauf  substituire  man  z  in  die  vier  letzten  Gleichungen  (Nr.  XMII— XXI),  so 
ergeben  sich  für  a,  a,  b,  ^  bestimmte  Werthe. 

Wie  die  Gleichung  VIII  behandelt  werden  muss,  um  das  Prüfungsmitlei  hersnstel- 
len ;  das  braucht  hier  nicht  mehr  auseinandergesetzt  zu  werden. 

Andere  Gränzfalle,  wo  zwischen  den  Elementen  «'z^vi  ^z.„,  ^z,./?»  ^z^tb«  ^a,  ^o, 

<9b,  ^ß  Abhängigkeiten  staltßDden,  werden  in  der  nächsten  Aufgabe  vorkommen. 

6)  Hat  man  diese  Untersuchung  durchgeführt ,  so  schaue  man  wieder  auf  Glei- 
chung XII  zurück ,  und  sehe  zu ,  ob  man  dem  bei  dz  befindlichen  Factor 


3 
die  Form  -^r-  beilegen  kann. 

Und  so  fort. 

(Man  vergleiche  die  Schlussbemerkung  zu  Aufgabe  288.) 


Aufgabe    986. 

Man  sucht  zwischen  vier  gegebenen  Flächen  die  kleinste  Oberfläche  unter  allen 
denen,  von  welchen  jene  (die  vier  gegebenen  nemlich)  nach  Gurven  geschnitten  wer- 
den ,  die  in  zwei  Paar  parallelen  und  aufeinander  senkrechten  Ebenen  liegen. 

filidcliuif. 

Die  von  der  gesuchten  ond  den  vier  gegebenen  Flächen  erseigten  vier  Grinscnrven 
sollen  sich  in  Ebenen  befinden,  für  deren  Lage  weiter  nichts  vorgeschrieben  ist,  als 
dass  je  zwei,  die  einander  gegenüberliegen,  auch  miteinander  parallel  sind,  und  da^s 
jede  der  gegenüberliegenden  auf  den  beiden  anliegenden  senkrecht  steht.  Alles  Uebrige' 
was  diese  Ebenen  betrifft,  wird  noch  gesucht. 
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llgemeinheit  der  Aufgabe  nicht,  aber  ihre  DurchffihraDg  vird 
a  die  Abscissenaxe  X  so  Dimmt,  dass  sie  auf  dem  einen  Paar 
senkrecht  steht.  Der  einen  dieser  zwei  £benen  und  der  in  ihr 
sag  die  Abscisse  x  »  a,  dagegen  der  andern  dieser  zwei  Ebenen 
in  Gränzcarve  mag  die  Abscisse  x  =  a  entsprechen, 
sig  ist,  nur  das  rechtwinkelige  Goordinatensystem  anzawenden; 
sissenaxe  Y  so  nehmen,  dass  sie  auf  dem  andern  Paar  der  ge- 
weht steht.  Der  einen  dieser  zwei  £benen  und  der  in  ihr  h'e- 
l  die  Abscisse  y  =  b,  dagegen  der  andern  dieser  zwe;  Ebenen 
n  Gränzcurve  mag  die  Abscisse  y  =  ß  entsprechen, 
lachen,  in  welchen  die  den  Abscissen  x  =  a  und  x  =  a  ent- 
in  liegen,  mögen  bezüglich  durch  die  Gleichungen 

:'  =  f'(x,y),        und        U)    /  =  r(x,y) 

lachen,   in  welchen  die  den  Abscissen  y  =  b  und  y  =  ß  ent- 
)n  liegen,  mögen  bezüglich  durch  die  Gleichungen 

"  =  r(x,  y),        und        IV)    y''  =  r(x,  y) 

cht  der  Erinnerung,  dass  sowohl  die  vier  gegebenen  als  auch 
'  ein  und  dasselbe  Goordinatensystem  bezogen  werden  müssen. 
Aufgabe  sucht  sonach  eine  von  vier  noch  zu  ermittelnden  ebenen 
luch  in  einer  Gränzfläche  liegt,  begränzte  Fläche,  welcher  eine 
ukommt,  als  bei  jeder  andern,  der  gesuchten  Fläche  atetsfort 
entweder  durch  die  noch  zu  ermittelnden  oder  durch  die  ihnen 
cns  nur  in  den  Gränzflächen  befindlichen  Nachbarcurven  be- 
i  der  Fall  sein  kann.  Man  verlangt  also  für  z  eine  solche  Func- 
lerlichen  x  und  y,   und  zugleich  für  a,  a,  b,  ^9  solche  Werthe, 


9  Minimam-standes  wird. 

inderungen  der  Gränzelemente  a,  a,  b,  /?  erleidet  U  eine  ge- 

nd  wenn  man  wirklich  mutirt,    so  bekommt  man  für  die  erste 


irß 


CP  CP 

J     aV.dy.di+J      (V„,y  •  t^a  -  V,„  .  ,9a)  .  dy 

■+-  r  (yx,ß  '^ß  -  V.,H.i9b).dx 

[.  251  begründete)  Umformung  ausführt,  und  die  (schon  in  Aufg. 
rzungszeichen  P  und   Q   anwendet;    so  bekommt  man  für  die 

•  ^\ß  -^  v,,p  •  ^^  -  Qx'H  •  ^z,.h  -  v„H .  ^b) .  dx 

1^1  abermals ,  und  forme  um ;  so  gibt  sich 

91 


m 
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0  +  p*  4- q«)«     "-^  '  ^         '  ^     '  /J) 

-  P.„  .  a22.„  -  V.„  .  <ßi  -  /^\      .  ,?a«  -  2  .  aV.„  .  *a J  .  dy 

-  Qx,b  •  ^,,1.  -  V,.b  •  ^  -/^\       .  tfb»  -  2  .<»V,k  .  ,?b]  .  dx 

+  2V^^  .da-^ß  —  2V„j,  -^a.Sii  —  2V,jj  •  t?a  • .»/?  +  aV„k  •  *a  •  ^ 
Hier  in  dieser  Aufgabe  ist 

^  K I  -+.  p2  -H  q2  V*^  d«         ^    dy  /  dx        ^      dy 

^>  -dT  =  iri  +  p2-Hq2lP  d;^  +  ^diE:d7J  =  ^'d?-^Q'di:dp 

XI)  aj=      ^    ,(pjAz  ^^Ln^p.jAi^Q,j|! 

"^^^    dy         Kl  H-  p^+q^  V   dx.dy  ^  ^  dyV        *^    dx.dy  ^  ^     dy^ 

Ers  tens.  UntersuchoDg  der  ersten  (in  VI  aafgesCelUen)  Form  des  (d)C.  In 
Form  kommen  die  AlalaÜonen  der  zar  gesnchlen  Fläche  gehörigen  Gränzordioaten  oicM 
vor.  Da  aber  die  Aufgabe  vorschreibt,  dass  die  gesuchte  Fläche  von  den  gegebenen 
GränzQächen  begränzt  werden  soll ,  also  die  Gränzordioaten  der  gesuchten  Fläche  auch 
zugleich  Ordinalen  der  gegebenen  Gränzflächen  sein  müssen;  so  müssen  dorchaos  die 
Mutationen  der  zur  gesuchten  Fläche  gehörigen  Gränzordioaten  verglichen  werden  mit 
den  Aenderungen  der  zu  den  gegebenen  Gränzflächen  gehörigen  Ordinalen.  Dazu  bietel 
aber  die  erste  Form  des  (d^U  nicht  die  Idiltel,  sie  kann  also  nicht  weiter  beachtet 
werden. 

Zweitens.    Untersuchung  der  zweiten  (in  VIII  aufgestellten)  Form  dest^U.  Diese 
zerlegt  sich  zunächst  in  die  Hauptgleichung 

welche  bekanntlich  gleichbedeutend  ist  mit  folgender 

XIIO    (1  -+-  qO    r  —  2pq  .  6  +  (1  -h  p«)  •  l  -•  0 
Ausserdem  hat  man  noch  die  Gränzengleichong 

XIV)  J^  [p^y  .  Jz^^y  +  V„  y  .  da  ~  p„, .  az.„  -  V.,, .  ^a]  .  dy 


i 


[Q,  ^  .  dz^ß  +   V,  ^   .  ßß  -  Q,,H  •  ^2x»h  -  V,,H  .  i^b]  .  dx  -  0 


Die  Hauptgleichung  XIII  ist  dieselbe,   wie  Gleichung  VIII  oder  IX  in  der  261*^  Asf- 
gabe,  wo  a,  a,  b,  ß  constant  sind. 

Nun  ist  man  soweit  gekommen,    dass  verschiedene  GrflnzfSUe  aofgeslellt  werde« 
können. 
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Brtter  VaIL 

D8(e  aus  allen  jeaen  OberQächeii,  vod  denen  die  vier  gegebenen 
rven  geschnitten  werden,  welche  nur  der  einzigen  Bedingung, 
parallelen  und  aufeinander  senkrechten  Ebene  liegen,  genügen 
r  von  jeder  andern  Nebenbedingung  unabhängig  sind. 
I  Fläche  die  vier  Gränzflächen  schneidet,  so  sind  im  Bereiche 
re  die  Ordinaten  der  gesuchten  Fläche  gleich  den  Ordinaten  jener 
lie  fragliche  Durchschnittscurve  angehört,  d.  h.  es  ist 


1)   z..,  =  c: 


'a,y» 


2)    ^a,y=y; 


«.y 


in  kann  mau  bezüglich  setzen 

)    z.„  =  r(a,  y)        6)    z„  y  =  f'(a.  y) 

I    z„b  =  f'(x,  b),       8)    z^^ß  =  f-(x,  ß) 

bestimmte  constante  Werthe  gesucht.  Desshalb  ist  sowohl  die 
als  auch  die  Gleichung  2  (oder  6)  nur  nach  y  identisch:  und 
»rentiirt,  so  bekommt  man 

Yja,y       ydy/a.y'  VV  }a,y       \  <•? /«.y 

l)      „  ('>L\         ,2)   (±\      -  C^) 
V»,y       \dy^h,y'        '    \dyV«,y  ~  \  dy* /a,y 

etc. 

leichfalls  bestimmte  constante  Werthe  gesucht.  Desshalb  ist  so- 
ler 7)  als  auch  Gleichung  4  (oder  8)  nur  nach  x  identisch;  und 
irentiirt,  so  bekommt  man 

Vx,b  •=  \"di5"/x.b'    "^    \dx«/i^  "■  [di^h.ß 

etc. 

9  von  a,  a,  b,  ß  andere  als  die  gesuchten  M^erthe  in  die  Glei- 
bsfituiren;    so  mqss  man  bei  diesen   vier  Gleichungen   auch  an 

andere  als  die  gesuchte  Function  setzen.    Die  vier  Ausdrücke 
erleiden  also  gemischte  Mutationen  wegen  der  Werthänderungen 

»esshalb  folgt  aus  Gleichung  1  (oder  5) 

'^-'^      •^a=(ii' 

*,y  \dx  /«.y 


^a^ 


i^a2 


ationsgleichungen  bekommt  man  aus  Gleichung  2  (oder  6). 
eichung  3  (oder  7)  einer  gemischten  Mutation,  so  gibt  sich 

/ii\         .  .9h  ^  1^ 


9)     ihc,h  +  { 


dy  /»,b  ^  dy  /x,b 


i^b 


r^ 
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Gaoz  ebenmässige  MatatioDSgleichiiogen  bekomml  mao  aos  Gleichang  4  (oder  S). 
Mao  oehme  ^z,,,,  ^^a^y*  ^^x^b»  ^^^ß  ^'^  abhängig,  so  bekommt  man 


^^"■■^-{%--W^ 


<?b 


Man  elimiDire  ^z«,,,  ^^a,y»  ^x^bi  ^'xß  ^"^  XIV;  so  bekommt  man 

Diese  Gleichung  zerlegt  sich  ohoeweilers  in  folgende  vier  einzelne 

Weil  aber  die  Gleichongen  9,  10,  13 ,  U  slattfiadeo,  so  kann  mao  statt  der  Quadrate 

/d^v»       /d^y       /djzy       /ds«y 

V«Jy;a,y*     Idy^a,,'     l«J»A,/j'     l  dx/x^. 
bezüglich  die  Prodacte 

/i?.\         /^\  (^\         l^\         (^\         l^j^!]  (^\         l^\ 

\dy/a,y'^dy  l^^y'     \  dy /.^y  *  l  dy /a,y '    \  dx /x,/j    \  dx  /j,^ '    \  dx /x.b  '  ^  dx /..k 

setzen;  und  so  gehen  die  vier  letzten  Gleichungen  (Nr.  26-29)  Ober  in 
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(^y"\      ^ 


"-  (dx),,^  •  (  dx  )^ß  -^  (dy  )x.^  •  (  dy  X,^ 

^-  (^)a  •  (XX,h  ■"  (^)x,b  •  (^)x.b  =  " 

\en  vier  Gleichaogeo  so,  wie  früher  (Seile  58d  aod  587)  gesche- 
nao  zu  der  Erkenntniss,  dass  die  gesuchte  Fläche  auf  deo  vier 
[it  steht 

bt  GleichuDgen  (Nr.  5—8,  uod  Nr.  26—29).  Vier  davoo  werdeo 
ch  darum  haodell,  die  zwei  willkfiriicheD  FunctioDen  zu  besUm- 
olegralioD  der  Gleichung  XUI  eingegaDgeu  sind.  Die  vier  aodern 
et,  um  zu  suchen,  was  a,  a,  b,  /?  för  feste  Werthe  haben  mös- 
)r  für  a  und  a  kein  von  dem  allgemeinen  y  unabhängiger,  und 
ir  b  und  ß  kein  von  dem  allgemeinen  x  unabhängiger  Werth;  so 
erste  Fall  unmöglich. 

ß  in  Gleichung  5  ein,  so  bekommt  man  bezüglieh 
z.»b  =  ^(a,b),       und       35)    z^^^  =  r(a, /?) 
]  Gleichung  6  ein,  so  bekonrait  man  bezflglich 
^a,b  =  ''(«'  »>)'        °nd       37)    z^ß  =  r(a,  ß 
I  Gleichung  7  ein,  so  bekommt  man  bezOglicfa 
«.,b  -  r'(a,  b),       und       39)    z^^  =  '''(«•  *»> 
I  Gleichung  8  ein,  so  bekommt  mao  bez&glich 
a,/3  =  f"(a»  ß)^       ""<*        ♦O    ^a^  =  f"(«»  ß) 

42)    r(a,  b)  ==  r'(a,  b) 
«)    f-(a,/J)  =  r(a,/3) 

44)  r(a.b)  =  f-'(a,  b) 

45)  r(a,  /?)  =  r(a, /?)      ^ 

Gleichungen  (Nr.  42—45)  erfQUt  werden,  ist  ein  Ergebniss,  wei- 
der hier  vorgelegten  Aufgabe  entspricht;  denn  die  vier  in  den 
issen  a,  a,  b,  ß  senkrechten  Ebenen  schneiden  sich  in  vier  graden 
r  dieser  vier  Graden  liegt  ein  Punkt,  welcher  zweien  der  in  den 
len  liegenden  Gränzcurven  gemeinschaftlich  sein  muss,  weil  man 
)  Gränzcurven)  keine  Fläche  begräozen  könnte.  Man  hat  also  hier 
,  wie  die  Erscheinungen  des  Galculs  jedesmal  mit  den  Eigenth&m- 
oterworfenen  Gegenstandes  öbereinstimmen.  (Man  vergleiche  den 
Aufg.  255  als  auch  in  Aufg.  267.) 
smittel  herzustellen,   muss  man  aus  Gleichung  VIII  zunächst  die 

)  folgt 


^^xd  cluninir^n. 


dx/a,y       "^\dx«        dx«/«,; 

/dV  d»E\ 

/djc-  _  d|.\ 
\dy»        dy»/x,l 


»ekommt  man 


dx  /a,y 


dy  /i,b 


.?2b  +  l 


W  -  « 


t9a«  —  9 


^b«  -  t 


/Ml) 

^  dx  /a,y 


m 


z,b 


^a 


^a 


«9b 
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Auf  IhnliclM  Weise  bekommt  man 


Elimioirt  man  wirklich  diese  vier  Stücke  aas  Gleichaog  VIII,   aod  beachtet  man  die 
fQof  Gleichungen  XII  and  26—29;  so  gibt  sich  xanäclist 

50)    (^,nj  = 

4-  2V„^^  .  1?«  .  t?/?  —  2V^b  •  '^a  •  »^b  —  2V,^^  •  i?a  •  t?/?  -4-  2V„b  •  ^a  -  »^b 

Weil  die  beiden  Gleichungen  21  ond  22  nach  y  identisch  sind,   so  kann  man  sie  nadi 
y  differentiiren;  nnd  es  gibt  sich 


ond 


\  <*y  /a,y        V  d*-<Jy       dx.dy  /a,y 
^    ^  dy  /a,y        Vdx.dy        dx.dy/a,y 


Weil  ferner  die  beiden  Gleichongen  23  und  24  nach  x  identisch  sind,  so  kann  man  sie 
nach  z  differentiiren;  und  es  gibt  sich  bexQglich 

-^    \  dx  /x^b        ^dx  .  dy       dx.dy/x^b 
ond 

^    \dx)^^       (dx.dy       dx.dy/x,/3      ^ 
Eliminirt  man  diese  vier  Aasdrücke  aas  50,  so  bekommt 

55)     A'ü  = 
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a  \         dy»  '     dx.dy         "^     dx.dy/x,b        J 

.  ^ß  —  av^jj  .  t^a  .  ^b  —  2V,^  .  t9a  .  1?/?  +  2V,.b  .  .?a  •  i?b 

ick  ist  zweierlei  zu  bemerkeo: 

D  doppelten  lolegralzeicheo  versebeoe  Theilsatz  ist  ooter  allen  Um- 
aber 

lit  den  Differenzeoefficienten  versebeue  Aggregat  positiv  sei,   kann 

len,  wenn  bestimmte  Gränzflächen  gegeben  sind.  Uebrigens  kann 
wenn  jeder  der  vier  zu  ^a^,  i^a^,  i^b^,  Sß^  geh((rigen  Factoren  fttr 
Bedingung,  deren  Nothwendigkeit  nicht  nocb  bewiesen  zu  werden 

nem  zeigen  zu  können,   wie  die  betreffende  Untersochong  geAhrC 
n  besagten  Aggregate  folgende  abgekürzte  Form : 

A  .  ^a2  -f.  C  .  t^a«  -4-  F  •  i?/?2  4-  L  .  i^b« 
ID  •  t9a  •  (9i9  +  2G  •  i9a  .  i^b  -4-  2E  •  <^a  •  (9/9  +  2H  •  t?a  •  ^b 

nn  man  obneweiters  auf  folgende  Form  bringen : 

-  91 .  ^a  -f-  »  .  1?/?  4-  6  .  t?b)2  -f.  ö(^a  -f-  ®  .  ^/?  +  *  •  thy 
4-  St(Pß  -f-  8  •  ^b)2  H-  SR  •  db» 

Form  unter  allen  Umstinden  positiv  bleibt,   müssen  A,  <5,  9t^9t 
ein. 
die  Form  (§>  mit  der  Form  C>  so  gibt  sich 

=  0.  »  =  £,  e-|.  «  =  c.   «  =  ^ 


Zweitor  Vau. 

[leinste  aus  allen  jenen  Oberflächen,  von  denen  die  vier  gegebenen 
Gurven  geschnitten  werden,  welchen  folgende  zwei  Eigenschaflen 
J: 

chnittscurven  sollen  in  zwei  Paar  parallelen  und  aufeinander  senk- 
en, und 

Abscissendifferenzen  (a  —  a)  und  (/?  —  b)  sollen  bezüglich  die 
H  und  St  haben, 
■langt   also,   dass  man  unter  allen  jenen  Flachen,   (Qr  welche  die 

=  f(a,  y),       57)    z«,y  =  f'(a,  y),       58)    a-a  =  K 
=  f''(i,  b),       60)    z,,,  =  r(x, /3),       61)    /?-b-Ä 

I  suche,  die  zwischen  den  vier  gegebenen  Grftnzflächen  möglich  ist. 
nngen  58  und  61  folgt: 

da,    db  =r  d(J,    d^a  —  d»*«,    ^b  =  d^/J,  etc.  etc. 

dieses ,    so  zerlegt  sich  die  Gränzengleichong  jetzt  nor  in  Iblgewl« 
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Man  hat  dqo  die  acht  Gleichungen  (Nr.  56—63).  Vier  davon  werden  benGtzl ,  wenn  es 
sich  darnm  handelt,  die  zwei  willkörlichen  Functionen  za  bestimmen,  welche  darch 
Integration  der  Gleichung  XIII  eingegangen  sind.  Die  vier  andern  werden  dazu  Ter- 
wendet,  um  zu  suchen,  was  a,  a,  b,  ß  für  feste  Werthe  haben  niQssen.  Ergibt  sich 
aber  (Ur  a  und  a  kein  von  dem  noch  allgemeinen  y  unabhängiger,  und  ergibt  sich 
ebenso  für  b  und  ß  kein  von  dem  noch  allgemeinen  i  unabhängiger  Werth;  so  ist 
dieser  zweite  Fall  unmöglich. 

Auch  hier  müssen  die  vier  Gleichungen  (Nr.  42—45)  gelten;  und  man  bat  die 
hinter  Gleichung  45  stehende  Bemerkung  zu  vergleichen. 

Wenn  man  die  DifferenzcoetficieDlen  ^a,  db,  ^a,  d<b,  etc.  als  abh2ngig  nimoat; 
so  bekommt  man  für  das  Priifungsmittel  folgenden  Ausdruck: 

64)    fif\]  = 


Der  Tbeilsatz  mit  dem  doppelten  Integralzeichen  ist  unter  allen  Umstanden  positiv. 
Ob  aber  die  Summe  der  übrigen  Theilsätze  auch  positiv  ist,  kann  erat  entschieden 
werden,  wenn  specieUe  Gränzflächen  gegeben  sind. 

Drtttor  ValL 

Man  sucht  die  kleinste  ans  allen  jenen  Oberflächen,  von  denen  die  vier  gegebenen 
Gränzflächen  nach  Gurven  geschnitten  werden ,  welchen  folgende  zwei  Eigenschaften 
gemeinschaftlich  sind: 

1)  Die  Durchschnittscurven  sollen  in  zwei  Paar  parallelen  und  aufeinander  senk- 
rechten Ebenen  liegen,  und 

2)  Die  DiflTerenzen  der  Ordinaten ,  welche  den  einander  gegenüberliegenden  Cnr- 
^nen  angehdren,  aollen  die  eonatsnten  Werthe  K  und  St  haben. 

Dieser  Fall  verlangt  also ,  dass  man  unter  allen  jenen  Flächen ,  für  welche  die  sechs 
Gleichungen 

65)    z.„  =  f*(a,  y),        66)    ««^y  =  ['(«,  y),       67)    z„ y  -  z.,,  ä  K 

«8)    x.,b-r'(x,b),       69)    z^^ß^n^^ß),       70)    z^^-z„B  =  Ä 

gelten,   die  kleinste  suche,  die  zwischen  den  vier  gegebenen  Gränzflächen  mdglich  ist. 
Aus  67  folgt  durch  gemischtes  Mutiren 
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'.y 


m^,'-"--m.., 


■  9a  =  0 


,ß 


-/ii\ 


(^L*''-^'--(^j,.*''  =  " 


hs  GleichungeD  (Nr.  21—24 ,  and  71  und  72),  Wenn  man  jetzt 
,  dz^y,  Jzx,bi  ^'x,^»  ^*>  ^b  als  abhängig,  dagegen  die  zwei 
ils  anabhängig  nimmt,  und  dann  die  abhängigen  Stücke  aus  der 
J  eliminirt;  so  zerlegt  sich  dieselbe  in  folgende  zwei  einzelne: 

acht  Gleichungen  (Nr.  65—70,  und  Nr.  73  und  74).     Vier  davon 

D  es  sich  darum  handelt,    die  zwei  willkörlicben  Functionen  zu 

urch  Integration  der  Gleichung  XIII  eingegangen  sind.    Die  vier 

erwendet,    um  zu  suchen,    was  a,  a,  b,  i^  für  feste  Werthe  ha- 

lieh  aber  für  a  und  a  kein  von  dem  allgemeinen  y  unabhängiger, 

in  von   dem  aligemeinen  x  unabhängiger  Werth;    so  ist  der  hier 

möglich. 

1  die  vier  Gleichungen  (Nr.  42—45)  gelten;    und  man  hat  die 

ehende  Bemerkung  zu  vergleichen. 

1  ist  noch  herzustellen. 

)  kann  man  sich  nach  Belieben  aufstellen. 

lie  Schlussbemerkung  zu  Aufg.  'i88.) 


Aufgabe    287. 


d!z 


d,d,z 


en  Elementen  i,  y,  «,  ^,    ^.    ^,    j^^^, 


d^z 
y 


dyJ 


-2' 


Man  sucht  für  z  eine  solche  Function  von  x  und  y,    für  fix)  und 
des  einzigen  Veränderlichen  x,  und  zugleich  für  a  und  a  solche 
ilgendes  Integral 

na  /<rx) 
J)    ü:=  I     I        V  .  dy  .  dx 

Ja  Jjt{\) 

lines  Maximum-Standes  oder  der  Minimumwerth  eines  Minimum- 

a  Function  z  =  <3p(x,  y)  bei  jeder  Bedeutung  des  \  und  des  y 
3Qden    Nachbarfunctionen    sind    im    Allgemeinen    durch    folgende 


-f-  X  .  Jz  +  —  .  ^2z  -i-  ^^  '  öH  + 

1.2  1.2.2  ' 


92 
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darspeslellt,  wo  maD  sich  unter  dz,  ^s,  ^z,  etc.  Fnnetionen  yod  i  and  y  denken 
Dinss. 

Die  den  Functionen  ffx)  und  ;r(x)  bei  jedem  Werthe  des  x  nächstanliegenden  Nach- 
barfunctionen  sind  im  Allgemeinen  darch  folgende  Reihen 

110     Sx)  -H  X  •  dÖx)  -4-  —  .  d^»X)  -h  —  .  d^S^t)  H- 

1.2  1.9.3 

IV)    «(X)  4-  X  .  ÖTfiK)  +  —  .  ^;r(i)  H-  -^  •  d%(x)  H- 

1.9  1.2.3 

dargestellt. 

Die  den  gesuchten  Werthen  a  und  a  nAcbstanliegenden  Nachbarwerthe  sind  durch 
folgende  Reihen 

-^  1.2  1.2.3 

Vn     a  -^^  X'&a  +  —  -^a  -h  -^  •  i^^a  -|- 

^  1.2  1.2.3 

dargestellt  Warum  man  auch  die  Werthänderungen  im  Allgemeinen  durch  onanfhör- 
liche  Reihen  darstellt,  ist  bereits  (Bd.  I.  Seite  116  und  117)  auseinandergesetzt;  and 
die  Noth wendigkeit  dieses  Verfahrens  hat  sich  schon  sehr  oft  (man  sehe  z.  B.  Zusatz 
7  in  Aufg.  160,  Zusatz  3  in  Aufg.  176,  und  Zusatz  4  in  Aufg.  178,  etc.)  bestätigt 

Wegen  der  Mutationen  des  ^x)  und  des  xix)  und  wegen  der  gleichzeitigen  Werth- 
anderungen des  a  und  des  a  erleidet  das  U  eine  zusammengesetzte  gemischte 
Mutation. 

Wenn  man  wirklich  mutirt,  und,  so  oft  es  bequem  ist,  x  und  ^  bez&glich  statt  jr(x) 
and  $(x)  setzt;  so  bekommt  man  im  Allgemeinen 

VII)    ft^„ü  =  J"J^*^  *V  .  dy  dx  +  P  (V^5  .  di  -  V,^^  •  öx)  .  dx 

■^  (C ' -4  ■*'-(JT>  ••").•'■ 

und 

VUI)    Rd)j2ü  -I     I       <J2V.dy.dx 
Ja  Jmx) 


Da,  wo  nur  nach  y  integrirl  werden  soll,  ist  es  einerlei,  ob  a  an  die  Stelle  des  aos- 
serhalb  y  vorkommenden  x  erst  nach  der  Integration  oder  schon  vor  derselben  gesetzt 
wird.    Es  ist  also 
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die  rechte  Seile  dieser  Gleichung ,  so  erkeool  man : 
>n  X  befreiten  Ausdruck  V^»  nach  y  inlegriren,    dieses  Integral 

B  {;(z)  erstrecken,   und  dann  a  an  die  Stelle  des  hierdurch  einge- 

;he  wird  erreicht,  wenn  man  den  von  x  befreiten  Ausdruck  V^  » 
d  dann  das  Integral  von  y  =  ma)  bis  y  =  ((a)  erstreckt.    Sonach 

ekommt  mau 

X)      ((^''v.„<ly)    =  (**'v.„.dy 

\JniXi  /a       J»(a) 

teideo  letzten  AusdrQcke  in  VII,  so  gibt  sich 

Ja  J»(    '^  '  ""^  ■  •'y  "^  J,    ^^».«  •  *^  ~   ^«'^  ■  ''^  ■  ''^ 

dz       dp   dx    dq   dy 
dz       dp   dx   '  dq   dy 

.a.«  +  2.M:l.a..^'  + 

dz  •  dp      dx 

leichung  XII  stehenden)  Ausdruck  für  d\  in  XI  einzusetzen,  und 
doppelten  Integralzeichen  versehenen  Theilsatz  noch  umzuformen, 
die  zweite  Form  des  [fi^. 

\  man,  wie  die  vorgeschriebenen  Gränzbedingungen  verlangen, 
eise,  wie  man  Gleichung  IX  hergestellt  hat,  bekommt  man  auch 

.,.,"' •'")«=£„"'"•'■•" 

^V-dy)    =  I        av.,,.dy 
9  Gleichung  V.  Seite  675)  im  Allgemeinen 
cl(f  "^  V.dy) 

XVI)     -H^IiL i« 

Bondera  Werthe  x  =  a 
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-'A^^l-n^i,-^ 


V  ^^^  —  V  ^^^ 


umi  bei  dem  besondern  Werthe  x  =  a  ist 

V  <>&«)  __  V  d;r(a) 

"*■  ^a,£(a)  •    da         ^a,3r(aj  '    da 

Man  hat  nun  die  sieben  in  IX,  X,  XIII,  XIV,  XV,  XVII,  XVIII  siehenden  Aasdrucke 
in  Gleichong  VIII  za  sobstituiren,  und  dann  den  mit  dem  doppelten  Integralieicben 
versehenen  Theilsatz  umzaformen.  Dadurch  ergibt  sich  die  zweite  Form  des  nfi^l}. 
(Man  sehe  Gleichung  VII(  in  der  folgenden  Aufgabe.) 

Zusatz.  Die  Aufg.  286  ist  als  specieller  Fall  in  der  hiesigen  enthalten.  Setzt  man 
nemlich  statt  der  Functionen  t(\)  und  ;r(z)  bezüglich  die  Ton  dem  noch  allgemeinen  x  un- 
abhängigen Werthelemenle  ß  und  b,  so  bekommt  man 

S(x)  =  £(a)  -=•  pa)  =  ß 
und 

;r(x)  =  ;r(a)  —  x(a)  ■*  b 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  bezüglich 

-X—  —  -p-  «  0,    also  auch  — —  =  0  und  -~  =  0 
dl  dx  da  da 


und 


d»(x)        db       rt       ,  .     dxia)       ^       .  darO)        ^ 

-3—  =  -j-  =  0,    also  auch   -r—  =  0  und  — ::—  =  0 
dx  dx  da  da 


Ferner  geben  die  Mutation scoefficienten 

d£rx),    dxoD,    a«tw,    ^x(\)y  etc. 
bezüglich  über  in  die  Differenzcoefficienten 

t?/J,    ^b,    ^ß,    t?2b,  etc. 

Weil  nun  hier  -~  =  0  und  *|^  =  0  ist,  so  fallen  in  Gleichung  XVll  die  zwei  letzten 
da  da 

Theilsätze  weg;  und  sie  reducirt  sich  auf 

•&x) 


(^ft^l=r(^x- 


Weil  hier  ebenso  ^^  =  0  und  ~^^^  =  0,    so  fallen  auch  in  Gleichung  XVIil  die  zwei 

da  da 

letzten  Theilsätze  weg;  und  sie  reducirt  sich  auf 


{"^^Im.,'^ 


Somit  erkennt  man ,  dass  die  hiesigen    Gleichungen  VII  und  VIII  bezüglich  in  die  Yfl  rnid 
VIII  der  285*''*'  Aufgabe  übergeben,    sobald  man  statt  der  Functionen  ((x)  and  x{\}  besög- 
lich  die  von  dem  noch  allgemeinen  x  unabhängigen  Werthelemente  b  und  ß  setzt 
(Man  vergleiche  die  Schlnssbemerkung  hinter  Aufg.  t2S8.) 
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Aufgabe 
leinsle  Oberfläche  zwischen  vier  gegebenen  Flächen. 

ElAleltang. 

lache  wird  von  vier  in  den  gegebenen  Flächen  liegenden  Carven 
zwei  einander  gegenüber  liegen,  und  von  den  beiden  andern  ge- 
inen Flächen,  in  welchen  sich  das  eine  Paar  der  einander  gegen- 
Dorven  befindet ,  mögen  dargestelU  sein  dnrch  folgende  Gleichungen 

)    c'=  r(x,  y),       ond       II)    /  =  r(i,y) 

D  der  gegebenen  Flächen,  in  welchen  sich  das  andere  Paar  der 
legenden  Gränzeorven  befindet,   mögen  dargestellt  sein  durch  die 


c-  -  f-(x.  y), 


und 


IV)    y-  =  r(x,y) 


t  der  Erinnerung,  dass  sowohl  die  vier  gegebenen  als  auch  die  ge- 
n  und  dasselbe  Goordinatensystem  bezogen  werden  müssen, 
egte  Aufgabe  sucht  eine  von  vier  noch  zu  ermittelnden  Gurven , 
n  einer  Gränzfläche  liegt,  begränzte  Fläche,  welcher  eine  kleinere 
it,  als  bei  jeder  andern,  der  gesuchten  Fläche  stetsfort  nächstan- 
¥eder  durch  die  noch  zu  ermittelnden  oder  durch  die  ihnen  nächst- 
nur  in  den  Gränzflächen  befindlichen  Nachbarcurven  begränzten) 
?all  sein  kann.  Man  verlangt  also  für  z  eine  solche  Function  der 
sn  z  und  y,  für  S(x)  und  nix)  solche  Functionen  des  einzigen  Ver- 
cugleich  für  a  und  a  solche  Werthe^  dass  der  Ausdruck 

eines  Minimum-Standes  wird. 

oft  es  bequem  ist,  £  und  n  bezüglich  statt  ((x)  und  ^cx);  Und 
lenderungen,  welchen  man  die  gesuchten  Functionen  Stx)  und  3k(x) 
inmittelbare  reine  Mutationen,  und  dass  die  Aenderungen,  welchen 
a  und  a  unterwerfen  muss,  nur  Werthänderungen  sind.  Dadurch 
h  voriger  Aufgabe)  durch  zusammengesetztes  gemischtes  Mutiren 

Ot(x)  /»a 

<5V  .  dy  .  dx  4-  I       (y^y-  difx)  -  V^^  ^  .  dniX))  •  dx 
r(x)  Ja 

,L"«*)"-(J.,.,  "•■■•'")•" 

lufg.  277  begründete)  Umformung  aus,  und  gebrauche  die  (schon 
endeten)  Abkürzungszeichen  P  und  Q.  Ferner  beachte  man,  dass 
irende  Integration  ganz  unabhängig  ist  von  i9a,  i^a,  t^a,  i^a,  etc., 
ist,  ob  man  dort,  wo  nur  nach  y  integrirt  werden  soll,  die  Elemente 
tc  unterhalb  oder  ausserhalb  des  Integralzeichens  setzt.  Somit  be- 
zweite  Form 


ioogle 


734 


Man  muUre  Gleichong  VI  abennals,  und  forme  om,  so  gibt  sich 

.  1  r/    tl,ai  d^ÄxV  ^  /d,»i\«        /d,Ä\e-|)       .       . 

-  jj"'  [  V«, .  ^a  +  2 .  »V,., .  «a  +  (^^  y  •  ^«*  +  P.»  •  «^..»]  '  «>> 

+  V.,„„  .  ^  .  *a»  +  a  .  V,,,,.,  .  **a, .  i?a 
Hier  in  dieser  Aufgabe  ist 

'  n+ps+q«    ^»^dx    ^''    dy/        «^       dx  ^       dy 

*^     ^  -  IT+Iünnp     \P  dx   + 'J  dx.dy/ -  P      dx»^''     dx.dy 


und 


d!> 


-^     dy    ~  Kl.f-p«+q2     l*^ dx.dy  ^  ^  dy«/  ""  ^      dx.dy  ^  ^     dy« 

Erstens.  Untersochang  der  ersten  Qn  VI  aaljgestellten)  Form  des  ifdflU.  In  die- 
ser Form  kommen  die  Matationen  der  cor  gesockten  Fläcbe  gehdriaen  Gränzordlnateo 
nicht  vor.  Da  aber  die  Aofgabe  rorschreibt,  dass  die  gesachte  Flache  von  den  gege- 
benen GränzfUchen  begränzt  werden  soll,  also  die  Gränzordinaten  der  gesuchten  Fläehe 
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t6D  der  gegebeDen  GraDzflieheD  seiD  mOaseo;  so  mfisseD  durchaus 
ir  gesuchten  Fläche  gehörigen  GrSnzordinaten  verglichen  werden 
I  der  zu  den  gegebenen  Gränzflächen  gehörigen  Ordinalen.  Dazu 
Form  des  i(d)]V  nicht  die  Mittel,  sie  kann  also  nicht  weiter  beach- 

lersuchung  der  zweiten  (in  VII  aufgestellten)  Form  \(5)]V.  Diese 
in  die  Hauptgleichung 

leicbbedeutend  ist  mit  folgender 

I)    (i  +  q«)  •  r  -  2pq  -  s  -f  (I  -H  p«)  .  t  =  0 

noch  die  Grftnzengleichung 

(V«,y  •  *«  +  P«,y  •  »««,,)  •  dy 

I 

r  "  (V.„  .  *a  +  P.„  .  Ä.^)  .  dy  =  0 


JyrU 


a) 

Tfia) 
[a) 
9K(a) 


IHI  ist  dieselbe,   wie  Gleichung  VUI  oder  IX  in  der  261'^*»  Auf- 
constant  sind, 
reit  gekommen,   dass  verschiedene  Gränzi&lle  aufgestellt  werden 

•peeleU«r  OriMfUl. 

bsolut  kleinste  Oberfläche,   welche  zwischen  den  vier  gegebenen 
ist. 
die  Gränzengleichung  zunächst  in  folgende  drei 

2)   v,„ .  *a  +  p,„  .  iz,„  -  0 

lache  die  vier   Gränzflächen  schneidet,   so  bekommt   man    vier 
und  flkr  letztere  qi&ssen  folgende  vier  Gleichungen  stattfinden: 

♦)    Z.U  =  f'(a,  y),       5)    z^y  =  r(«,  y) 

1 ,  2,  4 ,  5  werden  behandelt  wie  im  ersten  Gränzlalle  der  286"'" 
[>mmt  man  folgende  zwei  neue  Gleichungen : 
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^^      *  ■*"  \^}a,y  '  \'^}a,y  "^  \W}a,y  '  \^}a,y 

®^      *  "^  l"^/a,y  ■  \"^/a,y  "^  \^)a,y  '  \~^)a,y  ^  ® 

Die  drei  Gleichungen  3,  6,  7  werden  behandelt,  wie  im  ersten  Gränzfaile  der  aSi"^" 
Aufgabe;  and  so  bekommt  man  folgende  zwei  neue  Gleichnngen 

Aus  deo  vier  letzten  GleichuDgen  erkennt  man ,  dass  die  gesuchte  Fläche  auf  den  vier 
gegebenen  Gränzflächen  senkrecht  steht. 

Man  hat  nun  acht  Gleichungen  (Nr.  4—11).  Vier  davon  werden  benützt,  wenn  es 
sich  darum  handelt,  die  zwei  willkürlichen  Functionen  zu  bestimmen,  welche  durch 
Integration  der  Gleichung  XIII  eingegangen  sind.  Zwei  werden  dazu  verwendet,  um 
SU  suchen ,  was  mx)  und  t^n)  für  Functionen  von  x  sind.  Die  zwei  noch  übrigen  endlich 
werden  dazu  verwendet,  um  zu  suchen,  was  a  und  a  für  feste  Werthe  haben  müssen. 
Weil  die  Abscissen  a  und  a  feste  Werthe  haben,  so  erkennt  man,  dass  die  in  den 
beiden  Flächen  c'  «»  r(x,  y)  und  y*  =  r(x,  y)  liegenden  Gränzcurven  ebene  Curven 
sind;  denn  sie  liegen  in,  auf  der  Abscissenaxe  X  senkrechten,  also  auch  parallelen 
Ebenen. 

Setzt  man  ;r(a)  und  j;(a)  an  die  Stelle  des  y  in  Gleichung  4,  so  gibt  sich  bezüglich 
*2)    Za,«(a)  =^(»»  «(»)),       und       13)    z^^j^g)  «  r(a,  |na)) 
Setzt  man  »laj  und  ^(a)  an  die  Stelle  des  y  in  Gleichung  5,  so  gibt  sich  bezüglicb 

**)     ^a,n(a)  =  f'(«'  «^«0.        «nd        15)     z^j^^^  =  r(a,  &a)) 
Setzt  man  a  und  a  an  die  Stelle  des  x  in  Gleichung  6,  so  gibt  sich  bezüglich 

^^)    *a,«(a)  ""  ^'(^*  *^a)),        und        17)    z^^^^  =  f"(a.  «(a)) 
Setzt  man  a  und  a  an  die  Stelle- des  x  in  Gleichung  7,  so  gibt  sich  bezüglich 
*^)    ^a,&a)=^"(a'  Öa)),        und        19)    Za,ea)  =  f"(«'  £^«0 

Aus  12  und  16  folgt 

20)  P(a,«(a))  «=  r'(a,«(a)) 
Aus  13  und  18  folgt 

21)  r(a,  ßa))  -  r'(a,Öa)) 
Aus  14  und  17  folgt 

22)  P(a,»(a))  =  r(a,3r(a)) 
Aus  15  und  19  folgt 

23)  f'(a,aa))  =  r(a,  ßa)) 

Dass  die  vier  letzten  Gleichungen  (Nr.  20-— 23)  erfüllt  werden,  ist  ein  Ergebniss,  wel- 
ches ganz  der  Natur  der  hier  vorgelegten  Aufgabe  entspricht.  Es  müssen  nemlich 
(wie  schon  am  Eingange  dieser  Aufgabe  bemerkt)  von  den  vier  Gränzcurven  immer  je 
zwei  einander  gegenüber  liegen,  und  von  den  beiden  andern  geschnitfen  werden,,  weil 
man  sonst  durch  sie  keine  Fläche  begränzen  kdnnte.  Man  hat  also  hier  abermals  ein 
Beispiel,  wie  die  Erscheinungen  des  Caiculs  jedesmal  mit  den  Eigenthümlichkeitea  des 
ihm  unterworfenen  Gegenstandes  übereinstimmen.  (Man  vergleiche  den  ersten  Fall  in 
den  Aufgaben  255,  267  und  286.) 

Das  Prüfnngsmittel  ist  noch  herzustellen.  Zu  diesem  Ende  hat  man  Gleicbang  VIII 
so  zu  specialisiren,  wie  es  die  Eigenheilen  des  hiesigen  Gränzfalles  mit  sich  bringen. 
Die  AusFührung  mag  aber  (in  Folge  der  Auiigaben  281  und  286)  unterbleiben. 

Andere  Gränzfälle  kann  man  sich  nach  Belieben  bilden. 
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rkung.  Zar  VerrolUtäDdigang  der  lelzten  (Seite  633  und  634  be- 
merkoDg  komme  ich  wieder  auf  die  beiden  dort  genanntenr  Abhand- 
en Titel: 

e  sur  1e   calcal  des  yariations.    Par  M.  Poisson.    La  ^  Tacad^mie  le 
imbre  1831  — 
dem  (im  Jahre  1833  gedruckten)  XII**''  Bande  der  Pariser  Memoiren. 

den  Titel: 
B  sur  le  calcnl  des  yariations  des  integrales  multiples.    Par  M.  Ostro- 
.    Lu  ^   Tacademie   imperiale   des  sciences  de  St  Petersburg,   le   24 
1»34  . 

den  Petersburger  Memoiren.    Serie  VI.  Tom.  III. 
te  228  und  229  des  genannten  XII**''  Bandes) : 

um  das  Maximum  oder  Minimum  eines  einfachen  Integrals  handelt,  so 
)thode  nichts  zu  wünschen  übrig,    sei  es  binsicbtlich  der  allgemeinen 

welche  die  gesuchten  Functionen  hergestellt  werden,  oder  sei  es  hin- 
nderen  Gleichungen,  welche  sich  auf  die  Gränzen  bezieben.  Das  all- 
des  Yariationscalcurs  schmiegt   sich    auch  oboeweiters  dem  Falle  an, 

oder  mehrfaches  Integral  mit  fest  Torgeschriebenen  Gränzen  gegeben 
ber  yerbält  es  sich,  wenn  die  Gränzen  des  Doppelintegrals  unbekanot 
nd.  Nach  dem  jetzigen  Stande  der  Wissenschaft  kennt  man  weder 
noch  selbst  die  Anzahl  der  Gleichungen,  welche  sich  auf  jede  der 
und  zu  deren  Bestimmung  dienen.  Diese  Lücke  in  der  Wissenschaft 
rksamkeit  der  Mathematiker;   und  desshalb  habe  ich  es  versucht,  die- 

iser  Abhandlung  zerfällt  in  zwei  Abtheilungen.  In  der  ersten  (Seite 
ich  eine  Untersuchung,  welche  sich  mit  Integralen  beschäftigt,  wo  nur 
inabhängiger  Yeränderlicber  Torkommt.  Diese  Untersuchung  ist,  wie 
a  selbst  ausgesprochen  hat,  durch  Lagrange*s  Methode  bereits  toII- 
d  somit  dem  Zwecke  der  Abhandlung  fjremd.  In  der  zweiten  Abthei- 
)  befindet  sich  die  Untersuchung,  welche  sich  mit  Integralen  beschäf- 
Terschiedenen  Veränderlichen  integrirt  wird;  und  diese  Untersuchung 
¥eck  der  Abhandlung. 

lubt ,  er  müsse,  um  (für  die  Fälle,  wo  auch  die  Gränzen  des  DoppeU 
I  sind)  den  Formeln  die  gehörige  Allgemeinheit  zu  geben ,  dem  Caicul 
lerlegen  ;  und  zu  diesem  Ende  hat  er  an  die  Stelle  der  beiden  Ver- 
,  nach  welchen  integrirt  werden  soll,  zwei  Functionen  zweier  andern 
I  Y  gesetzt,  etc.  etc.  Zuletzt  hat  er  wieder  die  beiden  Veränderlichen 
rt. 

Iches  Verfahren  hat  er  die  ohnehin  nicht  sehr  einfache  Untersuchung 
ickelt,  und  mit  unnöthigen  Schwierigkeiten  überhäuft, 
inde  bat  Ostrogradsky  seine  Abhandlung  geschrieben,  und  gezeigt, 
der  beiden  neuen  Veränderlichen  unnölhig  ist,  und  dass  bei  der  bis- 
ler Variationscalcul  jede  nur  wünscbenswertlie  Allgemeinheit  mit  der 
Tereinigen  kann. 

uf  die  nenn  letzten  Aufgaben  (nemlich  280  —  288),    so  er- 
es in  der  That  unnöthig  ist,    zwei  neue  Veränderliche 

landlungen  müssen  folgende  vier  Bemerkungen  gemacht  werden: 
en  Abtheilnng    Ton   Poisson*s  Abhandlung  (Seite  286,  etc.),   sowie  in 
ng   Ton    Ostrogradsky  sind  bei  den  bestimmten  Integralen  die  Grän- 
tegralzeichen  angesetzt;    und  dieser  Mangel  ist  natürlich  Ton  grossem 

(ten  Mntationscoeiflcient  hat  Poisson  (Seite  295)  folgende  Formel 
W  —  r  -4-  SfEL .  a>  -  dy  -  dx 

r    das  Abkürzungszeichen  H  mitgetheilte  Ausdruck  ist  Tollständig.    Er 

te,  welcher  die  Hauptgleichung  liefert. 

r  mitgetheilte  Ausdruck  leidet  an  folgenden  drei  Gebrechen : 
bestimmten  Integralen  sind,  wie  bereits  erwähnt,  die  Gränzen  nicht 

Et. 

)n  alle  jene  Theilsätze,  welche  kein  Integralzeichen  mehr  enthalten. 

93 
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3)     Die  YorbaDdenen  Theüsits«  Bind  weder  gehörig  eatwickell,    noeh  itt  irgend 
eind  Anleitang  za  dieser   EntwickelODg  gegeben ;    ond  docb  sind   die   daz« 
nölhigen  Transformationen  von  so  eigeotbümlicher  Art,    dass  sie  eine  Anlei- 
tung durchaus  erfordern. 
i>ie6er  unToUlLommene  Zuatand  von  Poisson^s  Formel  macht»  dass  man  nicht  so  leicht 
überschauen  kann»   wie  sie  in  den  verschiedenen  speciellen  Fällen  bebandelt  werden  muss. 
Davon  überzeugt  man  sich  obneweiters ,  wenn  man  sie  mit  den  meinigen  vergleicht«    (Man 
sehe  Nr.  XIII  in  Aufg.  280;  ebenso  Nr.  XV  in  Aufg.  284,  und  Nr.  VII  in  Aufg.  288.) 

Ostrogradsky  bat  für  die  Herstellung  der  Form  des  ersten  Mutationscoefßcienten  nocli 
vid  weniger  gethan,  und  sich  begnügt,  am  Schlüsse  seiner  Abhandlung  folgende  Erklärung 
hinzusetzen : 

„Nous  n*avons   fait  qo*indiquer  les   transformalions   qu'on  doit  faire  subir  k  la  partie 

„/DU  •  dl  •  dy  •  dz de  la  Variation  dV  *    pdrce   que  ces  transformalions ,   se 

»,  reduisant  k  Tintegratiod  per  parlies ,  appartiennent  plotöt  au  caicul  iutegral ,  qn*i  la 
»»methode  des  variationS.  A  la  v^rit^)  on  des  prinoipes  fondamentaui  de  cette  derni^re 
.«mdtbode  consisle  4  faire  disparatlre,  autant  que  possible,  les  differentielles  des  variations 
f^qüi  se  Irouvent  seus  un  signe  intdgral;  mais  le  caloul  des  Variations  no  fait  qü^iDdiquer 
,,eette  Operation  et  en  laisse  Texecution  au  caicul  integral." 
Mit  diMer  Erklärung  Oslrogradsky's 

„IBs  ist  nonöthig.  In  einer  Abhandlung  über  Variationscaicul  solche  nur  auf  In- 
,,tegratlon  sich  beziehenden  Transformationen  auszuführen*' 
'  wird  derjenige  nicht  so  leicht  einverstanden  sein,  welcher  auf  die  in  den  Aufgaben  277, 
2di ,  284,  287  befindlichen  Transformationen  xurückschaut;  denn  sie  sind,  wie  bereits  ge- 
meidet, von  so  eigenthüm lieber  Art,  dass  jedenfalls  eine  Anleitung  zu  ihrer  Ausfüiining 
Kegeben  werden  muss.  Da  nun  auch  das  vollständigste  Lehrbuch  über  Integralcaicul  iieinen 
Anlass  findet,  sich  mit  dergleichen  zu  befassen,  warum  sollten  sie  nicht  ausgeführt  werden 
iil  6iner  Abhandlung,  wo  sie  sich  von  selbst  darbieten? 

III)  In  beiden  Abbandlungen  kommt  bloss  allgemeine  Theorie  vor,  und  keine  einzige 
specielle  Aufgabe,  womit  die  ohnehin  so  schwierige  Untersuchung  in  ihren  Einzelheiten 
hätte  beleuchtet  werden  können.  Poisson  hat  zwar  (Seite  3iO  seiner  Abhandlung)  ver- 
sprochen, specielle  Aufgaben  in  einem  spätem  Memoire  nachzuliefern;  allein  dieses  ist 
nicht  erschienen. 

Dass  die  Erledigung  der  Einzelheiten,  welche  sich  in  dergleichen  speciellen  FalIeD 
darbieten,  oft  sehr  instructiv  ist;  davon  kann  man  sich  überzeugen,  wenn  naan  auf  die 
betreffenden  Aufgaben  (Nr.  249  bis  288)  zurückschaut.  (Man  vergleiche  z.  B.  Aufg.  981 
und  282.) 

IV)  In  keiner  der  beiden  Abhandlungen  Ist  der  für  das  Prüfungsmittel  sich  ergebende 
Ausdruck  hergestellt  und  untersucht,  obgleich  auch  in  dieser  Beziehung  noch  eine  Lücke 
auszufüllen  war.  Und  so  haben  beide  Abhandlongen,  vrährend  sie  jede  praktische  Anwen- 
dung unberücksichtigt  Hessen,  auch  in  theoretischer  Beziehung  nur  die  Hälfte  dessen  aus- 
zuführen versucht,  was  sie  übernommen  hatten. 

Hinsichtlich  des  Prüfongsmiltels  bei  Doppel  integralen  vergleiche  man  z.  B.  die  letzten 
Zellen  von  g.  242;  auch  die  Aufgaben  251—256;  sodann  Seite  631,  635,  661,  663,  665; 
besonders  Seile  686« 
^)  Ans  diesen  Bemerkungen  erkennt  man  hinlänglich,  dass  auch  nach 
den  besagten  zwei  Abhandlungen  noch  Vieles,  was  sich  auf  Doppelin- 
tegrale  bezieht,  nachzuholen  und  zu  erledigen  war. 


Alle  Aufgaben  f  in  welchen  das  Mtximua  oder  Minimum  eMM  i>eppelintegrals  geaucht 
wird,  latsen  sich  aaf  feigende  Weise  classificiren. 


Erste  Klasse.    Es  soll  U  =  I      I     V  •  dy  •  dz  ein  Maximum-stand  oder  Mifiiimitt- 

er   Elemente  a 
iT  gehören  die 

Ja  J^ni 


stand  werden,    während   die  vier   Elemente  a,  a,  b,  ß  constante  (gegebene  oder  nichtfe- 
gebene)  Werthe  haben.    (Hierher  gehören  die  Aufgaben  249—275.) 


Zweite  Klasse.     Es  soll 


V  •  dy  •  dx  ein  Maximum-stand  oder  Mini- 


mum-stand  werden,  während  ;r(x)  und  S(z)  gegebene  Functionen  von  x  sind,  und  die  bei- 
den Elemente  a  ttüd  et  constante  (gegebene  oder  nichtgegebene}  Werthe  haben.  (Hierher 
geboren  die  Aufgaben  277-^279). 

In  dieser  zweiten  Klasse  sind  alle  Aufgaben  der  ersten  Klasse  als  specielle  Falle  ent- 
halten. Wie  Seite  676  anseinaiidergMetzt  iH. 


Digitized  by 


Google 


739 

Es  soll  U  «  I      I        V  •  dy  •  dx    ein   Max imoni- stand   oder   Mini- 
Ja  J,T(XJ 

während   die  Functionen  ;r(x)  und  2;(xj  noch  zu  suchen  sind,    dagegen 
a  und  a  constante  (gegebene  oder  nichtgegeben^)  Werthe  haben.    Da- 
hten  Functionen  7C[\)  und  iix)   unmittelbaren  Mutationen  unterworfen. 
Aufgaben  280-284.) 

I  Klasse  sind  alle  Aufgaben  der  zweiten,    folglich  auch  alle  Aufgaben 
«pepleUe  Fülle  i^qth^iUen,  wi^  3eile  4f82  tiiMnaudergesetzt  ist. 
na  nß 
Es  soll  U  =:  I      I     y  •  dy  •  dx    der    Maximomwerth   eines    Maxi- 

r  Minimnmwerth  eines  Minimum^standes  werden,    während   b   pnd   ß 
noch  allgemeinen  x  sind.     Man  sueht  also  bestimmte  Werthe  für  a, 
verdeA  diese  Tier  Elemente  nur  Wer^hijudervngeB  ipptfrwprfen.   (Hier- 
;aben  285  und  286.) 

I  Klasse  sind  «llf  Jen«  Aufgaben,  bei  welchen  eines  oder  einige  der 
b ,  ß  constant  sind ,  als  specielle  Fälle  enthalten.  Ebenso  gehören  alle 
Klasse  als  specielle  Fälle  hierher. 

na  /»tcx) 
I.    Es  soll  U  a   I      I        y  •  dj  •  dx  der  Maximamwerth  eines  Maxi- 
Ja  J.t(x) 
r  Minimnmwerth   eines   Minimuin^standes  werden,    während  .t(x)  und 
nen  von  x  sind.    Man  sucht  also  bestimmte  Werthe  für  a  und  a;  und 
eiden  Elemente  nur  Werthänderung?n  unterworfen. 
Klasse  sind  alle  Aufgaben  der  zweiten  und  ersten  Klasse  als  specielle 


Ja  J;rrx) 


»e.     Es  soll  U  ;=?  I      I        y  •  dy  •  dx   der  Maximumwertb  einas  Ma- 

Ja  J;rrx) 

der  Minimnmwerth  eines  Minimum-Standes  werden ,  während  sowohl 
>n  .Tix)  und  £(x)  als  auch  die  Werthe  der  beiden  Elenente  a  nnd  a 
Dabei  werden  die  Functionen  ;r(x)  und  ^\)  unmittelbaren  Mutationen, 
e  a  un«l  a  werden  nur  Werthänderungen  unterworfen.  (Hierher  ge- 
»87  und  288.) 

Bn   Klasse  sind   alle  Aufgaben   der  vorhergehenden  fünf  lUassen  «la 
en.     (Man  vergleiche  Seite  732.) 

löge  Cla  ssifi  cation   findet  bei   solchen  A  ufgaben  statt , 
rücke  führen,    wo  nach  mehr  als  zwei    yeränderlicben 


dem  Begriffe  einer  Mutation  and  dem  einer  blossen  Werthänderung 
Tscbied  besteht,  ebenso  ist  auch  die  Bebend lungsweise  beider  wesent- 
B  Verschiedenheit  der  Behandlungsweise  vor  die  Anschauang  zu  füh- 
siden  letzten  Aufgaben  (Nr.  287  und  288)  vorzüglich  geeignet, 
bier  noch  einmal,  dass  es  allen  meinen  Vorgängera  enigaageB  ist, 
sd  Werthänderung  zu  unterscbeideOf  Dieselben  sind  also  auch  nichi 
n,  neben  der  für  die  Mutationen  bereits  eingeführten  Bezeichnung 
ir   die    Werthäuderungen  geltende  einzuführen.     Wenn  ihnen  nun  ein 

dessen  Lösung  die  yereinigung  beider  Begriffe  nöthig  ist;  so  haben 
Bn  angewendet,  wo  Werthänderungen  hätten  angewendet  werden  sol- 
luch  da  das  Zeichen  der  Mutationen  gesetzt^    wo  ich  das  der  Werlh- 

welcher  die  gehörige  yergleichung  austeilt,  sich  leicht  überzeugen  , 
fahren  (indem  ich  nemlich  die  Begriffe  von  Mutation  und  Werthände- 
leide,  und  dazn  auch  eine  eigenthümliche  Bezeichnung  eingeführt  habe) 
,  Leichtigkeit  und  Eleganz  gewonnen  worden  ist.  1b  dieser  Beziehung 
lein  auf  die  beiden  letzten  Aufgaben  (Nr.  937  an4  283) ,  pondarji  viel- 
re.  z.  B.  auf  Aufg.  160,  161,  178,   179,  ^tc. 
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Erster  theoretischer  Nachtrags 

betreflfeod   . 

die  beiden  von  Euler  und  Lagrange  mitgetheilten  Methoden  für 

die  Auflösung  der  (von  Euler)  sogenannten  relativen 

Grössten  und  Kleinsten. 


'^-'       "^      '  ErsteAblheilang. 


Die  Begriffsbestimmungen^  welche  EtUer  von  den  absoluten  Grössten  und  Kleist 
sten  und  von  den  relativen  Grössten  und  Kleinsten  aufgestellt  hat. 

I)    Absolute,  d.  h.  unbedingte  Grössfe  und  Kleinste  nennt  Euler  die  FSIle  folgen- 
der Art: 

A)    Es  sei  V  ein  aus  den  Elementen 
dy      d^y       d^y 
*'  y»  dx'    dx2  '    dx3  ♦ 

gebildeter  Aasdruck,  und  man  sacht  y  als  solche  Function  von  x,  daas  dabei  folgendes 
bestimmte  Integral 

ü  «  P  V  .  dx 


ein  Grosstes  oder  Kleinstes  wird. 

B)    Es  sei  y  ein  aus  den  Elementen 

dy      dz      dv  d*y      d^z      d«v 

^'^'^'^ di*  di'  di' 'dr2'  dT»'  dx«» 

gebildeter  Aasdruck;    und  man  sucht  fOr  die  unter  sich  ganz  unabhAngigen  Elemente 
y ,  z,  V solche  Functionen  von  x,  dass  dabei  folgendes  bestimmte  Integral 


"-/: 


a 
V  .dx 


ein  GrOsstes  oder  Kleinstes  wird. 

C)    Es  sei  y  ein  aus  den  Elementen 

^    V    .    l'i      ii     ^     Mi      ^ 

'  ^*     •    dx  '     dy  '     dx2  '     dx.dy'      dy^ 

gebildeter  Ausdruck,   und   man  sucht  t  als  solche  Function  von  x  and  y,   dass   dabei 
folgendes  bestimmte  Integral 

V  .  dy  •  dx 


""JaJb 


ein  Grosstes  oder  kleinstes  wird. 
Und  so  fort. 
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.  h.  bedingte  GrAsste  and  Kleiosle  Deont  Euler  die  Fftlle  folgen- 

QDd  W  Aasdräcke,  die  mit  den  filementeD 
dy      d*y      d^ 


*'  ^'  di'    S?'    di3' 


aD  sucht  aus  allen  jenen  Functionen  y  von  i,  welche  dem  bestimm- 


j: 


Wdx 


1,  diejenige  Function  heraus,  wobei  das  bestimmte  Integral 

ü  =  Pvdx 

ieinstes  wird. 

W,  W,  W',  etc.  Ausdr&cke,  die  mit  den  Elementen 
dy      d'y       d3y 
*•  y*  dx'    dP"'    53' ' 

man  sucht  aus  allen  jenen  Functionen  y  von  x,   welche  den  be- 

W  •  dx ,     P  W  -  dx ,     f"  W' .  dx ,  etc.  etc. 

Werthe  lassen,   diejenige  Function  heraus,   bei  welcher  das  be- 


ü  =  f "  V  .  dx 


einstes  wird. 

und  W  Ausdrücke,  die  mit  den  Elementen 


dy      dz      dy 
•'  dx'    dx'    dx' 


d»y       d^i      d»v 
dx»  '    diä'    dx«' 


lan  sucht  aus  allen  jenen  Functionen  y,  z,  v,  .  .  .  von  x,  welche 
;  zusammen  stehen,  dass  dabei  das  bestimmte  Integral 


£ 


W-dx 


ti  behillt,   diejenigen  Functionen  heraus,  bei  denen  das  bestimmte 

ü  =  f"  V  .  dx 

Ieinstes  wird. 
W%  W,  W",  etc.  Ausdrücke,  die  mit  den  Elementen 


dy      dz      dv 
•     •'  di'    di'    dx' 


d«y       d^z      dl«v 
•'  dx»'     dx«'    dx2 


lan  sucht  aus  allen  jenen  Functionen  y,  z,  v  .  .  .  .  von  x,  welche 
zusammenstehen,  dass  dabei  den  bestimmten  Integralen 

W  -  dx ,    f"  W  .  dx ,     f "  W"' .  dx,  etc.  etc. 

leihen  Werthe  bleiben,   diejenigen  Functionen  heraus,    bei  denen 
al 
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„=£'v.a. 

ein  Grösstes  oder  Kleiiifites  wird. 

E)    Es  seien  V  und  W  Aosdrikcke,  die  mU  den  Elementen 

d,z      d,z 

*'  ^'*'  dT'    dy' 

gebildet  sind;  und  man  sucht  aas  allen  jenen  Functionen  i  von  x  und  y,   weieh« 
bestimmten  Integrale 

~  dx 


/•a /•/? 


einerlei  Werth  lassen,  diejenige  Function  heraus,  wobei  das  bestimmte  Integral 

ein  Grösstes  oder  Kleinstes  wird. 
Und  so  fort. 


Zweite    Abtheilung. 

Beurtheüimg  dieser  von  Euler  aufgestellten  Begriffsbestimmungen. 

Euler  befasst  sich,  wie  so  eben  gezeigt,  nur  mit  solchen  Ausdrücken,  die  aus  be- 
stimmten Integralen  besteben;  und  die  Ausdrücke,  welche  aus  blossen  Urfunctionen  be- 
stehen ,  oder  welche  auch  noch  mit  Differentialen  versehen  sind ,  lässt  er  onberuck- 
sichtigt. 

Erstens.  Gegen  die  Euler'sche  Begriffsbestimmung  der  absoluten  GrOssten  «ad 
Kleinsten  lässt  sich  nichts  einwenden;  denn  sie  kann  gradezu  auch  aosgedehot  werden 
auf  Ausdrucke ,  welche  aus  blossen  Urfunctionen  bestehen^  oder  welche  auch  noch  mit 
Differentialen  versehen  sind. 

Zweitens.  Aber  die  Euler'scbe  Begriffsbestimmung  der  relativen  GrSsslen  und 
Kleinsten  ist  viel  zu  enge;  denn  sie  begreift  alle  jene  Fälle  nicht  in  sich,  wo  die  Ne- 
benbedingungen'  sich  nur  auf  die  Gränzen  beziehen,  oder  durch  Urgleichungen  oder 
Differentialgleichungen  gegeben  sind. 

A)  Die  Euler'sche  Begriffsbestimmung  enthält  z.  B.  folgenden  Fall  in  sich:  „Mwk 
Hsoehl  die  kürzeste  Linie  unter  allen  denen,  welche  fEWiscbeo  zwei  (zq  x  =  a 
„und  X  a  a  gehörigen)  rechtwinkeligen  Gränzordinaten  erstreckt  sind,  und  mU 
„ihren  Gränzordinaten  und  der  Abscissenaxe  den  nemlichen  Flächeninhalt  einschlies- 
„sen.^'  Die  absolut  kürzeste  Entfernung  zwischen  zwei  vorgeschriebenen  Punkten 
in  einer  Ebene  ist  bekanntlich  die  grade  Linie;  aber  die  kürzeste  Linie  zwischen 
den  nemlichen  zwei  Punkten,  wenn  sie  noch  einen  bestimmten  PläeheoinhaU  ein- 
schliessen  soll,  ist  der  Kreis.  (Man  sehe  Auf|g.  158,  erster  Fall,  Seite  228;  und 
Aufg.  214.) 

B)  Dagegen  enthält  die  Euler'sche  BegriffsbesUmmang  z.  B.  folgende  drei  Fälle 
nicht  in  sich: 

1)  Man  sucht  die  kürzeste  Entferoong  zwischen  zwei  reclitwiokeligea  Grlnzordi- 
naten,  unter  der  Bedingung,  dass  das  Product  der  Gränzordinaten  einen  vorgeschrie- 
benen Werth  habe.    (Man  sehe:  seehster  Fall,  Seite  226.) 

2)  Man  sucht  die  kürzeste  Entfernung  zwischen  zwei  ebenen  Curven ,  unter  der 
Bedingang,  dass  die  Differenz  der  Gränzordinaten  einen  vorgeschriebenen  Werlh  habe. 
(Man  sehe:  dritter  Fall,  Seite  256.) 
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if  ^ioer  Kagelfldche  die   kürzeste  Lioie  zwischen  zwei  Punklen. 

B(e  EotfernoDg  zwischeo  zwei  Punkteo  im  Raame  wt  bekaonüich 

zwischen  den  nemlichen  zwei  Punkten  ist  die  kürzeste  Entfernung, 

ugelflftche  liegen  soil,    der  Bogen  eines  grössten  Kreises.    (Man 

J6.) 

,    die  in  der  von  Enler  gegebenen  Begriffsbestimmung  der  relati- 

insten  nicht  enthalten  sind,  gibt  es  in  diesem  Werke  eine  grosse 


Dritte    Abtheilung. 

'  Methoden^  welche  Euler  und  Lagrange  für  die  relaiiven 
Grössten  und  Kleinsten  aufgestellt  haben. 

kmässigsten  sein ,   specielle   Beispiele  vorzulegen ,   und  an  ihnen 

und  wie  Lagrange  verfahren  ist. 

1.    Man  sucht  unter  allen  ebenen  Curven,    welche  zwischen  den 

md  a  gehörigen)  rechtwinkeligen  Gränzordinaten  einerlei  Flächen- 

iejenige,  bei  welcher  der  Schwerpunkt  dieser  Fläche  am  höchsten 

zontal  genommenen  Abscissenaxe  so  nahe  oder  ferne  als  möglich) 

?.  233.) 

be  verlangt  also  für  y  eine  solche  Function  von  x,  dass  der  Quo- 


I)  ü  = 


£' 


dx 


2 


r. 


y  •  dx 


instes  wird,  während  eben  diese  Tür  y  gesuchte  Function  nur  aus 
eraoggewählt  werden  darf,  bei  denen  allen  das  bestimmte  Integral 


") 


y  -dx 


enen  oder  nichtgegebenen)  Werth  bekommt, 
erfahrt  dabei  auf  folgende  Weise:    Er  multiplicirt  den  Ausdruck 
noch  unbekannten,  aber  im  Laufe  der  Untersuchung  sich  bestim- 
actor,  und  addirl  dieses  Product  zu  I.    Er  setzt  also 


III)     ü  = 


j: 


y«-  dx 


•r 


-hL 


y  •  dx 


•/: 


y  -dx 


nige  Function  y  von  x  auf,  welche  den  Ausdruck  III  zu  einem 
sn  macht. 

wäre  allerdings  gerechtfertigt,  wenn  der  Ausdruck  II  selbst  Null 
>bl  ein  abhängig  mutables  als  auch  ein  unabhängig  mutables  Ele- 
;  denn  dann  wäre  der  Ausdruck  III  dem  Ausdrucke  I  vollkommen 
or  L  würde  dazu  dienen,  die  Mutationen  des  abhängig  mutablen 
Ni.  Allein  da  das  bestimmte  Integral  II  nicht  Null  ist,  so  ist  das 
ganas  anderes,  als  das  io  I  sleheiide  U(  und  es  fingt  tich  : 
in ,  dess  diejeitfge  Punelfon  y  von  i ,  welobe  den  Ansdnick  Ilf 
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za  einem  Grössten  oder  Kleinsten  macht,  auch  den  Aosdrack  I  za  einem  Grössten  oder 
Kleinsten  machen  kann  ? 

B)  Woher  weiss  man,  dass  die  gefandene  Fonction  y  von  x  nur  ana  der  Zahl 
derjenigen  herausgewftblt  ist,  welche  alle  (Qr  das  bestimmte  Integral  II  den  nemlicliea 
(gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werth  liefern  ? 

Ein  Versuch,  diese  zwei  Fragen  theoretisch  zu  beantworten,  wird  immer  ein  Ver- 
sach bleiben;  ond  es  ist  nötliig,  statt  der  Euler'schen  Methode  eine  andere  anfzaslellen, 
welche  nicht  an  diesen  Mängeln  leidet. 

Zweitens.  Desshalb  schlägt  Lagrange,  dem  diese  Mangel  der  Euler'schen  Methode 
nicht  entgangen  sein  können,  ein  anderes  Verfahren  vor;  er  setzt  nemlich  statt  des 
Aosdrackes  II  die  identische  Gleichnng 

IV)    z, -z.  -  Ty-di 


Daraas  folgt  darch  Differentiation 


Da  nun  der  Flächeninhalt  entweder  vorgeschrieben  oder  auch  nach  Willkür  gewählt 
werden  kann;  so  ist  z  das  unabhängig  mutable  and  y  ist  das  abhängig  mutable  Ele- 
ment.   Man  eliminire  also  y  aus  I,  so  gibt  sich 

\2 


VI)      u  =      ' 


•r(s 


2.1       4^    -dl 


Lagrange  selbst  hat  niemals  direct  eliminirt,  sondern  jedesmal  indirect  mittelst  eines 
Multiplicators.     Zu  diesem  Ende  verwandelt  er  Gleichung  V  in  folgende : 

VII)    y-g  =  o 

Diese  multipliclrt  er  dann  mit  einer  (vorerst  noch  unbekannten,  sich  aber  im  Laufe 
der  Untersuchung  bestimmenden)  nichtmutablen  Function  M  von  x.  Dann  ist  auch  noch 
das  Product 

VIIDM.(y-g)=0 
eine  identische  Gleichung.    Mutirt  man,  so  ist  auch  noch 

IX)     M.(.y_^)=0 
eine  identische  Gleichung.    Weil  nun  Gleichung  VIII  eine  identische  ist,  so  iat  auch 

Man  kann  also  das  Integral  X  zu  I  addiren,  ohne  dass  dadurch  das  U  im  Kindeaten 
geändert  wird,  d.  h.  es  ist  noch  vollkommen  genau 


2-  Pydx 


lieber  die  Lagrange'sche  Methode  gelten  folgende  zwei  Bemerkungen: 

A)    So  lange  nur  eine  einzige  Nebenbedingung  gegeben  ist,   wie  beim  liiesigeB 
Beispiele;  ist  das  Lagrange'sche  Verfahren  vollkommen  einleuchtend. 
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wei  QDd  noch  mehr  Nebenbedingoogen  gegeben,    so  ist  das  La- 
D  ein  darchaas  ODbegreifliches ;  and  dieser  Aussprach  soll  an  dem 
n  Beispiele  noch  näher  begrilndet  werden, 
»iel.    Es  soll 


XII)     ü  = 


r. 


dx 


r 


y  •  dx 


instes  werden,  während  y  nur  aus  der  Zahl  derjenigen  Fonctionen 
n  darf,  bei  denen  allen  das  besUmmte  Integral 


xm  £ 


y  •  dx 


n  oder  nichtgegebenen)  Werth  behält,   und  bei  denen  allen  auch 
al 

XIV)  r"y  .x.dx 


len  gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werth  behält, 
irerßihrt  hier,  wie  bei  dem  einfacheren  Beispiele.  Er  mnltiplicirt 
Dit  einem  (vorerst  noch  unbekannten,  aber  im  Laufe  der  Unter- 
lenden)  constanten  Factor  K;  ebenso  moUipIicirt  er  den  Ansdrack 
erst  noch  unbekannten »  aber  im  Laufe  der  Untersuchung  sich  be- 
ten Factor  II.    Dann  addirt  er  diese  beiden  Producte  zu  XII ,  und 


y2  .  dx 


2 


r. 


-h  K 


y  «dx 


y  •  dx  -H  M  •  I     xy  .  dx 
a  Ja 


^e  Function  y  von  x  auf,    welche  diesen  Ausdruck  XV  zu  einem 
len  macht. 

iber  dieselben  Fragen  und  Bemerkungen  wiederholen,  welche  schon 
gegen  die  £oler*sche  Methode  gemacht  worden  sind. 
Ige  dehnt  natftriich  sein  beim  einfacheren  Falle  angewendetes  Ver- 
(n  zusammengesetzteren  aus.    Statt  der  Ausdr&cke  XIII  und  XIV 
itische  Gleichungen: 


xvo   z 


XVII)     V, 
iffierentiation 


X  -  «.  —  J    y  •  dx 

— i: 


y  •  dx 


XVIU)   g  =  y 

XIX)     1^-.. 


1  •  y  •  dx  entweder 


y  •  dx  und  I 

ach  Willkftr  gewählt  werden  kann,  so  moss,  wenn  das  Lagrange*sche 
sein  soll ,  sowohl  z  als  auch  v  eine  unabhängig  mutable  Function 
M  wird  aus  Nachfolgendem  einleuchtend. 

94 
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S(>  Wfiro  y  aoabbingig  maiabel,  so  wären  z  vmi  v  abhftngig  mitabel»  wie  ans 
den  GleicbQDgen  XVIII  nod  XIX  erhellt;  ood  s  OQd  v  hatten  keineii  Eioflaae  avff  U, 
80  dass  sich  dasselbe  Resultat  ergeben  wQrde,  wie  wenn  keine  einaige  Nebenhedkigung 
gegeben  wäre.    Es  kann  also  y  nicht  unabhängig  matahel  sein. 

®)  Wäre  t  allein  anabhängig  mutabel,  so  w&rde  sich  die  Abhängigkeit  des  y 
durch  Gleichung  XVIII  ergeben,   und   zugleich  wörde  Gleichung  XIX  übergdieD   in 

~~  =  X  •  T- ,  d.  h.  V  wäre  von  z  abhängig.    Der  für  U  au%estellte  Aosdrack  ginge 

Ober  in 


U  « 


r©'-- 


2.1     (^)*dx 


•r® 


so  dass  U  nur  von  z  abbinge,  nnd  z  keinen  Einfloss  auf  U  hätte,  eben  so  wenig,  als 
(unter  der  hiesigen  Voraussetzung)  das  y  Einfluss  auf  y  hat,  da  im  Gegenlhdi  t  tmi 
y,  und  wiederum  y  von  z  abhängt.  Wenn  also  z  allein  unabhängig  mutabel  ist,  so  ist 
es  grade  so,   wie  wenn   nur  die  einzige  Nebenbedingung   „das   bestimmte   Integral 


r 


y  •  dx  soll  immer  denselben  Werth  behalten  "  gemacht  wäre. 


(E)    Wäre  V  allein  unabhängig  mutabel,   so  wQrde  sich  die  Abhängigkeit  des  y 

durch  Gleichung  XIX  ergeben;    und  zugleich  wQrde  Gleichung  XVIII  äbergehen  in 

dz        1    dv 

^  ^  -  •  ^  .  d.  h.  z  wäre  von  v  abhängig ,  und  der  Ar  U  aa(|[eateUta  Aasdmck  ginge 

über  in 

\2 


ü  = 


J*«/i      dV\2 


so  dass  U  von  v  allein  abhinge,  und  z  keinen  Einfluss  auf  U  hätte,  eben  so  wenig, 
als  (unter  der  hiesigen  Voraussetzung)  z  Einfluss  auf  y  hat,  da  im  Gegentheil  z  von 
y,  und  wiederum  y  von  v  abhängig  ist  Wenn  also  v  allein  unabhängig  mntabel  ist, 
so  ist  es  grade  so,   wie  wenn  nur  die  einzige  Nebenbedingung  „das  bestimmte  Integral 


r 


X  •  y  •  dx  soll  immer  denselben  Werth  behalten*'  gemacht  wäre, 
a 

Daraus  ist  evident  erwiesen,  dass,  wenn  das  Lagrange'scfae  Verfahren  anwendbar 
sein  soll,  sowohl  z  als  auch  v  eine  für  sich  unabhängig  mutable  Function  sein  moss. 
Da  nun  durchaus  kein  Eliminationsprocess  m((glich  ist,  oder  auch  nur  in  der  Idee  ge- 
dacht werden  kann,  durch  welchen  y  von  z  und  v  zugleich  abhängig  wird  (wobei  dann 
auch  U  von  v  und  z  zugleich  abhängig  wird);  so  muss  auch  die  Lagrange'sdie  Methode 
verworfen  werden.  Was  aber  hier  nothwendig  ist,  wo  nur  zwei  Nebenbedingnngen 
gegeben  sind,  das  ist  um  so  mehr  nothwendig,  wenn  drei  nnd  noch  mehr  Nebenbedin- 
gungen  gegeben  sind. 

Lagrange  hat  freilich  in  seiner  Theorie  der  relativen  Grössten  und  Kleinsten  von 
dem  directen  Eliminaiionsprocesse  nichts  gesprochen,  und  doch  ist  nur  darch  diesen 
der  Weg  vorgezeigt,  welcher  sicher  zu  den  richtigen  Resultaten  fiihrt;  sondern  La- 
grapge  bat  auch  hier  die  indirecte  Elimination  mittelst  Multiplicatoren  angewendet,  in- 
dem er  die  beiden  identischen  Gleichui^en  y  —  -p  =  0  und  z  •  y  —  —  =  0  bezüg- 
lich mit  den  nichtmutablen  (vorerst  aber  noch  unl>ekannteo)  Ftpoctionen  it  and  9t  mol- 
tiplieirt,  und  dann 
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•  dx  ^ 

St  nichts  gewonoen;  denn  der  indirecte  EliminatioDsprocess  soll 
tzeo,  am  bequemer  zam  Ziele  so  gelaogeo;  uod  ehe  mao  deo 
hat  maD  sich  zo  Oberzeogeo,  ob  y  von  z  uod  v  zugleich  abhän- 
0  durch  y  auch  U  yod  z  uod  v  zugleich  abhiogig  wird 

Methode  hat  also  den  Fehler,  dass  sie  keiner  Ausdehoung  Ton 
mmengesetzten  Fall  ßhig  ist;  die  Euler'sche  Methode  dagegen  hat 

bei  ihr  schon  im  einfachsten  Falle  nicht  weiss,  was  man  so  ei- 
mit  kann  bei  ihr  auch  im  zusammengesetzten  Falle  von  keiner 
B  sein. 

Thatsache  ist,  dass  sowohl  durcb  die  Buler*sche  als  auch  durch 
tiode  der  relativen  Grössten  und  Kleinsten  jedesmal  die  richtige 
iden  wird;  ist  es  auch  Thatsache,  dass  man  bei  der  £uler*schen 
achsten  Falle,  und  dass  man  bei  der  Lagrange'schen  Methode  in 

zwei  oder  noch  mehr  Nebenbedingungen  gegeben  sind,  in  der 
man  bei  jedem  bloss  empirischen  Verfehren  sich  beßndet;  und 
rund  genug,  för  dergleichen  Prableme  eine  andere  streng  ein- 
ifznstellen. 


V 


Vierte    Abtheilung. 

',  der  dritten  Abtheilung  aufgestellte  Beispiel  sowohl  nach  der 
ch  nach  der  Lagrange* sehen  Skthode  durchgeführt  u>erden. 


ler  Euler*schen  Methode  setze  man 


'£ir  ^Ä/f 


r 


I)     ü  —  — 1-  L  •  I     y.  dl 

les  auf  einen  Nenner,  und  setze  dann  im  Nenner  zur  Abkfkrzung 
bekommt  man 

X    f *  *y  .  dxH-  2L  •  /  P  y  .  dxV  X  r**  <Jy  .  «h  j 

I.M3) 

3)   J     y»  .  dx  =  C  .  I     y  .  dt 

•  dx  B  A  •  C,  so  geht  Gleichung  3  ober  in 
W  =  -^  .  p  («y  -  C  ■+-  2AL)  .  ay  .  dx 
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Daraas  folgt  die  Haupfgleichong 

5)    2y  -  C  -f-  2AL  =  0 
QDd  eloe  GraozengleichQDg  gibt  es  oicht. 

Man  hat  ajso  die  mit  der  Abscissenaxe  parallele  Grade. 

Bei  Bestiroiiiaog  der  Coostanten  moss  Gleichong  3  mitbeoQlzt  werdeo;    ood 
geht  jetzt  über  in 

..       /C  -  2AL\a    ,           .        ^     C--2AL    .  . 

6)      ^ g )   .  (a  —  a)  =  C g («  —  a) 

Diese  Gleichong  enthält  keinen  Widersproch  in  sich  selbst,  sondern  liefert  2AL  =  —  G; 
and  wenn  man  AL  ans  5  eliminirt,  so  gibt  sich 

7)    y  =  C 
als  GleicboDg  der  gesuchten  Graden ,   wo  C  ein  noch  zo  bestimmender  Constanter  ist, 
der,    wenn  z.  B.  vorgeschrieben  ist,   dass  der  in  Rede  stehende  Fl&cheninhalt  den  be- 
stimmten Werfli  g'  habe,  durch  die  Gleichung 


X 


a 

y  •  -dx  ■=  g^ 

a 


bestimmt  wird;  denn  diese  Gleichung,  wenn  man  G  statt  y  setzt,   und  integrirt,  geht 

Ober  in  C  •  («  —  a)  =  g*,  und  daraus  folgt  C  =      _^    . 

Um  zu  entscheiden,  ob  ein  Grössles  oder  Kleinstes  stattfinde,  hat  man  in  Gleichong 
2  nur  den  Z&hler  zu  mutiren;    und  wenn  man  dieses  thut,  und  dann  wieder  A  staU 

j     y  •  dx,  und  A  •  C  statt  |     y'  •  dx  setzt;   so  kann  man  im  Zähler  und  Nenner  den 

gemeinschaftlichen  Factor  A  gegeneinander  aufheben,  und  man  bekommt  xanftchst 

8)    ^^ü  =  --Jj^  .  r  r*(2y  -  C  H-  2AL)  •  a^y  •  dx 

-H  2  .  I     ay2  .  dx  -f-  4L  .  /  I     ^  .  dxVl 
Diese  Gleichung  reducirt  sich  wegen  Gleichung  5  auf 

9)    (5«ü  =  ^  .  r  P^y^ .  dx  4-  2L  •  ^  r*«5y  •  dx^l 

X**  Gl 

y  •  dx  •«-  C  •  (a  •—  a),   also  L  ä=  -  g^*  =  "^  a  -  (a  —  9lV  ""*••' 

mit  hat  man 


10) 


^  =  CT(^[j;*y'-''^-a-^-(J>-'"n 


Man  erkennt  aber  gradezu,  dass  das  innerhalb  der  Haken  stehende  Aggregat  weder 
als  positiv  noch  als  negativ  gelten  kann,  so  dass  es  das  Ansehen  hat,  als  fände  weder 
ein  Grössfes  noch  Kleinstes  statt,  während  es  ja  schon  aus  den  Elementen  der  Statik 
bekannt  ist,  dass  bei  den  hier  gestellten  Bedingungen  das  Rechteck  in  der  Tbat  seinen 
Schwerpunkt  am  tiefsten  hat.  Zu  den  (in  der  dritten  Abtheilung  dieses  Naehtragea) 
bei  der  £uler*schen  Methode  gestellten  Fragen  gesellt  sich  also  noch  folgende  neue : 

Wie  geht  es  zu,  dass,  wenn  man  das  Product  L  •  I     y  •  dz  zu  U  = 


j: 


y  •  dx 


addirt,  und  dann  diese  Summe  mulirt,  sich  die  richtige  Function  y  von  x  ergibt,  wftb- 
rend  doch  der  fQr  ^U  sich  ergebende  Ausdruck  ein  ganz  unrichtiges  Criteriom  liefern 
kann? 
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I     y2  .  dx  +   L  •  I     y  •  dx 


jeo  VersQch  macheo,  das  Prodoct  L 
m  Braches  za  addireo,  so  wQrde  mao 
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za  dem  Zftbler  des 


ii)     U- 

2.1     y  dx 

Brach  ist  aber  gleichbedeoteod  mit  folgendem  Aosdrnoke 


12)     ü  = 


2.  r*y.dx 


2 


ibel  ist,   so  gibt  sich  Vax  dH  derselbe  Aosdrock,    wie  io  Aufgabe 
bong  IV).    Man  wörde  also  hier  ein  Resultat  erlangen,  wie  wenn 
ngnng  gestellt  wäre, 
land  den  Versach  machen,  das  besagte  Prodoct  im  Nenner  in  ad- 


IS)     ü  = 


p.a. 


2-|     y*dx+L«|     y*dx 
Ansdrock  ist  gleichbedeutend  mit 

r 

y«.dx 


">   "  =  rTLX^ 


1er  ein  Resultat  erlangen,  wie  wenn  gar  keine  Nebenbedingung  ge- 
ch  der  Lagrange'schen  Methode  setze  man 
15)    z.  —  z.  =  Py.dx 


)ifferentiation 


'«)  r.  =  ' 


rst  direct,  was  zwar  von  Lagrange  nie  geschehen  ist;  nnd  der  An»- 

•  dx 

,  welcher  ein  Grösstes  oder  Kleinstes  werden  soll,  geht  Aber  in 

r  •  dx 


17)     ü  « 
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Mao  motire,  briDge  AHes  aaf  einen  Nenner,  und  setze  dattn  zar  Abkttrzong  im  N< 

B  anstaU   |     l^\  -dz;  so  bekommt  man 

*.„»  =  ^,.[,.j;(S.^).a.xJ7(S)... 

Nun  setze  man  (naeh  $•  ^^) 

{j-j  •  dx  =  B  •  H,  SO  geht  Gleichung  18  aber  io 
Wenn  man  jetzt  die  gehörige  Umformung  ausflUirt,  so  gibt  sich 

»')«'  =  iTr[(»(S).-H).*.-(..(S).-e).... 

Diese  Gleichung  zerlegt  sich  in  die  Hauptgleichung 
und  in  die  Gränzengleichung 

Integrirt  man  die  Hauptgleicbung,  so  beliommt  man 

24)    z  =  C  .  z  H-  E 

Es  ist  also  /^\    =  1^1    SS  G,  und  die  Gränzengleichung  geht  ftber  in 

25)    (2C  -  B)  .  (dt^  -  dz.)  =  0 
Allein  eben  weil  die  gesuchte  Curve  nur  ans  der  Zahl  derjenigen  berausgewählt  werden 

darf,  bei  denen  allen  das  bestimmte  Integral  z^  —  z.  s=  I    y  •  dz  denselben  (gegebe- 
nen oder  nichtgegebenen)  Werth  behalt;  so  ist  (nach  8*  89)  jetzt 

26)  dz^  -  ^z,  =  0 

27)  ^z^  -  d^z.  =  0 

etc.  etc. 
Die  Grftnzengleichung  f&Ilt  also  yon  selbst  weg,   so  dass  aus  ihr  zur  Bestimmung  der 

Constanten  C  und  E  nichts  gewonnen  werden  kann.    Weil  aber  y  =  ^ ,  so  ist  der  ge- 
suchten Curve  Gleichung 

28)    y  =  C 
d.  h.  man  hat  wieder  die  mit  der  Abscissenaze  parallele  Grade.  Der  Gonstante  C  wird. 
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'  •  dl  &eD  gegebeDen  Werth  g'  haben  soll,   dorch  die  Gleichong 

mmt 

,  ob  ein  GrdMteft  oder  Kleinstee  6U(t6nde,  hat  man  jetzt  bei 
Wähler  zu  mutiren;  und  wenn  man  dieses  thut,  und  hierauf  die 
ibstitulionen  und  Rednctionen   wieder  anwendet,   so  gibt  sich 

lann  G  statt  ^  ein,  und  beaehte  die  Hauptglefehung  22  sowie 
eibi  nur 


»>  ™=ir©'* 


Bweis,  dass  ein  Kleinstes  stattfindet. 

1  der  von  Lagrange  angewendeten  Multipiieatorenmelhode  diese 

werden.    Man   nehme  also  die   Gleichung  XI  vor,  mutire  sie, 

Nenner,   und  setze  dann  zur  Abkürzung  im  Nenner  A  statt 


man 


aHx.  na  pa  ra 

2y  .  dy  •  dz  X  I     y  •  dz  —  I     y«  •  dz  X  I     ^y  •  dz 
a  Ja  Ja  Ja 

)  abermals 

rna 
ys  .  dt  =:  C  •  I     y  .  dz 

dz  =r  A  •  C,  und  reducire  soviel  als  m((gKch;  so  bekonmit  man 

1-  pr(3y-  C  H-2AM).«5y  ^2AM!^"J     dz 

omt  man 

34)    au  =  -  Ma  •  9ta  +  M,  •  dz, 

*  r(2y  -C+2A-li).dy4-2A~.ai"|.dx 

unter  dem  Integralzeieh^  wegfalle,  setze  man  zunllchst 

35)    2y  -  C  +  iA  •  M  «  0 
eh  alao  auf 

-  -  Ma  •  9ta  ^  M.  •  dz.  +  p(^)  .  dz  •  dz 

in  die  Hauptgleichung 


\ 
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und  io  die  GräntengleichaDg 

38)     -  Ma  •  dta  -+■  M.  •  «5i.  =  0 
Aus  GleichoDg  37  folgt ,  dass  M  coDslaDl ;  und  somit  geht  Gleichnug  38  Ober  in 

39)    M  .  (d%^  —  ^i.)  =  0 

Diese  GleichQDg  föllt  aber  vod  selbst  weg,    wie  aas  Gleichang  26  erhellt    Da  M  coo- 
slant  ist,  so  geht  jetzt  Gleichang  32  über  in 

^.    /C  -  2A>JdV    .           .        p    C  -2AM    .  . 

40)    l g \   .  (a  -  a)  =  C 2 («  -  a) 

Diese  Gleichang  enthält  keinen  Widersprach  in  sich  selbst,   sondern  liefert  C  ^^  — 
8A  •  M ;  and  Gleichang  35  geht  jetzt  aber  in 

41)    y-C 
d.  h.  man  hat  wieder  die  mit  der  Abscissenaze  parallele  Grade. 

Um  za  entscheiden,  ob  ein  Grosstes  oder  Kleinstes  stattfinde,  hat  man  in  Gleichang 
31  nar  den  Zähler  za  motiren;  ond  wenn  man  dieses  that,  and  dann  die  bisher  ange- 
wendeten Sabstitationen  and  Redactionen  wieder  anwendet,  so  gibt  sich  zaoächal 

42)    a>ü  -  -^  r  P(2y  -  C  -h  2AM)  •  ^y  •  dx  -  2A  f^Mf^)  -  dx 
-h  2  pdy« .  dx  4-  4  .  pay  •  dx  X  f^Mf^Jy  -  ^j  •  dx] 

Nan  ist  dj -r-  =  0  eine  identische  Gleichang  (man  sehe  Nr.  IX  der  drilten  Ab- 

theilnng) ;  femer  Ist  2y  —  G  +  2AM  =  0.    Gleichang  42  redacirt  sich  also  aaf 

Man  forme  am,  and  beachte,  dass  M  constant  and  d^z^  —  ^z.  =  0  ist;  so  bleibt  nw 

44)    ^ü—  i.p^y^.dx 

Aas  diesem  Aosdracke  hat  man  ^y  za  eliminiren.    Ans  ^y  ~  -j^  =  0  folgt  ^y  «-t  -j? , 
and  Gleiohong  44  geht  ikber  in 

In  hiesigem  Falle  war  jedoch  diese  Elimination  nicht  ndthig;  dema  bei  Gleidraag 
44  war  gradeza  za  erkennen,  dass  |  ^y^  •  dx  immer  positiv  bleibt,  man  nug  fikr  ^i 
einen  Ansdrack  sobstitairen,  welchen  man  will. 


Fünfte    Abtheilang. 

Wetm  Lagrmge  eine  ein  relatives  Grosstes  oder  Kleinstes  fordernde  Aufgabe ,  wo 
auch  die  Gränzelemente  veränderlish  sind^  gestellt,  und  mUtelst  seiner  JfelAod? 
gelöst  hätte;  so  hätte  er  dieselben  Resultate  erlangt,  u>elche  sich  durch  meine 
Methode  ergeben. 

Man  sacht  zwischen  den  beiden,  durch  die  Gleichangen  f(a,  b)  =  0  and  r'(a,/9) 
s  0  gegebenen  Cnnren  die  kürzeste  anter  allen  Linien,    welche  mit  der  Abadsaeiiaze 
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n  Gräozordina(eD  den  oemlicheo  (gegebeoen  oder  Diehlgegebe> 

ichliessen. 

)e  verlaogl  also:   man  soll  (wie  in  Aofg.  215)  für  y  eine  solche 

I  a  solche  Werthe  suchen,  dass  dabei  das  besümnile  Integral 


46)    Ü  =  f"(rn-p2).dx 


8  Minimum-Standes  wird,  während  die  fQr  y  gesuchte  Function 
'  herausgewählt  werden  darf,  welche  alle  bei  den  für  a  und  a 
dem  bestimmten  Integral 


47) 


r^'" 


len  oder  nichlgegebenen)  Werth  beilegen, 
ilt  entweder  vorgeschrieben  ist,  oder  nach  Willkür  gewählt  wer- 
las  unmittelbar  mutable,  und  die  Ordinale  der  gesuchten  Curve 
Slement.    Man  stelle  nun  den  bei  x  «  a  anfangenden  und  bis 


erstreckten  Flächeninhalt  I    y  •  dx  dar  durch 

48)    Zx-ia 
ide  identische  Gleichung 

49)     J     y.dx  =  z,  -  z. 

9  gibt  sich 


51)    p 


dy        d^z 


dx 


dx9 


i  unmittelbar  mutable  und  y  das  mittelbar  mutable  Element  ist; 
lg  46  eliminirt  werden,  was  hier  auf  directem  Wege  geschehen 
i;  51  geht  also  46  Ober  in 


man  einer  gemischten  Mutation  unterwerfen,   indem  a  und  a 

len.    Mntirt  man  wirklich,  und  führt  man  hierauf  zur  Abkürzung 

d'z 
von  -|-^  zurück ;  so  bekonmit  man  zunächst 

(t  -+-  p2)* 

95 
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Mao  forme  am»  so  bekonunt  man 


und 


-  ■•"-^'.  •  -  -  (rr^).  (S).  +  (i  •  '(H=b)).  •  '- 

-r[(^-(Fr^))-^77rs(^)T- 

(1  4-  p^)* 
Die  (io  53  aargestellte)  erste  Form  des  (d)U  kann  aas  GrQnden,   welche  sohl»  firtter 
(Seite  234)  aaseinandergesetzt  sind,  nicht  weiter  beachtet  werden. 

Aus  der  (in  55  aufgestellten)  zweiten  Form  des  (^)U  gibt  sich  die  Haaptgleichiing 

und  die  Gränzengleichung 

fntegrirt  man  die  Haaptgleichang,  so  gibt  sich 

59)    1  ■  d(— g— \  ==  L 

ond  daraos  folgt  (nach  Seite  181)  dnrch  rorlgeselztes  Integriren 
60)    (y.cy  +  (r  +  ^J^L 

Dieses  ist  die  Gleichung  des  Kreises  mit  dem  Halbmesser  -p. 
Wegen  Gleichung  59  geht  58  über  in 

Wegen  der  Gleiehangen  57  und  59  redacirt  sich  56  auf 
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,,..._(£S)..„_.(_^)^.(-)_.. 

HP«)«  ^ 

n  voD  X  B  a  bis  X  =  a  gehl  der  Aosdrack  48  über  in 
63)    z„-E. 

!  Carve  nor  aas  der  Zahl  derer  berausgewähK  werden  darf,  welche 
tistanliegen,  und  bei  welchen  zugleich  der  Aosdrack  63  den  Mein- 
er nichlgegebenen)  Wertb  behält;  so  werden  sich  daraus  folgende 
leichungen  ergeben 

"■.-'-*(3iV*-(e),"^» 

»sdruck  (d%^  —  dza)  aus  Gleichung  61,  was  milleist  64  geschieht; 

den  Ausdruck  (^z^  —  dH^  aus  Gleichung  62,  was  mittelst  65 
9t  man 


>2  +  L 


dz\ 
dx/a 


dxV« 


1 '  i  dx«  )  ' 


dx 


HP») 
«eil  gekommeD,   dass  verschiedene  GrSozffiUe  au^estoilt  werden 

inzfall.  Mao  sucht  unter  allen  Linien,  die  den  nemlichen  (ge- 
gebenen) Flächeninhalt  einschliessen ,  aber  von  jeder  aodeni  N»> 
d,  diejenige,   welche  zwischen  den  vorgeschriebenen  Grinscurven 


^^glgcy 
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Da  die  gesuchte  Linie  die  beiden   GrSnzcurven  schneidet,   so  milsseo  hei  diesen 
DarchscfanittspaolLlen  folgende  zwei  Gleichongen 

68)    y.  =  h,       und       69)    y«  «=  /? 
stattfinden.    Daraus  folgt  (man  sehe  die  vier  Gleichungen  7—10  anf  Seite  247  and  218) 

70)     ay.  =  (g-p.).*. 

Nnn  folgt  aus  den  Gleichungen  50  und  51 

7*)      ^y  =  ^,       und       75)    ^y  =  ^ 

und  wenn  man  diese  Gleichungen  diiTerenliirt »  so  gibt  sich 

76)    -T^  «  -^-3- ,        und       77)    -^^  •*      .  q 
dx         dx2  '  ^      dx  dx« 

die  vier  Gleichungen  (70—73)  gehen  also  bezüglich  über  in 
Man  eliminire  i -j-)    and  (-7—)    aus  66,  so  gibt  sich 

-[(^).-(—- S)-(i).]-= » 

Diese  Gleichung  zerlegt  sich  aber  ohneweiters  in  folgende  zwei 


und 


dz 
Nach  Gleichung  50  darf  man  y  an  die  Stelle  des  ^  setzen;  und  wenn  man  den  ifallH 

messer  durch  m  anstatt  durch  -c-   darstellt;   so  gehen  die  beiden  letzten  Gleichongen 


»'(rf=?).(-'.-'^)-«^  =  " 
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»>(^).('-4:) 


m 


cbuDgen  sind  aber  geuaa  dieselben,  wie  die  zwei  (Nr.  14  oDd  15), 
489  befinden. 


-  — "  Ci')- (Sf).  (m- (m  ■"  - 


;t  Nr.  78—81)»  und  setze  wieder  tn  statt  -r-;  so  bekommt  man 

) 


2IT-/_JfL_     ^ß 


2     6ß 

1 

m  '  do 

m 

2     db 

1 

m     da 

m 

Va\ 


da? 


i9a2 


^^f.d. 


8      \dx2/ 
*  (1  H-  pO* 
imt  mit  Nr.  XV  auf  Seite  490  yollkommen  Oberein. 

eicbang  60  ebenfalls  m  statt  j-  setzt;  so  gebt  sie  an  den  Gränzen 

88)  (b  —  C)2  +  (a  4-  m  .  B)«  =  m« 

89)  (/?  -  C)2  -h  (a  -H  m  .  B)«  =  m« 

86,  88,  89  verbunden  mit  r(a,  b)  =  0  und  f"(a,  /?)  =  0  reiehen 

)  a,  a,  b,  i9,  B,  G  durcb  das  siebente  m  /oder  -y-) a^szudräcken. 

von  der  gesuchten  Kreislinie  nnd  den  Gränzordinaten  eingescblos- 
»n  gegebenen  Werth  g^  haben  soll;  so  wird  die  Gleichung 


90) 


r 


y  .  dx  =  g« 


)cb  das  siebente  Stock  m 


(oder  1) 


ZU  bestimmen.    Ist  aber  die- 


¥erth  nicht  gegeben,  sondern  nur  gesagt,  dass  er  bei  allen  in  Be- 
Gurven  der  nemliche  sein  soll;   so  bleibt  das  siebente  St&ck  m 

it,  wenn  die  gesuchte  Kreislinie  nicht  noch  einer  weitem  Neben- 

n  wird,    wie  dieses  im  zweiten  Falle  der  214^*"  Aufgabe  gesche- 

le  kann  man  sich  nach  Belieben  (wie  z.  B.  in  der  161*'*''  Aufg.) 
»urchführung  hat  man  aber  genau  auf  die  hier  aufgestellten  Muta- 
ind  65  zu  achten;   denn  durch  sie  ist  die  Hauptbedingung  ausge- 

Swdlea  Selflf  !•!• 

Iien  den  beiden  durch  die  Gleichungen  r(a,  b)  =  0  und  f'(a,  ß) 
izcurven  unter  allen  gleichlangen  Linien  diejenige  heraus,  welche 
gen  Gränzordinaten  und  mit  der  Abscissenaze  den  grössten  oder 
ilt  einscbliesst 

abe  verlangt  also:  man  soll  (wie  in  Aufg.  218)  für  y  eine  selche 
ind  a  solche  Werthe  suchen,  dass  dabei  das  bestimmte  Integral 


91) 


"=r 


y  •  dx 


"M 
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entweder  ein  Marimumwerth  eines  Maiimam-standes  oder  ein  liinimümwertli 
MinimauHStandes  wird,  während  die  für  y  gesuchte  Panction  nor  aus  der  Zahl  derer 
herausgewählt  werden  darf,  welche  alle  hei  den  für  a  ond  a  za  sochenjien,  WerChen 
dem  bestimmten  Integral 


92)      P(lT+pJ?)  .dx 


den  nemlichen  (gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werth  beilegen. 

Da  die  Bogenlänge  entweder  vorgeschrieben  ist,  oder  nach  Willkür  gewählt  wer- 
den kann;  so  ist  sie  das  unmittelbar  mutable,  und  die  Ordinate  der  gesochten  Corre 
das  mittelbar  mutable  Element.    Man  stelle  nun  die  bei  x  c=  a  anfangende  und  bis  zu 

jedem  beliebigen  z  erstreckte  Bogenlänge  1    (Kl  h-  p^)  •  dz     dar  durch 

93)    w,  -  w. 
«0  bekommt  man  folgende  identische  Gleichung 

94)      P  (l^nrp)  •  dz  =  w,  -  w. 

Differentiirt  man  sie,  so  gibt  sich 

95)    KT+lp  =  ^ 

Da,  wie  gesagt,  w  das  unmittelbar  mutable  und  y  das  mittelbar  mutable  Element  ist; 
so  muss  y  aus  Gleichung  91  eliminirt  werden,  was  hier  auf  indirectem  Wege  (mittelst 
eines  Hnltiplicalors)  geschehen  soll.    Man  verwandle  Gleichung  95  nun  in 

96)    KrT^-^^O 

Diese  Gleichung  gilt  bei  jedem  Werthe  des  x ;  und  wenn  man  sie  mit  einer  (vorerst  noch 
unbekannten,  jedenfalls  aber)  nichtmutablen  Function  L  von  x  multiplicirt,  so  ist  auch 

das  Product  L  •  \X\  -h  p«  -  -^  noch  identisch  Null,  und  kann  zu  91  unter  das  In- 
tegralzeichen addirt  werden,  ohne  dass  U  sich  im  Geringsten  ändert,  d.  h.  es  ist  noch 
vollkommen  genau 

97)   U  =  r(y+L-(KT-+^-^))  -dl. 

Diesen  Ausdruck  muss  man  einer  gemischten  Mutation  unterwerfen,  indem  a  and  a 
Werthänderongen  erleiden;  und  wenn  man  wirklich  mutirt,  so  gibt  sich 

and 


^a» 
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(|+p2)2  V.    /J 


n  +  p2  dx 


erst  noch  folgeDde  Nebenontersochong. 

QDg  96  einer  gemischlen  Mutation  onterwirA,  so  bekommt  man 

p_  d^       daw    .    '{^^^  -  ^) 
+  p2   dx 


dl 


dx 


i9x  =  0 


Diebe  zosammengebarige  Fanctionen  sein,  dass  dadoreb  do«  Glei- 
iQgt  wird.    Es  ist  also  aacb 


d(rr 


101)    — 

sieb  daber  aaf 
P 


dx/ 


dx 


=  0 


102) 


n 


d£y  __  ddw  _  ^ 

■^  '  dx  dx 


ibenantersochangen,    welche  Seite  366  ond  367  aosgefQbrt  wor- 

I  wieder  zur  Haoptaafgabe  zar&ck. 

langen  96,  101  and  102  bei  jedem  Wertbe  des  x  gelten,  so  gel- 

a  und  bei  x  =  a;    and  somit  sieben  die  Gleichongen  96  and  99 

J*"/^      1        Lp      d^       .  daw\     ^ 


-  y. 


Lp 


■+-  p^  .  ^a«  —  p.  .  i^a«  4- 
L 


d^y        -  d^w 
^"dT 


•  ^y«  - 1?«  -  2  .  ^, .  «^a 


'  Kl  -i_  p2    dx 
t  sieb  aas  den  beiden  letzten  Gleicbongen  bezOglich 

p, .  *a«  -  2  .  »y, .  *a  -  (p=^=\   •  ^y.  +  L,  •  a»w. 


^ 
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Die  (in  103  aufgestellte)  erste  Form  des  (<$)U  kann  aas  Grfinden ,  welche  schoo  frfilier 
(Seite  234)  auseinandergesetzt  sind,  nicht  welter  beachtet  werden. 

Man  ontersache  also  ohneweiters  die  (in  105  aafgestellte)  zweite  Form  des  (d}U. 
Damit  das  (anter  dem  Integralzeichen  stehende)  mittelbare  ^y  wegfalle,  denke  man 
4ich  anter  L  eine  solche  Function  von  x ,  dass  die  identische  Gleichung 

stattfindet    Gleichung  105  reducirt  sich  also  auf 

108)    AlI  =  y«.^a+(p=^)^.ay„-L„.»w„ 

-  y. .  ^«  -  (-LL-)  .  »y.  +  L.  •  aw. 


X 


-p-  •  ^w  •  dx 
a   ^^ 


Man  hat  somit  die  Hauptgleichung 

109)    -Jt=o 
und  die  Gränzengleichung 

Integrirt  man  109,  so  gibt  sich 

111)    L  =  constant 
und  somit  geht  Gleichung  110  über  in 

-  '••*•  -(pfT?)."'  -■■•('••■-  "■> =» 

Integrirt  man  auch  107,  so  bekommt  man 

113)    (y  -  C)2  -♦-  (x  +  B)»  -  L« 

Dieses  ist  die  Gleichung  eines  Kreises  mit  dem  Halbmesser  L. 

Zwischen  den  Gränzen  x  =s  a  bis  x  =  a  geht  der  Ausdruck  113  thber  in 

114)    w„  —  w, 

und  weil  die  gesuchte  Gurve  nur  aus  der  Zahl  derer  herausgewählt  werden  darf,  weiche 
einander  stetsfort  nächstanliegen,  und  bei  welchen  zugleich  der  Ausdruck  114  den 
nemlichen  (gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werth  behalt;  so  werden  sich  daraus  fol- 
gende gemischte  Mutationsgleichungen  ergeben 

.15)    ^„-*,.+(^)^-*.-(^)^.«.=« 
etc.  etc. 
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Eiimtujrl  man  deo  Aasdrock  (dw^  —  ^w.)  ans  Glaioboig  112,    was  mittelat  115  ge- 
schieht; so  bekommt  man 

..7)    ,„.<^.+(^)^.„.  +  L.(ii)__.*<. 

Mao  eliminire  ebenso  den  Aasdrack  (^w^  —  ^w«)  aus  Gleichaog  106,   was  mittelst 
116  geschieht;   und  weoo  man  dabei  noch  die  Gleichoogeo  107   and   109   beachtet,  so 


bekommt  man 


118)    ^ü-(y  +  L-^)    •^+{p  +  l2^)    ..?aJ +  2  (ay  +  L^)    •  ^a 

-  {y  -^  ^S)«-"^^«  -  (p  --  ^'SK''^'  -'(''"-  '^'SK-''^ 

Aas  Gleichnng  95  folgt 

119)  ^  =  rrr^ 

and  wenn  man  diese  Gleichung  nach  allem  mit  x  differentürt,  so  gibt  sich 

120)  fy  =  p  •  q- 
'^^  dl«     rnrp 

Ans  Gleichung  102  folgt  

lan  day      n+p«.«ww 

^    dx  p         «I» 

dw 
Man  eliminire  -t-  aas  117,  so  bekommt  man 
dx 

122)    y„  .  *a  +  (p=|)„  •  'y«  +  I-  (»"«"+  P*)a  •  *»« 

-  y.  •  *a  -  (;.j^\    •  ^y.  -  L  {rr+^i^). .  Ja  -  0 
\r  1  +  pva 

dw     d^w  d^v 

Man  eliminire  aach  -r— ,  -r-r  und  -r-  aas  118,  so  gibt  sich 
dx  '  di2  dx  ^ 

123)     ^^?\]  — 
(jr  H-  Ln"T72)^  .  ^a  4-  (p  +  p=-,)^  •  .^a^  +  2  (^y  4-  L  ^)^  •  ^a 

—  (y  -h  L  fiTJ^),  .  «5«a   -  (p  +  ^  ' ^"^    \    •  i?a2  -  2  (dy  H-  L  ^)    -  t5^a 

V  r  I  -f-  pva  "*    a 

Aas  den  beiden  letzten  Gleichnngen  bat  man  aber  noch  die  mittelbaren  Elemente  dy«, 
^Va^  ^^y««  ^^Ya  ^^  eliminiren,  was  jedoch  fDr  die  einzelnen  Gränzrälle  aufgespart  wer- 
den soll. 

Specieller  Gränzfall.  Man  saeht  onler  allen  Linien,  welche  die  neoiliolie 
LAoge  haben,  [aber  von  jeder  andern  Nebeobedingang  onabhängig  sind,  diejenige,  die 
zwischen  den  gegebenen  Gränzourveu  den  grössten  oder  kleinsten  Flächeninhalt  ein- 
schliesst. 

n,  96 
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Mao  hat  also  hier  wieder  die  GleiehuDgen  (68—73)  des  vorigeo  Beispiels;   and 

.    Kl  -h  p*     d^w    .  ^^  ddy      ,  .  -       ••r.       .  -«  «L      . 

wenn  man  noch  =-  .  -j—  statt  -~  setzt,  so  gehen  72  and  73  über  in 

p  dx  dx 

Eliminirt  man  dy^  und  dy^  aas  122,  so  bekommt  man 

Diese  Gleichang  zerfällt  aber  ohneweiters  in  folgende  zwei  einzelne 

'">(?f^).-(*^ '■•«)  +  '•  =  » 

Wenn  man  Alles  mit  L  dividirt,  so  bekommt  man 

'"'Prra*'^ '••«)**  =  <' 

Die  zwei  letzten  Gleichangen  sind  aber  genaa  dieselben,   wie  die  zwei  (Nr.  3  and  4). 
welche  sich  auf  Seite  500  befinden. 

Nun  eliminire  man  die  vier  Stücke  ^y,,  dy^,  d'y,,  ^y^,    wozu  aber  jetzt  die  vier 

Gleichangen  70,  71,  124  and  125  genommen  werden  müssen;  so  gibt  sich 


db  \ 

di  -  P-) 


/Lp,      d^b 

X 


db 


a  p2  .  riTp2    \  dJt  / 


dx 


Dieser  Aasdrack  stimmt  mit  Nr.  X  aaf  Seite  501  vollkommen  öberein;  and  man  erkennt 
auch  hier: 

1)  Ist  L  positiv,  d.  h.  wendet  die  Kreislinie  ihre  convexe  Seile  gegen  die  Abseis- 
senaxe,  so  ist  der  gefundene  Flächeninhalt  ein  Minimum-stand ;  und  wenn  das  mit  den 
beiden  Differenzcoefiicienten  t^a^  nnd  ^a^  versehene  Aggregat  gleichfalls  positiv  ist,  so 
hat  der  Minimum-stand  auch  einen  Minimumwerth. 

2)  Ist  L  negativ,  d.  b.  wendet  die  Kreislinie  ihre  concave  Seite  gegen  die  Abscisu 
senaxe,  so  ist  der  gefundene  Flächeninhalt  ein  Maximum-stand;  und  wenn  das  mit  den 
beiden  Difi*erenzcoefQcienten  i^a^  und  ^a^  versehene  Aggregat  gleichfalls  negativ  ial,  so 
hat  der  Maximam-stand  auch  einen  Maximomwerlh. 

Gleichung  113  geht  an  den  Gränzen  aber  in 

132)  (b  ~  Cy  -+-  (a  -+-  B)«  ==  L« 

133)  (ß  -  Cy  -+-  (a  -h  B)2  =  U 
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^,   130,  133  und  133,    io  Verbindong  mit  r(a,  b)  =  0  und  mit 
len  hin,    die  sechs  Stöcke  a,  a,  b,  ß,  B,  C  durch  das  siebente  L 

e  den  gesuchten  Abscissen  a  und  a  entsprechende  Bogenlänge  den 
haben  soll,  so  ifrird  die  Gleichung 


134) 


r'" 


H-  p2)  .  dx  «  g 


loch  das  siebente  Stück  L  zu  bestimmen.  Ist  aber  der  Werth  die- 
t  Torgeschrieben,  sondern  nur  gesagt,  dass  er  bei  allen  in  Betracht 
1  der  nemliche  sein  soll ;  so  bleibt  das  siebente  Stück  L  willkürlich, 
[reislinie  nicht  noch  einer  weitern  Bedingung  unterworfen  wird ,  wie 
alle  der  217^'"  Aufgabe  geschehen  ist. 

lle  kann  man  sich  nach  Belieben  (wie  z.  B.  in  der  161'^*"  Aufg.) 

)urchrührung  hat  man  aber  genau  auf  die  hier  aufgestellten  Muta- 

und  116  zu  achten;  denn  durch  sie  ist  die  flauptbedingung  ausge- 


Schluss  dieses  theoretischen  Nachtrages. 

esooders  in  der  dritten  and  vierten  Abtheilung)  die  Gebrechen  se- 
il als  auch  der  Lagrange'schen  Methode  mitgetheilt;  und  damit  ist 
sine  andere  aufgestellt  werden  muss. 

et  man  von  mir  aufgestellt  in  den  $$.  265  —  269;  und  die  darnach 
1  sind  Nr.  214-228,  233-235,  237,  239,  241 ,  246,  247,  261,  262, 

htenswerth  sind  Nr.  282  und  283.  Ebenso  auch  Nr.  215  und  218, 
te  noch  Werthänderungen  erleiden. 
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Zweiter  theoretischer  Nachtrag  ^ 

enthaltend 

die  Auflösung  einiger  Aufgaben,  bei  welcher  man  für  die  unmit- 
telbaren Mutationen  ganz  unbestimmte  Reihenformen  nimmt 


In  der  zweiten  Bemerkang  des  Gl'^**  $.  steht:  ,,Aofgaben»  welche  sich  durch  die 
bestimmte  Reihenform 

<p(i)  H.x.p-h^-Q  +  :^.R-h. 

aaflftsen  lassen,  lassen  sich  allerdings  auch  durch  die  unbestimmte  Reihenform 
(fix)  4-  xP  .  P  +  x^  .  (Q  +  x'  .  R  + 

aaUdseo,  ete." 

Der  dort  beßndliche  Aussprach  mag  nun  an  folgenden  f&nf  Beispielea  beihiügi 
werden : 

Erstes    Beispiel. 

Man  nehme  Aufgabe  1  vor,  wo  es  heisst:  „Man  soll  f&r  y  eine  solche  Fanclioo 
von  X  suchen,  dass  dabei 

1)    ü  =  y.(x-y) 
ein  Maximum-Stand  wird.*'    Man  setze 

2)    y  +  xP  .  P  +  x«! .  Q  4-  x'  .  R  -h 

oder  schlechthin  y  +  ^y  an  die  Stelle  des  y  in  Gleichung  1  ein;  so  bekommt  man 

3)    ü  +  2/ü  ==  X  .  y  -  y2  +  (x  -  2y)  .  ^y  -  ^y2 
Lässt  man  den  zu  Jy  gehörigen  Factor  zu  Null  werden,  so  bekommt  man  die  ideotische 
Gleichung  x  —  2y  =  0,  woraus  y  =  n  folgt.    Gleichung  3  geht  nun  Qber  in 

oder  vielmehr  in 

5)     ü'  +  ^ü  =  (I)*-  (ycvy  .  (P  4-  x^J-P  .  Q  4-  x^-P  .  R  -h y 

Es  findet  also  ein  Maximum-stand  statt,  während  den  Exponenten  Pi  9  >  P»  r  >  q, 
etc.  was  immer  für  ein  positiver  (ganzer  oder  gebrochener)  Zahlenwerlh  beigelegt 
werden  mag. 

Man  erkennt,  dass  man  sich  hier  in  diesem  Beispiele  dnrcfa  die  oo- 
bestimmte  Reihenform  nicht  viel  mehr  Weitläufigkeiten  gemacht  bat, 
als  durch  die  (in  Aufgabe  1  angew^endete)  bestimmte  Reihenform. 
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Zweites    Beispiel. 

ersten  Fall  der  158****  Aufgabe,  wo  verlangt  wird:  ..Mao  soll  zwi- 
kten  (a ,  b)  und  (a,  ß)  die  kürzeste  Eotferooog  soehen/'    Hier 

srdeD.    Mao  setze 

y  4-  x^  .  P  4-  x*!  •  Q  H-  x'  .  R  4- 

y  an  die  Stelle  des  y;   und  wenn   man  diese  Reibe  nach  allem  x 
imt  man 

,,     dP    .      ,    dQ    ^    ,     dR     , 

X»   •  -j h   x**    .  -; h   x'   •  -j \- 

dx  dx  dx 

iihe  oder  kurzweg  ^  +  -t-^  an  die  Stelle  des  ^  in  Gleichung  6 

dv 
EUBg  p  statt  ^,   und  entwickle  mittelst  des  biaoniscbeB  Satses; 

-  -h ]  •  dx 

»setz  dieser  Reibe  ist  augenscheinlich;   und  wenn   man  jetzt  nach 
Inet,  so  bekommt  man 

^I-C  +  pT'©' ]•-« 

ekommt  man 

iC^li  U  -+-  i^U  =  f "  (rnh"^)  •  dx 

".-(«*v).-^'--r(i-^?T^))-^"] 
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Erstens.    ÜDtersuchuDg  der  ersten  (in  9  aufgestellten)  Form  des  JV.    Hier  gibt 
sich  p  ==  0,  und  daraus  folgt 

y  =  ß 

d.  h.  man  hätte  die  mit  der  Abscissenaxe  parallele-  Grade ,  welche  aber,  weil  sie  dnrch 
die  festen  Punkte  (a,  b)  und  (a,  ß)  gehen  soll,  der  Aufgabe  widerspricht,  ausgenom- 
men, wenn  h  =»  ß.  Ist  aber  wirklich  b  *»  ^9,  so  ist  die  mit  der  Abscissenaxe  parallele 
Grade  auch  die  kürzeste  Entfernung  zwischen  den  zwei  gegebenen  Punkten;  denn  man 
hat  dabei 


11)     ü'  +  ^ü  =  (a-a)  +  i.l       ^     .d)c 


1     f«/d^y\» 


Zweitens.    Untersuchung  der  zweiten  (in  10  aufgestellten)  Form  des  JU.    Hier 
hat  man  die  Hauptgleichung 

und  die  Gränzengleichung 

Aus  Gleichung  12  folgt  durch  Integralion 

14)    y  =  A  .  X  +  B 
d.  h.  die  kürzeste  Entfernung  ist  eine  grade  Linie ;  und  da  diese  durch  die  beiden  festen 
Punkte  (a,  b)  und  (a,  ß)  gehen  muss,    so  müssen   zwischen  den  Gränzordinaten  der 
gesuchten  und  aller  in  Betracht  zu  ziehenden  Curven  folgende  zwei  Gleichungen 

iö)    y.  =  ya  +  xP  .  P.  4-  x'i .  Q,  +  X'  .  B.  + 

and 

*«)  y«  =-  y«  +  '*'*•  Pa  -^"^'  •  öa  ->-  '«^  •  R«  + 

stattflnden.    Nun  ist  der  Werth  des  x  im  Momente  des  Verschwindens  t>efindlich ,  somit 
sind  diese  zwei  Gleichungen  nur  möglich,  wenn  einzeln  stattfindet: 

Pa  «=  0,    0.  =  0,    B.  =  0,  etc. 
und 

Pa  =  0,   0«  «  0,    B„  =  0,  etc. 

Es  ist  also  auch  Jy^  »  0  und  Jy^  =  0,  und  die  Gränzengleichung  13  fällt  von  selbst 
weg,  dagegen  Gleichung  fO  geht  über  in 


17)     ü'  +  2/ü  «  (a  -  a)  .  Kl  +  A2 
2.r(l  +  A2)3        ^     Ja  '  <^^  dx    ^  dx;  '    /      "* 


Es  findet  also  ein  Minimum-stand  statt,  während  den  Exponenten  p«  q  >  p>  r  >  q, 
etc.  was  immer  für  ein  positiver  (ganzer  oder  gebrochener)  Zahlenwerth  beigelegt 
werden  mag. 

Man  erkennt,  dass  man  in  diesem  Beispiele  sich  durch  die  unbe- 
stimmte  Beihenform  allerdings  mehr  Weiträuffigkeiten  gemacht  hat, 
als  durch  die  (in  Aufgabe  158  angewendete)  bestimmte  Beihenform. 


Drittes    Beispiel. 

Man  nehme  den  sechsten  Fall  der  158*'**'  Aufgabe,  wo  verlangt  wird:  „Man  soll 
zwischen  den  zwei  Punkten  (a,  b)  und  (a,  ß)  die  kürzeste  Entfernung  suchen,  während 
diese  Punkte  so  gelegen  sind,  dass  zwischen  ihren  Ordinaten  folgendet  Gleichung 
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18)    y,  .y«  =  dik2 


I  wieder  za  den  Formen  9  and  10;  alleio  die  Form  9,  wo  die 
cordinateD  nicht  vorkommeD,  kann  jetzt  (wegen  Gleichung  18) 
.  Man  mache  sich  also  gradezn  an  die  Form  10.  Man  bekommt 
;hQng  12  nnd  die  Gränzengleichung  13.  Allein  jetzt  kann  man 
mehr  jede  beliebige  Zahl  nehmen,  sondern  nur  solche  Zahlen, 
ang  18  genügt  wird.  Man  setze  also  die  Reihen  15  und  16  in 
bekommt  man 


+  ya  •  Qa  •  ^' 


R. 


P  •  P 


+  y« 


±k« 


+  y.    "a 

xF+P  +  P.  .Q„ 

*■'     +  P«  •  Q. 
+  y«  • ». 

;h,  dass  dieser  Gleichung  nur  geoQgt  werden  kann,  wenn  q  •»  p 
=  p  +  q  =:  3p,  etc.;  denn  dabei  gebt  sie  Aber  in 

„     PO  .  xP  +  (y. .  Q„  +  P. .  P„  +  y«  •  Q.)  •  x» 

P.  •  Q«  +  Pa  •  Q.  +  y«  • «.)  •  ""^^ 

=  ±  k» 

terlegt  sich  in  folgende  einzelne: 

y«  -  Ji  k« 

Pa  +  y«  •  P.  =  0 

Oa  +  P.  •  P«  +  ya  •  0.  =  0 

R«  +  P.  •  Qa  ■+-  Pa  •  0.  +  y«  • ».  -  0 
etc. 

IS  X  in  alle  mit  der  gesuchten  Function  y  zu  vergleichenden  Fnnc- 
in-,  dass  sich  dieselben  in  folgende  Reihenform 

y  +  xP  •  P  4-  x2P  .  Q  H-  X»  .  R  4- 


ifgabe  war  also  hinsichtlich  der  Einschränkung,    mit  welcher  das 
onen  eingelBhrt   werden   mQsse,   eine  Neben nnlersuchung  n(Sthig, 
ig  ist,  wenn  man  das  x  so  einfOhrl,  dass  die  Mutation  eine  nach 
n  Potenzen  aufsteigende  Reihe  wird. 
B,  so  geht  Gleichung  13  jetzt  über  in 

p=4=(^y«-^yO  =  o 

imeinschaflliehen  Factor  weglässt,  so  bekommt  man 

24)    ^y„-i^y,  =  0 
23  hier  ein,  so  bekommt  man 
[P^-P.).xP-h(Q«-0.).x2P -0 

EerßUt  in  folgende  einzelne 

26)  P^-P. -0 

27)  0«-Q.  =  0 

etc.  etc. 
P^  aus  20  und  aus  26;  so  bekommt  man 
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y?  ±  k« 
28)      '  ^,=0 

y; 

and  so  fori. 

Ausser  den  Weitläufigkeiten,  die  sich  durch  die  unbestimmte  Rei- 
heoform  schon  im  vorigen  Beispiele  ergeben  haben,  war  also  hier  noch 
eine  Nebenuntersuchung  nöthig  hinsichtlich  der  Einschränkung,  wel- 
cher die  Exponenten  Pt  q,  r,  •  •  •  •  unterworfen  werden  müssen. 


Viertes    Beispiel 

Man  nehme  Aufgabe  25,  wo  es  heisst:  „Man  soll  für  die  beiden  uomitlelbar  mo- 
tablen  Elemente  y  und  z  solche  Functionen  von  x  suchen,  dast  dabei 

29)    ü  -=  X  .  y  •  2  •  (x  —  y  —  z) 

ein  Maximum-Stand  wird.*^    Man  setze 

30)    y  +  xP  .  P  +  x'  .  Q  +  x'  .  R  4- 

und 

31)    z  -h  x>  .  5J  +  x^  .  D  4-  x^  .  81  + 

oder  schlechthin  y  +  Jy  und  z  +  ^z  bezüglich  an  die  Stelle  des  y  und  z  in  Gleichoog 
29  ein,  so  bekommt  man 

32)    ü  +  ^ü  =  X  .  y  •  z  •  (x  -  y  —  z)  +  xy  .  (x  —  y  —  2i)  .  ^z 
-h  xz  •  (x  —  z  —  2y)  •  ^y  —  xz  •  Jy^ 
4-  X  .  (x  —  2y  —  2z)  •  ü/y  •  ü/z  —  X  .  y  .  if  x2 
—  \  »  Jy  '  Jz*  (Jy  +  Jz) 

Lftsst  man  die  zu  Jy  und  Jz  gehörigen  Factoren  zu  Null  werden ,  so  bekommt  man 
die  beiden  identischen  Gleichungen  x  —  2y  >-  z  =  0  und  x  —  y  —  2z  =  0.    Daraus 

folgt  y  =  Q  -  X  and  z  =  g  •  X.    Gleichung  32  geht  nun  über  in 

33)     ü'  4-  ^ü«^.x*-  Jx«  .n^y  4-|     ifzf  4- J-z/iO 

—  X  -  Jy  •  Jz  '  (Jy  4-  Jz) 

Führt  man  hier  für  Jy  und  Jz  wieder  bezüglich  die  Reihen  30  und  31  zurück ,  so  er- 
kennt man,  dass  ein  M^.ximum-stand  statlfindcl,  während  den  Exponenten  p»  q  >  p> 
r  >  q,  etc.,  und  während  den  Exponenten  P,  q  >  f »  i^  >  9»  ^tc.  was  immer  für  ein 
positiver  (ganzer  oder  gebrochener)  Zahlenwerlh  beigelegt  werden  mag. 

Man  erkennt,  dass  man  sich  hier  in  diesem  Beispiele  durch  die  un- 
bestimmte Reihenform  nicht  viel  m  ehr  Weitläufigkeiten  gemacht  hat, 
als  durch  die  (in  Aufgabe  25  angewendete)  bestimmte  Reihen  form. 


Fünftes    Beispiel. 

Man  sucht  für  die  beiden  mutablen  Elemente  y  und  z  solche  Functionen  yon  x,  dass 
dabei  der  Gleichung 

34)    y  .  I  =  k» 

genügt,  und  folgender  Ausdruck 

35)       ü   rrr   X  .  y  .  z  .  (,   -   y  -   £) 

ein  Maximum-Stand   wird.    Man  setze  die  Reihen  30  und  31  bezüglich  statt  y  und  z  in 
Gleichung  34  ein,  so  bekommt  man 
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y  .  X  4-  y  .  $  .  jti  +  y  .  O  •  x^         H-  y  •  »  •  y/      '   +  .   .    . 

H-  z  .  P  .  xP  4-  P  .  $  .  vt?-^^    -hPOxP  +  ^+...       t_t2 

-h  z  .  S  .  x'  +  •  •  • 
Man  sieht  aber  sogleich ,  dass  dieser  Gleichung  nar  genügt  irerden  kann ,  wenn  p  = )) , 
wenn  q  =  q  =  p4-jje«2p,  wenn  r«>r«ap4-q  =  »4-q  =  3p,  eCc, ;  denn  da- 
bei gebt  sie  über  in 

y  •  z  4-  (y  •  5  4-  2  •  P)  •  xP  4-  (y  .  O  4-  P  •  5J  +  2  •  Q)  •  x2r 

4-  (y  •  91  +  P    Ci  H-  $  •  Q  +  2  •  R)  •  ^«3*' 

4- =  k« 

Dod  diese  Gleichung  zerlegt  sich  in  folgende  einzelne: 

36)  y  .  2  =  k2 

37)  y.$4-2.P«0 

38)  y.D4-P.$  +  z.Q  =  0 

39)  y.«4-P.O4-$.Q4-2.R«0 
etc.  etc. 

Die  beiden  Reiben  30  und  31  nehmen  also  bezüglich  folgende  Form  an: 

40)  y  +  xP  .  P  4-  x2l*  .  Q  4-  x3P  .  R  4-  • 

41)  z  +  xP  .  $  4-  x2P  •  D  4-  x3P  -  91  4- 

Wenn  man  die  Mutation  des  z  als  abhängig  nehmen  will,  so  gibt  sich  aus  37 


aber  aos  38  ergibt  sich 


42)     !p  =  _i.p 


43)    O-i^F-^.Q 


and  so  fort ;  und  die  Reihe  41  geht  Jetzt  in  folgende  über 

44)    z+x'.(-5.  P)+K».(i.I«-i.Q)  + 

Man  hat  nun  die   Reihen  40  und  44  bezüglich  statt  y  ond  z  in  Gleichung  35  einzu- 
setzen; und  dadurch  bekommt  man 

ü  4-  iAJ  —  xyz  .  (x  —  y  —  z)  +  xP  .  xz  .  (z  —  y)  •  P 

+ 

Lässt  man  nun  den  bei  P  be6ndlichen  Factor  zu  Null  werden,    so  bekommt  man  die 

identische  Gleichung 

45)    z  —  y  =  0  • 

Aus  den  beiden   Gleichungen  2  —  y  =  0  und  y  •  z  =  k^  folgt  y  =  2  =  ±.k,   d.  lu 
y  und  z  sind  conslant  und  einander  gleich. 

I)  SeUt  man  y  «  z  =»  +  k,  so  wird  U'  =  k«  .  x  .  (x  —  2k) ;  und  das  Prflfungs- 
mittel  ergibt  sich  dadurch,  dass  man  die  Reihen  40  und  44,  d.  h.  die  Reihen 

k  4-  xP  .  P  4-  x2P  .  0  4-  x3P  .  R  4- 

und 

k  4-  xP  .  (-  P)  +  x2P  .  (^  -    q)  4- 

bezüglich  statt  y  ond  z  in  Gleichung  35  einsetzt 

II)  Setzt  man  y  =  z  =  —  k ,  so  wird  U' «  k^  •  x  •  (z  +  2k) ;  und  das  Prüfungs- 
mittel  ergibt  sich  dadurch ,  dass  man  die  Reihen  40  und  44,  d.  h.  die  Reihen 

-   k  +  xP  .  P  +  x2P  .  Q  4-  x3P  .  R  4- 


und 


-  kH.^p.(._p).+.^2r.(_^_   Q) 


bezüglich  statt  y  ond  z  in  Gleichong  35  einsetzt. 

II.  97 
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Hier  war  also  eioe  doppelte  Nebenooteraachong  odthig}  dena  man  maflsle  onter- 
sDcheD , 

1)  weicher  Eioschräni^oog  die  der  anmittelbaren  Matation  ä^  angehörigeQ  Espo- 
nenteo  p,  q,  r onterworfen  werden  mösaen,  und 

2)  in  welcher  Beziehung  die  der  mittelbaren  Matation  äz  angehdrigen  Expo- 
nenten ^,  q,  r zu  den  Exponenten  p»  q,  r stehen. 

Diese  doppelte  Nebenantersochnog  wftre  aber  nicht  nöthig  gewesen»  wenn  man  far 
die  unmiltelbare  Matation  die  nach  lauter  positiven  ganzen  Potenzen  des  x  aubteigende 
Reihenform  genommen  hätte. 

SM%ut  dieses  theoretischen  Nachtrages, 

Es  wären  unter  andern  Beispielen  auch  noch  solche  vorzunehmen,  zu  deren  Lteang 
gemischte  Mutationen  nölhig  sind.  Dieses  wäre  aber  ein  rein  QberflQssiges  Unteroeb- 
men ;  denn  an  den  hier  vorgenommenen ,  ziemlich  einfachen ,  fOnf  Beispielen  hat 
man  zur  Genüge  erkannt,  welche  bedeutenden  Yortheile  man  hat,  wenn  man  den  qd- 
mittelbaren  Mutationen  die  bestimmte,  d.  h.  nach  lauter  positiven  ganzen  Potenxen  des 
Fortschreitungselementes  aufsteigende  Reihenform  gibt 
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Inhalt  des  zweiten  Bandes. 

Zweite  AMtaelliing. 

Aufgaben,  welche  aaf  Aosdrücke  fuhren,  wo  Differentiale  vorkommen. 


A)    Aufgaben  y   %do  nur  eine  einzige  Function  mit  einem  einzigen  abeolut  unabhängigeti 

Veränderlichen  gesucht  wird. 

(Die  BoclMUiben  p,  q,  r  .  .  .  sind  zur  AbkfirzoDg  bezttglich  statt  der  totalen 

DifferentialquotieateB  ^ ,  -j^  *  T^  >  -  -  *  *  Satetzt  worden.) 


Avl^  Seite. 

61.  ü  =  a  •  y2 -H  biy  -h  c».  y  H x«  •  p  +  c  •  x«  .  p»  1 

62.  ü  =  b2  .  x2  ■+.  5^^^,  +  ^  •  y'  -  h2  .  (x2  4-  xyj  .  p  +  h2  .  i2  .  p2  .  4 

63.  Eß  ist  wieder  der  vorige  Aasdrnck  gegebeD.    Mao  socbt  aber  jetst  nicbt 

nur  f&r  y  eine  Fanction,  soDdern  auch  fiir  x  eineo  bestimmten  Werth  6 

64.  ü  =  h«  •  x»  ^-  8hx  .  y«  H-  (x*  —  h«  •  y2  -  4  .  h3  .  x)  .  p  +  h*  •  p2   .  9 

65.  ü  —  m»  •  X«  4-  2inx  .  y«  H-  3rt«  .  y«  +  (x*—  m«  •  y»— •  12m3  •  x  -+-  4m  •  x^)  .  p 

+  ro* .  p» 10 

66.  ü  =  y«  -+-  '^  "^  ^'  .  y  +  g  H-  (a  .  p  -  b)* iü 

67.  ü  =  g  -+-  ?^i^_??  .  y  -  y2  _  fr(ap  -  hy 13 

•         * 

68.  Man  nimmt  bei  einer  ebenen  Curve  die  Länge  der  Berabrnngslinie.  die 
von  zwei  in  festen  Punkten  einer  gegebenen  Graden  errichteten  Perpen- 
dikeln begrenzt  wird 14 

69.  Man  nimmt  bei  einer  ebenen  Curve  die  Differenz,  welche  zwischen  dem 
Quadrate  der  Abscisse  und  zwischen  dem  Quadrate  der  um  die  Sub- 
normale verminderten  Abscisse  slaltfindet 16 

70.  Man  nimmt  bei  einer  ebenen  Curve  die  Sninme ,  welche  ans  dem  Quadrate 
der  Normale  und  ans  dem  Quadrate  der  um  die  Abscisse  vermehrten  Snb« 
normale  besteht 18 

71.  Man  nimmt  bei  einer  ebenen  Curve  die  Differenz,  welche  zwischen  dem 
Quadrate  der  Normale  und  zwischen  dem  durch  eine  conslante  Linie  und 
durch  die  Summe  der  Abscisse  und  Subnormale  erzeugten  Producta  statt- 
findet   21 

72.  Man  nimmt  bei  einer  ebenen  Curve  das  Product,  welches  von  zwei,  in  fe- 
sten Punkten  einer  gegebenen  Graden  errichteten  und  bis  zur  fierührungs- 

linie  erstreckten,  Perpendikeln  erzeugt  wird  .......       23 

73.  Man  nimmt  bei  einer  ebenen  Curve  das  Product,  welches  von  zwei,  aus 
festen  Punkten  auf  die  BerObrungslinie  gefilllten ,  Perpendikeln  erzengt  wird       27 
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Aufg. 

74.  Id  zwei  festen  Punkten  einer  gegebenen  Graden  errichtet  man  Perpendikel, 
and  erstreckt  sie  bis  zur  Berührnngslinie  einer  ebenen  Cnrve.  Dadurch 
entsteht  ein  Trapez.  Hierauf  föllt  man  von  denselben  zwei  festen  Punkten 
Perpendikel  auf  die  Beruhrungsiinie.    Dadurch  entsteht  wieder  ein  Trapez. 

Man  soll  den  Unterschied  dieser  beiden  Trapeze  nehmen     ....       30 

75.  Man  tUllt  von  einem  festen  Punkte  ein  Perpendikel  auf  die  Beruhrungs- 
iinie einer  ebenen  Curve,  und  verbindet  den  Punkt,  wo  sich  das  Perpen- 
dikel und  die  BerQhrungsIinie  schneiden,  mit  einem  zweiten  festen  Punkte. 

Man  soll  diese  Verbindungslinie  nehmen 33 

76.  Man  nimmt  bei  einer  ebenen  Curve  das  von  der  Normale  und  den  Coordi- 
nalenaien  eingeschlossene  Dreieck.  Die  hiesige  Curve  ist  aber  nur  aus 
der  Zahl  derer  herausgewählt,  bei  welchen  die  zwischen  dem  Producte  der 
Abscisse  und  Subnormale  und  zwischen  dem  Quadrate  der  Abscisse  statt- 
findende Differenz  den  bestimmt  gegebenen  Werlh  A  annimmt    ...        34 

77.  Man  nimmt  bei  einer  ebenen  Curve  die  Summe,  welche  von  zwei  aus  fe- 
sten Punkten  auf  die  Beröhrungslinie  gefällten  Perpendikeln  erzeugt  wird. 
Die  hiesige  Curve  ist  aber  nur  aus  der  Zahl  derer  herausgewählt,  bei 
welchen  alle  Beröhrungslinien  durch  den  nemlichen  festen  Punkt  gehen     .        37 

78.  Man  nimmt  bei  einer  ebenen  Curve  das  von  der  Normale  und  den  Coor^ 
dinatenaxen  eingeschlossene  Dreieck.  Die  hiesige  Curve  ist  aber  nur  ans 
der  Zahl  derer  herausgewählt,  bei  welchen  die  zwischen  dem  Quadrate  der 
Normale  und  zwischen  dem  doppellen  Quadrate  der  Abscisse  stattfindende 
Differenz  den  bestimmt  gegebenen  Werlh  A  annimmt 40 

79.  Man  nimmt  bei  einer  ebenen  Curve  das  Verhältniss,  das  zwischen  der 
Summe  der  Abscisse  und  Subnormale  und  zwischen  der  Normale  b^teht 
Diese  Curve  ist  aber  nur  aus  der  Zahl  derer  herausRowählt,  bei  welchen 
allen  das  zu  einerlei  Abscisse  gehörige  Producl  der  Ordinate  und  Normale 
einerlei  Werth  bekommt .41 

80.  Man  nimmt  bei  einer  ebenen  Curve  das  Product,  welches  von  zwei  in  fe- 
sten Punkten  der  Abscissenaxe  errichteten  und  bis  zur  BerührungsUnie  er- 
streckten Perpendikeln  erzeugt  wird.  Diese  Curve  ist  aber  nur  aus  der 
Zahl  derer  herausgewählt,  deren  zu  einerlei  Abscisse  gehörigen  Subnor- 
malen eine  gleichgrosse  Lftnge  haben 43 

In  zwei  festen  Punkten  einer  gegebenen  Graden  errichtet  man  Perpen- 
dikel, und  erstreckt  sie  bis  znr  Berührungslinie  einer  ebenen  Curve.  Da- 
durch entsteht  ein  Trapez.  Hierauf  fallt  man  von  denselben  zwei  festen 
Punkten  Perpendikel  auf  die  BerQhrungslinie.  Dadurch  entsteht  wieder  ein 
Trapez.  Das  zweite  Trapez  soll  ein  Minimnm-stand  werden,  während  die 
hiesige  Curve  entweder 

81.  1)  nur  aus  der  Zahl  derer  heransge wählt  werden  darf,  die  alle  (bei 
jeder  beliebigen  Abscisse)  dem  ersten  Trapez  den  bestimmt  vorgeschriebe- 
nen Werth  c^  beilegen,  oder 44 

82.  2)  nur  ans  der  Zahl  derer,  welche  alle  bei  einerlei  Abscisse  dem  er- 
sten Trapeze  einen  gleichgrossen  (aber  nichtgegebenen)  Werth  bei- 
legen    46 

83.  ü  =  m*  •  q2  -f-  m«  •  p2  ~  myp  -f  (Srax  —  5  •  m»)  p  -H  (m  —  6x)  y  -i-  y«        48 

85.  Man  nimmt  bei  einer  ebenen  Curve  das  Product  der  beiden  Senkrechten, 
welche  vom  Krümmungsmittelpunkte  nach  zwei  parallelen  Graden  gezo- 
gen sind 54 

HO.  Man  verbindet  bei  einer  ebenen  Curve  den  Krümmnogsmiltelpunkt  mit 
zwei  festen  Punkten,  und  nimmt  die  Summe  der  Quadrate  beider  Verbin- 
dungslinien   56 

K7.       Man  nimmt  bei  einer  ebenen  Curve  das  von  den  Coordinaten  des  Krfim- 

mungsmittelpunktes  gebildete  rechtwinkelige  Dreieck 61 

>^.  Man  nimmt  bei  einer  ebenen  Curve  das  Product  der  beiden  Senkrechten, 
welche  vom  Krummungsmittelpunkte  nach  zwei  sich  schneidenden  Graden 
gezogen  »\n(\ 61 
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A«%.  Seite. 

89.  Mao  hal  eioe  Menge  paralleler  Graden,  deren  jede  von  dem  Kr&oiinuogs- 
kreise  eiaer  ebenen  Gurve  zweimal  geschnitten  wird.  Jedes  dieser  Linieu- 
stiicke  ist  also  eine  Sehne  des  Krömmungskreises.   Man  nimmt  die  Somme 

der  Quadrate  aller  dieser  Sehnen 70 

90.  Welche  nnter  allen  Curven,  die  bei  einerlei  Abscisse  aach  eine  gleich- 
grosse  Subtangente  ond  gleichgrosse  Ordinale  des  Krummungsmittelpunk- 

tes  haben,  hat  den  grössten  oder  kleinsten  Rriimmungshalbmesser ?  .        73 

91.  Welche  unter  allen  ebenen  Garven,  die  bei  einerlei  Abscisse  aach  eine 
gleichgrosse  Subnormale  und  eine  gleichgrosse  Ordinate  des  Krümmungs- 
mittelpunktes haben,  hat  den  grössten  oder  kleinsten  Krümmungshalb- 
messer?       76 

92.  Man  nimmt  bei  einer  ebenen  Gurve  den  Unterschied  zwischen  Subnormale 

und  Krümmungshalbmesser 77 

93.  Man  nimmt  bei  einer  ebenen  Gurve  die  Summe  der  dreifachen  Ordinate 
und  der  Ordinate  des  Krümmungsmittelpunktes.  Diese  Gurve  ist  aber  nur 
aus  der  Zahl  derer  herausgewählt,  welche  bei  derselben  Abscisse  auch 
eine  gleichgrosse  Normale  haben,  und  deren  Krümmungshalbmesser  jedes- 
mal gleich  ist  dem  Producte  eines  constanlen  Parameters  und  der  zur  drit- 
ten Potenz  erhobenen  Secante  des  von  der  Berührungslinie  und  Abscissen- 

axe  gebildeten  Winkels 79 

94.  Man  nimmt  bei  einer  ebenen  Gurve  das  von  den  Goordinaten  des  Krüm- 
mungsmittelponktes  gebildete  rechtwinkelige  Dreieck.  Diese  Gurve  ist  aber 
nur  aus  der  Zahl  derer  herausgewähll,  welche  bei  derselben  Abscisse  auch 
dieselbe  Ordinate  und  dieselbe  Abscisse  des  Krümmongsmittelpunktes  haben       8t 

95.  Man  errichtet  bei  einer  ebenen  Gurve  in  zwei  festen  Punkten  der  Abscis- 
senaxe  Perpendikel ,  und  verlängert  beide  bis  zur  Berührungslinie.    Hierauf     - 
nimmt  man  das  Product  der  zwei  zu  diesen  Perpendikeln  gehörigen  Stücke, 
welche  zwischen  der  Gurve  und  der  Berührungslinie  liegen         ...       82 

96.  Man  errichtet  bei  einer  ebenen  Gurve  in  zwei  festen  Punkten  der  Abscis« 
senaxe  Perpendikel,  und  verlängert  beide  bis  zur  ,Berührungslinie.  Die 
Gurve  wird  also  von  jedem  Perpendikel  in  einem  Punkte  geschnitten.  Beide 
Durchschnittspunkte  verbindet  man  mit  einer  Sehne.  Hierauf  nimmt  man 
den  Unterschied,  welcher  zwischen  dem  Quadrate  dieser  Sehne  und  zwi- 
schen dem  in  voriger  Aufgabe  besagten  Producte  stattfl^det       ...        87 

97.  Man  fallt  aus  zwei,  zu  festen  Abscissen  gehörigen,  Punkten  einer  ebenen 
Gurve  Perpendikel  auf  die  Berührungslinie ,  und  nimmt  das  Product  beider 
Perpendikel 89 

98.  Man  legt  in  zwei,  zu  festen  Abscissen  gehörige,  Punkte  einer  ebenen 
Gurve,  und  ebenso  in  einen,  zu  einer  beliebigen  Abscisse  gehörigen,  Punkt 
derselben  Gurve  die  Berührungslinien.  Man  qimmt  das  von  diesen  drei 
Berührungslinien  gebildete  Dreieck 91 

99.  Man  legt  in  zwei,  zu  festen  Abscissen  gehörige,  Punkte  einer  ebenen 
Gurve  die  ßerührungslinien ,  und  fällt  von  einem,  zu  einer  beliebigen  Abscisse 
gehörigen ,  Punkte  derselben  Gurve  Perpendikel  auf  beide  Berührungslinien. 
Hierauf  nimmt  man  das  von  den  beiden  Berührungslinien  und  den  beiden 
Perpendikeln  gebildete  Viereck 92 

100.  Man  legt  in  zwei,  zu  festen  Abscissen  gehörige,  Punkte  einer  ebenen 
Gurve  die  Krümmungskreise,  und  zieht  durch  deren  Mittelpunkte  zwei  pa- 
rallele Graden.  Man  legt  auch  in  den,  zu  einer  beliebigen  Abscisse  gehö- 
rigen, Punkt  derselben  Gurve  den  Krümmungskreis ,  und  IHIIl  von  dessen 
Mittelpunkt  Perpendikel  auf  die  genannten  parallelen  Graden.  Hierauf 
nimmt  man  das  Produckt  beider  Perpendikel 93 

101.  Man  legt  in  zwei,  zu  festen  Abscissen  gehörige,  Punkte  einer  ebenen  Gorve 
die  Krümmungskreise.  Man  legt  auch  in  den,  zu  einer  beliebigen  Abscisse 
gehörigen,  Punkt  derselben  Gurve  den  Krüromungskreis.  Hierauf  verbindet 
man  den  Mittelpunkt  des  letzten  mit  den  Mittelpunkten  der  beiden  ersten , 

und  nimmt  die  Summe  der  Quadrate  beider  Verbindungslinien    ...        95 

10*2.  Man  legt  in  zwei,  zu  festen  Abscissen  gehörige,  Punkte  einer  ebenen  Gurve 
die  Krüromungskreise.    Man  legt  auch  in  den,  zu  einer  beliebigen  Abscisse 
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gehörigen  Punkt  deinelben  Carve  den  KriiminauggJkreM.  Ifieraior  verbiadeC 
man  die  drei  MiCtelpankte  dieser  Krömmaagskreise,  and  nimmt  das  da- 
durch entstandene  Dreieck 96 


B)    Äuf^gaben,  wo  zwei  gleichzeitig  besiehende  Functionen  mU  einem  und  demselben 
Veränderlichen  gesucht  werden. 

(Die  Bncbsfaben  p,  p,  q,  q  •  .  .  •  sind  zor  Abkflrxnng  bezfiglich  statt  der  totalen 

Differentialqaotienten  ^ ,  j-,  -j—,  j^  •  .  .  .  gesetzt  werden.) 


103.  ü  =  a2  —  y2  —  z»  +  xzp  4-  xy^)  —  b«  •  p2  —  c«  .  j)«  96 

104.  Man  nimmt  bei  einer  räamlicben  Garve  die  Lauge  der  BerAhrnngslinie , 
die  von  zwei  in  festen  Punkten  einer  gegebenen  €rraden  senkrecht  stehen- 
den Ebenen  begränzt  wird  99 

f05.  Man  nimmt  bei  einer  räamlicben  Carve  das  Prodact  zweier  Linien,  welche 
in  zwei  festen  Punkten  einer  gegebenen  Graden  senkrecht  stehen,  und  die 
BerQhrungslittie  schneiden i€^ 

106.  Man  nimmt  bei  einer  räumlichen  Gurre  das  Product  zweier  Linien,  welche 
von  zwei  festen  Punkten  aus  auf  die   Normal  ebene  senkrecht  gefallt 

sind 107 

107.  Man  nimmt  bei  einer  räumlichen  Gnrve  das  Product  zweier  Linien ,  welche 
von  zwei  festen  Punkten  aus  auf  die  Ber&hrungslinie  senkrecht  gefällt 

sind 112 

106.  Man  nimmt  bei  einer  räumlichen  Gurve  die  Summe  der  drei  Dreiecke, 
welche  von  den  Spuren  der  Normalebeoe  und  von  den  drei  Goordinaten- 
axen  gebildet  werden 116 

109.  Die  Normalebene  einer  raumlichen  Gurve  wird  von  zwei  in  festen  Punkten 
der  Abscissenaxe  senkrechten  Ebenen  geschnitten.  Eine  jede  der  dadurch 
entstandenen  zwei  Durchschniltslinien  wird  von  den  Goordinatenebenen  XY 
und  XZ  begränzt.  Man  nimmt  das  Product  dieser  auf  besagte  Weise  be- 
gränzten  zwei  Durchschnittslinien 117 

IfO.  Die  Normalebene  einer  räumlichen  Gurve  wird  von  zwei  in  festen  Punkten 
der  Abscissenaxe  senkrechten  Ebenen  geschnitten.  Man  nimmt  das  Trapez, 
welches  diese  beiden  Durchschnitlslinien  und  die  beiden  in  den  Goordina- 
tenebenen XY  und  XZ  liegenden  Sparen  der  Normalebeoe  einschliessen    .      117 

llf.     Irgend  eine  Aufgabe  fahre  auf  den  Ausdruck 

ü  —  a»  -  ax  -+-  x2  —  2  •  y2  •+-  xy  —  z2  —  3 .  x2  .  p2  +  4xy  •  J)2 
nebst  der  Bedingungsgleichung 

z«  =  X  •  y 
and  man  sucht  fSr  y  und  z  Functionen  von  i 116 

112.  Irgend  eine  Aufgabe  (tthre  auf  den  Ausdruck 

U  =  a2  —  ai  -h  x«  —  y^  •  (1  -h  P)  ^-  2xy  -h  (x«  +  2xy)  p  -H  yi  —  4x«  •  p« 
nebst  der  Bedingungsgleichung 

y  •  z  =  x2 
und  man  sucht  für  y  und  z  Functionen  von  x 1S5 

113.  Irgend  eine  Aufgabe  führe  auf  den  Ausdruck 

ü  =  y2  —  cy  —  z«  -h  a2  •  p2  —  a2 .  i>2 
nebst  der  Bedingungsgteichung 

by  -H  /5i  =•  X» 
und  man  sacht  für  y  und  z  Fonctienen  von  x 129 
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114.  Maa  hat  eine  auf  der  FIftclie 

y«  -*-  z«  =s  x» 

liegeode  Gorve,  and  nimmt  die  Läoge  der  BerOhrongsliDie,  welche  von 
zwei  in  festen  PankCen  der  Abscissenaxe  senkrechten  Ebenen  begränzt 
wird 132 

115.  Man  bat  unter  jenen  räumlichen  Carven,  deren  Normalebenen  alle  durch 
den  nemlichen  festen  Punkt  gehen,  eine  ausgesucht.  Man  nimmt  die  Länge 
der  Berührunglinie,  welche  von  zwei  in  festen  Punkten  der  Abscissenaxe 
senkrechten  Ebenen  begränzt  wird 140 

116.  Man  hat  unter  jenen  räumlichen  Curven,  deren  Berührungslinien  alle  durch 
den  nemlichen  festen  Punkt  gehen,  eine  ausgesucht,  und  legt  daran  die 
Berührungslinie.  Man  nimmt  die  Summe  zweier  Linien,  welche  von  zwei 
festen  Punkten  senkrecht  auf  die  Berührungslinie  gefallt  sind      .  144 

117.  Man  legt  in  irgend  einen  Punkt  einer  räumlichen  Curve  die  Normalebene. 
In  denselben  Punkt  legt  man  auch  die  BerQhrungslinie,  deren  in  den  Coor- 
dinatenebenen  XY  und  XZ  liegenden  Projectionen  die  Abscissenaie  X 
schneiden.  Wenn  man  nun  die  von  diesen  Durchschnittspankten  bis  zum 
Ende  der  Abscisse  sich  erstreckenden  Entfernungen  mit  der  Abscisse  mnl- 
tiplidrt,  von  diesen  beiden  Producten  das  Quadrat  der  Abscisse  subtrahirt, 
und  diese  beiden  Differenzen  bestimmte  (jpositive  oder  negative)  Werthe 
haben  sollen;  welche  räumliche  Curve  ist  es,  wenn  zugleich  die  von  der 
Normalebene  und  den  drei  Coordinatenebenen  begränzte  Pyramide  ein  Ma- 
ximum-stand  oder  Minimum-stand  ist  ? 148 

118.  Man  hat  unter  jenen  räumlichen  Curven,  deren  Normalebenen  alle  durch 
die  nemliche  Grade  gehen,  eine  ausgesucht,  und  nimmt  das  Dreieck,  wel- 
ches die  Coordinatenaxen  Y  und  Z  und  die  in  der  Coordinatenebene  YZ  von 

der  Normalebene  eri^eugte  Spur  einschliessen 151 

119.  Die  KrOmmungsebene  einer  räumlichen  Curve  wird  von  zwei  in  festen  Punk- 
ten der  Aze  Y  und  ebenso  von  zwei  in  festen  Punkten  der  Axe  Z  senk- 
rechten Ebenen  geschnitten.    Man  nimmt  das  von  letzteren  vier  Ebenen 

auf  der  Krümmungsebene  begränzte  Parallelogramm 153 

120.  Man  nimmt  bei  einer  räumlichen  Curve  das  Product  zweier  Linien,  welche 
von  zwei  festen  Punkten  aus  auf  die  Krfimmungsebene  senkrecht  geiälll 

sind 156 

121.  Man  hat  unter  jenen  räumlichen  Curven,  deren  Krümmungsebenen  bestän- 
dig einer  festen  Graden  parallel  bleiben ,  eine  ausgesucht.  Die  Krümraungs- 
eb^ne  wird  von  zwei  in  festen  Punkten  der  Axe  Y  und  ebenso  von  zwei 
in  festen  Punkten  der  Axe  Z  senkrechten  Ebenen  geschnitten.  Man  nimmt 
das  von  letzteren  vier  Ebenen  auf  der  Krümmungsebene  begränzte  Parallelo- 
gramm          157 

122.  Man  hat  unter  jenen  räumlichen  Curven,  deren  Krümmungsebenen  alle 
durch  den  nemlichen  Punkt  gehen,  eine  ausgesucht.  Man  nimmt  das  Pro- 
duct zweier  Linien,  welche  von  zwei  festen  Punkten  aus  auf  die  Krüm- 
mungsehene  senkrecht  gefällt  sind 159 

123.  Man  nimmt  bei  einer  räumlichen  Curve  die  Summe  der  drei  Dreiecke, 
welche  von  den  Spuren  der  KrOmmungsebene  und  von  den  drei  Coordina- 
tenaxen gebildet  werden 161 

124.  Die  Krümmungsebene  einer  räumlichen  Curve  wird  von  zwei  in  festen 
Punkten  der  Abscissenaxe  senkrechten  Ebenen  geschnitten.  Eine  jede  der 
dadurch  .entstandenen  zwei  Durchschnittsltnien  wird  von  den  Coordinaten- 
ebenen XY  und  XZ  begränzt  Man  nimmt  das  Product  dieser  aof  besagte 
Weise  begränzten  zwei  Durchschnittslinien  161 

125.  Die  Krümmnngsebene  einer  räumlichen  Curve  wird  von  zwei  in  festen 
Punkten  der  Abscissenaxe  senkrechten  Ebenen  geschnitten.  Man  nimmt 
das  Trapez ,  welches  diese  beiden  Durchschnittslinien  und  die  beiden  in  den 
Coordinatenebenen  XY  und  XZ  liegenden  Spuren  der  KrOmmungsebene 
einschliessen 162 

126.  Man  l^t  an  eine  räumliche  Curve  die  Berührungslinie,  und  errichtet  in 
zwei  festen  Punkten  einer  gegebenen  Graden  senkrechte  Ebenen.  In  jeder 
dieser  Ebenen  hat  sowohl  die  Curve  selbst  als  auch  die  Berührungslinie 
efnen  Dorchgaiigspvnkl.    Die  beiden  Dnrchgangsponkte  in  der  ersten  Ebene 
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werden  mit  eioer  graden  Lioie  verbunden ,  und  ebenso  die  beiden  Doreh- 
ganf(spankte  in  der  zweiten  Ebene.  Man  nimmt  das  Product  dieser  beiden 
Verbindungslinien 163 

127.  Man  fällt  aus  zwei,  zu  festen  Abscissen  gehörigen,  Punkten  einer  räumli- 
chen Corve  Perpendikel  auf  die  Normalebene,  und  nimmt  das  Product  die- 
ser beiden  Perpendikel 164 

128.  Man  legt  in  zwei,  zu  festen  Abscissen  gehörige,  Punkte  einer  räumlichen 
Gurye  die  Normalebenen ,  und  fallt  von  einem ,  zu  einer  beliebigen  Abscisse 
gehörigen,  Punkte  derselben  Curve  Perpendikel  auf  beide  Normalebenen. 
Hierauf  nimmt  man  das  Product  dieser  beiden  Perpendikel  .        .      165 

129.  Man  legt  in  zwei,  zu  festen  Abscissen  gehörige,  Punkte  einer  räumlichen 
Curve,  und  ebenso  in  einen,  zu  einer  beliebigen  Abscisse  gehörigen,  Punkt 
derselben  Curve  die  Normalebenen.  Man  nimmt  das  Dreieck,  welches  von 
den  in  der  Coordinatenebene  YZ  liegenden  Spuren  dieser  drei  Normalebe- 
nen gebildet  wird 165 

130.  Man  fallt  aus  zwei,  zu  festen  Abscissen  gehörigen,  Punkten  einer  räomli- 
eben  Curve  Perpendikel  auf  die  Krömmungsebene ,  und  nimmt  das  Product 
dieser  beiden  Perpendikel -        .      167 

131.  Man  legt  in  zwei,  zu  festen  Abscissen  gehörige,  Punkte  einer  räumlichen 
Curve  die  Krümmungsebene,  und  fallt  von  einem,  zu  einer  beliebigen 
Abscisse  gehörigen,  Punkte  derselben  Curve  Perpendikel  auf  beide  Krüm- 
mungsebenen.   Man  nimmt  das  Product  dieser  beiden  Perpendikel      .        .      1CT 

132.  Man  legt  in  zwei,  zu  festen  Abscissen  gehörige,  Punkte  einer  räumlichen 
Curve ,  und  ebenso  in  einen ,  zu  einer  beliebigen  Abscisse  gehörigen,  Punkt 
derselben  Curve  die  Krümmungsebenen.  Man  nimmt  das  Dreieck,  welches 
von  den  in  der  Coordinatenebene  YZ  liegenden  Spuren  dieser  drei  Knim- 
mangsebenen  gebildet  wird 168 


C)    Aufgaben^  too  eine  Function  mit  zwei  ahsohU  unabhängigen  VeränderUeke» 

gesucht  wird. 


(Die  Buchstaben  p,  q,  r,  s,  t  .  .  .  .  sind  zur  Abkürzung  bezüglich  statt  der  parlielleR 

dz     dz     ^x^'     d  d  z     ^y^ 
Differenlialquolienlen  ^  .  -^^  .  5^2  '  -^  ^  ty^ «eselzl  worden) 


8x  •  v2 

133.  ü  —  z2  —  2xzp ^  q  —  x2  .  p2  -H  4xypq  4-  2  .  y2  •  qS    .  .       169 

134.  Die  BerQhrnngsebene  einer  Fläche  wird  von  zwei  in  festen  Punkten  der 
Axe  X  und  ebenso  von  zwei  in  festen  Punkten  der  Axe  Y  senkrechten 
Ebenen  geschDJtten.  Man  nimmt  das  von  letzteren  vier  Ebenen  auf  der 
Berührungsebene  begränzte  Parallelogramm 175 

135.  Man  nimmt  bei  einer  Fläche  das  Dreieck,  welches  die  Abscissenaxen  Y 
und  X  und  die  in  der  Coordinatenebene  XY  von  der  Normalebene  erzeogte 

Spur  einschliessen 178 

136.  Man  nimmt  bei  einer  Fläche  die  von  der  Berührungsebene  und  den  drei 
Coordinatenebenen  begränzte  dreiseitige  Pyramide 184 

^^^-     ^  =  9-4-7,  •('  -  px  -  qyy  •  (i  -  P  -  q) .186 

^  .  p  .  q 

138.  Man  nimmt  bei  einer  Fläche  die  Summe  zweier  Linien,  welche  von  zwei 
festen  Punkten  aus  auf  die  Berührungsebene  senkrecht  gelallt  sind     .  188 

139.  Die  Beröhrungsebene  einer  Fläche  wird  von  zwei  in  festen  Punkten  der 
Ordinatenaxe  Z  senkrechten  Ebenen  geschnitten.  Man  nimmt  das  Trapez, 
welches  diese  beiden  Durchschnittslinien  und  die  beiden  in  den  Coordina- 
tenebenen XZ  und  YZ  liegenden  Spuren  der  Berührungsebene  einachttesaan      191 
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140.  Man  Dimml  bei  einer  Fläche  das  Prodoct  zweier  Lloien,  welche  von  zwei 
festen  Punkten  aus  auf  die  BerQhrnngsebene  senkrecht  gellUt  sind    .  194 

141.  Die  Beröbrangsebene  einer  Fläche  wird  von  zwei  in  festen  Punkten  der 
Ordinatenaxe  Z  senkrechten  Ebenen  geschnitten.  Eine  jede  der  dadurch 
entstandenen  zwei  Durchschniltslinien  wird  von  den  Coordinatenebenen  YZ 
und  XZ  begrSnzt.  Man  nimmt  das  Product  dieser  auf  besagte  Weise  be« 
gränzten  zwei  Durchschnittslinien 195 

142.  Man  nimmt  bei  einer  Fläche  das  Product  zweier  Linien,  welche  in  zwei 
festen  Punkten  einer  gegebenen  Graden  senkrecht  stehen,  und  die  Normal- 
linie schneiden 196 

143.  Man  legt  in  irgend  einen  Punkt  einer  Fläche  die  Berfihrungsebene.  Die  in 
der  Coordinatenebene  XZ  liegende  Projection  der  Normallinie  schneidet  in 
der  Abscissenaxe  X  ein,  und  die  Entfernung  dieses  Durchschnittspunktea 
bis  zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten  hat  mit  der  Abscisse  x  das  con- 
stante  Verhältniss  a;  ferner  die  in  der  Coordinatenebene  YZ  liegende  Pro- 
jection der  Normallinie  schneidet  in  der  Abscissenaxe  Y  ein,  und  die  Ent- 
femnng  dieses  Durchschnittspunktes  bis  zum  Anfangspunkte  der  Coordina- 
ten hat  mit  der  Abscisse  y  das  constante  Verhältniss  b.  Bei  dieser  Fläche 
nimmt  man  das  Dreieck,  welches  die  Coordinatenazen  X  und  Y  und  die 
in  der  Coordinatenebene  XY  liegende  Spur  der  Beruhrungsebene  ein- 
schliessen 196 

144.  Man  hat  unter  jenen  Flächen,  deren  BerQhrungsebenen  alle  durch  den 
nemlichen  Punkt  gehen,  eine  ausgesucht.  Man  nimmt  die  Summe  zweier 
Linien,  welche  von  zwei  festen  Punkten  aus  auf  die  Beruhrungsebene  senk- 
recht gefällt  sind ,       ...      199 

145.  Man  hat  zwei  feste  mit  einander  parallele  Ebenen.  Man  bestimmt  die  Ir- 
gend einem  Punkte  einer  Fläche  zogehörigen  zwei  Krikmmungsmittelpunkte. 
Man  föllt  Perpendikel  von  den  beiden  Krummungsmittelpunkten  nach  der 
einen  der  gegebenen  Ebenen,  und  addirt  sie;  hierauf  fällt  man  auch  Per- 
pendikel von  den  beiden  Krümmungsmittelpunkten  nach  der  andern  der  ge- 
gebenen Ebenen,  und  addirt  auch  sie.  Zuletzt  nimmt  man  das  Product 
dieser  beiden  Summen S09 

146.  Man  bestimmt  die  zu  irgend  einem  Punkte  einer  Fläche  gehörigen  zwei 
Kr&mmungsmittelpunkte.  Von  diesen  fällt  man  Perpendikel  nach  einer  fest 
gegebenen  Ebene.    Zuletzt  nimmt  man  das  Product  beider  Perpendikel      .     904 

147.  Man  bestimmt  die  zu  irgend  einem  Punkte  einer  Fläche  gehörigen  zwei 
KrOmmungsmittelpunkte,  und  verbindet  beide  mit  einem  im  Räume  irgendwo 
festliegenden  Punkte.  Man  nimmt  die  Summe  der  Quadrate  beider  Ver- 
bindungslinien     905 

148.  Man  bestimmt  die  zu  irgend  einem  Ptinkte  einer  Fläche  gehörigen  zwei 
Krttmmungsmittelpunkte.  Man  verbindet  beide  sowohl  unter  sich  als  auch 
mit  einem  irgendwo  im  Räume  festliegenden  Punkte.  Man  nimmt  das  von 
diesen  drei  Verbindungslinien  eingeschlossene  Dreieck  ....      905 

149.  Man  fällt  aus  zwei,  zu  festen  Abscissen  gehörigen,  Punkten  einer  Fläche 
Perpendikel  auf  die  Beruhrungsebene,  und  nimmt  das  Product  dieser  Per- 
pendikel       907 

150.  Man  legt  in  zwei,  zu  festen  Abscissen  gehörige,  Punkte  einer  Fläche  die 
Berührunirsebenen,,und  fällt  von  einem,  zu  zwei  beliebigen  Abscissen  ge- 
hörigen, Punkte  derselben  Fläche  Perpendikel  auf  beide  Berührungsebenen, 
fiierauf  nimmt  man  das  Product  dieser  beiden  Perpendikel         .  907 

131.  Man  legt  in  zwei,  zu  festen  Abscissen  gehörige,  Punkte  einer  Fläche,  und 
ebenso  in  einen,  zu  beliebigen  Abscissen  gehörigen,  Punkt  derselben 
Fläche  die  Berührungsebenen.  Man  nimmt  das  Dreieck,  welches  von  den 
in  der  Coordinatenebene  XY  liegenden  Spuren  dieser  drei  Berühmngsebe- 
nen  gebildet  wird 908 

159.  Man  nimmt  den  zu  festen  Abscissen  gehörigen  Punkt  einer  Fläche,  be- 
stimmt dessen  zwei  Krümmungsmittelpunkte,  und  legt  durch  letztere  zwei 
auf  der  Ordinatenaxe  Z  senkrechte  Ebenen.  Man  nimmt  jetzt  den  zu  zwei 
willkürlichen  Abscissen  gehörigen  Punkt  derselben  Fläche,  und  bestimmt 
auch  dessen  zwei  Krümmungsmittelpunkte.  Man  fällt  von  den  letzten  zwei 
Krummungsmittelpunkten  nach  der  einen  der  vorhin  besagten  Ebenen  Per- 
lt. 98 
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pendikelf  ood  addirt  diese;  hierauf  fiillt  mao  von  den  lelzten  zwei  Krtm- 
mangsmidelpQDkten  auch  nach  der  andern  der  vorhin  besagten  Ebenen 
Perpendiltel ,  and  addirl  aach  sie.  Zuletzt  nimmt  man  das  Prodoct  dieser 
beiden  Summen 209 

153.  Man  nimmt  bei  einer  Fläche  zwei  Punkte,  die  zu  festen  Abseissen  gehd- 
ren,  und  einen  Punkt,  der  zu  zwei  beliebigen  Abseissen  gehört.  Zu  je- 
dem dieser  drei  Punkte  bestimmt  man  die  beiden  KrümmuDgsmittel punkte. 
Jetzt  verbindet  man  den  Mittelpunkt  der  kleinsten  Krümmung,  welche  dem 
beliebigen  Punkte  der  Fläche  entspricht,  mit  den  Mittelpunkten  der  klein- 
sten Krümmung,  welche  den  beiden  festen  Punkten  entspricht;  so  bekommt 
man  zwei  Verbindungslinien.  Hierauf  macht  man  es  ebenso  mit  den  Mit- 
telpunkten der  grössten  Krümmung,  so  bekommt  man  abermals  zwei  Vei^ 
bindongslinien.  Zuletzt  nimmt  man  die  Summe  der  Quadrate  dieser  vier 
Verbindungslinien 210 


Dritte  Abthellanff. 

Aufgaben»  welche  auf  Ausdrücke  führen  *  wo  Integrale  vorkomraeo. 


A)    Aufgaben^  wo  Functionen  mU  einem  einzigen  absolut  unabhängigen  Veränd^rUehen 

gesucht  werden. 

(Die  Buchstaben  p,  p,  q,  q,  r,  r, sind  zur  Abkürzung  bezüglich  anstatt  der 

dy    dz    d^y     d^z     d^y     d^z 
totalen  Differentialquotienten  "^^  ^>  ^^  ^ j  ^ * -^  -  -  •  '  9^^^^  worden.) 


3 

154.    r      ■    ' 


r  (sy  4-  3  .  (rr=^)2)  .  dx 212 

155.  ü  =   f  *(«-*■  I  •  (H'Siy  -y2}*)  .  di 214 

156.  Es  ist  ü  =:  p  (3x  .  y2  -  y3  _  m«  .  x«  -h  ^^  .  x]  .  dx       gegeben. 

Man  sucht  für  y  eine  Function,  und  für  a  und  a  feste  Werthe    .       .        .216 

157.  Es  ist  U  =r  r"(2y  •  K2  -  ^LlI!  -  Lll!  4-  «  ^-  a)  •  dx       gegeben. 

mJ  9  '  a  •  X        .    ffl  / 

Man  sucht  für  y  eine  Function ,  und  für  a  und  a  feste  Werthe    .        .  218 

Man  sucht  in  einer  Ebene  die  kürzeste  Entfernnng: 

158.  1)    zwischen  zwei  senkrechten  Grän!Eordinaten 219 

159.  2^    zwischen  zwei  polaren  Gränzordinalen 228 

160.  3^    zwischen  einer  senkrechten  Gränzordinate  und  einer  Curve  .       .       .  233 

161.  4)    zwischen  zwei  Corven 245 

162.  ü  =  I     r4y2  4-  2my  •  p  —  p21 .  dx 260 


ü  ==   I     [4y2  -4-  2my  •  p  —  p2]  .  dx 
{W(jpx  -  m)») .  dx 
164.     ü  =  f*  (a  -»-  m»  .  (I^x  -  py)«)  •  d< 


163.     ü  =  I     {W(px  -  mV) .  dx SM 

a«7 
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165.     ü  =  r*  (a  ■-  m» .  If  (F4^"p^) 270 


5.     ü  =  r*(A  ■-  m2.|f(y  4- px)*) 


278 

170.     ü  ==   I     (x2  H-  y2)"  .  (If  nTp^J  •  dx 279 


166.  Es  ist  U  »   I     (5  .  X»  —  6gx  —  !6  .  g2   -h  y»  —  4xy  +  (px  —  y^i)  .  dx 

gegeben.    Mao  sacht  für  y  eine  FancUon ,  and  ftkr  a  nnd  a  feste  Werthe  .  272 

167.  Man  sacht  die  ebene  Gorve;  von  welcher  die  kleinste  Rotationsfläche  er- 
zeugt wird .  275 

168.  ü  —   f "  K  .  y»  .  (»f  nrp)  .  dx     .        .        .        , 277 

169.  ü  =   r'ifx^^  y«)  •(!  -4-  P*))  •  dx 
ü  ==   p (x2  H-  y2)"  .  {W^iTT^j  •  d» 

171.  ü  =  pCF«  -  q"]  .  dx 281 

172.  ü=   (^(y  +  x.p-  ir(gx  —  hqp)  •  dx 285 

173.  Man  sacht  die  ebene  Cnrve,  deren  Bogen  mit  seiner  Evolute  und  den  zu 
den  Grfinzpunkten  gehörigen  Krämmungshalbmessern  die  kleinste  Fläche 
einschliesst 289 

174.  ü  «   Pr^-dx  292 

Man  sucht  die  kärzeste  unter  allen  im  freien  Räume  möglichen  Curven  : 

175.  11  zwischen  zwei  auf  der  Abscissenaxe  senkrechten  Gränzebenen  .  294 

176.  2l  zwischen  einer  senkrechlen  Gränzebene  and  einer  räomlichen  Carve     .  297 

177.  31  zwischen  zwei  räarolichen  Carven 306 

178.  4t  zwischen  einer  senkrechten  Gränzebene  und  einer  Fläche  313 

179.  b)  zwischen  zwei  Flächen 325 

180.  6)  zwischen  einer  räamlichen  Gurve  und  einer  Fläche 334 

181.  ü  =   Px-flfl  4-  p2  +  p2).dx 335 


ü  =   I     z-(»fl  +  p2  +  p2).dx 


"=j: 


182.     ü  =   I     p*  .  q2  .  dx 337 


183.  Man  sucht  die  räumliche  Garve,  deren  Bogen  mit  der  Gurve  der  Krüm- 
mungsmittelpunkte und  mit  den  zu  den  Gränzpunkten  gehörigen  Rr&m- 
mungshalbmessern  die  kleinste  Fläche  einschliesst 338 

Man  sucht  die  kürzeste  unter  allen  räumlichen  Gurven,  welche  auf 
gegebenen  Flächen  möglich  sind: 

184.  11  Die  gegebene  Fläche  sei  eine  Ebene 344 

185.  2^  Die  gegebene  Fläche'  sei  die  eines  Gylinders 349 

3)  Die  gegebene  Fläche  sei  die  einer  Kugel,   und  die  gesuchte  kurxeste 

Linie  sei  zu  erstrecken 

186.  a.    zwischen  zwei  zu  festen  Abscissen  gehörigen  Punkten    .        .  355 

187.  b.    zwischen  zwei  gegebenen  und  die  Kugelfläche  schneidenden  Flächen      364 

Man  sucht  die  kürzeste  unter  jenen  räumlichen  Curven ,  denen  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  gewisse  Eigenschaften  gemeinschaftlich  sind : 

188.  1)  Alle  Normalebenen  der  Curven,  aus  denen  gewählt  werden  darf,  sollen 

mit  einer  gegebenen  Graden  parallel  sein 374 
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189.  3)  Alle  Normalebeneo  der  Carven,  aus  deaen  gewählt  werden  darf,  aollen 

durch  einen  festen  Pankt  gehen STB 

190.  3)  Alle  BerQhrangslinien  der  Curven,  aus  denen  gewählt  werden  darf,  sol- 

len mit  einer  festen  Ebene  einen  Winkel  bilden ,  dessen  goniometriscbe 
Tangente  eine  bestimmte  Function  der  Abscisse  ist        ....      381 

191.  4)  Alle  Rrümmungsebenen  der  Curven,  ans  welchen  gewählt  werden  darf, 

sollen  mit  einer  gegebenen  Graden  parallel  sein 381 

193.     5)  Alle  Krömmungsebenen  der  Gnrven,  ans  welchen  gewählt  werden  darf« 

seilen  durch  einen  festen  Punkt  gehen 389 

193.  Unter  allen  räumlichen  Gnrven,  bei  welchen  die  goniometriscbe  Tangente 
des  von  der  Ber&hrungslinie  nnd  einer  festen  Ebene  gebildeten  Winkels 
immer  den  nemlichen  constanten  Werth  behält,  sucht  man  diejenige  heraus, 
deren  zu  zwei  festen  Abscissen  gehöriger  Bogen  mit  der  Gurve  der  KrQm- 
mungsmittelpunkte  und  mit  den  zu  den  zwei  Gränzpnnkten  gehörigen  Krüm- 
mungshalbmessern die  kleinste  Fläche  einschliesst 393 

194.  Man  sucht  die  Rotationsfläche,  welche,  während  sie  sich  nach  deV  Richtnog 

der  Aze  in  einem  Mittel  bewegt,  den  kleinsten  Widerstand  erleidet    .  399 

Man  sucht  die  Brachistochrone  (Linie  des  schnellsten  Niederganges)  : 

I.  Die  Bewegung  soll  in  einer  verticalen  Ebene  vorsieh  gehen,  und  dabei 

1)  weder  ein  widerstehendes  Mittel  noch  Reibung  stattfinden. 

195.  a.  Zwischen  zwei  in  der  verticalen  Ebene  liegenden  horizontalen 

Graden 400 

b.  Zwischen  zwei  in  der  vertikalen  Ebene  liegenden  Gnrven. 

196.  aa)  Die  im  gesuchten  Anfangspunkte  der  Brachistochrone  herr- 

schende Geschwindigkeit  ist  von  der  Tiefe  dieses  Punktes 
abhängig 404 

197.  bb)  Die  im  gesuchten  Anfangspunkte  der  Brachistochrone  herr- 

schende Geschwindigkeit  ist  von  der  Tiefe  dieses  Punktes 
unabhängig 409 

2)  Es  findet  ein  widerstehendes  Mittel  statt 

198.  a.  Zwischen  zwei  in  der  verticalen  Ebene  liegenden  horizontalen 

Graden 415 

199.  b.  Zwischen  einer  in  der  verticalen  Ebene  liegenden  horizontalen 

Graden  und  einer  (in  derselben  Ebene  liegenden)  Gurve  .  420 

II.  Die  Bewegung  soll  in  einer  noch  zu  suchenden  Fläche  vor  sich  gehen, 
und  sich  zwischen  zwei  horizontalen  Ebenen  erstrecken. 

äÜO.            1)  Es  findet  weder  Reibung  noch  ein  widerstehendes  Mittel  statt         .      433 
301.  3)  Es  findet  ein  widerstehendes  Mittel  statt ^6 

III.  Die  Bewegung  soll  in  einer  vorgeschriebenen  Fläche  vor  sich  gehea, 
und  sich  zwischen  zwei  horizontalen  Ebenen  erstrecken. 

303.  1)  Es  findet  weder  Reibung  noch  widerstehendes  Mittel  statt;  und 
die  Fläche,  in  welcher  die  Bewegung  vor  sich  geht»  ist  die  Kngel- 
fläche 430 

303.  3)  Es  findet  ein  widerstehendes  Mittel  statt;  und  die  Fläche,  in  wel- 

cher die  Bewegung  vor  sich  geht,  ist  die  schiefe  Ebene  .  434 

904.     Es  sei  die  ongesonderte  totale  Differentialgleichung 

ü+c.^  —  p.y-2c.p«  =  0 

gegeben;  nnd  man  sucht  für  y  eine  solche  Function  von  z,  dass  dabei  U^ 

ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird 439 

Man  sucht  im  widerstehenden  Mittel  die  Gurve  der  grössten  Geschwindigkeit  : 

305.  1)    Die  Bewegung  soll  in  einer  verticalen  Ebene  vor  sich  gehen,  nnd  sich      • 

zwischen  zwei  horizontalen  Graden  erstrecken M3 

306.  3)    Die  Bewegung  soll  in  einer  noch  zu  suchenden  Fläche  vor  sich  gehen , 

und  sich  zwischen  zwei  horizontalen  Ebenen  erstrecken  446 

307.  3)    Die  Bewegung  soll  in  einer  vorgeschriebenen  Fläche  vor  sich  gehen , 

und  sich  zwischen  zwei  horizontalen  Ebenen  erstrecken  449 

306.  Blan  sucht  eine  ebene  Gurve,  bei  welcher  der  von  der  Abscisse  a  bis  zur 
Abscisse  a  erstreckte  Bogen  ein  Minimum-Stand  ist,  aber  unter  folgenden 
zwei  Bedingungen:  Der  Flächeninhalt,  welcher  zwischen  d^r  zu  einer  be- 
stimmten Abscisse  b  gehörigen  nnd  zwischen  der  zum  Anfangspankte  des 
fraglichen  Rogens  gehörigen  Ordinate  liegt,  soll  den  gegebenen  Werth  A 
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haben;  und  der  Fldcheoinhall ,  welcher  zwisehen  der  zor  besagten  Absciaee 
b  gehörigen  und  zwischen  der  zum  Endpunkte  des  fraglichen  Bogens 
gehörigen  Ordinale  liegt,  soll  den  gegebenen  Werth  B  haben  454 

209.  Man  sucht  eine  ebene  Gurve  von  der  Art,  dass.  wenn  man  über  ihre  Axe 
eine  zweite  Gurve  beschreibt,  deren  Ordinalen  den  Bögen  der  ersten  Gurve 
gleich  sind,  die  von  der  zweiten  Gurve  eingeschlossene  Fläche  ein  Mini- 
mnm-stand  ist 458 

2tO.  Man  sucht  eine  ebene  Gurve  von  der  Art,  dass,  wenn  man  &ber  ihre  Axe 
eine  zweite  Gurve  beschreibt,  deren  Ordinaten  sich  wie  die  n'*''  Potenzen 
der  Bögen  der  ersten  Gurve  verhalten,  die  von  der  zweiten  Gurve  einge- 
schlossene Fläche  ein  Maximum*stand  oder  Minimum-stand  ist    .  462 

211.  ü=e-»>r(»"nT*)-dx^p^n./;{riq^^  ...      466 

212.  ü  =   p(y2.  Py.dx^.dx  469 

213.  ü  «   p/ Py.dxW  PxydxVdx 473 

Man  sucht  unter  allen  ebenen  Gurven ,  welche  einen  gleichgrossen 
Flächeninhalt  einschliessen 9  die  kürzeste: 

214.  1)  zwischen  zwei  senkrechten  Gränzordinaten 476 

215.  2)  zwischen  zwei  Gurven  . 486 

216.  3)  zwischen  zwei  polaren  Gränzordinaten 490 

Man  sucht  unter  allen  gleichlangen  ebenen  Gurven  diejenige,  welche 
den  grössten  oder  kleinsten  Flächeninhalt  einschliesst : 

217.  1)  zwischen  zwei  senkrechten  Gränzordinaten  494 

218.  2)  zwischen  zwei  Gurven 498 

219.  3)  zwischen  zwei  polaren  Gränzordinaten 501 

220.  Unter  allen  gleichlangen  ebenen  Gurven  sucht  man  diejenige,  von  welcher 

die  grösste  oder  kleinste  Rotationsfläche  erzeugt  wird 504 

221.  Unter  allen  ebenen  Gurven,  die  einen  gleichgrossen  Flächeninhalt  ein- 
schllessen ,  sucht  man  die ,  von  welcher  die  grösste  oder  kleinste  Rotations- 
fläche erzeugt  wird 506 

222.  Unter  allen  gleichlangen  ebenen  Gurven  sucht  man  die,  von  welcher  der 
grösste  oder  kleinste  Rotationskörper  erzeugt  wird 507 

223.  Unter  allen  ebenen  Gurven,  die  einen  gleichgrossen  Flächeninhalt  ein- 
schliessen,  sucht  man  die,  von  welcher  der  grösste  oder  kleinste  Rota- 
tionskörper erzeugt  wird 509 

224.  Man  sucht  aus  allen  Functionen ,  die  dem  Integral  |     x  •  (jTi  -h  p«)  •  dx 

einerlei  Werth  geben ,  diejenige ,  bei  welchen  U  =  I    y  •  (l^l  +  p*)  •  dx 

ein  Maximum-Stand  oder  MinimunHstand  wird 510 

225.  Unter  allen  gleichlangen  ebenen  Gurven  sucht  man  di^entge,  bei  welcher 
das  Integral  ü  «  1  >.  ^  ^^3  •  (Kl  4-  p«)  •  dx  ein  Maximnm-stand  oder 
Minimum-Stand  wird  512 

2^  Unter  allen  ebenen  Gurven  von  gleicher  Länge  und  gleichem  Flächenin- 
halte sacht  man  die,  welche  den  grössten  oder  kleinsten  Rotationskörper 
erzeugt 514 

227.  Unter  allen  ebenen  Gurven  von  gleicher  Länge  und  gleichem  Flächenin- 
halte sucht  man  die,  welche  die  grösste  oder  kleinste  Rotationsflache  er- 
zeugt   517 
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228.  Unler  allen  gleteblaogeD  rAamlichen  Carven  suchl  mao  die,  bei  welcher 
das  Integral  .U  •»  |  %-  (1^1  +  p*  +  p*)  •  di  ein  Maximom-stand  oder 
Minimom-stand  wird S2D 

829. 


230. 


ü  =  pU- (x-y)8J  .dx  X  r*y-dx 523 

Ja  Ja 

U  —   I     y  dx  X  I     px  •  dx 52» 


231.     ü  =  — 527 


y  •  dx 

p  •  X  •  dx 

Man  socht  diejenige  ebene  Corve,  bei  welcher  der  Schwerpankt  des  yon 
ihr  eingeschlossenen  Fläcbenstttckes  am  höchsten  oder  tiefsten  liegt ; 
and  zwar  soll  ausgewählt  werden  : 

232.  1)  ans  allen  mdglichen  ebenen  Gorven 529 

233.  2)  nar  aus  jenen,  welche  einen  gleichgrossen  Flächeninhalt  einschliessen  .      530 

234.  31  nur  ans  jenen,  welche  einerlei  Länge  haben 532 

235.  4)  nur  aus  jenen,  welche  gleichzeitig  alle  einerlei  Länge  haben  und  einen 

gleichgrossen  Flächeninhalt  einschliessen  531 

Man  sacht  diejenige  ebene  Gnrve,   bei  welcher  der  Schwerpankt  des  Bo- 
gens  am  höchsten  oder  tiefsten  liegt ;  and  zwar  soll  ausgewählt  werden : 

236.  1^  aus  allen  möglichen  ebenen  Gurven 536 

237.  2}  nur  ans  jenen,  welche  einerlei  Länge  haben 538 

Man  sucht  Itkr  y  eine  solche  Function  von  x,  dass  das  Prodoct 

U  =1    y  •  dx  X  I     (l^l  -t-  p2)  •  dx  ein  Maximom-stand  oder  Mini« 

Ja  Ja 

mom-6tand  wird ;  and  zwar  soll  ausgewählt  werden : 

238.  1)  ans  allen  möglichen  Functionen  y  von  x 510 

239.  2)  nur  ans  jenen,  welche  alle  dem  Ausdrucke  1     (Kl  -+-  p^)  r  dx  einerlei 

Werth  geben         .        .        .        .   ' 541 

240.  ü  =  Px.(rr+^).di  X  P(KrTp»)-dx ' 543 

241.    Man  sucht  aus  allen  Functionen ,   welche  dem  Integral  1    (l^l  +  p^)  •  dx 


einerlei  Werth  und  auch  noch  gleichzeitig  dem  Integral  I   x  •  y  •  dx  eii 

lei  Werth  geben,  diejenige  heraus,  bei  welcher  das  Producl 

U  =  I    y  •  dx  X  I     X  •  y  •  dx  ein  Maximum^stand  oder  Minimum-Stand 

J^(siny).(rr+72).dx 


wird 545 


242.  ü  =  — 547 

j     (cosy).  (KTTIP)  -d* 

243.  ü  =  Py  .  dx  X  y/!*(^*  +  P")  '  ^» 548 
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244.  II  =  (Kl  -h  p2^  Py  dx  -f  y^  .  p (KT+p)  •  dx 550 

Man  sacht  diejenige  räamlicbe  Gurve,  bei  welcher  der  Schwerpunkt  des 
Bogens  am  höchsten  oder  tiefsten  liegt ;  und  zwar  soll  ausgewählt 
werden : 

245.  1^  aas  allen  möglichen  räumlichen  Cnrven 551 

246.  äS  nur  aus  jenen,  welche  einerlei  Länge  haben 552 

247.  33  nur  aus  jenen ,   welche  einerlei  Länge  haben ,    und  bei  welchen  allen 

die  goniometrische  Tangente  des  von  der  Beröhrungslinie  und  der  Coor* 
dinatenebene  XY  gebildeten  Neigungswinkels  eine  bestimmte  Function 
der  Abscisse  x  ist 554 

(2) 
24a     U  «   p  r  P(rr+p2).  dx2j.dx 559 


B)    Aufgaben,  wo  FimctUmen  mit  mehr  als  einem  absohu  unabhängigen 

Veränderlichen  gesucht  werden. 

(Die  Buchstaben  p,  q,  r,  s,  t  .  .  .  .  sind  zur  Abkfirzung  bezüglich  statt  der  partiellen 

dz    dz     d^z      d  d  z     d^z 
DiiTerentialquotienten  ^,  -^,  ^,  dSTdy '  dy« ^®*®^'*  worden.) 


249.  ü  =  P  f    (x«  +  y2  -  mz)  .  z  .  dy  .  dx 562 

250.  ü  -  r*f    ( (^Y  •  z2  4-  I .  K(x2  +  y2"  72)2^    .dy.dx  .563 

252.     ü  =  J^'J   8(x,  y,  z,  ^).dy.dx 574 


253.     ü  =   r    f   (z  +  X  .  p  +  y  •  pO  •  dy  •  dx 579 

-anß 


(y«  .  q»  —  2yz  .  q  -  z«  4-  (yz  4.  x«)  •  q  +  2yz)  •  dy  •  dx  .  585 

255.  ü  —   f "  j     (17  4-  p2  —  iO  .  p  .  q  4-  34  .  q2)  .  dy  .  dx      .       .               .  588 

256.  ü  —   1     r    (8  +  p2  —  I2|p.q +  36.q2).dy.dx 598 

257.  ü  =    I     I     (A«  4-  B«  .  (p«  —  9pq  4-  14  .  q«)  4-  xzp  4-  yzq  4-  z^) .  dy  •  dx  601 

nß  pa  Cß 

z  .  dy  .  dx  X  I     I     (xp  4-  yq)  •  dy  •  dx                        .       .  604 
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Man  socht  diejenige  (von  zwei  Paar  parallelen  und  aafeinander  aenkrediten 
Ebenen  begränzte)  Fläche,  bei  welcher  der  Schwerpunkt  des  Yon 
ihr  eingeschlossenen  Korpers  am  höchsten  oder  liefsten  liegi;  und 
zwar  soU  ausgewähll  werden: 

259.  1)  aas  allen  möglichen  Flächen 609 

260.  2)  nur  aas  jenen,  welche  alle  einen  gleichgrossen  RörperinhaU  einschllessen      610 

261.  Man  sacht  diejenige  Fläche,  welche  zwischen  zwei  Paar  parallelen  and 
aafeinander  senkrechten  Ebenen  die  kleinste  ist 616 

262.  Man  sacht  anter  allen  Flächen,  die  zwischen  zwei  Paar  parallelen  and 
aafeinander  senkrechten  Ebenen  eine  gleicbgrosse  Aasdehnang  haben,  die- 
jenige, welche  den  grössten  oder  kleinsten  Körperinhalt  einschtiesst  620 

Man  sacht  diejenige  (von  zwei  Paar  parallelen  and  aafeinander  senkrech- 
ten Ebenen  begränzte)  Fläche,  bei  welcher  der  Schwerpunkt  der 
Fläche  selbst  am  höchsten  oder  tiefsten  liegt;  and  zwar  soll  aasge- 
wählt werden : 

263.  1)  aas  allen  möglichen  Flächen 623 

264.  i)  nar  aas  jenen,  welche  alle  eine  gleicbgrosse  Aasdehnang  haben    .  625 

.      J'ß 
265. 

JaJ 


ü=    1     I     g(x,  y,  z,  p,  q,  r,  s,  t).dy -dx 627 

266.     ü  =    p  f    (2xz  -  ^  .  r  -(-  y* .  I«)  .  dy  .  dx 631 

268.  ü  =   r    r   (z  -  xy  .  8  -H  m* .  s2)  .  dy  •  dx 647 

269.  U  «    p  f    [2  .  z3  Hr  2  .  (x  -h  y)  •  z  -t-  2  .  (yq  -h  xp)  .  z 

-:h  (x2  4-  y2)  •  (p  4-  q)  —  8mxy  •  s  -h  m^  •  s^]  .  dy  •  dx     .      6*9 

270.  ü  —    jj     (g -I- r»  -  5-62  -h  4.1«).  dy.dx 652 

271.  Irgend  eine  Aufgabe  führe  aaf  den  Aasdrack 

Ja  Jb      V      ''      '   dl  '  dy  '  dx«'  dx.dy'  dy«  '  di^  '  dx^.dy» 
d,d»E     d»i\ 

and  man  sacht  z  als  Fanction  der  beiden  absolut  anabhängigen  Veränder- 
lichen X  und  y 658 

272.  Irgend  eine  Aufgabe  führe  auf  den  Ausdruck 

IT         C^C^  :>t(  ^x«     d,z     d^w     d,w  \      .        . 

und  man  sucht  für  z  ond  w  Functionen  der  beiden  absolot  unabhängigen 
Veränderlichen  x  and  y 661 

273.  Irgend  eine  Aufgabe  fQhre  auf  den  Ausdruck 

und  man  sucht  z  als   Function  der  drei  absolut  unabhängigen  Veränder- 
lichen X,  y,  Y .664 
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374.     Irgend  eine  Aufgabe  föhre  aaf  den  Ausdrock 

dj^z     dyZ     d,w    d,w\      .       , 

nebst  der  Bedingongsgleichang 

F(x,  y,  z,  v)  =  0 
und  man  sacht  für  z  ond  w  FancUonen  der  beiden  absolut  onabhängigen 
Veränderlichen  x  and  y 666 

275.  Irgend  eine  Aufgabe  führe  auf  den  Ausdruck 

(^  rß     /  d,z     d^^w    d^z     d-w  \     j      j 

nebst  der  Bedingungsgleichung 

'(••'••-^.^.^.'^ )=• 

und  man  sucht  für  z  und  w  Functionen  der  beiden  absolut  unabhängigen 
Veränderlichen  x  und  y 670 

276.  Es  sei  die  ungesonderte  Partialdifferentialgleichung 

gegeben;  und  man  sucht  fQr  z  eine  solche  Function  von  x  und  y«  dass 
tJa^ß  ein  Mazimum-stand  oder  Minimum-stand  wird 671 

277.  Irgend  eine  Aufgabe  föhre  auf  den  Ausdruck 

'SD 

wo  mx)  und  ^(z)  bestimmt  gegebene  Functionen  von  x  sind ;  und  man  sucht 

z  als  Function  von  x  und  y 673 

278.  Es  ist  ein  auf  der  Coordinatenebene  XY  senkrecht  stehender  circulärer 
Cylinder  gegeben  mit  der  Gleichung 

(m  -  y)«  H-  (n  —  x)»  =  r« 
Man  sucht  eine  Fläche,  welche  von  diesem  Cylinder  durchdrungen  wird, 
und  kleiner  ist,   als  jede  andere  von  demselben  Cylinder  durchdrungene 
Fläche 677 

279.  Es  ist  wieder  ein  auf  der  Coordinatenebene  XT  senkrecht  stehender  Cylin- 
der gegeben  mit  der  Gleichung 

y*  H-  2  .  m«  .  x2  —  2 .  m«  •  y2  —  2  .  z3  •  y«  +  m*  =  0 
Man  sucht  wieder  eine  Fläche»  welche  von  diesem  Cylinder  durchdrungen 
wird,  und  kleiner  ist,  als  jede  andere  von  demselben  Cylinder  durchdrun- 
gene Fläche 679 

280.  Irgend  eine  Aufgabe  IQhre  auf  den  Ausdruck 

U=l     I       8(x,  y,  2,  p,q)-dy -dx 

•/a  J»(x) 
Man  sucht  f&r  z  eine  Function  von  x  und  y,    und  für  xU)  und  ^x)  sucht 
man  Functionen  von  x 680 

281.  Man  sucht  die  kleinste  Oberfläche  zwischen  zwei  festen  parallelen  Ebenen 

und  zwischen  zwei  gegebenen  Flächen 682 

282.  Man  sucht  eine  Fläche  und  eine  in  dieser  Fläche  liegende  räumliche  Curve, 
für  deren  Umfang  eine  bestimmte  Grösse  k  vorgeschrieben  ist  Das  von 
der  gesuchten  Curve  begränzte  Stück  der  gesuchten  Fläche  soll  den  klein- 
sten Flächeninhalt  haben,  der  zwischen  allen  andern  räumlichen  Curven 
von  gieichgrossem  Umfange  möglich  ist.    Welches  ist  die  gesuchte  Fläche 

und  welches  die  gesuchte  Curve? 692 

283.  Man  sucht  unter  allen  Flächen,  welche,  zwischen  zwei  festen  parallelen 
Ebenen  und  zwischen  zwei  gegebenen  Flächen  erstreckt,  einen  gleichgros- 
sen  Flächeninhalt  haben,  diejenige  heraus,  die  den  grösslen  oder  kleinsten 
Körper  begränzt 708 

II.  99 
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284.  Irgend  eine  Aofgabe  führe  auf  den  Aosdrock 

ü=j     I       8(x,  y,  z,  p,  q.  r,  «,  t)-dy.dx 

Man  sacht  für  z  eine  Fanction  von  z  and  y»  and  tat  xiT)  and  (cx)  aaeht 

man  Functionen  von  x 713 

285.  Irgend  eine  Anfgabe  führe  aaf  den  Aaadrack 

U  —  J    J     g(x,  y,  z,  p,  q,  r,  8,  t,  ....)•  dy  •  dx 

wo  b  and  ß  keine  Pnnctionen  des  noch  allgemeinen  z  sind.  Man  soeht 
fQr  z  eine  Fanction  von  z  ond  y,  and  für  a,  a,  b,  i9  sacht  man  feste 
Werlhe 717 

286.  Man  sacht  zwischen  vier  gegebenen  Flächen  die  kleinste  Oberfläche  anter 
allen  denen,  von  welchen  jene  (die  gegebenen  nemlich)  nach  Curven  ge- 
schnitten werden,  die  in  zwei  Paar  parallelen  and  aafeiaander  senkrechten 
Ebenen  liegen .     730 

287.  Irgend  eine  Aofgabe  führe  aaf  den  Aosdraek 

S(z,  y»  z,  p,  q,  r,  s,  t )-dy -dz 

Man  socht  für  z  eine  Fanction  von  x  and  y,   für  ;r(x)  and  $(z)  FnncÜonen 

von  X,  and  für  a  and  a  feste  Werthe 729 

288.  Man  sacht  die  kleinste  Oberfläche  zwischen  vier  gegebenen  Flächen  733 


diJxi 


Erster  theoretischer  Nachtrag, 

betreffend 

die  beiden  von  Euler  und  Lagrange  mitgetheilten  Methoden  (m  die  Anflösiuig 

der  (von  Enler)  sogenannten  relativen  Grösaten  und  Kleinsten. 


Erste  Abtheilang.  Die  Begriffsbestimmangen,  welche  Enler  von  den  abso- 
luten Gross ten  and  Kleinsten  and  von  den  relativen  Grössten  and  Kleinsten 
aufgestellt  hat     .       . .      740 

Zweite  Abtheilang.    Beortheilong  dieser  von  Enler  aafgestellten  Begriffibe- 

Stimmungen 742 

Dritte  Abtheilung.    Benrtheilang  der  Methoden ,  welche  Enler  and  Lagrange 

für  die  relativen  Grössten  und  Kleinsten  aufgestellt  haben   .       .       .       «      743 

Vierte  Abtheilung.    Hier  wird  ein  Beispiel  sowohl  nach  der  Enler'schen  ab 

auch  nach  der  Lagrange'schen  Methode  durchgeführt 747 

Fünfte  Abtheilang.  Wenn  Lagrange  eine  ein  relatives  Grösstes  oder  Klein- 
stes fordernde  Aufgabe,  wo  auch  die  Gränzelemente  veränderlich  sind,  ge- 
stellt, and  mittelst  seiner  Methode  gelöst  hätte;  so  hätte  er  dieselben  Re- 
sultate erlangt,  welche  sich  durch  meine  Methode  ergeben  759 

Schluss 763 


Zweiter  theoretischer  Nachtrag, 

enthaltend 
die  Auflösung  einiger  Aufgaben,  bei  welcher  man  für  die  unmittelbaren 
Mutationen  ganz  unbestimmte  Reihenformen  nimmt 764 
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Verzeichniss  einiger  Drackfehler    . 

in  diesem  zweiten  Bande. 


/•a     3  ^^     3 

Seite  264,  ZeUe  2  steht  I     (FTCpx  —  m«)) .  dx  statt  1     (if  (px  —  mp) .  dx. 

Seite  368,  Zeile  6  von  unten,  ganz  hinten,  steht  (st  -| ^\    statt  (st  H — ^) 

Seite  368,  Zeile  4  von  nnten,  ganz  hinten,  steht  (-^j    •  ^a  statt  /-j^j    •  ^a 

Seite  373,  Zeile  15,  ganz  hinten,  steht  T^'a  statt  ^a^. 
Seite  387,  Zeile  19,  steht  -  0  statt  =  0. 

B  B 

Seite  397,    Zeile  6  von  nnten,  steht ^  statt  = 1. 

(1  -h  m«)ä  (1  +  mO* 

Seite  442  sollte,  soweit  es  die  Aufgabe  204  belrifll,  statt  m  ein  anderer  Bncfastabe 
stehen ,  weil  in  dieser  Aufgabe  das  m  schon  einmal  in  einer  andern  Bedeutung 
vorkommt. 

Seite  514,  Zeile  16,  sieht  x  +  F  statt  (x  +  F)'. 

Seite  517  ist  Aufgabe  227  falsch  gestellt.  Sie  sollte  heissen :  „  Unter  allen  ebenen  Cur- 
„ven,  deren  zwischen  den  (zu  x  »  a  und  x  =  a  gehörigen)  rechtwinkeligen 
„  Gränzordinaten  erstreckte  Bögen  gleiche  Länge  hal^n  und  auch  gleidiea  Fli- 
„cheninhalt  einschliessen,  sucht  man  diejenige,  welche  etc." 

Seite  533,  Zeile  2.    Hier  fehlt  zuletzt:    =0. 

V  •  dx  statt  I     V  •  dx. 

Seite  615,  Zeile  14  steht  XV  statt  XVI. 
Zeile  15  steht  XV  statt  XVI. 
Zeile  18  steht  XVI  statt  XVII. 
Zeile  19  steht  XIII  sUtt  XIV. 
Zeile  23  steht  XVII  sU(t  XVIII. 
Zeile  23  steht  XVIII  sUtt  XIX. 
Unterste  Zeile  steht  XIX  statt  XX. 

Seite  616,  Zeile  11  steht  XX  sUtt  XXI. 

Zeile  14  steht  XXUI  statt  XXIV. 
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Verzeichniss  einiger  Drackfehler 

in  diesem  zweiten  Bande. 


Seite  264,  ZeUe  2  steht  j     (if  (px  —  m«))  •  dx  statt  f  **  (W(px  —  m)«)  •  dx. 
Seite  368,  ZeUe  6  von  anten,  ganz  hinten,  steht  (^  -| ^\    statt  (st  H ^) 

Seite  368,  Zeile  4  von  onten,  ganz  hinten,  steht  (-^j    •  ^a  statt  (-^j    •  i9a 

Seite  373,  Zeile  15,  ganz  hinten,  steht  t^a  statt  i9a'. 
Seite  387,  Zeile  19,  steht  -  0  statt  =  0. 

B  B 

Seite  397,   Zeile  6  von  nnten,  steht ^  statt  = 1. 

(i  4-  m«)«  (1  +  mO* 

Seite  442  sollte,  soweit  es  die  Aufgabe  204  betrifft,  statt  m  ein  anderer  Buchstabe 
stehen,  weil  in  dieser  Aufgabe  das  m  schon  einmal  in  einer  andern  Bedeutoog 
vorkommt. 

Seite  514,  Zeile  16,  steht  x  +  F  statt  (x  +  F)^. 

Seite  517  ist  Aufgabe  227  falsch  gestellt.  Sie  sollte  heissen :  „  Unter  allen  ebenen  Car- 
„veo,  deren  zwischen  den  (zu  x  «»  a  und  x  =?  a  gehörigen)  rechtwinkeligen 
„  GrSuzordinaten  erstreckte  Bögen  gleiche  Länge  haben  und  auch  gleichen  Fld- 
„cheninhalt  einschliessen,  sucht  man  diejenige,  welche  etc.<* 

Seite  533,  Zeile  2.    Hier  fehlt  zuletzt:    =  0. 

V  •  dz  statt  I     V  •  dx. 

Seite  615,  Zeile  14  steht  XV  statt  XVI. 
Zeile  15  steht  XV  statt  XVI. 
Zeile  18  steht  XVI  statt  XVII. 
Zeile  19  steht  XIU  stett  XIV. 
Zeile  23  steht  XVII  statt  XVIII. 
Zeile  23  steht  XVIII  statt  XIX. 
Unterste  Zeile  steht  XIX  statt  XX. 

Seite  616,  Zeile  11  steht  XX  sUtt  XXI. 

Zeile  14  steht  XXUI  statt  XXIV. 
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